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Resumen

En un programa de elementos �nitos se implementa un modelo matem�atico para la consolidaci�on
elastopl�astica con deformaciones �nitas en un medio representativo de un suelo totalmente saturado� El
tratamiento algor��tmico de la elasticidad en deformaciones �nitas para la fase s�olida est�a basado en una des�
composici�on multiplicativa y acoplado con el algoritmo de �ujo del �uido mediante la presi�on intersticial de
Kirchho�� Se utiliza una formulaci�on mixta de elementos �nitos con dos campos en que los desplazamientos
nodales del s�olido y las presiones nodales de agua en los poros est�an acoplados mediante las ecuaciones de
equilibrio de masa y cantidad de movimiento�
La ley de comportamiento de la fase s�olida se representa mediante una teor��a de tipo Cam�Clay modi�cada�
formulada en el espacio de las tensiones principales de Kirchho�� y se utiliza una aplicaci�on de retorno que
se lleva a cabo en el espacio de deformaciones de�nido por los invariantes de los alargamientos el�asticos
logar��tmicos principales� El comportamiento de la fase �uida se representa mediante una ley de Darcy
generalizada formulada respecto a la con�guraci�on actual� El modelo de elementos �nitos es completamente
linealizable con exactitud� Se presentan varios ejemplos num�ericos con y sin efectos de deformaciones �nitas
para demostrar el impacto de la no linealidad geom�etrica en las correspondientes respuestas� El art��culo
�naliza con un estudio del comportamiento del modelo de elementos �nitos en relaci�on con la precisi�on y la
estabilidad num�erica�

ELASTOPLASTIC CONSOLIDATION WITH FINITE DEFORMATIONS� IMPLEMENTATION

WITH FINITE ELEMENTS AND NUMERICAL EXAMPLES

Summary

In a �nite element computer program a mathematical model has been implemented to analyze the elastoplas�
tic consolidation with �nite deformations of a medium representing a fully saturated soil� The algorithmic
treatment of the �nite elasticity approach to the solid phase behaviour is based on a multiplicative decompo�
sition and is coupled to an algorithm of �uid �ow using the Kirchho� pore pressure� A mixed �nite element
formulation with two �elds has been used� where the solid nodal displacements and the nodal water pore
pressure are coupled using the equations of balance of mass and linear momentum�
The constitutive law of the solid phase is based on a modi�ed Cam�Clay theory written in the main Kirchho�
stress space� and a return mapping in the space of deformations de�ned by the invariants of the main loga�
rithmic elastic strechts� The behaviour of the �uid phase is modelled using a generalized Darcy	s law written
in the actual con�guration� The �nite element model is completely and rigourously linearized� Several
examples with and without �nite deformation e�ects are presented in order to show the impact of geometric
non�linearities in the corresponding results� The paper ends with a study of the �nite element behaviour in
relation with its numerical precission and stability�
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INTRODUCCI�ON

Las arcillas compresibles experimentan grandes deformaciones en intervalos de tiempo
�nitos� En muchas ocasiones los grandes movimientos del terreno causados por las de�
formaciones dependientes del tiempo repercuten sobre el comportamiento de estructuras
geot�ecnicas cr��ticas�
La variaci�on con el tiempo de los movimientos de las arcillas puede achacarse a los

siguientes factores�� a� retraso hidrodin�amico o consolidaci�on� fen�omeno transitorio en que
el 	uido intersticial es expulsado de la masa de suelo y b� 	uencia del suelo� fen�omeno
provocado por las deformaciones irreversibles originadas por el car�acter viscoso del compor�
tamiento del suelo�
Las deformaciones de 	uencia son de car�acter reol�ogico y representan una respuesta a

un comportamiento que depende del tiempo� mientras que la consolidaci�on proviene de una
interacci�on transitoria entre las fases s�olida y 	uida y produce una deformaci�on retardada
debida a los cambios de tensi�on en la matriz del suelo� Este art��culo se concentra en el
modelado de la componente variable con el tiempo de la deformaci�on del suelo debida a
efectos de consolidaci�on�
Los modelos anteriores para la difusi�on transitoria de 	uidos en medios porosos y de�

formables fueron desarrollados a partir de los trabajos precursores de Terzaghi� y Biot���

que establecieron los cimientos matem�aticos de la teor��a de los medios porosos linealmente
el�asticos en situaciones mono y tridimensionales respectivamente� La formulaci�on general de
la teor��a de la consolidaci�on se adelant�o a su �epoca� y tuvieron que pasar dos d�ecadas hasta
que se consiguieron resultados similares en el tema general de la teor��a de las mezclas en
continuos 
v�ease la referencia� para una historia descriptiva de la evoluci�on de la teor��a de
mezclas� as�� como las referencias���� para referencias adicionales�� teor��a aplicable a medios
polif�asicos generales como mezclas de gases� de 	uidos� de l��quidos con burbujas� suspen�
siones y aleaciones� Respecto al problema de consolidaci�on de suelos� la teor��a tridimensional
de Biot ha sido la base de la mayor��a de los trabajos posteriores en geof��sica� mec�anica de
suelos y de rocas������ Desde entonces la teor��a se ha ampliado para incluir irreversibilidad
y efectos no lineales de materiales�	��
 as�� como los efectos de grandes deformaciones�����

que pueden producirse en dep�ositos de arcillas muy compresibles�
Hasta ahora las ampliaciones de la teor��a in�nitesimal de la consolidaci�on al r�egimen

de deformaciones �nitas se han formulado en el marco de la hipoelasticidad������ La for�
mulaci�on hipoel�astica restringe la validez de las ecuaciones constitutivas incrementales a
peque�nas deformaciones el�asticas�� y enturbia la de�nici�on adecuada de los gradientes prin�
cipales y los cambios medios de volumen necesarios para imponer la ecuaci�on de conservaci�on
de la masa en incrementos de carga �nitos��� Adem�as para la formulaci�on hipoel�astica se
precisa utilizar alguna medida no �unica de una velocidad de tensiones objetiva� como la
velocidad de tensiones de Jaumann que seg�un se sabe produce malos resultados en corte
simple���
Muy recientemente se ha propuesto una formulaci�on alternativa basada en la plasticidad

multiplicativa con objeto de estudiar el problema de la consolidaci�on elastopl�astica con
deformaci�on �nita����
�
Esta formulaci�on prolonga las ideas de la referencia�� a continuos bif�asicos suelo�agua

y conduce a un problema condicionado de valores de contorno en que la deformaci�on
volum�etrica de la matriz s�olida queda coaccionada por el movimiento relativo de la fase
	uida� Adem�as� para permitir el desarrollo de grandes deformaciones el�asticas� la nueva
formulaci�on evita el tema de las velocidades en el c�alculo con deformaciones �nitas�
Un interesante subproducto de la formulaci�on presentada en la referencia�� es que para

suelo saturado con part��culas y 	uido incompresibles el balance de energ��a sugiere que la
tensi�on efectiva de Terzaghi es la medida de tensi�on adecuada para escribir la respuesta del
esqueleto del suelo� Por tanto� la formulaci�on tiene la ventaja de ser capaz de admitir la
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mayor��a de los modelos que� basados en la tensi�on efectiva� han sido propuestos en ingenier��a
geot�ecnica para describir la deformaci�on de arcillas compresibles���
Este art��culo se apoya en el modelo matem�atico de la consolidaci�on elastopl�astica para

deformaciones �nitas presentado en la referencia�� y sit�ua la teor��a en el marco del c�alculo
con elementos �nitos no lineales� Se desarrollan formas matriciales de las ecuaciones varia�
cionales y se resuelven ejemplos num�ericos para comprobar la robustez del modelo de ele�
mentos �nitos� Un tema clave en el c�alculo de la consolidaci�on elastopl�astica se re�ere al
papel que juega el modelo constitutivo con dilataciones pl�asticas� En este art��culo se emplea
un modelo de tipo estado cr��tico propuesto primeramente en la referencia�� y modi�cado
luego����� para incorporar los efectos de las grandes deformaciones�
Este modelo es capaz de simular algunas de las m�as importantes caracter��sticas del

comportamiento de arcillas compresibles como son su compactaci�on y dilataci�on pl�astica as��
como sus respuestas asociadas de endurecimiento y reblandecimiento�
En la referencia�� el modelo se ha situado en el marco de la plasticidad multiplicativa

que es el modelo usado en este art��culo para comprobar la robustez del modelo propuesto
de consolidaci�on con elementos �nitos�
Respecto a las rotaciones y s��mbolos� las letras en negrita indican matrices y vectores�

el s��mbolo 
�� indica producto escalar de dos vectores 
a � b � aibi� o la contracci�on de los
��ndices adyacentes de dos tensores 
c �d � cijdjk� el s��mbolo 
� � indica producto interno de
dos tensores de segundo orden 
c�d � cijdij� o una doble contracci�on de ��ndices adyacentes
de tensores de rango dos o superior 
D�C � DIJKLCKL��

Ecuaciones de campo en forma variacional

Sea B � Rnsd un cuerpo simple de suelo saturado por un 	uido y acotado por la super�cie
�B en la con�guraci�on de referencia� Sea adem�as � el movimiento de la fase s�olida y � la
presi�on de Kirchho� del agua intersticial� Para posteriores referencias desde este mismo
art��culo� se recuerdan ahora los resultados presentados en la referencia���
En forma variacional el equilibrio en ausencia de tensiones rotacionales y de inercia se

escribe

G
�� �� ��������������� �

Z
B


grad ��������������� �������������� � �div �������������� � �
�������������� �G�dV �

Z
�B�

�������������� � tdA � � 
��

donde �������������� es la variaci�on del campo de desplazamientos�
La forma variacional del balance de masa admitiendo la incompresibilidad tanto de las

part��culas como la del 	uido es

H
�� �� �� �

Z
B


� �J � grad � � Jv�dV �

Z
�Bh

�hQdA � � 
��

donde � es el campo de la variaci�on de la presi�on intersticial� En las ecuaciones 
�� y 
��
�������������� � J														 es el tensor sim�etrico de tensiones efectivas de Kirchho� obtenido al multiplicar el
tensor de tensiones efectivas de Cauchy 														 por el jacobiano J del movimiento de la fase s�olida�
G es el vector de aceleraciones de la gravedad� t el vector tensi�on prescrito en �BT � �B
de�nido en la con�guraci�on de referencia� �
 es una densidad de referencia o constante de
la masa de suelo� �J la derivada respecto al tiempo de J � v la velocidad relativa del 	ujo por
unidad de �area de la masa de suelo deformada� Q el 	ujo volum�etrico� prescrito por unidad
de �area indeformada a trav�es del contorno �Bh � B 
generalmente Q � ��� grad el operador
gradiente y div el operador de divergencia espacial�
La serie de discretizaciones temporales y espaciales puede intercambiarse� lo que se usa

para el t�ermino incremental �J en 
�� desde el principio� Para ello se considera la siguiente
ecuaci�on variacional integrada en el tiempo�	���
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H�t
�� �� �� �

Z
B

�

�t

�
Jn�� �

kX
m�


mJn���m

�
dV�

� �


Z
B

��
grad � � Jv� � 
�� ��
grad � � Jv�n� dV�

� �


Z
�B

���Qn�� � 
�� ��Qn�dA � �


��

donde �t � tn�� � tn y �� �
 y las 
m son los par�ametros de integraci�on en el tiempo� La
conocida familia de m�etodos trapeciales se obtiene en 
�� poniendo k � � �
 � �� 
� � � y
� � ��� ���
Si � � � y k � �� se obtiene la familia de m�etodos en diferencias regresivas 
BDF�

incondicionalmente establece� con exactitud de orden k y con k pasos�	���� En este art��culo se
considerar�a 
�� y la discretizaci�on temporal 
�� para posterior introducci�on de las funciones
de discretizaci�on espacial�
Puesto que tanto G como H�t son nulos� sus primeras variaciones �G y �H�t deben

anularse tambi�en� Poniendo �G � �� se tiene

�G �

Z
B

grad ��������������� 
c� �������������� � ��� grad �udV�

�

Z
B


��div �������������� � �gradt��������������� grad �u�dV�

�

Z
B

�wJdiv 
�u��������������� �GdV �

Z
�B

�������������� � �tdA � �


��

donde �u� �� y �t son respectivamente las variaciones del vector desplazamiento� la presi�on
intersticial de Kirchho� y el vector tensi�on� La primera integral en 
�� contiene el t�ermino
de tensiones iniciales 
�������������� � ��ijkl � �ji� �ik� donde 
��ij � �ij es la delta de Kronecker� as��
como el tensor c de rigidez tangencial espacial la tercera integral representa la variaci�on
de la densidad m�asica de referencia �
 
no constante� y representada la cantidad de 	uido
con densidad m�asica constante �w que penetra o escapa de la matriz de suelo debido a la
variaci�on del jacobiano�
Poniendo �H�t � � y �jando �t� se tiene

�H�t �

Z
B

�

�t
Jdiv �udV � ��


Z
B

grad � �
k

�wg
� grad ��dV�

� ���


Z
B

grad � � sim

�
k

�wg
� gradt �u� � grad �dV�

� ��


Z
B

grad ��grad �u� 
div �u��� � k �
G

g
JdV�

� ��


Z
�B

��QdA � �


��

donde �Q es la variaci�on del 	ujo de 	uido Q� g es la aceleraci�on de la gravedad y G es el
vector de aceleraciones de gravedad 
obs�ervese kGk � g��
Las integrales segunda� tercera y cuarta contienen el tensor de segundo orden k per�

meabilidad espacial 
supuesto constante� que se obtiene al generalizar la ley de Darcy a
problemas bi y tridimensionales�
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Ecuaciones matriciales

Las ecuaciones matriciales del m�etodo de elementos �nitos pueden obtenerse siguiendo
los procedimientos t��picos� La idea es de�nir dos� quiz�a diferentes� matrices de funciones de
interpolaci�on espaciales N�
x� y N�
x� para aproximar el movimiento de la fase s�olida � y
el campo de presiones intersticiales ��
Sup�ongase que � se aproxima mediante el campo de desplazamientos espaciales uh
x� �

RRsd � En forma matricial se tiene

uh
x� � N�
x�d�N�
g 
x�dg 
��

donde d � RNQ es el vector de desplazamientos nodales inc�ognita del s�olido y dg el vector
de desplazamientos nodales prescritos� Igualmente sea � el campo espacial de presiones
intersticiales de Kirchho� aproximado mediante la funci�on �h
x� � R��
En forma matricial se tiene

�h
x� � N�
x��������������� �N�
r
x���������������r 
��

donde �������������� � RNQ es el vector de presiones intersticiales de Kirchho� nodales inc�ognita� Las
funciones de ponderaci�on �������������� y �������������� pueden aproximarse de la misma manera en funci�on de sus
valores nodales �������������� y ��������������� tal como se indica a continuaci�on

��������������h
x� � N�
x��������������� ��������������h
x� � N�
x��������������� 
��

donde �������������� � RNQ y �������������� � RNP � Tras estos preliminares se tienen los siguientes resultados�

Proposici�on �Proposici�on �

Si la funci�on de ponderaci�on �������������� se aproxima con cualquier conjunto de valores nodales
arbitrarios �������������� � RNQ mediante 
��� la ecuaci�on de elementos �nitos para el balance de la
cantidad de movimiento en ausencia de inercia y tensiones rotacionales puede escribirse
como

Gh � 
�� �� ��������������� � ��������������t�NS
d� �Nw
���������������� FEXT� � � 
��

donde

NS
d� �

Z
B

Btf��������������gdV 
��a�

Nw
��������������� � �

Z
B

bT 
N��������������� �N�
r��������������r�dV 
��b�

FEXT �

Z
B

�
N
�tGdV �

Z
�B

N�ttdA 
��c�

f��������������g � f���� ���� ���� ���� ���� ���g
T para nsd � ��
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Demostraci�onDemostraci�on

Sea B la matriz habitual de transformaci�on 
espacial� deformaciones�desplazamientos
con estructura

B � �B�� B��    �BNQ�

Para nsd � � por ejemplo B es de dimensi�on �� � NQ� Observando que �������������� es sim�etrica y
desarollando� se tiene ��������������tBtf��������������g � grad ��������������� �������������� de modo que 
��a� conduce a la primera integral
de 
��� A continuaci�on def��nase b � f�gTB donde f�g � f�� �� �� �� �� �gt y bbbbbbbbbbbbbb es la dimensi�on
��� NQ cuando nsd � �� Se sigue que b�������������� � div �������������� de modo que 
��b� conduce a la segunda
integral de 
��� Las integrales tercera y cuarta pueden obtenerse a partir de 
��c� mediante
razonamientos semejantes�

Proposici�on �Proposici�on �

Aprox��mese la funci�on de ponderaci�on � mediante valores nodales arbitrarios �������������� � RNP

mediante 
�� en ese caso la ecuaci�on de elementos �nitos para el balance de masa�
suponiendo que tanto los granos s�olidos como el 	uido son incompresibles� puede escribirse
como

��tHh
�t
�� ����������������� � ��������������t�J
d� � �
�t��������������
��������������� � �
�tHEXT � � � 
���

donde

J
d� � �

Z
B

N�t
Jn�� �

kX
m�


mJn���m�dV 
��a�

��������������
��������������� � �

Z
B

EtJn��vn��dV � 
�� ��

Z
B

EtfnJnvndV 
��b�

HEXT �

Z
B

N�t��Qn�� � 
�� ��Qn�dA 
��c�

donde fn � �x
�xn

es el gradiente de deformaci�on local referido a la con�guraci�on en el
instante tn�

Demostraci�onDemostraci�on

A partir de 
��a� se tiene N��������������� � ��������������t
N�t � �h� y por ello 
��a� y 
��c� producen

respectivamente la primera y la tercera integral de 
��� A continuaci�on de de�ne E como la
matriz de transformaci�on gradiente�presi�on con estructura

E � �grad N �
� � N

�
� �    � N

�
NP �

Por ejemplo� para nsd � �� E tiene dimensi�on �� NP �
Por tanto E�������������� � grad �������������� y f tnE�������������� � gradn ��������������� por lo que 
��b� produce la segunda integral

de 
���
Las aproximaciones descritas m�as arriba pueden utilizarse tambi�en para expresar las

primeras variaciones de Gh y Hh
�t en forma matricial� Siguiendo

�� se supone una condici�on
de carga muerta y se imponen condiciones adicionales de vectores tensi�on externos nulos

�t � �� e igualmente para el 	ujo externo 
�Q � ��� En estas condiciones las variaciones
primeras de Gh y Hh

�t se transforman en funciones lineales de las primeras variaciones
de d y ���������������
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Proposici�on �Proposici�on �

Sup�ongase que las funciones de ponderaci�on �������������� se aproximan mediante valores nodales
arbitrarios �������������� � RNQ mediante 
��� En estas condiciones la ecuaci�on de elementos �nitos
para la variaci�on primera de Gh puede escribirse como

�Gh � 
�� �� ��������������� � ��������������t�K���d �K����� 
���

donde

K�� �

Z
BTCB�BTTB�BT I�B� �wJN

�tGb�dV 
��a�

K�� � �

Z
B

btN�dV 
��b�

y �d� ��������������� son respectivamente las variaciones primeras de d y ��

Demostraci�onDemostraci�on

Ord�enense los elementos del tensor de cuarto orden C en una matriz de rigidez material
C para nsd � �� C es �� � mediante el m�etodo bosquejado en la referencia��� Un sencillo
desarrollo del producto escalar ��������������t� BTCB�d 
obs�ervese que �dg � �� produce la expresi�on
equivalente para grad ��������������h� c� grad �uh en 
��� Esta es la contribuci�on de la rigidez del
material a la matriz de coe�cientes�
A continuaci�on se de�ne la matriz

B �

�
B
Bsk

�
�

�
B� B�    BNQ

Bsk
� Bsk

�    Bsk
NQ

�

donde Bsk es la parte asim�etrica de B que representa los efectos rotacionales� Por ejemplo�
para nsd � � la matriz B

sk de dimensi�on �� � NQ y B es de dimensi�on �� � NQ�
Consid�erese adem�as los elementos del tensor �������������� ordenados en la matriz T siguiendo el

procedimiento bosquejado��� Para nsd � � la matriz T es de dimensi�on �� � NQ y siempre
sim�etrica�
El desarrollo del t�ermino del producto escalar ��������������tBtTB�d conduce a la expresi�on equiva�

lente para grad ��������������h� �������������� � �� grad �uh en 
��� Esta es la contribuci�on de las tensiones iniciales
a la matriz de coe�cientes�
Finalmente def��nase una matriz diagonal I� tal que para que nsd � �� I� sea la dimensi�on

� � � e 
I��ii � �h para i � �� �� � 
I��ii � �h�� para i � �� �� � y 
I��ii � ��h�� para
i � �� �� ��
El desarrollo del t�ermino ��������������tBtI�B�d produce la expresi�on equivalente �hgradt��������������h� grad�uh�

Ello genera la contribuci�on de la presi�on intersticial inicial a la matriz de coe�cientes�
Los t�erminos restantes pueden demostrarse utilizando las identidades b�d � div
�uh� y
b �������������� � div
��������������h� junto con las condiciones de contorno esenciales ���������������r � ��
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Proposici�on �Proposici�on �

Sup�ongase que se aproxima la funci�on de ponderaci�on � mediante una serie de valores
nodales arbitrarios �������������� � RNP v��a 
��� En este caso la ecuaci�on de elementos �nitos para la
variaci�on primera de Hh

�t puede escribirse como

��t�Hh
�t
�� ����������������� � ��������������t�K���d�K������������������ 
���

donde

K�� � �

Z
B

JN�tbdV � ��
�t

Z
B

�
�

�wg
EtAB� JEtWB

�
dV 
��a�

K�� � �
��
�t

�wg

Z
B

EtkEdV 
��b�

y �d� ��������������� son las variaciones primeras de d y �������������� respectivamente�

Demostraci�onDemostraci�on

Las formas matriciales de las dos primeras integales en 
�� son triviales� Respecto a la
tercera� que surge debido a las no linealidades geom�etricas� se puede obtener la siguiente
identidad por desarrollo directo 
ver
��a��

� grad �h � sim�k gradt 
�uh�� � grad � � ��������������t
ETAB�d

donde

A � �A��A��A��

y 
para nsd � ��

A� �

�
��	
k�����

��� k�����
��� k�����

k�����
��� k�����

��� k�����

k�����
��� k�����

��� k�����



����


�v� � �
� �v� �
� � �v�

�

�A� �

�
��	
k����� � k�����

��� k����� � k�����
��� k����� � k�����

k����� � k�����
��� k����� � k�����

��� k����� � k�����

k����� � k�����
��� k����� � k�����

��� k����� � k�����



����


�v� � �v�
�v� �v� �
� �v� �v�

�

�A� �

�
��	
k����� � k�����

��� k����� � k�����
��� k����� � k�����

k����� � k�����
��� k����� � k�����

��� k����� � k�����

k����� � k�����
��� k����� � k�����

��� k����� � k�����



����


�v� � �v�
��v� �v� �
� ��v� ��v�

�

donde �vi � kij��j 
suma en j � �� �� ��� Para nsd � � la matriz A es de dimensi�on �� ��
Respecto a la cuarta integral en 
��� que tambi�en es debida a la no linealidad� por

desarrollo directo puede obtenerse 
ver 
��a��

grad �h � �grad 
�uh�� div
�uh��� � k
G

g
� ��������������t

ETWB�d 
v�ease 
��a��
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donde

W � �W��W��W��

W� � �
�

g


� k�iGi k�iGi

k�iGi � k�iGi

k�iGi k�iGi �

�
 �W� �

�

g


k�iGi � k�iGi

k�iGi k�iGi �
� k�iGi k�iGi

�

�W� �
�

g


k�iGi � k�iGi

�k�iGi k�iGi �
� �k�iGi �k�iGi

�

Con suma impl��cita desde i � �� �� �� Para nsd � � la matrizW tambi�en es de dimensi�on
�� ��
Puesto que tanto �������������� como �������������� son arbitrarias� las ecuaciones vectoriales 
acopladas� sigui�

entes cumplen las condiciones 
�� y 
����

� Balance de cantidad de movimiento

r�
d� ��������������� � Ns
d� �Nw
���������������� FEXT � � 
���

� Balance de masa

r�
d� ��������������� � J
d� � �
�t��������������
��������������� � �
�tHEXT � � 
���

Para el c�alculo num�erico el problema se reduce a la determinaci�on de la con�guraci�on
de�nida por los valores nodales d y �������������� para los que 
��� y 
��� se cumplen simult�aneamente�

Si r � �r�� r��
t 	� �� para alguna con�guraci�on de tanteo dk� ��������������k se puede obtener

la soluci�on num�erica por iteraci�on seg�un el m�etodo de Newton� Sin embargo� para ello�
generalmente se precisa el uso de un operador tangente consistente que para el problema
presente puede montarse f�acilmente a partir de las matrices de coe�cientes indicados m�as
arriba�

K �

�
K�� K��

K�� K��

�

���

En general la matriz K es inde�nida y no sim�etrica�
La asimetr��a de K es debida a la soluci�on de un problema de consolidaci�on asim�etrica�

Sin embargo hay condiciones que conducen a una K sim�etrica incluso si el problema de con�
solidaci�on es intr��nsecamente asim�etrico� Obviamente que K�� � Kt

��� lo que es cierto si y
s�olo si el tensor de permeabilidadK es sim�etrico� Adem�as� para c�alculos en peque�nas defor�
maciones el jacobiano J es id�enticamente igual a la unidad� mientras que la segunda integral
de 
��a� se anula id�enticamente� ya que su origen inicial es la no linealidad goem�etrica���
Por tanto� para esta condici�on K�� � Kt

��� En las mismas condiciones impuestas por la
hip�otesis de peque�nas deformaciones el �ultimo t�ermino de la integral de 
��a� tambi�en se
anula� puesto que es simplemente la linealizaci�on del jacobiano constante� Por tanto� con la
hip�otesis de peque�nas deformaciones K�� � Kt

��� siempre que C sea sim�etrica���
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EJEMPLOS NUM�ERICOS

Esta secci�on demuestra la importancia de las grandes deformaciones en la consolidaci�on
de las cimentaciones sobre arcilla compresible� Los ejemplos se re�eren a consolidaci�on mono
y bidimensional 
deformaci�on plana� usando elementos �nitos mixtos que combinen una
interpolaci�on de desplazamientos bicu�adrica con � nudos con una interpolaci�on de presiones
bilineal y con � nudos� La integraci�on en el tiempo se hace mediante un equema en diferencias
regresivas� incondicionalmente estable con precisi�on de primer orden� que se obtiene al poner
k � �� y �
 � � � �� en 
��� Los c�alculos se llevaron a cabo en doble precisi�on usando un
programa de elementos �nitos llamado SPIN�D���

Consolidaci�on hiperel�astica monodimensional

En este caso se considera un esqueleto de suelo poroso hiperel�astico� inicialmente libre de
tensiones� descrito por una funci�on de energ��a libre � que es cuadr�atica en los alargamientos
logar��tmicos el�asticos principales��� La expresi�on para � en funci�on de los par�ametros � y
� de Lam�e tiene la forma

� �
�

�
���e� � �e� � �e��

� � ��
�e��
� � 
�e��

� � 
�e��
�� 
���

donde �eA � In
�eA� A � �� �� � son los alargamientos el�asticos logar��tmicos principales� Los
valores de los par�ametros materiales supuestos son � � ��� � kPa 
equivalentes a un m�odulo
de Young E � ��� kPa y a un coe�ciente de Poisson � � �� ���

La Figura � muestra la columna de �� elementos �nitos que forma la malla de EF� �Esta
tiene un fondo impermeable �jo en desplazamientos laterales con desplazamiento horizontal
nulo y presi�on intersticial nula en el borde superior� Se supone una permeabilidad vertical
kv � �� �� � ���� m�d��a y el peso espec���co del agua �wg � �� kN�m�� A efectos de
normalizaci�on de resultados es �util el empleo del m�odulo con�nado�
 D � � � �� �
���� � kPa� As�� se puede calcular que el coe�ciente de consolidaci�on vale cv � kvD�
�wg� �
�� �������m��d��a� mientras que el factor normalizado es T � cvt�H

�

 � dondeH
 es el espesor

inicial de la columna de suelo�� Durante la etapa de consolidaci�on los intervalos de tiempo
van creciendo seg�un el esquema �tn�� � �� ��tn� Ello conduce a puntos regularmente
espaciados cuando la respuesta temporal se dibuja con escala logar��tmica en el eje de tiempos�
Los excesos de presi�on intersticial se generan aplicando una carga de Cauchy vertical y hacia
abajo de valor �wCauchy � ��� kPa de forma instant�anea en el borde superior de la columna
de suelo� lo que produce la is�ocrona inicial mostrada en la Figura ��
La Figura � presenta una comparaci�on entre las variaciones respecto al tiempo de potencia

	uido � � ����e � ��
J�wg��X� en el punto de Gauss A pr�oximo a la base impermeable
y a una distancia inicial de ����� m del borde superior de la columna de suelo indeformada�
El signi�cado f��sico del potencia � es la cota piezom�etrica total en este punto de Gauss���
La soluci�on en peque�nas deformaciones mostrado en la Figura � se ha obtenido mediante el
modelo de Terzaghi de consolidaci�on monodimensional lineal��
Previamente a la consolidaci�on� los potenciales 	uidos predichos por los modelos de

peque�nas y grandes deformaciones son iguales y valen �� m� de los cuales � m representan
la parte transitoria inducida por la carga vertical de �� kPa� Obs�ervese en la Figura � que�
mientras el potencial 	uido predicho por la soluci�on de Terzaghi tiende al valor permanente
inicial  pequeno � � 
por la altura de la columna sigue siendo la misma debido a la hip�otesis de
peque�nas deformaciones�� la soluci�on en grandes deformaciones tiende a un valor permanente
 �nito � �� �� m que representa la altura comprimida �nal de la columna de suelo�
La validez de la soluci�on en grandes deformaciones se puede comprobar mediante las

siguientes sencillas operaciones manuales� Para una compresi�on monodimensional con�nada
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el jacobiano J en r�egimen permanente puede calcularse como relaci�on entre las alturas �nal
e inicial�
Por tanto J � �� ���� � �� ��� y es constante en toda la altura de la columna de suelo�

La tensi�on vertical efectiva de Kirchho� es �wKirchho� � J�wCauchy � ��� �� kPa que est�a
tambi�en destribu��da uniformemente a lo largo de la altura en condiciones permanentes�
Puesto que la ley de comportamiento el�astica se expresa en funci�on de las tensiones de
Kirchho�� se tiene �wKirchho� � D�ev� El correspondiente alargamiento vertical el�astico
principal es �ev � exp
�

e
v� � �� ���� lo que coincide con el valor permanente calculado para

el jacobiano J �

Figura �� Malla de elementos �nitos y presiones iniciales en el agua intersticial para el
problema de consolidaci�on monodimensional

Figura �� Consolidaci�on hiperel�astica monodimensional
 variaci�on con el tiempo del poten�
cial total en el punto de Gauss A
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La Figura � muestra las is�ocronas de presiones intersticiales de Cauchy dibujadas para
diferentes valores del factor de tiempo equivalente T � Estas presiones se calcularon como
� � ��J en los puntos de Gauss interpolando las presiones intersticiales modales de Kirchho�
obtenidas con la soluci�on global y dividi�endolas por el jacobiano en los puntos de Gauss

ya que no pueden calcularse en los nudos donde no se dispone del valor del jacobiano��
Obs�ervese que las is�ocronas predichas por el modelo de grandes deformaciones se trasladan
en el espacio por efecto de esas deformaciones� A efectos comparativos tambi�en se dibujan
en la Figura � las is�ocronas calculadas mediante el modelo de Terzaghi�

Figura �� Consolidaci�on hiperel�astica monodimensional
 is�ocronas de presi�on intersticial
de Cauchy constante

Consolidaci�on hiperelasto�pl�astica monodimensional

Se repite a continuaci�on el c�alculo del punto anterior� pero usando ahora una ley de
comportamiento del suelo del tipo estado cr��tico muy conocida� el modelo pl�astico Cam�
Clay modi�cado� En lo que respecta al c�alculo de deformaciones �nitas se est�a interesado en
un problema en el que el dominio en estudio carece de una con�guraci�on libre de tensiones
iniciales respecto a la que sea posible referir la con�guraci�on actual� Un ejemplo de este
tipo de situaci�on es un dep�osito de suelo sometido inicialmente a su peso propio� donde
la remoci�on de la carga gravitatoria no conduce forzosamente a una con�guraci�on libre de
tensiones razonable� ya que los suelos se depositan mediante un proceso de sedimentaci�on�
El ejemplo descrito m�as abajo ilustra el procedimiento que puede utilizarse para establecer
una con�guraci�on de referencia que no est�a libre de tensiones�
La fase inicial para obtener una con�guraci�on de referencia sin tensiones iniciales requiere

la aplicaci�on del peso propio del suelo y la determinaci�on de las tensiones internas que
equilibran esa carga�
Para ello se lleva a cabo un c�alculo en peque�nas deformaciones� por lo que las tensiones

internas generadas por la soluci�on siguen la de�nici�on de Cauchy� Una vez impuestas
las cargas graviatorias� los desplazamientos deben ponerse a cero de nuevo antes de que
comience el c�alculo de la consolidaci�on� Puesto que la con�guraci�on tras el peso propio es
la con�guraci�on de referencia� el jacobiano toma valor inicial J � � antes del c�alculo de
consolidaci�on�
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Se va a describir ahora un modelo de comportamiento elastopl�astico en que la componente
el�astica muestra que la respuesta del suelo depende del valor de las tensiones internas� Para
arcillas se toman funciones de energ��a almacenada del tipo

��������������
�ev� �
e
s� � �
�������������� exp

�
�ev � �ev�

��������������

�
�
�

�
�e�e

�

s 
��a�

donde �e es el m�odulo el�astico de rigidez de�nido como

�e � �
 � 
�
 � �
 exp

�
�ev � �ev�

��������������

�

��b�

donde �ev y �es son los invariantes volum�etrico y desviador respectivamente� �
 y �ev�
par�ametros de referencia y �������������� un ��ndice de compresibilidad el�astico� La funci�on de energ��a
almacenada descrita por 
��� conduce a un tipo de elasticidad en que el m�odulo de compre�
sibilidad el�astica var��a linealmente con la tensi�on normal media efectiva��� Poniendo 
 � ��
el m�odulo de rigidez el�astico �e se puede aproximar mediante un valor constante �
 � ��
mientras que haciendo �
 � � y 
 � � se consigue un �e que var��a linealmente tambi�en con
la tensi�on normal media efectiva��� Puesto que ni �ev ni �

e
s son cero� en la con�guraci�on tras

el peso propio� �������������� toma valores no nulos en ella�
Consid�erese ahora un modelo de plasticidad basado en la teor��a Cam�Clay modi�cada de

la mec�anica del suelo para estados cr��ticos��� reformulada en la referencia�� para incluir los
efectos de las deformaciones �nitas� En el r�egimen de peque�nas deformaciones la funci�on de
plasti�caci�on es

f �
q�

M �
� p
p� pc� � � 
���

donde p es la tensi�on de Cauchy normal media efectiva� q el segundo invariante de la
componente desviadora del tensor de tensiones de Cauchy� pc la presi�on de preconsolidaci�on
del suelo y M un par�ametro que representa la pendiente de la l��nea de estado cr��tico en el
espacio p � q� En r�egimen de deformaciones �nitas la funci�on de plasti�caci�on se obtiene
reemplazando p� q y pc en 
��� por sus equivalentes de Kirchho� P � J � p� Q � J � q
y Pc respectivamente

��� El n�ucleo del modelo as�� formulado es una ley de endurecimiento
bilogar��tmica adecuada en los casos que representan grandes deformaciones volum�etricas
pl�asticas���
El modelo de plasticidad descrito�� se acopla al modelo el�astico con conservaci�on de

energ��a descrito en el apartado anterior mediante una formulaci�on basada en una de�
scomposici�on multiaplicativa del gradiente de deformaci�on� Esta ley de comportamiento
hiperelasto�pl�astica es capaz de reproducir la dilataci�on y la compactaci�on volum�etrica
pl�astica que son imprescindibles para ensayar la robustez del modelo de consolidaci�on no
lineal�
Los par�ametros del material utilizados en las simulaciones monodimensionales se mues�

tran en la Tabla I� Para describir el cambio de volumen del suelo se utilizan dos conjuntos de

par�ametros 
������������������������������ para deformaciones in�nitesimales y 
��� ��� para deformaciones �nitas� En
la referencia�� se describe el signi�cado f��sico de estos par�ametros� Las densidades m�asicas
de las fases s�olida y 	uida �s y �w respectivamente se suponen constantes�
Junto con la porosidad � del esqueleto de suelo� estas densidades m�asicas pueden uti�

lizarse para obtener la densidad saturada �sat de la mezcla suelo�agua mediante

�sat � 
�� ���s � ��w 
���
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Par�ametro Peque�nas deformaciones Deformaciones �nitas

�
 
kPa� ����� �����














 ��� ���
�������������� ������ ��
�������������� ������ ��
�������������� �� ����
�� �� ����
M ���� ����

�
 
kPa� ����� �����
�c� 
kPa� ����� �����

�ev� ������� �������
�s 
t�m

�� ���� ����
�w 
t�m

�� ���� ����
k 
m�d��a� �� �� � ���� �� �� � �����

Tabla I� Par�ametros del material para el modelo hiperelasto�pl�astico MCC

En esta simulaci�on �D se usa la misma malla de elementos �nitos y condiciones de
contorno mostrada en la Figura �� La fase de inicializaci�on en deformaciones in�nitesimales
consta de la aplicaci�on de las cargas graviatorias y el c�alculo de las tensiones internas
que equilibran esas cargas� Puesto que la funci�on de energ��a el�astica almacenada 
���
produce un m�odulo de compresibilidad el�astico que es funci�on lineal de las tensiones efectivas
volum�etricas� se precisan tensiones iniciales no nulas para arrancar las iteraciones� En este
turno inicial se ha supuesto la existencia de un peque�no valor de ����� kPa en los puntos de
Gauss para la tensi�on is�otropa p y para la presi�on de preconsolidaci�on pc�

Figura �� Consolidaci�on hiperel�astica monodimensional
 tensiones efectivas iniciales gener�
adas en las hip�otesis de densidad m�asica constante y variable

La Figura � muestra las distribuciones de tensiones efectivas de Cauchy horizontales 
	���
y verticales 
	��� generadas por la carga graviatoria� Junto con la distribuci�on hidrost�atica
inicial de presiones intersticiales mostrada en la Figura �� las tensiones de la Figura � son
tensiones internas congruentes que equilibran aquella carga� En la Figura � se muestran dos
series de resultados� La primera soluci�on muestra que la densidad m�asica saturada �sat var��a
con la profundidad debido al cambio de la porosidad � con la profundidad como resultado
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de la sobrecarga creciente� Esta condici�on de tensiones iniciales es �util para posteriores
c�alculos en grandes deformaciones�
La segunda soluci�on supone una �sat � ���� t�m� constante y es �util para posteriores

c�alculos en peque�nas deformaciones�
Puesto que la Figura � demuestra que las condiciones iniciales para los c�alculos en

peque�nas y grandes deformaciones son pr�acticamente iguales� es pertinente una comparaci�on
entre los resultados�
La Figura � muestra un gr�a�co de variaci�on del ��ndice inicial de preconsolidaci�on del

suelo seg�un la profundidad�

Figura �� Consolidaci�on hiperel�astica monodimensional
 ��ndice de preconsolidaci�on inicial
R generado en las hip�otesis de densidad m�asica constante y variable

A efectos de de�nici�on� el ��ndice de preconsolidaci�on generalizado R en el �ambito de
peque�nas deformaciones es

R �
pc
p

�
� �

� q

MP

�����

���

En el �ambito de las deformaciones �nitas las combinaciones de Kirchho� P � Q y Pc pueden
sustituirse en 
��� en el lugar de p� q y pc� Por tanto R � � implica un suelo normalmente
consolidado 
F � ��� mientras que R � � corresponde a un suelo preconsolidado 
F � ���
Es claro que la imposici�on de una tensi�on is�otropa efectiva p � ��� kPa previa a la fase
de aplicaci�on de la carga de gravedad hace que los puntos pr�oximos a la super�cie del suelo
est�en preconsolidados debido a la poca sobrecarga� mientras que a profundidades mayores
el suelo tiende a estar normalmente consolidado por las sobrecargas de peso propio� La
Figura � muestra de nuevo la peque�na diferencia entre las soluciones con densidad m�asica
constante o variable� lo que da sentido a una comparaci�on de los resultados posteriores
en peque�nas y grandes deformaciones� Posteriormente se aplica una carga vertical hacia
abajo de �wCauchy � ��� kPa en lo alto de la columna de suelo� en � pasos de tiempo
con una velocidad constante de ���� kPa�d��a y �t � �� d��as para cada paso de tiempo�
tras lo cual se permite que los excesos de presi�on intersticial se disipen� En la Figura � se
observan los resultados en peque�nas y grandes deformaciones� lo que permite comparar las
variaciones respecto al tiempo del potencial 	uido total  en el mismo punto de Gauss A
mostrado en la Figura �� Obs�ervese que la disipaci�on de la cota piezom�etrica es m�as r�apida
para la soluci�on en deformaciones �nitas debido a la reducida trayectoria de drenaje que se
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obtiene al compactarse la columna de suelo� Adem�as� la soluci�on en deformaciones �nitas
muestra un potencial hidr�aulico permanente de aproximadamente ��� m� lo que representa
una reducci�on del �� ! de la altura total de la columna de suelo�

Figura �� Consolidaci�on hiperel�astica monodimensional
 variaci�on con el tiempo del poten�
cial total en el punto de Gauss A

Figura �� Consolidaci�on hiperel�astica monodimensional
 is�ocronas de presiones intersti�
ciales de Cauchy constantes

La Figura � muestra una comparaci�on de las is�ocronas de las presiones intersticiales de
Cauchy para diferentes valores del factor de tiempo equivalente T predicho por las soluciones
en peque�nas y grandes deformaciones� A efectos de de�nici�on� el factor de tiempo equivalente
T para el caso hiperelasto�pl�astico como en el apartado anterior es T � cvt�H

�

 � donde

cv � ��
 kv�
�wg� y kv � k de la Tabla I� De nuevo las is�ocronas predichas para la �ultima
soluci�on indican un dominio m�ovil que resulta de la inclusi�on de los efectos de deformaciones
�nitas� Con la Figura � se pueden comparar los grandes medios de consolidaci�on "Uave

pronosticados por ambas soluciones� Aqu�� "Uave se de�ne como la relaci�on entre el asiento en
super�cie del suelo variable con el tiempo y el asiento al �nal de la consolidaci�on� Obs�ervese
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que la soluci�on en peque�nas deformaciones pronostica una velocidad de consolidaci�on inferior
a la obtenida con grandes deformaciones� puesto que en este �ultimo caso se considera
expl��citamente la reducci�on de las trayectorias de drenaje� lo que incrementa la disipaci�on
de los excesos de presi�on intersticial 
este efecto podr��a equilibrarse con la reducci�on del
coe�ciente de permeabilidad del suelo debido a la consolidaci�on� pero este factor no se
ha considerado en el c�alculo que se presenta�� Habitualmente� los efectos geom�etricos se
consideran despreciables� pero este ejemplo muestra que el car�acter de la soluci�on puede
cambiar cuando la deformaci�on es grande�

Figura 	� Consolidaci�on hiperel�astica monodimensional
 grado medio de consolidaci�on en
funci�on del factor de tiempo

Consolidaci�on hiperel�astica en deformaci�on plana

Existen soluciones anal��ticas para el problema de consolidaci�on en deformaci�on plana de
un semiespacio el�astico sometido a una carga en faja uniforme��� Con este ejemplo se tratar�a
de reproducir num�ericamente esas soluciones y demostrar la importancia de los efectos de las
deformaciones �nitas en la respuesta de un suelo hiperel�astico consolid�andose en un estado
de deformaci�on plana�
La malla de elementos �nitos correspondiente a este problema se muestra en la Figura ��

Se trata de una carga tipo terrapl�en en un semiespacio con a � � m� aplicada sobre una
capa hiperel�astica de suelo de �� m de espesor� La malla tiene ��� elementos mixtos D�P�
con ��� nudos de desplazamiento y ��� nudos de presi�on� Se supone que el fondo de la
capa de arcilla es r��gido� rugoroso y perfectamente drenante� sometido a un valor constante
del potencial total de  � ��� � m� Los par�ametros del material son � � � y � � ��� kPa

que corresponden a valores del m�odulo de Young E � ��� kPa y del coe�ciente de Poisson
� � ��� En la super�cie del suelo se aplica casi instant�aneamente 
en un per��odo de �t � ��
d��as� lo que es muy poco comparado con los t 
 �� ��� d��as necesarios para completar la
consolidaci�on� una carga en faja de wCauchy � ��� kPa y se mantiene constante hasta que
se produce la consolidaci�on del suelo� Las permeabilidades son k � k�� � k�� � �� ��� ��

��

m�d��a y � k�� � k�� � � la densidad m�asica del 	uido es �w � �� � t�m
��

Se supone que inicialmente los elementos del suelo est�an libres de tensiones�
La Figura �� muestra la soluci�on anal��tica para la variaci�on del exceso de presi�on in�

tersticial con el tiempo a una profundidad z � a en el eje� bajo la carga en faja de un
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Figura 
� Malla EF para el ejemplo de consolidaci�on hiperel�astica en deformaci�on plana

semiespacio el�astico��� Con ella se encuentran los resultados del modelo num�erico� Los ex�
cesos de presi�on intersticial se han normalizado respecto a la carga del terrapl�en w mediante
la expresi�on 
���
��w� donde �
 es la presi�on intersticial de Cauchy de referencia� El punto
correspondiente a z � a en la malla de la Figura � es el nudo A situado a una distancia de �
m de la base del terrapl�en� La soluci�on EF en peque�nas deformaciones da inmediatamente
la versi�on temporal de la presi�on intersticial en este punto puesto que es un nudo de presi�on�
Sin embargo en el modelo de grandes deformaciones se precisan los valores del jacobiano
para obtener las presiones intersticiales de Cauchy que no est�an f�acilmente disponibles en los
puntos nodales� Por tanto se escoge el punto de Gauss m�as pr�oximo al punto A para estable�
cer la exactitud del modelo num�erico� Por congruencia en la presentaci�on� ambas soluciones�
grandes y peque�nas deformaciones� se calculan en el punto B situado a distancias horizontal
y vertical de ����� m del nudo A 
Figura ��� Para describir la soluci�on en el dominio del
tiempo se utiliza un factor de tiempo normalizado T � ct�a�� donde c � ��k
g�w� y t es el
tiempo transcurrido desde el comienzo de la consolidaci�on�
La comparaci�on entre las curvas dibujadas en la Figura �� sugiere que en el caso de

grandes deformaciones se inducen altas presiones intersticiales por la s�ubita aplicaci�on de
cargas externas en un estado inicial del proceso de consolidaci�on�
Tras ello la disipaci�on se produce pr�acticamente a la misma velocidad hasta un factor de

tiempo T 
 �� � en que la soluci�on en grandes deformaciones se estabiliza� mientras que la
de peque�nas deformaciones sigue disminuyendo� Obs�ervese que la soluci�on en grandes defor�
maciones tiende asint�oticamente a un exceso de presi�on intersticial distinto de cero� puesto
que la presi�on �nal de r�egimen permanente di�ere num�ericamente de la presi�on intersti�
cial hidrost�atica inicial debido a la variaci�on de la co�guraci�on geom�etrica del problema�
Como era de esperar� la soluci�on EF en peque�nas deformaciones se acerca m�as a la soluci�on
anal��tica� pero no es igual a ella entre otras cosas por las limitaciones del modelo EF a la
hora de representar el semiespacio y debido al uso de un peque�no incremento de tiempo
para imponer la carga del terrapl�en�
Tanto la soluci�on anal��tica como la soluci�on EF muestran el efecto Mandel�Cryer o

incremento inicial del exceso de presi�on intersticial� que es una caracter��stica de la soluci�on
acoplada�
�
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Figura ��� Consolidaci�on hiperel�astica en deformaci�on plana
 variaci�on con el tiempo del
exceso de presi�on intersticial en el eje a una profundidad z � a

La Figura �� muestra las is�ocronas de presiones intersticiales de Cauchy constante pronos�
ticadas por los modelos de deformaciones peque�nas y �nitas a lo largo de la l��nea vertical
X� � �� ��� bajo la carga del terrapl�en� Esta l��nea es la de�nida por la columna de puntos
de Gauss m�as pr�oximos al eje de simetr��a del problema�

Figura ��� Consolidaci�on hiperel�astica en deformaci�on plana
 is�ocronas de presiones inter�
sticiales de Cauchy constantes a lo largo de la l��nea vertical Xl � �� �� cerca
del eje

Obs�ervese que la soluci�on en grandes deformaciones pronostica una is�ocrona permanente
de�nida por una l��nea casi recta con una pendiente aparente equivalente a un 	uido con
densidad m�asica de alrededor de ���� t�m�� que es superior a la respuesta �w � �� � t�m

��
Ello es el resultado de una condici�on artesiana local caracterizada por una �ltraci�on hacia
arriba en r�egimen permanente originada por la reducci�on del espesor de la capa en consoli�
daci�on� ya que tanto las condiciones de drenaje en el contorno superior como en el inferior
permanecen inalterables� La presi�on intersticial de Cauchy en el contorno inferior converge
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a un valor permanente que es ligeramente superior al inicial� Ello es consecuencia de la ��
jaci�on de las condiciones esenciales de contorno en forma de presi�on intersticial de Kirchho��
lo que se ampli�ca con la inversa del jacobiano� inferior a la unidad debido a la compresi�on
volum�etrica del suelo�

Consolidaci�on hiperelasto�pl�astica en deformaci�on plana

Como ejemplo �nal se considera el problema de una zapata en faja 	exible que se apoya en
una arcilla compresible previamente sometida a una precarga super�cial� La precarga crea
un estado de preconsolidaci�on inicial que hace m�as r��gida la respuesta del suelo a posteriores
recargas� La malla EF usada en este problema se muestra en la Figura ��� El dep�osito de
arcilla se representa mediante la misma malla de la Figura �� pero ahora en lo alto de la
capa de arcilla se sit�ua un estrato de � m de espesor con elementos de arena representados
mediante �� elementos �nitos tipo D�P� para simular una cubierta drenante�

Figura ��� Malla EF para el ejemplo de consolidaci�on hiperel�astica en deformaci�on plana

Par�ametro Peque�na deformaci�on Deformaci�on �nita

E 
kPa� ������ ������
� ���� ����
�
 �� ����

�s 
t�m
�� �� ����

�w 
t�m
�� �� ����

� 
t�m�� ���� ��

Tabla II� Par�ametros materiales de la capa arenosa

El modelo de la capa de arena es un material hiperel�astico con las propiedades indicadas en
la Tabla II� El modelo de grandes deformaciones precisa una porosidad de referencias �
�
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puesto que la densidad macrosc�opica m�asica del suelo se calcula en funci�on de la porosidad�
La capa de arcilla blanda subyacente se modela mediante un material elastopl�astico Cam�
Clay modi�cada con los mismos par�ametros contenidos en la Tabla I�

Figura ��� Consolidaci�on hiperel�astica en deformaci�on plana
 tensiones efectivas iniciales
generadas en las hip�otesis de densidad m�asica constante y variable

Figura ��� Consolidaci�on hiperel�astica en deformaci�on plana
 ��ndice de preconsolidaci�on
inicial R generado en las hip�otesis de densidad m�asica constante y variable

Al igual que en el ejemplo de la secci�on anterior el proceso de inicializaci�on implica
arrancar con c�alculos en peque�nas deformaciones para generar la con�guraci�on inicial de
referencia producida por las cargas gravitatorias� con y sin consideraci�on de la variaci�on de
la porosidad con la profundidad� A continuaci�on el suelo se precarga a valores super�ciales
de �� kPa� �� kPa y cero 
normalmente consolidada�� produciendo tres condiciones de
preconsolidaci�on� Para la precarga de �� kPa� las Figuras �� y �� muestran las variaciones del
estado inicial de tensiones y del ��ndice de preconsolidaci�on del suelo R seg�un la profundidad�
Los resultados de las Figuras �� y �� muestran la variaci�on no ineal con la profundidad
de las tensiones efectivas horizontales debido a las tensiones internas producidas por la
precarga� pero son� por otro lado� casi iguales en los dos casos y lo mismo sucede con las
tensiones efectivas verticales y con los per�les indicados de preconsolidaci�on� Para los casos
de precarga nula o de �� kPa se obtienen resultados semejantes�
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A continuaci�on se aplic�o una carga en faja de w � �� kPa sobre un semiancho de a � � m
a velocidad constante durante un per��odo de �� d��as� tras lo cual se mantuvo constante� De
nuevo este intervalo de tiempo es muy peque�no en comparaci�on con el necesario para alcan�
zar la consolidaci�on completa� y por ello el suelo responde esencialmente en condiciones sin
drenaje durante la etapa de aplicaci�on de la carga del terrapl�en� La Figura �� muestra la
evoluci�on de los asientos de la l��nea central con la profundidad pronosticada por el c�alculo
en grandes deformaciones� junto con el de peque�nas deformaciones sin precarga� Como era
esperable� el c�alculo en grandes deformaciones pronostica valores menores de los desplaza�
mientos verticales� �Estos decrecen para valores crecientes del ��ndice de preconsolidaci�on
R�

Figura ��� Consolidaci�on hiperel�astica en deformaci�on plana
 asiento de la super�cie del
suelo en el eje en funci�on del tiempo �caso �
 sin precarga� caso 
 con �� kPa
de precarga� caso �
 con �� kPa de precarga�

Figura ��� Consolidaci�on hiperel�astica con deformaciones �nitas
 presi�on intersticial de
Cauchy en el punto B en funci�on del tiempo �caso �
 sin precarga� caso 
 con
�� kPa de precarga� caso �
 con �� kPa de precarga�

La Figura �� muestra la soluci�on de las presiones intersticiales de Cauchy � � ��J en el
punto de Gauss B 
Figura ���� Obs�ervese que la soluci�on en grandes deformaciones pronos�
tica un valor inferior de los excesos de presi�on intersticial inicial� pero ligeramente mayores
al �nal en r�egimen permanente� Las predichas por el modelo de grandes deformacines re	e�
jan las mismas condiciones artesianas locales creadas por considerar la reducci�on �nita del
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espesor de la capa consolidante de forma similar al efecto descrito en el ejemplo del apartado
anterior�
Las Figuras �� y �� muestran la comparaci�on entre las trayectorias de tensiones efectivas

de Cauchy y Kirchho� en el mismo punto de Gauss B� pronosticados por los modelos de
deformaciones in�nitesimales y �nitas respectivamente 
recu�erdese que la ley de compor�
tamiento en deformaciones �nitas se formula en funci�on de las tensiones de Kirchho��� Se
ve que durante la etapa de carga del terrapl�en las trayectorias de tensiones efectivas sin
drenaje predichas por el m�odulo de peque�nas deformaciones han alcanzado pr�acticamente
la l��nea de estado cr��tico� lo que indica que el suelo est�a cerca o en pleno fallo al �nal de la
etapa de carga del terrapl�en� Por otro lado� para el mismo valor de la carga� el modelo de
deformaciones �nitas todav��a produce condiciones previas al fallo en los tres casos�

Figura ��� C�alculos en peque�nas deformaciones
 trayectorias de tensiones efectivas de
Cauchy para el punto B de Gauss mostrando el crecimiento de la super�cie de
plasti�caci�on durante la carga sin drenaje �caso �
 sin precarga� caso 
 con ��
kPa de precarga� caso �
 con �� kPa de precarga�� CSL � l��nea de estado cr��tico

Figura �	� C�alculos en peque�nas deformaciones
 trayectorias de tensiones efectivas de
Kirchho� para el punto B de Gauss mostrando el crecimiento de la super�cie de
plasti�caci�on durante la carga sin drenaje �caso �
 sin precarga� caso 
 con ��
kPa de precarga � caso �
 con �� kPa de precarga�� CSL � l��nea de estado cr��tico
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En consecuencia� el modelo en peque�nas deformaciones no pudo producir resultados
convergentes cuando la carga de terrapl�en super�o los �� kPa� En contraste� el modelo de
deformaciones �nitas podr��a alcanzar cargas de terrapl�en del orden de los �� kPa� Respecto a
las trayectorias de tensiones efectivas sin drenaje en la etapa preconsolidada� ambos modelos
predicen pendientes verticales� lo que implica respuestas el�asticas� volum�etrica y desviadora�
desacopladas� lo que se asocia al uso de la ecuaci�on hiperel�astica�������� 
��� con 
 � ��
Las Figuras �� y �� muestran que los puntos de tensi�on se alejan durante la consolidaci�on

de la l��nea de estado cr��tico haciendo que la super�cie de plasti�caci�on se dilate m�as� La
consolidaci�on crea una condici�on en que el jacobiano J disminuye cont��nuamente con el
tiempo como resultado de la compactaci�on volum�etrica del esqueleto de suelo 
en constraste
el valor de J es igual a la unidad durante al carga sin drenaje� y por tanto los valores de
las tensiones de Cauchy y Kircho� permanecen iguales en este per��odo�� Por ello el suelo
gana resistencia al corte debido al endurecimiento� La comparaci�on de las super�cies de
plasti�caci�on� que se muestra en las dos �guras� sugiere que el modelo en deformaciones
in�nitesimales pronostica una plasti�caci�on m�as intensa que el de deformaci�on �nita tanto
durante la carga sin drenaje como en la etapa de consolidaci�on�
Finalmente en la Tabla III se comparan per�les t��picos de la convergencia mostrada por

las iteraciones de Newton�Raphson durante las etapas de carga sin drenaje y consolidaci�on�
Los c�alculos pertenecen al escenario p�esimo sin precarga 
per�l de suelo inicial normalmente
consolidado� en que la soluci�on exige el mayor n�umero de iteraciones hasta la convergencia�
Obs�ervese que la etapa de carga sin drenaje se hace arrancar mediante el vector de cargas
residuales desequilibradas r� de 
��� que surge de la carga incremental del terrapl�en� mien�
tras que el estado de consolidaci�on se provoca mediante el 	ujo 	uido desequilibrado r� de

��� debido a los efectos de difusi�on� que a su vez es convertido en fuerzas desequilibradas
r� en la iteraci�on siguiente haciendo que la norma residual relativa kr�k�kr


k en la iteraci�on
# � del c�alculo de consolidaci�on� salte unos dos �ordenes de magnitud 
Tabla III��
Curiosamente la soluci�on en grandes deformaciones suele converger una iteraci�on m�as

deprisa que la de peque�nas deformaciones durante la etapa de carga del terrapl�en� pero la
tendencia se invierte durante la etapa de consolidaci�on� Con todo� este ejemplo muestra
que la linealizaci�on congruente hace funcionar un c�alculo de consolidaci�on elastopl�astica
en grandes deformaciones con la misma facilidad que un c�alculo no lineal equivalente en
peque�nas deformaciones�

Iteraci�on n�umero Peque�nas deformaciones Grandes deformaciones

� �����e�� �����e��
� �����e�� �����e��
� �����e�� �����e��
� �����e�� �����e��
� �����e�� �����e��
� �����e�� �����e��
� �����e�� �����e���
� �����e��� ��

Tabla IIIa� Convergencia cuadr�atica usual de las iteraciones de Newton�Raphson
 n�umero
de iteraciones versus norma normalizada del residuo� Intervalo de tiempo � ��
carga sin drenaje t � �� d��as
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Iteraci�on n�umero Peque�nas deformaciones Grandes deformaciones

� �����e�� �����e��
� �����e�� �����e��
� �����e�� �����e��
� �����e�� �����e��
� �����e�� �����e��
� �����e�� �����e��
� �� �����e��

Tabla IIIb� Convergencia cuadr�atica usual de las iteraciones de Newton�Raphson
 n�umero
de iteraciones versus norma normalizada del residuo� Intervalo de tiempo � ���
consolidaci�on t � ��� d��as

CONCLUSIONES

En un programa de elementos �nitos se ha implantado un modelo matem�atico basado en
plasticidad multiplicativa para consolidaci�on elastopl�astica en deformaciones �nitas de suelos
saturados� La fase s�olida se describe mediante una versi�on hiperel�astica de un modelo Cam�
Clay modi�cada capaz de representar la compactaci�on volum�etrica pl�astica que se presenta
en la compresi�on de suelos arcillosos� El 	ujo 	uido se describe mediante la ley de Darcy
generalizada formulada en la con�guraci�on actual� Ambas leyes de comportamiento pueden
linealizarse de forma congruente con soluci�on anal��tica�
Los ejemplos num�ericos desarrollados en compresi�on monodimensional y en deformaci�on

plana bidimensional en arcillas compresibles demuestran la utilidad del modelo en deforma�
ciones �nitas�
En concreto se calcul�o como ejemplo un problema con deformaci�on plana de arcilla con

diferentes grados de preconsolidaci�on para demostrar que� contrariamente a los modelos de
deformaci�on �nita basados en modelos hiperel�asticos cuyo uso est�a restringido a peque�nas
deformaciones el�asticas� la nueva formulaci�on tambi�en admite el desarrollo de grandes de�
formaciones el�asticas� Adem�as� la formulaci�on utilizada en el modelo evita el problema de
la velocidad de c�alculo de las deformaciones �nitas� Una comparaci�on de los c�alculos en
peque�nas y grandes deformaciones muestra que los efectos de estas �ultimas pueden in	uir
mucho en las deformaciones y en las presiones intersticiales pronosticadas para el suelo� as��
como en la variaci�on temporal del grado medio de consolidaci�on�
Adem�as los resultados indican que una linealizaci�on congruente hace funcionar un c�alculo

de consolidaci�on elastopl�astica con deformaciones �nitas tan f�acilmente como para el caso
de peque�nas deformaciones�
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