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Resumen. Cuando se cierra una vdlvula en un conducto por el que circula un fluido se origi-
nan oscilaciones de presidén de tipo golpe de ariete, que se mantendrian indefinidamente, des

pués del cierre si despreciasen los efectos de friccidn.

En este trabajo se muestra cémo puede describirse el proceso de amortiguamiento utilizando
el método de escalas mGltiples, ya que el tiempo caracteristico de amortiguamiento es mucho
mis grande que el periodo de la oscilacidn, igual a dos veces el tiempo de ida y vuelta de

las ondas.

Se encuentra, por ejemplo, que la presidn en la vdlvula es una funcidn oscilatoria lentamen-
te amortiguada; la evolucidén durante el tiempo de amortiguamiento de esta funcidn oscilato-
ria, viene dada por una ecuacidn integrodiferencial que se resuelve analiticamente para los
casos de cierre rdpidos y numéricamente en casos mds generales.

1. INTRODUCCION

Las pérdidas por friccidn en el fendmeno del
golpe de ariete no fueron tenidas en cuenta en
el andlisis de este fendmeno por los primeros in
vestigadores del mismo; bien por considerarlas -
pequefias, bien por no tener un método apropiado
de célculo.

Los primeros métodos utilizados para estimar
las pérdidas por friccidn eran inadecuados, ya
que se basaban en aproximaciones poco reales:
unos en la resolucién grédfica de las ecuaciones
sin los términos de friccidn, y teniendo en cuen
ta las pérdidas por friccidn modeldndolas mediqi
te obsticulos hipotéticos en determinadas seccio
nes del conducto; otros en soluciones analiticas
pero suponiendo que las pérdidas por friccién
son lineales con la velocidad., Sin embargo, el
término de pérdidas por friccidn varia con la ve
locidad de modo aproximadamente cuadrdtico y sé-
lo con ayuda de los ordenadores fué posible la
resolucidn directa de las ecuaciones del golpe
de ariete, sin necesidad de linealizar el térmi-
no de friccidén, utilizando el método de las ca-
racteristicas [9].

Si prestamos atencidn al fendmeno del golpe
de ariete, vemous que en €l intervienen dos esca-
las de tiempo muy diferentes: una asociada al
tiempo de propagacién de las ondas en el conduc-
to, de longitud L, L/C, y otro asociado al tiem-
po de residencia, L/v., del liquido en el conduc
to, que es a su vez el tiempo caracteristico de
amortiguamiento de las oscilaciones. Estas esca-
las son muy dispares, pues la velocidad tipica
del fluido, v,, es muy pequefia frente a la velo-
cidad c de propagacidén de las ondas en el conduc
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to. Por esta razdn, en el presente trabajo utili
zamos el método de escalas miltiples para descri
bir las oscilaciones [6]. La utilizacién de esca
las mGltiples permite calcular de un modo simpli
ficado, por una parte las oscilaciones de pre-
sidn generadas en el golpe de ariete y, por otra,
la amortiguacidn de estas oscilaciones por efec-
to de la friccién |2}.

2. ECUACIONES

Para ilustrar el procedimiento de andlisis
de los efectos de la friccidn en las oscilacio-
nes de fluidos en conductos, nos ocuparemos aqui
del andlisis del flujo transitorio que se produ-
ce cuando se cierra una vdlvula en el extremo de
un conducto, que por simplificacidn supondremos
horizontal, de longitud L, didmetro equivalente
D, v seccidn inicial Agj vy que estd alimentado
por un depbsito donde se mantiene la presidn Pg
constante.

Utilizaremos las variables adimensionales:

pt-p
a

vE=—, P =5;7275,

siendo v, la velocidad inicial del fluido en el
conducto, ¢ la velocidad de propagacidn de las
ondas definida mds abajo y Py la densidad del 11
quido a la presidén ambiente Pg,.

que describen el movimiento
la aproximacién hidrdulica,

Lss ecuaciones
de un liquido, con
son:
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(1)

dp v 3P, 53R - g(e?
-+ X+e[vax+8pat =0(g%)

9v 9p v dpl. e _ 2
§E+§;+E[VBX_(XPBXJ+'2fvlvl_O(E ) (2)

donde el pardmetro € =v./c toma valores muy pe-
quefios, lo que justifica nuestro andlisis asintd
tico y £ es un pardmetro proporcional al coefi-
ciente A de Darcy, que nos mide la friccidn en
el conducto: f =AL/D.

La densidad p y el drea A, que se suponen
funciones s8lo de la presidén, se han sustituido
por ser pequefias sus variaciones relativas res-
pecto a sus valores iniciales p, y Ay a la pre-
sién ambiente, por sus desarrollos en tornoa P,:

2

P-P pP-P
Alp) =A |1+ a+6( a} +...
© pcl 1 Pcl
P-P P-P_3?
+ta...
olp) = p 1+~—3+B[ ﬂ
o pC2 2 pC2

caracterizando las variaciones de A y 0 con las
presiones caracteristicas p, ¥ Pg.» siendo

p.. =(E-e)/D (E es el mbdulo'de eldsticidad del
mé%erial del tubo y "e'" el espesor de la pared
del tubo) y po, =p,cos donde ¢g es la ve%ocidad
del sonido en &1 liquido. De forma que c”=p./p,
siendo pgl =p5%+p;%; y si escribimos pc1=pc/(1nw
Y Pep = Pe/®, resulta

2 2
B=q (289-1) + (1-a) (2§1—1) .

Los segundos miembros de (1) y (2) represen-
tan términos de orden €2 respecto a los términos
del primer miembro, que no describimos pues no
intervienen en el orden de aproximacidn con que
describimos la solucidn.

Las ecuaciones (1) y (2) han de complementar
se con unas condiciones iniciales y de contorno
apropiadas. Como condiciones iniciales han de
darse los valores de la velocidad y presibn en
el conducto en t =0, v=vy(x), p=pr{x) que to-
maremos como las distribuciones correcpondientes
al régimen estacionario.

Las condiciones de contorno se obtienen ana-
lizando para la entrada el proceso a través de
la toma del conducto y a la salida del andlisis
del flujo en la vdlvula de drea efectiva de sa-
lida Ag(t). Para el estudio de estas zonas se su
pondrd el proceso casi-estacionario en ellas, y
se tendrd en variables adimensionales:

3 2 _€ 2

P-7 0P —E(l—v) si v>0

5 (3)
p-—oupzz% si v<0 en x=0

y en x =1
€ 2 _¢€ 2 .
-— ==K S
P -5 ap sHve si v>0 y 32 1#0

[0}Y

. . 2
si se excluyen de nuevo los términos de orden €,
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El cardcter de la solucién depende del valor
caracteristico de K o de la relacién de &reas
a=A(t)/A, y del valor del tiempo de cierre t,.
Consideraremos el caso distinguido en el que a
es del orden de la unidad y t, es del orden de
tos €n cuyo caso las sobrepresiones generadas en
el cierre de la vdlvula son del orden de py v, c.
muy grandes frente a py gH.

En el transitorio asociado al cierre apare-
cen dos etapas: la primera, la etapa del cierre,
es del orden de ty,=L/c y durante ella se gene-
ran las oscilaciones que s8lo se amortiguan apre
ciablemente en la segunda etapa de duracidn ty/t.

Para describir el movimiento en la primera
etapa, se utiliza la variable x y la variable rd
pida t asociada a la escala t,. La soluciédn pue-
de escribirse en forma de desarrollo en poten-
cias de € con coeficientes funciones de Xst; en
primera aproximacidn no aparecen ni los efectos
convectivos ni los efectos de friccidn, propor-
cionales a €, en las ecuaciones del movimiento,
que se reducen & la ecuacidn de las ondas; las
condiciones de contorno se reducen a:

p=0 en x=0

p=%—l<v2 para t<tc, v =0 para t>tc en x=1.

En esta @ltima expresidén, p es sélo de orden uni
dad en los Giltimos instantes del cierre en los
que v es de orden unidad y Knel

Asi pues, durante la etapa del cierre, las
ecuaciones del movimiento conducen al problema
cldsico del andlisis del golpe de ariete sin
efectos convectivos ni de friccidn, tratado en
primer lugar en }1‘ y abundantemente tratado en
la literatura cientifica HS[ y |4] entre otros).

Es importante observar que la sclucidn de es
te problema para instantes t> t, posteriocres al
cierre es periddica, de periodo 4, no amortigua-
da., Los efectos de amortiguacidn sdlo aparecen
cuando se retienen los términos de orden € de
los desarrollos, que dejan de ser uniformemente
vilidos para tiempos tve™t,

3. ANALISIS DE LA AMORTIGUACION
Para analizar los efectos de amortiguamiento
en la segunda etapa, utilizaremos el método de
escalas mbltiples; esto es, describiremos el mo-
vimiento utilizande la variable x y dos varia-
bles temporales, una rdpida y otra lenta,
t! (4)

=t y T=egt

basadas en las escalas tg y to,/e respectivamerte.
Para la presidn y la veloridad se suponen

unos desarrcllos en potencias del pardmetro € en
la forma:

plx,t',1) =po(x,t',T) + pl(x,t',T) ...
(5)

V(R,t',T) =vo(x,t' ,T) + vl(x,t' ST)+ on

donde p,s Voa P ¥ ¥4 son funciones acotadas, de
orden unidad, para todo valor de t', siendo € de
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orden de la unidad.

Introduciendo estos desarrollos en las ecua-
ciones (1) y (2) y en las condiciones de contor-
no (3), despuds de agrupar términcs del mismo or
den, se obtienen los sitemas siguientes, corres—
pondientes a los dos primeros términos del desa-
rrollo:

Bpo Bvo avo apo
PR PRI U Pl (6.a)
p =0 en x=0, v_=0 enx=1 (6.b)
o o
0By i Ry R PP
dt! x T o 9x Po 317
)
ov, 3p ov v ap (7.a)
iyt o, _© 2 Ly v |
at! X T o 9x Poox 72 o' o
1 2 . . 1 .
== - > = - < =
Py 2(1 vo) siv >0 & p =5 si v <0 enx 0
vy=0 en x=1. (7.D)

El sistema (6) conduce a la ecuacidn de las on-
das; por ser este sistema homogéneo y con condi-
ciones de contorno nulas, la solucidn es periddi
ca en t' y de periodo t' =4, La solucidn general
de este sistema viene dada por:
v T =%, 1) + gt 4x,T)

(8)
P, = f(t'-x,T7) - g(t'+x,T) .

Las funciones f y g quedan determinadas ha-
ciendo uso de las condiciones de contorno (6.b)
a partir de sus valores F y G en t' =un, donde
n es entero, definidas en la forma F(x,T) =
=f(-x,T), G(x,T) =g(x,T) para 0 <x <1, Estas fun
ciones F y G dependerdn de x,T, mientras que f y
g, para T fijo, son funciones de x periddicas
en t'.

Las funciones F y G se calculan exigiendo
que la sclucién PysV del sistema (7) sea perid-
dica en t', de perioéo 4, con lo que se asegura
que €p, y €V, son pequefios frente a py,v, para
tiempos t' del orden de e-1 y, por tanto, el de-
sarrollo (5) es uniformemente vdlido.

Esta exigencia de periodicidad a p, y v, im
plica que la contribucidn de los segundos miem-
bros de las ecuaciones y de las condiciones de
contorno del sistema (7.a), al cabo de un perio-
do, a los valores de Py ¥ vq es nula. Esto nos
proporciona, segln veremos, dos ecuaciones inte-
grodiferenciales para la evolucidn con T de F y
G, cuya solucién queda determinada con los valo-
res de F y G en el instante T =0, que pueden ob-
tenerse de las distribuciones de velocidad y pre
sidn én el instante del cierre. E1 mismo resultg
do se obtiene dando la evolucidn en funcidn de
los valores en un instante t' posterior, de or-
den unidad, ya que una traslacidn en el tiempo
t' de orden unidad en las condiciones iniciales,
no altera la solucidn, pues se origina una tras-
lacién idéntica a la solucidn de pg,Vy ¥V D1sVq-

Para el cdlculo de p; y vq conviene reescri-
bir las ecuaciones (7.a) en las variables carac-
teristicas n=t-x, ¢ =t+x, con lo que se obtiene
el sistema:
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3(V1+p1) 1 8(vo+p )+v_O 3(vo+p )
3z 2 T 2 an
A-a Bpo Ata Py 1
—- - fv Iv |
2 Yo 3C 2 Yo on 4 o''o
a(vl—pl) 1 a(vo—p ) iQa(VO_pO)Jr
an 2 EES T2 P}
Ato, apo+A—0L op, Ley |v |
2 fo0cC 2 "oon H o

y las condiciones de contorno

-

_1 2, . 1. -
p1-2(1—vo) si vo>O ¢} p1—2 si vo<0 en ¢ =n

v, =0

1 en

Z-n=2.

Después de evaluados los segundos miembros
en funcidn de F y G, y exigicndo que la contribu
cidn a la solucidn de los segundos miembros de
estas ecuaciones y de las condiciones de contor-
no, que se obtiene integrando respecto de ny z,
resulta nula al cabo de un periodo [2[, se obtie
ne asi el sistema de ecuaciones: .

1
3F 1 £ 1 1 1
,—-—T—=——2—F|F]—T6-JO ((F+E') |F+F' | + (F+G') [F+G' | +
+ (FP-F")|F-F'| + (F-G") |F-G"|)dE
(9)
96 _ 1 £ .
3—T=—§G|G|——1-EJ((G+G')fG+G'[+(GfG’)|G+F'|+

+(G-G")

G-G'| + (G=F")|G-F']|}dg

donde F y G son funciones de (x,7T), mientras que
F' vy G' son las mismas funciones evaluadas en
(£,7). EL primer término de los segundos miem-
bros representa el efecto amortiguador de la en-~
trada y los Gltimos el efecto de la friccidn del
conducto. Estas ecuaciones han de integrarse par
tiendo de los valores iniciales Fo(x) y Co(x) de
F(x,T) v G(%,T) en T =0.

Las ecuaciones (9) se han obtenido en el su-
puesto de movimiento turbulento y con el coefi-
ciente de Darcy-Weisbach, X =f D/L, constante.
Sin embargo, en un caso general, el coeficiente
de friccidn A es una funcidn de la rugosidad re-
lativa y del n@mero de Reynolds, Rg :]vlvoD/v,
que escribiremos en la forma |v|A=w([v])>0y
el término de friccidn en las ecuaciones tomard
la forma -%—(L/D)VIP(]VI), con lo que las ecua-
ciones anteriores quedan modificadas en la forma:

3E,

~

1
Zrl| :_TE_DL (CF+E " (| F+F ' D+(F+a W | F+6" )+
+ (F-F" W(|F-F' [ )+(F-G")W(|F-c'|))dE

36,1
aT 2

1
G]Glz-l—é—DJ (G+GY( |GG PH(GHE P G+F" | )+
(o]

+(G-G"YP(|G-G" |) + (G-FU(|G-F'|)]dE.

En el caso laminar (R, <2000), (v =6uv/
/(veD), por lo que en lugar de la ecuacidn (9),
se obtiene el sistema mds simple:
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Q
las]

- Llpppl £
57 =2 FIFI-§F (11)
(11)
G 1 £
5?"3Gm"EG

donde f = (L/D) —= V D’ y en el que la variable x jue
juega el papel dé un pardmetro. Este sistema ha
de resolverse con las condiciones iniciales
F(%,0) =Fo(x), G(%,0) =Go(x). La solucidn (11)

es de la forma:

-(f/¥)t
£ Foe
F == si F>0
2 -fr/u
£/2 F (1-
(£/2) + O( e ) (12)
f o .
F == s1 F <0
2 (£/2) +F_(1-e"%)

y anilogamente para la G.

Las expresiones (12) y sus andlogas para la
G permlten describir de un modo simple la amorti
guacién de las oscilaciones en el caso laminar,
Compdrese esta solucidn obtenida por el mé&todo
de las escalas mfiltiples apoydndose en la hipSte
sis realista de que la caida de presidén por frig
cidn sea pequefia frente a la del golpe de ariete
Po Vo C, esto es, cuando &Y (/D) <<1, con la ob
tenida por otros métodos | 8| B

La presidn en la seccidn de la vdlvula (x=1)
py{(t?), puede calcularse en funcidn de F(x,T) y
G(x,T) mediante las expresiones:

pv(t',r) =2F(1-t',T) para 0<t'<1
pv(t',T) =2G6(t'-1,1) para 1<t'<2 (13)
pv(t',T) =—pv(t'—2,T) para 2 <t <4,

Los valores iniciales en T =0, Fo(x) y Go(x)
de F y G, pueden calcularse partiendo de los va-
lores en el instante del cierre de la velocidad
Vo y de la presidn p, en el conducto, utilizando
las expresiones (8) con t' =4ny T =0, o bien si
se ha calculado py(t') en los instantes posterio
res al cierre, pueden utilizarse las expresiones
(13) con T =0 para el cdlculo de Fy(x) y G_(x).

También daremos la solucién de (9) en dos re
gimenes limite: cierre lento con ley de cierre
lineal, cierre instantdneo y en un caso interme-
dio en el que la ley de cierre es cuadratlca,
a=ay(1-t/t )2, siendo el tiempo de cierre te
= 2(2ao)1/”' toe /%y a, =Ag(0)/A,

Para una ley de cierre lineal, a =ag(l-t/to)
si el cierre es lento, esto es, cuando ts>>astg/
e, la distribucién de presidn en el conducto,
en el instante del cierre, resulta lineal siendo
cerc su valor en la seccidn de entrada (x=0) y
pv--2E/<3C en la seccidn de la vdlvula (x=1) y la
velocidad nula en todo el conducto con tal que
8, =€tg/a,t, sea, como se ha dicho, grande fren-

te a e1/2,

Asi pues, en el conducto y en el instante
del cierre:
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F(x) =-G(x) =

1,2
2 2
6C

La Ec. (39) se reduce en este caso a:

IR

at!

(Cuap ) [+t | +Qp-p ) -y |) dg,

5 1
==(u/E)P —J
o (14)

siendo Y =(6§/€)F vy T' = ef
Presenta también pv/pv(o).C

T. N&tese que | re-

En la Fig. 1 se han representado los efectos
de la amortiguacidn, dando para tres valores de
f, la evolucibn de ¥ con 1. Las lineas a trazos
corresponden al limite f-+w, en el que el efecto
amortiguador de la entrada es despreciable.

Como ilustracidn de la forma en que se produ
ce el amortiguamiento de las oscilaciones en un
caso mds general, en la Fig. 2 se ha representa-
do cdmo evoluciona con T la oscilacidn de pre-
sidn en la seccidn x =1 de salida, en un caso
de cierre cuadrdtico con § =2. Tambi&n se ha re-
presentado la evolucidn con T del valor miximo,
en cada periodo, de la presidn en la seccidn de
salida, para el mismo valor de §. En la Fig., 3
se representa la evolucidn con T de las distri-
buciones de presién y velocidad en el conducto
al principio de cada periodo.

En el caso de cierre instantdneo, la veloci-
dad en el conducto y en el instante del cierre
es la correspondiente al régimen estacionario, y
la caida de presién en el mismo debida a la frig
cidn es despreciable frente a py Vo ¢ si ef << 1,
esto es, vgo(x) =1, p,(x) =0 en t' =1 =0. Asi
pues, en este caso, Fo(x) =G,(x) =1/2. Posterior
mente, F y G siguen siendo funciones sdlo de T,
independientes de x, con lo que:

1/2

F=G= 1+(1+£)t/4

(15)

La solucidn obtenida da, por ejemplo, para la
evolucidn temporal de la presidn en la seccidén
de salida p(1,t',7) una onda cuadrada amortigua-
da: p=2F(1) para 0 <t' <2 y p=~2F(T) para

2 <t <y,

4. CONCLUSIONES

A través de las pdginas precedentes sz ha
descrito el método de escalas mltiples aplicado
al amortiguamoento por friccidn de las cscilacio
nes de presidn generadas en el golpe de ariete,
Este mismo método puede ser aplicado a otros fe-
némenos hidrdulicos |2|, |11].
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Ta el efecto amortiguadcr en la dis

Izio de cada pericdo rara cierres 1

FIZ.(2).-(a) Evclucibn,por efectc de la friccién,de la presién ~dxima en cada

en la seccién de salida,con el tiempo de resicencia rara
-1/6

cierre cuadrftica v t =2(2a.)" "t g
c [ ¢

(k) Forra <fpica de la oscilacién de la pres:ién durarze un periccc

desce el irstante del ¢ e hasta el iInstante v TlE.s

I .
in 2
S R H I

o

cicic de caca perizce.
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