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Resumen. Cuando se cierra una válvula en un conducto por el que circula un fluido se origi­
nan oscilaciones de presión de tipo golpe de ariete, que se mantendrían indefinidamente, des_ 
pues del cierre si despreciasen los efectos de fricción. 
En este trabajo se muestra cómo puede describirse el proceso de amortiguamiento utilizando 
el método de escalas múltiples, ya que el tiempo característico de amortiguamiento es mucho 
más grande que el período de la oscilación, igual a dos veces el tiempo de ida y vuelta de 
las ondas. 
Se encuentra, por ejemplo, que la presión en la válvula es una función oscilatoria lentamen­
te amortiguada; la evolución durante el tiempo de amortiguamiento de esta función oscilato­
ria, viene dada por una ecuación integrodiferencial que se resuelve analíticamente para los 
casos de cierre rápidos y numéricamente en casos más generales. 

1. INTRODUCCIÓN 

Las pérdidas por fricción en el fenómeno del 
golpe de ariete no fueron tenidas en cuenta en 
el análisis de este fenómeno por los primeros in 
vestigadores del mismo; bien por considerarlas 
pequeñas, bien por no tener un método apropiado 
de cálculo. 

Los primeros métodos utilizados para estimar 
las pérdidas por fricción eran inadecuados, ya 
que se basaban en aproximaciones poco reales: 
unos en la resolución gráfica de las ecuaciones 
sin los términos de fricción, y teniendo en cuen 
ta las pérdidas por fricción modelándolas median̂  
te obstáculos hipotéticos en determinadas secci£ 
nes del conducto; otros en soluciones analíticas 
pero suponiendo que las pérdidas por fricción 
son lineales con la velocidad. Sin embargo, el 
término de pérdidas por fricción varía con la ve 
locidad de modo aproximadamente cuadrático y só^ 
lo con ayuda de los ordenadores fué posible la 
resolución directa de las ecuaciones del golpe 
de ariete, sin necesidad de linealizar el térmi­
no de fricción, utilizando el método de las ca­
racterísticas |9 ¡ . 

Si prestamos atención al fenómeno del golpe 
de ariete, vemos que en él intervienen dos esca­
las de tiempo muy diferentes: una asociada al 
tiempo de propagación de las ondas en el conduc­
to, de longitud L, L/C, y otro asociado al tiem­
po de residencia, L/vc, del líquido en el conduc 
to, que es a su vez el tiempo característico de 
amortiguamiento de las oscilaciones. Estas esca­
las son muy dispares, pues la velocidad típica 
del fluido, vc, es muy pequeña frente a la velo­
cidad c de propagación de las ondas en el conduc_ 

to. Por esta razón, en el presente trabajo utili_ 
zamos el método de escalas múltiples para descri_ 
bir las oscilaciones |6|. La utilización de esca 
las múltiples permite calcular de un modo simpli_ 
ficado, por una parte las oscilaciones de pre­
sión generadas en el golpe de ariete y, por otra, 
la amortiguación de estas oscilaciones por efec­
to de la fricción |2[. 

2. ECUACIONES 

Para ilustrar el procedimiento de análisis 
de los efectos de la fricción en las oscilacio­
nes de fluidos en conductos, nos ocuparemos aquí 
del análisis del flujo transitorio que se produ­
ce cuando se cierra una válvula en el extremo de 
un conducto, que por simplificación supondremos 
horizontal, de longitud L, diámetro equivalente 
D, y sección inicial A0; y que está alimentado 
por un depósito donde se mantiene la presión P0 

constante. 

Utilizaremos las variables adimensionales: 

P* -P 
x' ^ t' v' r a 

x = ~ ' t=L7c-' v = — ' P = ^ c T ' 
c o ̂-

siendo vc la velocidad inicial del fluido en el 
conducto, c la velocidad de propagación de las 
ondas definida más abajo y p0 la densidad del lí 
quido a la presión ambiente Pa. 

Lss ecuaciones que describen el movimiento 
de un líquido, con la aproximación hidráulica, 
son: 
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3p 3v f 3p dp\ 
3t 3x 3x 3t 

0(e2) 

3 v 3 p 
dt 3x - H - P & K ^ M ^ 2 ' 

( i ) 

(2) 

donde el parámetro £ = V C / C toma valores muy pe­
queños, lo que justifica nuestro análisis asintó 
tico y f es un parámetro proporcional al coefi­
ciente X de Darcy, que nos mide la fricción en 
el conducto: f = XL/D. 

La densidad p y el área A, que se suponen 
funciones sólo de la presión, se han sustituido 
por ser pequeñas sus variaciones relativas res­
pecto a sus valores iniciales p y A a la pre­
sión ambiente, por sus desarrollos en torno aP g: 

A(p) =A ll+-

p(p) = p„ 

P-^a 

-1 

P-P„ 

P-Pal 

1 l Pe, 

1 +-
P- pal 2t.. 

2 l Pe 

caracterizando las variaciones de A y p con las 
presiones características p c y p c , siendo 
pr =(E-e)/D (E es el módulo de elasticidad del 
material del tubo y "e" el espesor de la pared 
del tubo) y p c =p cQ, donde c0 es la velocidad 
del sonido en el liquido. De forma que c -p /p 
siendo p~ =p^|+p~2' y si escribimos p ^=pc/(l-a) 
y p c 2=p c/a, resulta 

B =a 2(26 2-D + (l-a)
2(2ei-l) . 

Los segundos miembros de (1) y (2) represen­
tan términos de orden e respecto a los términos 
del primer miembro, que no describimos pues no 
intervienen en el orden de aproximación con que 
describimos la solución. 

Las ecuaciones (1) y (2) han de complementar 
se con unas condiciones iniciales y de contorno 
apropiadas. Como condiciones iniciales han de 
darse los valores de la velocidad y presión en 
el conducto en t = 0 , v=Vj(x), p=pj(x) que to­
maremos como las distribuciones correspondientes 
al régimen estacionario. 

El carácter de la solución depende del valor 
característico de K o de la relación de áreas 
a =As(t)/A0 y del valor del tiempo de cierre tc. 
Consideraremos el caso distinguido en el que a 
es del orden de la unidad y tc es del orden de 
t0, en cuyo caso las sobrepresiones generadas en 
el cierre de la válvula son del orden de p 0 v c. 
muy grandes frente a p 0 g H . 

En el transitorio asociado al cierre apare­
cen dos etapas: la primera, la etapa del cierre, 
es del orden de t 0=L/c y durante ella se gene­
ran las oscilaciones que sólo se amortiguan apre_ 
dablemente en la segunda etapa de duración to/e. 

Para describir el movimiento en la primera 
etapa, se utiliza la variable x y la variable rá_ 
pida t asociada a la escala t0. La solución pue­
de escribirse en forma de desarrollo en poten­
cias de E con coeficientes funciones de x5t; en 
primera aproximación no aparecen ni los efectos 
convectivos ni los efectos de fricción, propor­
cionales a E, en las ecuaciones del movimiento, 
que se reducen a la ecuación de las ondas; las 
condiciones de contorno se reducen a: 

p = 0 en x = 0 

E 2 
p = — K v para t < t , v = 0 para t > t en x = 1. 

En esta ultima expresión, p es sólo de orden uni_ 
dad en los últimos instantes del cierre en los 
que v es de orden unidad y K ^ E -1 

Así pues, durante la etapa del cierre, las 
ecuaciones del movimiento conducen al problema 
clásico del análisis del golpe de ariete sin 
efectos convectivos ni de fricción, tratado en 
primer lugar en ]l| y abundantemente tratado en 
la literatura científica (| 5 | y | -M-1 entre otros] . 

Es importante observar que la solución de es 
te problema para instantes t > tc posteriores al 
cierre es periódica, de período t, no amortigua­
da. Los efectos de amortiguación sólo aparecen 
cuando se retienen los términos de orden £ de 
los desarrollos, que dejan de ser uniformemente 
válidos para tiempos t^£~ . 

Las condiciones de contorno se obtienen ana-^ 
lizando para la entrada el proceso a través de 
la toma del conducto y a la salida del análisis 
del flujo en la válvula de área efectiva de sa­
lida A s(t). Para el estudio de estas zonas se su 
pondrá el proceso casi-estacionario en ellas, y 
se tendrá en variables adimensionales: 

p - x a p = - r - ( l - v } s i v > 0 

£ 2 £ 
p - — a p = T¡ s i v < 0 en x = 0 

(3 ) 

y en x = 1 

p - | a p 2 = | K v 2 s i v > 0 y K = — - 1 i¿ 0 

v = 0 s i K-

si se excluyen de nuevo los términos de orden £ . 

3. ANÁLISIS DE LA AMORTIGUACIÓN 

Para analizar los efectos de amortiguamiento 
en la segunda etapa, utilizaremos el método de 
escalas múltiples; esto es, describiremos el mo­
vimiento utilizando la variable x y dos varia­
bles temporales, una rápida y otra lenta, 

t' = t y x = E t (4) 

basadas en las escalas tQ y t0/e respectivamente. 

Para la presión y la velocidad se suponen 
unos desarrollos en potencias del parámetro £ en 
la forma: 

p(x,t',i) =p (x,f ,T) + p^x.t' ,T) + ... 

v(x,t',T)=V (x,t',T)+ V.(x,t',T) + ... 
O 1 

(5) 

donde p„, v0, p^ y v... son funciones acotadas, de 
orden unidad, para todo valor de t', siendo £ de 
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orden de la unidad. 

Introduciendo estos desarrollos en las ecua­
ciones (1) y (2) y en las condiciones de contor­
no (3), después de agrupar términos del mismo or_ 
den, se obtienen los sitemas siguientes, corres­
pondientes a los dos primeros términos del desa­
rrollo: 

3p 3v 

3t 
° o „ 
+ ̂ — = 0, 
dx 

3 v 3p 

3t' 3x 
0 (6.a) 

p o = 0 o, 

1 

3v, 
J 

3T* 

3p 
1 

"3lT 
3v 

I 

= ~3~X 

! f o _ v 

3 T o 

3v 

3x 

en x =1 (6.b) 

3o 3t' 

o o 
- V - + 

o 3x 

i(l-v2) si v > 0 
2 o o 

8po 3 "G— ' O dx 

1 
= 2 S 

(7.a) 

i"„l 
v < 0 en x = 0 
o 

v 1 = 0 (7.b) 

El sistema (6) conduce a la ecuación de las on­
das; por ser este sistema homogéneo y con condi­
ciones de contorno nulas, la soluci5n es periódi_ 
ca en t' y de período t' =4. La solución general 
de este sistema viene dada por: 

v =f(t'-x,x) +g(t'+x,x) 

p = f(t'-x,x) - g(t'+x,x) . 
(8) 

Las funciones f y g quedar, determinadas ha­
ciendo uso de las condiciones de contorno (6.b) 
a partir de sus valores F y G en t' =4n, donde 
n es entero, definidas en la forma F(x,x)-= 
-f(-x,x), G(x,x) =g(x,x) para 0 < x < l . Estas fun 
ciones F y G dependerán de x,x, mientras que f y 
g, para x fijo, son funciones de x periódicas 
en t' . 

Las funciones F y G se calculan exigiendo 
que la solución p ,v del sistema (7) sea perió-

""" Dac dica en t', de período 4, con lo que se asegura 
que ep. y ev son pequeños frente a p0,vQ para 
tiempos t' del orden de £ y, por tanto, el de­
sarrollo (5) es uniformemente válido. 

Esta exigencia de periodicidad a p. y v^, im 
plica que la contribución de los segundos miem­
bros de las ecuaciones y de las condiciones de 
contorno del sistema (7.a), al cabo de un perío­
do, a los valores de p, y v-̂  es nula. Esto nos 
proporciona, según veremos, dos ecuaciones inte-
grodiferenciales para la evolución con x de F y 
G, cuya solución queda determinada con los valo­
res de F y G en el instante X = 0, que pueden ob­
tenerse de las distribuciones de velocidad y pre 
sión én el instante del cierre. El mismo resulta 
do se obtiene dando la evolución en función de 
los valores en un instante t' posterior, de or­
den unidad, ya que una traslación en el tiempo 
t' de orden unidad en las condiciones iniciales, 
no altera la solución, pues se origina una tras­
lación idéntica a la solución de p0,v0 y p^,v^. 

Para el cálculo de p-[ y v^ conviene reescri-
bir las ecuaciones (7.a) en las variables carac­
terísticas n = t-x, X, = t+x, con lo que se obtiene 
el sistema: 

8(v.+p,) 3(v +p ) v 3(v +p ) 
1 1 1 o o o o o 
3? = _ 2 3x + ~2 3ñ 

A-a 

3x 

3p 

2"Po 3C 
o Ata 

9P„ 

2 P o ^ r r 4 f V o l V o l 

' á ( v i _ P ^ ) , 3 ( v -P ) v 3(v -p 1 1 1 o o o o o) 
3n 3x 

3P„ 

K 

, A+a "^o A-a po 1 . i > 
+ —PoTr + ~ P o l r 7 - ü f V o | v o l 

y las condiciones de contorno 

1 2 1 
P 1 = - ( 1 - V Q ) si VQ > 0 ó px=- si VQ < 0 en 5 =n 

0 C-n = 2. 

Después de evaluados los segundos miembros 
en función de F y G, y exigiendo que la contribu 
ción a la solución de los segundos miembros de 
estas ecuaciones y de las condiciones de contor­
no, que se obtiene integrando respecto de n y C, 
resulta nula al cabo de un período |2|, se obtie 
ne así el sistema de ecuaciones: 

i 

| ^ = - | F | F | - ^ ((F+F')|F+F' I +(F+G-)|F+G' I + 
•'o 

+ (F-F1 )|F-F' I + (F-G1 ) |F-G' |)d£; 
(9) 

-ÍT=-^GIG|-TÍ- Í(G+G')|G+G' I + (GfG')lGtF' I + d X 2 lo j v ' ' ' ' 

+ (G-G')|G-G' | + (G-F')|G-F' |)d£ 

donde F y G son funciones de (x,x), mientras que 
F' y G' son las mismas funciones evaluadas en 
(^,x). El primer término de los segundos miem­
bros representa el efecto amortiguador de la en­
trada y los últimos el efecto de la fricción del 
conducto. Estas ecuaciones han de integrarse par_ 
tiendo de los valores iniciales F0(x) y G0(x) de 
F(x,x) y G(x,x) en x = 0. 

Las ecuaciones (9) se han obtenido en el su­
puesto de movimiento turbulento y COJI el coefi­
ciente de Darcy-Weisbach, A =fD/L, constante. 
Sin embargo, en un caso general, el coeficiente 
de fricción A es una, función de la rugosidad re­
lativa y del número de Reynolds, R e= |v|vQD/V, 
que escribiremos en la forma |V|A=I|I([V[)>0 y 
el término de fricción en las ecuaciones tomará 
la forma - 4-(L/D) v IJJ ( | v| ), con lo que las ecua­
ciones anteriores quedan modificadas en la forma: 

| T + I F ¡ F I = " I I D I ((F+F'WIF+F'IHÍF+G'MIF+G' |)+ 

+ ( F - F ' ) < K | F - F ' | ) + ( F - G ' W | F-G' | ) )d£ 

I? + 1 G I G I = " I I D (G+G'WIG+G'IWG+FSIKIG+F1 |) + 

'o 

+ (G-G' )<|K |G-G' I) + (G--F1 )é( |G-F' I )JdC-

En el caso laminar (R e<2000), l|K ¡ v | ¡ = 64v>/ 
/(v cD), por lo que en lugar de la ecuación (9), 
se obtiene el sistema más simple: 
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3F 
3x 

| F | F | - ¿ F d i ) 

d i ) 

donde f = (L/D) —¡r, y en el que la variable x jue 
juega el papel de un parámetro. Este sistema ha 
de resolverse con las condiciones iniciales 
F(x,0) =FQ(x), G(x,0) =GQ(x). La solución (11) 
es de la forma: 

-I 
- ! 

F e 
o 

-(f/1)T 

(f/2) +FQ(l-e
 f T / 4) 

(f/2) +F (l-efT/4) o 

si F >0 

si F < 0 

(12) 

y análogamente para la G. 

Las expresiones (12) y sus análogas para la 
G permiten describir de un modo simple la amorti 
guación de las oscilaciones en el caso laminar. 
Compárese esta solución obtenida por el método 
de las escalas múltiples apoyándose en la hipóte 
sis realista de que la caida de presión por fric 
ción sea pequeña frente a la del golpe de ariete 
p0vcc, esto es, cuando ¿ ~ ( L / D ) « 1 , con la ob 
tenida por otros métodos ¡ 8 | 

La presión en la sección de la válvula (x=l) 
pv(t'), puede calcularse en función de F(x,x) y 
G(x,x) mediante las expresiones: 

p (f ,T) = 2F(l-t' ,T) para 0<t'<l 

p (f ,x) = 2G(t'-l,T) para l<t'<2 (13) 

p (t',x) =-p (t'-2,x) para 2 <t <4 . 

Los valores iniciales en T =0, F0(x) y G0(x) 
de F y G, pueden calcularse partiendo de los va­
lores en el instante del cierre de la velocidad 
v0 y de la presión pQ en el conducto, utilizando 
las expresiones (8) con t' =4n y T =0, o bien si 
se ha calculado pv(t') en los instantes posterio 
res al cierre, pueden utilizarse las expresiones 
(13) con T=0 para el cálculo de F0(x) y G (x). 

F(x) =-G(x) = \z~*. 
«c 

La Ec. (9) se reduce en este caso a: 

3i|) _ 
3x ' 

(4/f)(j, - (((//+iK) |<|/+<|/' |+(iMJ/') |?|M>'|) d? , 
(14) 

2 ef 
siendo é = (ó ,/e)F y x' =—*-T. Nótese que i> re-

presenta también p /p (0). 

En la Fig. 1 se han representado los efectos 
de la amortiguación, dando para tres valores de 
f, la evolución de tjj con x. Las líneas a trazos 
corresponden al límite f-»•<», en el que el efecto 
amortiguador de la entrada es despreciable. 

Como ilustración de la forma en que se produ_ 
ce el amortiguamiento de las oscilaciones en un 
caso más general, en la Fig. 2 se ha representa­
do cómo evoluciona con x la oscilación de pre­
sión en la sección x = 1 de salida, en un caso 
de cierre cuadrático con 6=2. También se ha re­
presentado la evolución con T del valor máximo, 
en cada período, de la presión en la sección de 
salida, para el mismo valor de 6. En la Fig. 3 
se representa la evolución con x de las distri­
buciones de presión y velocidad en el conducto 
al principio de cada período. 

En el caso de cierre instantáneo, la veloci­
dad en el conducto y en el instante del cierre 
es la correspondiente al régimen estacionario, y 
la caida de presión en el mismo debida a la fric 
ción es despreciable frente a p0 vc c si ef « 1, 
esto es, vQ(x)=l, po(x)=0 en t' = T = 0. Así 
pues, en este caso, F0(x) =G0(x) =1/2. Posterior̂  
mente, F y G' siguen siendo funciones sólo de x, 
independientes de x, con lo que: 

3x 2 K1^TJt ' 
1/2 

l+(l+f)x/4 
(15) 

La solución obtenida da, por ejemplo, para la 
evolución temporal de la presión en la sección 
de salida p(l,t',x) una onda cuadrada amortigua­
da: p = 2F(T) para 0 < t1 <2 y p = -2F(x) para 
2 < t' <4. 

También daremos la solución de (9) en dos re 
gímenes límite: cierre lento con ley de cierre 
lineal, cierre instantáneo y en un caso interme­
dio en el que la ley de cierre es cuadrática, 
a=a (l-t/tc)2, siendo el tiempo de cierre tc= 

= 2(2a0)
1/l+t0e-

1/1+ y ao=As(0)/Ao. 

Para una ley de cierre lineal, a=a0(l-t/tc) 
si el cierre es lento, esto es, cuando tc>>a0t0/ 
//z, la distribución de presión en el conducto, 
en el instante del cierre, resulta lineal siendo 
cero su valor en la sección de entrada (x =0) y 
pv = 2e/6^ en la sección de la válvula (x=l) y la 
velocidad nula en todo el conducto con tal que 
6C=£tc/a0t sea, como se ha dicho, grande fren-

te a z1'2. 

Así pues, en el conducto y en el instante 
del cierre: 

4. CONCLUSIONES 

A través de las páginas precedentes se ha 
descrito el método de escalas múltiples aplicado 
al amortiguamoento por fricción de las oscilacio_ 
nes de presión generadas en el golpe de ariete. 
Este mismo método puede ser aplicado a otros fe­
nómenos hidráulicos I2I, lili. 
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FIG. i. 2). -(.a) Evolución,por efeetc de la fricción,ce la presión máxima en cada 

períoca en la sección de salida,cor. el tiempo de residencia para 

ley ce cierre cuadrática y t =2C2ar}"' ~t„s;~ . 

(b) Forma típica de la oscilación de la presión durante un perícee 

desee el instante del cierre hasta el instante v t.'L=.5 

;P/(cv_c), 

FI3.Í1).-En la figura se nuestra el efecto amortiguador en la distribución 

de presicr.es al principio de cada período para cierres lentes y ley 

de cierre lineai,par5 distintos valores del parámetro de fricción. 

FI3.( 3).-Evolución cen el tiemoo por efeetc 

de las distribucicr.es de -vej.zci3.ac  

cipic de cada perírec. 

e_ amortiguamiento 

presión en el ccr. 
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