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ABSTRACT

In this thesis we consider the problem of robust
stabilization of systems with uncertainties in the poles
of the transfer function. The poles must satisfy one of
the following conditions: to be r real poles placed on an
algebraic curve or to be the roots of a complex number.

Different regions of uncertainty are considered.

We show that this problem can be solved, as in the
case of uncertainly in the gain factor, using techniques
from the complex function theory. To accomplish this we
pose a General Problem of interpolation in the Complex Field
that we solve using the Nevanlinna-Pick theory and the hy-

perbolic metric.

First we obtain a necessary and sufficient condition
in terms of a fixed value @ ax which depends on the poles
and zeros of the plant. We also provide with and estimator

of this number.

Then we build a sequence of conformal transformations
that map the unit disk on a simply connected domain G which

depends on the type of uncertainties.

Finally we develop an algorithm for the construction

of the compensator and we apply it to different examples.



RESUMEN

En este trabajo resolvemos el problema de estabili-
zacidén robusta de sistemas en los casos en que exista incer-
tidumbre en los polos de la funcidén de transferencia, cumpli-
endo éstos unas condiciones determinadas, como son: que sean
r polos reales situados sobre una curva algebraica; o tales

que sean las raices r-ésimas de un cierto nimero complejo.

Mostramos que este problema se puede resolver, como
en el caso de los problemas de estabilizacién robusta con
incertidumbre en la ganancia, utilizando técnicas de la Teo-
ria de Funciones de Variable Compleja. Para ello planteamos
un Problema General de interpolacidén en el campo complejo,
que resolvemos haciendo uso de la Teoria de Interpolacién

de Nevanlinna-Pick y de la Métrica Hiperbdélica o de Poincaré.

En primer lugar obtenemos una condicidén necesaria y

suficiente que viene dada en términos de un valor fijo a

max’

que depende de los polos y ceros de la planta; en vistas a
estimar este valor, en el apartado 2.4 damos una cota supe-

rior que en la practica resulta muy adecuada.

A continuacidén construimos una serie de transforma-
ciones conformes que llevan el disco unidad sobre un cierto
dominio simplemente conexo G que depende del tipo de incer-

tidumbre. Esto nos permite resolver nuestro problema como




un problema de interpolacidén en el disco.

Por tltimo desarrollamos un algoritmo para la cons-
truccidén del compensador en el caso de que se cumpla la con-
dicidén necesaria y suficiente, y lo aplicamos a distintos

ejemplos.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION



1. INTRODUCCION

Este primer capitulo pretende dar una visién gene-

ral del problema objeto de esta Tesis.

En el apartado primero vemos como surge del marco
de la Teoria de Sistemas y como puede ser planteado en el
campo del Anidlisis Complejo; veremos también, que el pro-
blema en su mas completa generalidad no tiene solucidén po-
sible, de modo que se intenta resolver algun caso particu-

lar con importancia practica.

En el segundo apartado estudiaremos el Unico caso

particular que habia sido resuelto hasta la fecha. Inclui-



remos también en este apartado, algunas definiciones béasi-
cas y los enunciados de algunos teoremas que utilizaremos

en el desarrollo de este trabajo.

Para terminar, en el tercer apartado, exponemos el
trabajo realizado en esta Tesis, detallando los resultados

originales asi como la importancia practica de los mismos.



1.1, INTRODUCCION AL PROBLEMA

El problema que nos vamos a plantear resolver sur-

ge del siguiente problema fisico:

Dada 21 una planta (sistema dindmico continuo con
entrada-salida escalar, lineal, de dimensién finita, tiempo
invariante sobre R ), se trata de encontrar un controlador
22 (sistema canénico lineal, tiempo invariante, dimensidn
finita, continuo, con entrada-salida escalar sobre R ) asin-
téticamente estable, y tal que el sistema de realimentacidn

(Feedback) dado por el diagrama de la figura 1, sea también

asintdéticamente estable.

.
) L, 2,

controlador planta

Figura 1



Este problema de estabilizacién podemos reducirlo
a un problema de analisis complejo, utilizando las funcio-
nes de transferencia de los sistemas (Véase [27,pg.143]).
Asi, tenemos que el problema anterior podemos enunciarlo

en los siguientes términos:

1.1.1. EnunciaDoO

Dada P(z) una funcién racionald real y propia (funcion de
trhahaferencia de 21/, encontrarn C(z) (da que serd funcidén de trans-
ferencia de z, ) que sea nacional real propia, analitica en 0 y tal

que el denominadon:
1+P(z)-C(z)

de da funcién de transfenencia del sistema de realimentacidn sea es—

trictamente Huwity (es decin, no tenga ceros en H/.

Las condiciones para la existencia de tal funcidn

fueron dadas por D. Youla y M. Saito en su articulo [33].

Una vez establecidas estas condiciones, el siguien-
te paso a dar es construir C(z) para obtener el compensador
adecuado que estabilize el sistema. D. Youla, J. Bongiorno
y Y. Lu , en [32], transforman el problema en un problema
de interpolacidn que se puede resolver por la teoria cliasi-
ca de Nevanlinna-Pick. Para ello dan la siguiente defini-

’,

cion:


http://enc.ontn.an
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1.1.2. DEFINICION

Para cada compensador C(z) definimos la funcion de sensiti-

vidad como:

1
S(z) =

1+P(z):C(z)

El resultado que demuestran es el siguiente: |

1.1.3. TEOREMA

&L compensador C(z) estabiliza asintoticamente la planta
detewminada por P(z) i y 4odamente si da funcion de sensitividad
S(z) verilica las siguientes condiciones:

i) S(z) es real racional y analitica Qi\ﬁ.

i) Los ceros de S(z) 4gon dos polos de P(z) en H, mul-
tiplicidades incluidas.

Lil) Los ceros de S(z) -1 contienen a { Ziseeesz )
multiplicidades incluidas; siendo { Zyseeesz } dos

ceros de P(z) en H.

Para la demostracidén del teorema anterior véase
[32]. Una vez establecido ésto, el caso quedaba totalmente

resuelto.



El problema surge cuando, debido a limitaciones fi-

sicas, la funcidén de transferencia del sistema r, no puede

1
ser determinada con toda exactitud; tendremos entonces una
incertidumbre en la funcién P(z) de modo que el sistema es-
tara gobernado por una familia de funciones {Ps(z): s 6K}
racionales reales propias, que dependen continuamente de un
parametro s que toma valores en algun compacto K. Dichas

funciones seran no idénticamente nulas y todas ellas ten-

dridn el mismo grado McMillan (grado del denominador).

Tannenbaum (ver [27]) demostrd la no existencia de
solucién al problema planteado en toda su generalidad; para
ello utilizd el siguiente enunciado del problema, dado por

D. Youla, J. Bongiorno y C. Lu en [32,pgs.161-162]:

Dada una familia de funciones {Ps(z) : sEK} en
las condiciones anteriores, encontrar g(z) tal que:

i) g(z) es racional y real.

ii) 1 / g(z) es propia y holomorfa en H.

iii) —g(z)—+PS(z) £ 0 , para cada z€H y s€K.

Una vez obtenida g(z) podemos obtener ficilmente,
a partir de ella, la funcién de transferencia del contro-

lador C(z).

Detallaremos a continuacidén, por la importancia que
tiene a la hora de estudiar los posibles casos que si ten-
gan solucidén, la obstruccidén topoldgica que da Tannenbaum

(véase [27]) a la solucidén general del problema, es decir



a la existencia de una tal funcién g(z) para todos los ca-

sos de familias posibles:

Supongamos un sistema gobernado por una familia de
funciones {Ps(z) : s€EK} racionales, reales, estrictamente
propias, de grado McMillan n y que dependen continuamente

del parametro s, tales que podemos poner:

Ps(z) =

existiendo dos puntos a,b€H que verifican:
Pls(a) = PlS(b) = 0 , para cada s €K

st(a) es circular alrededor del origen

st(b) es una constante fija zo#() para todo s €K,

donde z €H
o

Si suponemos la existencia de una funcién:

g, (z)
(z)

glz) =
€y

en las condiciones que dan D. Youla, J. Bongiorno y C. Lu
en [32], entonces la funcidén definida por:

£(z) = -g,(2)-P, (2) +g,(2)-P, _(2)
verifica que:

f(a):-—gl(a)-PZS(a) es circular alrededor del

origen.



f(b)z__gl(b).pzs(b) es una constante fija no

nula para todo s €K.

Por lo tanto f es una transformacidén continua que nos lle-
va una curva circular alrededor del origen a un punto dis-
tinto del origen. Podemos asegurar entonces la existencia

de un SOGKL Yy un zlei tales que:

f(Zl) = —-gl(zl)-st s

(z,) +g,(z,)-P (z,) =0
o 1 2 71 s, 71
con lo que llegamos a contradiccién con las condiciones

dadas para la funcién g.
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1.2, PROBLEMA DE BLENDING

Se plantea, por tanto, la necesidad de estudiar en
qué casos particulares tiene solucidn nuestro problema; y
ante todo, estudiar la posibilidad de resolver los casos

que con mayor frecuencia se presentan en la practica.

En este sentido, el Unico caso que habia sido re-
suelto completamente con éxito es el que se 1llamé "Proble-
ma de Blending", tratado por P. Khargonekar y A. Tannenbaum

en [19].

Por el paralelismo que tiene el desarrollo de este
trabajo con el nuestro, expondremos a continuacidén los pa-

sos principales.

Se considera un sistema gobernado por una familia
de funciones { Ps(z) : s€K} racionales reales propias,
donde:

Ps(z) = s-Po(z) s s(EK::[kmin ’kmax]

y Po(z) es una funcidn racional real propia fija no idénti-
camente nula (lo que llamaremos modelo nominal). P. Khargo-
nekar y A. Tannenbaum, inspirados en el resultado del Teo-

rema 1.1.2, establecen lo siguiente:
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1.2.1. TeoREMA

&L compensador propio C(z) estabiliza asintéticamente el
sistema definido por da Lamilia de funciones { Ps(z) : s€K }

donde K =[a,b] , O<a<l<b , g
Ps(z)::s-PO(z)

segin lo definido anterionmente, si y sodamente si da funcion de sen-
aditividad S(z) vernifica: | |
i) S(z) es racional aeal'y analitica en H.
idl) Los ceros de S(z) 4on ¢ Pyse++sP,} multiplicidades
incluidas.
iil) Los ceros de S(z) -1 contienen a | Zyseeesz '}
multiplicidades incluidas.

iv) $(z) § (-=, 21U |

— 4o ) para cada z € H.

b
b-1"~°
Siendo {Pys-++sP,} Y {25052} dos polos y los ceros

de P (2) en H.

La demostracién de este Teorema se basa en el re-
sultado 1.1.1. dado por A. Tannenbaum en [27,pg.143], con
lo que claramente se tiene la necesidad de las tres prime-

ras condiciones.

Ademads, puesto que debe verificarse que el denomi-
nador de la funcidén de transferencia del sistema de reali-

mentacidn sea estrictamente Hurwitz, es decir que:


http://fjuncA.on.eA
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1-+S-Po(z)-C(z) £0

~

para cada s€[a,b] y z€H , y puesto que:
1€[a,b]

se sigue que:

S(2) £ (~=, 271U [ 527 5 +=)

0—‘-1

para cada z € H.

La suficiencia se obtiene automdticamente por el resultado
anteriormente referido de D. Youla, J. Bongiorno y C. Lu en
[32]. Para mds detalles sobre la demostracidén de este teo-

rema véase [19].

Una vez establecido este teorema y puesto que el
dominio:

G= N L (-=, 21U 2, ) )

es simplemente conexo y verifica que 0,1 € G, podemos enun-
ciar el siguiente problema, que contiene al enunciado del

Problema de Blending:

1.2.2. PROBLEMA GENERALIZADO DE BLENDING

Dado GG ¢ simplemente conexo tal que 0,1 € G. Encon-

trar, si es posible, una funcidén racional analitica:

S : H r G
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que satisfaga:

i) Los ceros de S(z) contienen {pl""’pn} multi-

plicidades incluidas.

ii) Los ceros de S(z) -1 contienen {zl,...,zm} mul-
tiplicidades incluidas.
siendo PysecssP sZyseees2Z los polos y los ceros de Po(z)

en H, respectivamente.

En los cuatro siguientes apartados detallaremos
algunos resultados que se utilizan para la soluciébén comple-
ta de este problema, por ser también utilizados por nosotros’

en el capitulo siguiente.

1.2.3, DEFINICION

Sean:
al,...,aEG]D
az+1,...,aq€’T

bl,“.,qu¢

donde 8 <q , D={z: |zl <1} y T={z: |z|=1}.

Se definen las matrices:

1
A=s[—m1
1--ai-aj i,J=1l,c..,8%
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A,Bem (€)

Si bi=0 para todo i=1,...,% definimos:

siendo M max el mayor autovalor de la matriz A—}B

Por Ultimo se define @ o COmo:

amax(aj’bi) = m%n { @y

1.2.4, METRICA HIPERBOLICA

Un concepto importante que necesitamos introducir
es el de Métrica Hiperbdélica o Métrica de Poincaré. Expon-
dremos los conceptos mds basicos y remitimos a quién esté

interesado al libro de L. Ahlfors [4].

z, €ED. Se define:

Sean z,,2,

S(Zl)zz) = [
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La distancia hiperbdélica entre dos puntos del disco unidad

DC¢ viene dada por:

1 + 6(21,22)

d.(z,,z,) = log s, Z2,,2, €D
D~"1°72 .

1 - u(zl,zz)

/
Sea ahora GC (¢ un dominio simplemente conexo con
mas de un punto frontera; el Teorema de Riemann de la Apli-
cacién Conforme (véase [25]) establece la existencia de una

equivalencia conforme: Y

o G — D

Definimos entonces la distancia hiperbdlica entre dos pun-

tos de G como:

dg(z,52,) = dy(a(2),0(2,)) , 2,,2,€G

1°2%2

Se puede demostrar (ver [4]) que dG(zl’ZZ) es independiente

de la equivalencia conforme elegida.

En los dos apartados siguientes vamos a enunciar

dos teoremas claves para establecer nuestros resultados.
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1.2.5. TeEoREMA

Dados dos dominios G 126, C ¢ simplemente conexos, con

mas de un punto frontera, y dada una funcidén analitica:

f:G1 + G

2
entonces 4ge verifica que para todos z 12296 Gy
dg, (2, > 2) > dg (£(2)) , £(2,))
4iendo dg da métrica hiperbélica -definida anterionmente. Ademis, La

igualdad 4e da 44 y sodamente 4i f es una equivalencia confoume.

Ver [4] para la demostracién.

1.2.6. TEOREMA

Sean:

aiGD ,i:l,.--,%

ajGT s J=fk+1l,...,q

biG¢ , i=l,...,q

Entonces, existe una funcién analltica:

f : D » D

a

tal que f (ai)=a°bi , i=1,...,q 44 y sodamente si se verifica
a

que:

a < amax(aj’bi) y J=l,eee,% , i=1,...,q

donde o eqtd definido en 1.2.3.
max


http://anteAl.omn.ente
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Ver [19] para la demostracién.

A partir de estos resultados se puede demostrar el
siguiente teorema que da una solucién completa al Problema

Generalizado de Blending 1.2.2.

1.2.7. TEOREMA

&L problema 1.2.2. es nesoluble 4l y solamente 4di:

max
dG(O , 1) < dD(O ’amax) = log ———="

La construccién de la solucién se puede reducir a
un problema de interpolacién de Nevanlinna-Pick. La demos-

tracién de este teorema se puede ver en [19].

Quedaba asi completamente resuelto el Problema de
Blending, problema muy importante en la practica y que co-
rresponde, como ya hemosrvisté, a una cierta familia de
funciones de transferencia en la que todas las funciones

tienen los mismos ceros y los mismos polos.
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1.3, CASOS SIN RESOLVER: DESCRIPCION DE ESTE TRABAJO

Con el Problema de Blending se abridé el estudio de
estabilizacidén de plantas con incertidumbre en los pardme-
tros. Sin embargo, desde el punto de vista practico, se
presentaban muchos otros casos mas importantes, para los
que no se conocian soluciones. Este es, por ejemplo, el ca-
so en que existe incertidumbre en los polos de la funcién
de transferencia, hecho que se presenta muy a menudo en la

practica.

En este sentido, P. Khargonekar y A. Tannenbaum en
su articulo [19], sugieren la solucidén en el caso de que

la incertidumbre exista en un sélo polo real.

Nuestro trabajo consiste en resolver los casos en
que existe incertidumbre en los polos de la funcién de
transferencia, siendo éstos r polos reales situados sobre
una cierta curva algebraica, dos polos complejos conjuga-
dos, o tales que son las raices r-ésimas de un cierto nu-
mero complejo z€ ¢. La importancia de estos casos radica
en que existen una gran cantidad de situaciones practicas
en las que los polos de la funcidén de transferencia del

sistema, aunque no se ajustan exactamente a las condicio-
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nes requeridas, podemos considerarlos en alguno de nuestros

casos ampliando, si es necesario, la zona de incertidumbre.

El problema ha surgido como parte de un Proyecto de
Investigacién en el que participan la Universidad de Minne-
sota (Minneapolis) y la Universidad Politécnica de Madrid,
dirigido por los profesores Fredric N. Bailey y Jose Manuel

Amillo Gil.

La resolucién de este problema nos lleva, en primer
lugar, a plantear un nuevo problema de variable compleja,
que deducimos por los cinco lemas establecidos en el apar-
tado 2.2. y que llamaremos Problema General. Este Problema
generaliza al expuesto en el apartado 1.2.2. para el caso

del Problema de Blending.

Con vistas a resolver este Problema General enun-
ciamos y demostramos un teorema, que llamaremos Teorema
General, que generaliza al Teorema 1.2.7. obtenido para el
Problema de Blending y del que obtenemos, como corolario,
una condicidén necesaria y suficiente para la existencia de
la funcidén interpoladora T requerida en los cinco lemas
mencionados. Ademas, este teorema nos da también un método

para la obtencién de tal funcién.

Una vez establecido ésto, y puesto que la estima-
cién de @ ox juega un papel importante en este trabajo,
daremos una cota superior para este valor, que considera-

mos bastante Util



-20-

La obtencidén, para cada familia de funciones consi-
derada, de la funcidén T se desarrolla en el capitulo terce-
ro de esta Tesis; para ello construimos una serie de trans-
formaciones conformes que reducen este problema a un pro-
blema de interpolacién en el disco. Una vez obtenida tal
funcidén T, para cada familia considerada, es practicamente
inmediata la construccién explicita de la funcidén de trans-
ferencia del compensador adecuado que estabilice el siste-

ma .

Para terminar, en el capitulo cuarto desarrollamos
un algoritmo sobre la teoria de interpolacién de Nevanlinna-
Pick, que utilizamos para aplicar nuestros métodos a la es-
tabilizacidén robusta de distintos sistemas practicos; por
ejemplo, el de una aeronave con incertidumbre en los polos

de la funcidén de transferencia que determina el sistema.

En el dltimo apartado de este capitulo damos las
consecuencias obtenidas del estudio en estos casos practi-
cos de nuestra teoria, asi como posibles lineas de inves-
tigacidén futuras que consideramos serian de gran importan-

cia para la industria.



CAPITULO 2

EL PROBLEMA GENERAL
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2, EL PROBLEMA GENERAL

En este segundo capitulo comenzamos por describir
los casos en los que hemos resuelto el problema de estabi-
lizacidén robusta de sistemas con incertidumbre en los po-
los; estableceremos un lema por cada uno de los casos, que
nos lleva a plantear el problema como un nuevo Problema

General de interpolacidn.

Con vistas a resolver este Problema General enun-
ciamos y demostramos el Teorema General, y como corolario

de éste obtenemos el resultado deseado.
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2.1, PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Consideremos un sistema gobernado por una familia
de funciones {Ps(z), s €K} racionales, reales, propias, no
idénticamente nulas, cuyo grado McMillan es n, siendo K un
conjunto compacto y para cada s perteneciente a K:

(o) P(z)
P z = —
s R_(z)
donde P(z) es una funcién racional, real fija y para cada
s €K, Rs(z) es un polinomio real cuyos ceros son distintos
de los ceros de ﬁ(z) y verifican una de las condiciones si-
guientes:

~

Caso 1: RS(z) tiene r ceros en H que son traslaciodon, defi-

nida por vectores de la forma (a,0) con a>0, de las

. L . +
raices r-ésimas de un nimero s€ R , s € [so—a ,SO+BL

s> o> 0, g>0. Por tanto, podremos expresar Rs(z)

como:
r-l r 2k 2k
— p— — ——————— 1 Tr

Rs(z) = L‘é [z a_-vs .(cos — +i.sen = )]

~

Caso 2: RS(Z) tiene dos ceros imaginarios en H: a _+s.i ,

ao—s.i donde s(é{so—a, sO+B], a,B >0,so—az_0.
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Por tanto, podemos expresar Rs(z) como:

RS(Z) = (z—ao—s.i).(z—ao+s.i)

Caso 3: Rw(z) tiene r ceros en H, que son traslaciones de
las raices r-ésimas de un numero complejo w perte-
neciente a un cierto disco Dt(wo) de radio t y cen-

tro w . Por tanto, podremos expresar Rw(z) como:

argw+2k%]
r

e [ 1/r.(cosar—g_l_(:).t_z_ﬁ+i.sen

z-a - |wl|
o
Caso 4: R, @(z) tiene r ceros en H que son traslacidén de
2
las raices r-ésimas de un nimero complejo (p,0)

donde o € [%—a s %+B] R GG[OO—Y, eo+6], p -0 > 0 ,

§ + vy < %; , a,B,Y,8>0. Por tanto, podremos expre-
sar Rp’e(z) como:
r=l r 042k 0+2k
R (z) = [—T[z - a - ¥ .(cos +i.sen —=2XT )]
0,0 k=0 ©

Caso 5: Ra(z) tiene r ceros reales en H que son las coorde-
1

nadas de un punto de la curva algebraica y determi-

nada por las ecuaciones:

x1+ x2+...+ Xr: Xl
Yoox,.x. = A
. i 2

i#] J
% . .

r

.z ) X4 X7 >\r'—l

i=1
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Ragz) lo podremos entonces expresar como:
Ra{z) = (z —al).(z —az).,_,.(z —ar)

o .
-a, a,.+ B8], siendo

donde (a )

o
.,ar)G Y , a6 [a

177" 1

a,B >0.

Claramente los casos 1 y 2 estan contenidos‘en el
caso 3. Estudiaremos independientemente estos casos por dos
motivos principales: En primer lugar por la importancia
practica que tienen por si mismos y, en segundo lugar, por-
que al ser los primeros casos que tratamos quizas pueda ver-

se mas facilmente la generalizacién a los otros casos.

Nuestro primer objetivo serd dar condiciones nece-
sarias y suficientes para que un controlador determinado
estabilize el sistema gobernado por nuestra familia de fun-

ciones. Introducimos para ello la siguiente definicidn:

2.1.1, DEFINICION

Para cada compensadon C(z) (Luncidon racionad read propia, ho-
Lomorta en fi)y para cada funcién peso W(z) (funcién racional, neal,
propia, esirictamente Huwitz) definimos da funcidon de sensitividad

con peso comor

w(z)
T(z) = , z€H
1+ Po(z).C(z)



http://siacton.aU
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El siguiente teorema, demostrado por G. Zames y
B.A. Francis en [34], se basa en el resultado, menciona-
do en [27,pg.143], que dice que si C(z) es una funcién de
transferencia las condiciones de estabilidad requeridas

son que C(z) sea holomorfa en H y que el denominador:
1~+Po(z)-C(z)

sea estrictamente Hurwitz.

2.1.2, TEOkEMA:

EL compensadon C(z) estabiliza asintéticamente la planta
detewninada por PO(Z)AL y solamente 41 T(z) verifica:
i) T(z) es analitica en H
il) Los ceros de T(z) «on {pj}g:1 muthuQcL@yﬁw incluiaas.
Lid) T(zi) = W(Zi) , i=1,...,m , mudiiplicidades incluidas.

4giendo PyseresP 22 sves2Z dos podos y los ceros de Po(z) en

H nespectivamente.


http://com.pen.Aad.on
http://ti.cam.ente
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Nosotros vamos a demostrar un teorema anilogo a és-
te Ultimo para nuestras cinco familias de plantas; asi,
siguiendo un desarrollo paralelo al Problema de Blending
vamos a establecer cinco lemas, que nos dan condiciones
necesarias y suficientes para que un determinado controla-
dor C(z) estabilize el sistema regido por una familia de
funciones { Ps(z) : s €K} pertenecientes a uno de lps cin-

co tipos definidos anteriormente.

El correspondiente sistema de realimentacidén viene

definido segiun la figura 2.

u(z) () C(z) P,(z) y(z)

Figura 2
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2.2, LEMAS PREVIOS

En este apartado comenzaremos el estudio de los sis-
temas regidos por las familias de funciones anteriormente
definidas. Para ello, estableceremos cinco lemas que nos
daran condiciones necesarias y suficientes para que un de-
terminado controlador C(z) estabilize al sistema. Por supu-
esto, en todos los casos supondremos que no hay cancelacién
inestable de ceros y polos entre C(z) y Ps(z), para todo

sEK.

2.2,1, DEFINICION:

Dado un sistema gobernado por da tamilia de funciones:
{PS(Z) 1 sGK}

Alamaremos modelo nominal deld sistema a una funcion de dicha familia,
P (z) , coarespondiente a un valon arbitrario S, del interion de K.
(0]

&4 decin, Po(z) = PSo(z) R SOGI(.

El modelo nominal jugara el papel de valor real de
la funcidén de transferencia del sistema, no determinada con

exactitud.


http://f-uncA.on.eA
http://con.-n.e4
http://an.blln.anlo
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2.2.2. LEMA

EL compensador propio C(z) estabiliza asintéticamente el
aistema regido pon da familia { Ps(z) : s6€ [so— a, S+ B] 1 del
caso 1 si y sddamente si da funcidon de sensitividad con peso:

1
T(z) =

[(z-—ao)r—so].[l + P_(2).C(2)]

verifica das condiciones siguientes:

~

L) T(z) es analitica en” H.

ii) Los ceros de T(z) en H 4gon dos podos de P(z) muliti-
plicidades incluidas.

i) 1
T(zi) = , i=1,...,m

Ir
(zi—ao) -8

, 4dendo
(8]

{z1 ooz } dos cernos de Po(z) en H , multiplicida-

des incluidas.

vl T(z) € (==, i%l U [ﬁg-, ©) paa z€ 0.

DEMOSTRACION:

Segun las condiciones del caso 1:

P(z)
P (z) =
S r-1
[ 1[z-a_ - 5§.(cosg§1-+i.sen2k“)]
K1 o r

La figura 3 ilustra, para r =6,la posible distribucidén de
los polos con mala determinacién del sistema regido por la

familia de funciones del caso 1:

{PS(Z) : s6[s,-a, s +8]}


http://sie.gJ.do
http://con.dlci.on.eA
http://an.oMJU.ca
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donde
r_
a,p>0 sof a >0 , a > VSp +a
y siendo Po(z) = Ps (z) el modelo nominal.
o
0 v R a ' S

Figura 3

Si C(z) estabiliza el sistema para todo s(Q[so—a, so+s]

tenemos que debe verificarse:

1 + C(z).PS(z) £ 0

~

para cada sG[so~a,so+B] , zE6H
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y por tanto:
(z-—ao)r— s + ﬁ(z).C(z) £ 0

para cada s € [so—a, SO+B] , Y z€H . De lo anterior se de-
duce que:

[(z-a)"-s 1.[1 + P (2).C(2)] € [-a, 8]

para cada z € H.
Asi, la funcidén de sensitividad con peso:

1

=}
o~
N
N’
i

[(z~—ao)r—so].[1 + P_(2).C(2)]

verifica que:

W N cw. - L 1 .
T : H ¢\ {(-=, 0L]U[ﬂ,)}

con lo que obtenemos la condicidén (iv). Por otra parte,
puesto que C(z) estabiliza el sistema, es holomorfa en H.
Ademas podemos poner:

1
T(z) =

r‘ ~
(z-—ao) - St P(z).C(z)
con lo que obtenemos las otras tres condiciones.

Reciprocamente, Por verificar T(z) la condicién

(iv), tenemos que:
1 + C(z).PS(z) £ 0

para cada s¢€ [so—a, so+8] s ¥ zCH. Por otra parte, des-

pejando C(z) en la funcidén de sensitividad con peso, tene-

mos que:



-32-

T(z) - wW(z)
C(z) i

I

T(z).Po(z)

donde:

1
W(z)

r
(z-—ao) - s,

P (z) = B(z).W(z)

Aplicando las condiciones (i), (ii) y (iii) llegamos a que

C(z) es analitica en H y por tanto, se dan las condiciones

de estabilidad requeridas. .y

2.2.3. LEmA

&L compensadon propio C(z) estabiliza asintéticamente el

sistema rnegido por da familia { Ps(z) : s€ [so-— a, s + B} del

cago 2 4L y sodamente 4i da funcion de sensitividad con peso:

1

T(z) = )
[(z-—ao) + so].[1-+PO(z).C(z)]

verifica das condiciones siguientes:
i) T(z) es analitica en H.
i) Los ceros de T(z) 4son los polos de ﬁ(z) multiplicida-

des incluidas.


http://condi.cLon.eA

_33_

1
T(zi) = , i=1,...,m , 4dendo

2 2
(zi— ao) +s

il

(Zy,00052 ) dos cernos de Po(z) en H, multipli-
cidades incluidas.

-1 1 )

iv)
T(z) ¢ (-w’3.3250+35](J[ Q- 2so—a ’®
para todo  z € H.

DEMOSTRACION:

Segin las condiciones del caso 2:

P(z)
P (z) = :
S (z-fao)2+ s2

para s€ [so—a, St B ], a,B>0 , so—(xZO .

La figura 4 ilustra la posible distribucidén de los
polos con mala determinacidén del sistema regido por la fa-

milia de funciones del caso 2.
Sea el modelo nominal:

Po(z) = PSO(z)

Si C(z) estabiliza el sistema para todo s €| S~ % so+B]

tendremos que:

1+ C(2).P_(2) £ 0
para cada sG[so—a,so+s] yzGﬁ.
Se deduce entonces que

(z-a )% s%+ B(2).C(2z) # 0
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para cada z€H , y s¢€ [so—a > SoF g] » ¥ por lo tanto para

cada szi, se tendrd que:

[(Z<-a0)2+si].[]_+ Po(z).C(zH ¢ [—B.(Zso+8),a1280—a)]

Figura 4

de modo que la funcidén de sensitividad con peso:

1
T(z) =

[(z-—ao)2~fsi].[1-+P0(z).C(z)]
verifica que:

-1 1
Tl M e W sy )

con lo que obtenemos la condicién (iv). Las otras tres con-

diciones se obtienen de aplicar que C(z) es holomorfa, por
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estabilizar el sistema, y poner:

1

T(z) =
(z-—ao)2+si-+§(z).C(z)

Reciprocamente, por verificar T(z) la condiciédn
(iv) se tiene que:
1+ C(z).PS(z) £ 0

para cada s € [so—a, so+8] , 2z€H , y puesto que C(z) es
analitica por verificar (i), (ii) y (iii), tenemos que C(z)

estabiliza el sistema. .y

2.2.4, LEMA

&L compensadon proplo C(z) estabiliza el sistema negido pon

da familia de funciones:
{ Rw(z) : w(;Dt(wo) }

del caso 3, 4i y solamente si la funcidn de sensitividad con peso:

1

T(z) = -
[(z-a) -wo]-[1-+PO(Z)-C(Z)]

vernitfica:

~

i) T(z) es analitica en H.
i) Los cenos de T(z) son doa polos de P(z) en H, multi-

plicidades incluidas.


http://ven.lf.lca
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Lkl

T(zi) = , i=1,...,m , 4dendo

{z 50052} dos cernos de Po(z) en H mudtiplicidades
incluidas.

iv) T(z) €D (0) , para cada z€H , donde Dl/t(o)

1/t
eq el disco de nadio 1/t centrado en el origen y Dt(mo)

es el disco de nadio t centrado en w,

DEMOSTRACION:

Segiun las condiciones del caso 3 tenemos que:

P(z)
Pw(z) =

r-1
M [z-a —lel/r.(cosarg‘HZk“+i-senargw+2k")]
0O o r r

donde wGDt. Sea el modelo nominal Po(z) =Pwo(z) . Si C(z)
estabiliza asintéticamente el sistema tehemos que:
1 +C(z)-Pm(z) £ 0
para cada zGﬁ, wGDt. Se verifica por tanto que:
(z-—ao)r-w-fﬁ(z)-C(z) £ 0
para cada z€H y w(EDt, de donde se deduce que:
[(z-a ) -w 1-[1+P_(2).C(2)] ¢ D _(0)
para cada zé;ﬁ, siendo Dt(O) el disco centrado en el origen

de radio t. Por lo tanto la funcidén de sensitividad con pe-

S0
1

T(z) = -
[(z-a ) -w )-[1+ P (z).C(2z)]
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verifica que:

T : H ud Dl/t(o)
Las otras tres condiciones se obtienen automdticamente por
ser C(z) un controlador que estabiliza el sistema, y

1
T(z) =

(z-a )" -w_+P(2):C(2)
Reciprocamente, por verificar T(z) la condicidén (iv), se
tiene que:
1-+Pw(z)-C(z) £ 0
para cada m(;Dt(wo) y zCH. Y puesto que C(z) es analitica
por verificar (i), (ii) y (iii), tenemos que C(z) estabili-

za el sistema. .

2.2.5. LEMA

&L compenasadon propio C(z) estabiliza ed sistema regido por
da familia de funciones:

{ Pp’e(z) : pG[oo—a, o v 81, © G[@O—Y,G)O+ §] }

del caso 4, 44 y sodamente si da funcidn de sensitividad con peso:

1
T(z) =

r
[(z-—ao) —zo].[l +Po(z).C(z)]
verificas
i) T(z) es analitica en H.
id) Los ceros de T(z) <on dos polos de P(z) en H, multi-

plicidades incluidas.


http://%7bLuncA.on.eA
http://fjm.cA.on
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1
T(z.) = , i=1,...,m , 4dendo
i r
(z.-a ) -2
i “o o

Iy

{zseee,2} dos cernos de Po(z) en H, muldtipdici~

dades incluidas.

ivl T(z) ¢ A para cada z €H , donde :
A= {z : p—a<|—1—+z|<p+e e—y<arg(—1—+z)<e+6}
o —'z o—"0o > Yo T z o'— Yo

z = (po,eo) = po.(COS o+ i-sen 60)

DEMOSTRACION:

Segin las condiciones del caso 4, tenemos que:

B(z)

P ,@(z) =

P r-1

——

o+2kr . o+2kn
- +1il.sen ¥—=— )]

[} [z-—ao— V5. (cos
k=0
donde pG[po-a, ot Bl eG[eo—y,eo+6] s po—a>0 s

27

§+y< & » @,8,v,8>0

Sea el modelo nominal:

Po(z) = ﬁ%yeo(z)

Por ejemplo para r=6 y =0, la figura 5 ilustra la
posible distribucién de los polos con mala determinacidn

del sistema, regido por una familia de funciones del tipo

4.

Si C(z) estabiliza asintdéticamente el sistema te-

nemos que:
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1 + C(z).Pp,e(z) £ 0

para cada z€H , p¢€ [po— a, p_+ B], e¢€ [@o—y, OO+6] .

Se verifica, por tanto, que:
(z~—ao)r— p.(cos 0 +i.sen O)+—§(z).C(z) # 0
para cada z€H , p¢€ [ﬂ{-a,po+8] , ¢ [Oo—y, 60+6] ; y de
aquli se deduce que:
r ‘ '
[(z -ao) —zo].[l + Po(z).C(z)] g A
para cada z€H , siendo
A={z : po—a§Jz~+zO|_§oO+B s eo—y_garg(z+‘zo).§eo+6 }

y por tanto, la funcidén de sensitividad con peso:

1
T(z) = =
[(z«-ao) - ZO].[1+»PO(Z).C(Z)]
verifica que:
T : H —+ G
siendo G={z : z&A} donde A esta definido en el enuncia-

do del lema y, como se demostraria en el apartado 3.3, G es el
dominio simplemente conexo expresado en la figura 6; con lo

que se tiene la condicién (iv) del lema.

Las otras tres condiciones se obtienen automatica-

mente por ser C(z) un controlador que estabiliza al sistema

y:
1
T(z) =

(z——ao)r— zo+§(z).C(z)
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Reciprocamente, por verificar T(z) la condicidn

(iv), se tiene que:

1+ C(z)-Pp e(z) £ 0

2
para cada pG[po-a,po+B], 6G[60-7,90+6], y z€H. Y pues-
to que C(z) es analitica, por verificar (i), (ii) y (iii),

tenemos que C(z) estabiliza el sistema. Ty

2.2.6. LEMA

EL compensador propio C(z) edtabiliza asintéiicamente el

sdatema negido por da famidia:

(o] (o]

{ P (z) : a€la,-a, ay + B}

al 1 1

del caso 5, 4i y sodamente si la funcion de sensitividad con peso:

1

T(z) =
(z -a%)..... (z—a?).[1+Po(z).C(z)]

vernifica das condiciones siguienteds:
i) T(z) es analitica en H.
i) Los cernos de T(z) son Ldos polos de P(z) , mudtiplici~

dades incluidaas.
1
T(zi) = PRIy NPT , i=1,...,m , diendo
i 1 Tt i r

i)

{z 2z} dos cenos de P (z) en H, multiplicida-

ERRE

des incluidas.


http://fun.cl.on
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) T(z) ¢ A para todo =z €H , siendo:

-1 1
A= (- o o o o v o o o o st )
5.(a2—a1—3)-...-(ar—al—5) a.(az—a1+a)~...-(ar—al+a)
cuando r es pan y
-1 1
A= (e o o o o U o o o o yte)
a.(al—az—a)-...-(al—ar—q) 5.(al-a2+3)-...-(a1—ar+3)
cuando r ed dmpan.
DEMOSTRACION:

Sea Y la curva determinada por las ecuaciones:

y sea (ao,...,a:)e Y s ai;éag para i # j . Supongamos, sin

pérdida de generalidad que:
0<al<a?
1 i

, para i=2,...,r

La familia de plantas viene dada por:

ﬁ(z)

Pal(z) =

(z-—al)-...-(z-ar)
donde a, # a.
1 J

. o o
para i £33 , (al,...,ar) €y , y a6 [al—a, al+6]
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con g, >0 , a?—a > 0.

Supongamos también, con vistas a simplificar los
. o .
calculos, que aj+B8<u, siendo y el menor punto de IR en
el que la curva definida por la ecuacidn:

r r-1

f(x) = x - AqeX +...+(—1)r_1. A . X +(~1)r.ao...ag

r-1 1

alcanza un extremo relativo (y>0).

Sea el modelo nominal:
PO(Z) = Pa?(Z)

En estas condiciones, si C(z) es un compensador propio que

estabiliza el sistema, se verifica que:

1+ C(z).Pal(z) £ 0

(e]

para todo alG [a1

O ~
-0 ,al-fe] 5 (al,...,ar)G'Y , y z€H. Se

deduce entonces que:
(z-a):...r(z-a_) + P(2).C(z) £ 0

para todo zCH s aIG [a?-—a, a?

Lt g1l , (al,...,aP)G Y.

Por tanto:

(z—acl))'...'(z—ai).[l+Po(z).C(z)] y,

# (—l)r.(aﬁ'...-ai-—al'...-ar)

para cada zCH s aIG[acl)—O‘, aO

) +8], (al,...,ar)G L

Desarrollando:

r o o
(-1) .(a1 .o ar-al-...-ar)

o

y puesto que (al,.

..,ag),(al,...,ar) €Y, tenemos que:
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r o o o o
(-1) (a.*eeea —a, v 4au- ar) = (a,-a.) ... (al_ar)::f(al)
Distinguimos dos casos:
a) Si r es impar.

La figura 7 nos da una idea de la grafica de la

funcién f£(z) para r=5.

Figura 7

Puesto que ale [aT— a,a?+ B8] , tendremos que:

(Z«—a?)-...'(z-a:).[lA—Po(z).C(z)] e

_ 0_,0_ V.. .. .(a%-a°- (a°-a° ... .(a%-4°
¢ [ a.(a1 a, o). (a1 a_ @) , B (a1 a2+3) (a1 ar+3)]

para todo zCH , v por tanto la funcidén de sensitividad con

peso:

1
T(z) =

(z—a?)~...~(z—ai).[1-+Po(z).C(z)]
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verifica que:

T : H - C\A

siendo:

-1 1
A= (oo o o o o JU o o o o s e)
a.(al—az—a)-...-(a1~ar—a) 3.(al—a2+e)-...'(al—ar+3)

con lo que obtenemos (iv) para r impar. Las otras tres con-
diciones las obtenemos de aplicar que C(z) es holomorfa por
estabilizar el sistema, y:

1

T(z) = o o ~
(z-—al)-...-(z-ar)+—P(z).C(z)

Reciprocamente, si T(z) ¢ A, para todo z € H, se tie-

ne que:

1 + P (z).C(z) £ 0
ay

~ o o
para todo z € H , a1(9[31 -a,ag g1, (al,...,ar)G Y , ¥y
puesto que C(z) es analitica por verificar (i), (ii) y (iii),

tenemos que C(z) estabiliza el sistema.

b) Si r es par.

La figura 8 nos da una idea de la graifica de 1la
funcidén f(z) para r=4. Puesto que a1€ [a?-—a,aﬁa—s], ten-

dremos que:

(z-—a?)-...-(z-—ai).[l-+Po(z).C(z)] ¢

o o o o o o
¢ [-B.(a,-a ~s)-...-(ar—a1—s) ,a.(az—a

O
2" % 1 +a) ]

o
+a)-...-(ar—a1
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para todo z€H, y por tanto la funcidén de sensitividad

con peso:

1
T(z) =

(z-al)e...o(z-al).[1+P (2).C(2)]

verifica que:

T : H — ¢\ A
siendo:
-1
A= (= U o
e 3.(ao—ao~3)-...-(ao—ao—s)] [ 0 (a%-a%q) nno e (a0-a%ra) )
271 r 1 21 r 1
//’
aO+B u ’//
e .
O O | O
a -o a , /az as 3y
!
Figura 8
El resto de la demostracién es analogo al caso an-
terior.

1
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2.3, EL PROBLEMA GENERAL

Una vez establecidos los lemas del apartado anterior,
podemos plantear nuestro problema como un problema de inter-
polacidén que se presenta, para cada familia de funciones,

como un caso particular del siguiente problema general:

2.5.1. PROBLEMA GENERAL

Sea G un dominio simplemente conexo, con mas de un

1,...,zq en H y

..,wq en G encontrar, si es posible, una funcién T

punto frontera, tal que 0€ G . Dados z
Wi

analitica en H tal que f: H————+ G y:

f(zi) = w, , i=1,...,q

2.3.2, EQUIVALENCIA DEL PROBLEMA GENERAL CON UN PROBLEMA
DE INTERPOLACION EN EL DISCO.

El teorema de Riemann de la aplicacidén conforme
(véase [25]) nos asegura la existencia de dos transforma-

ciones conformes, una ¥ de H en D y otra 6 de G en D. De

esta forma podemos considerar el diagrama de la figura 9
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H ¥ - D
£ £
’ |,
G i - D

Figura 9

y reducir el problema general a encontrar una funcidén ana-

~ _—

litica f:D —m8m8 &

D tal que:

E(¥(z;)) = olw;)

Obtenemos asi, un problema de
disco que se puede tratar mediante la
Pick. A continuacidn, utilizando este

establecer un teorema, que llamaremos

que nos dara una condicidén necesaria y suficiente para

existencia de solucidén al problema 2.3.1.,

i=1,...,q

(2.1)

interpolacidén en el
teoria de Nevanlinna-
vamos a

resultado,

Teorema General, y

asi como un

todo constructivo para la obtencidén de tal solucién.
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2.3.3, TEOREMA GENERAL

Sea G un dominio de ¢ simplemente conexo con mas de un
punto frontera, tal que 0 € G . Sean {zl,...,zq} puntos de H
Y {wl,...,wq} puntos de G .

Se vernifica entonces que existe una funcion analitica

~

f : H — = G tal que:

f(zi) = w. o, i=1l,...,q

44 y godamente 44i:

. max
max { dG(O,wi) : i=1,...,q1} < dD(O,amax) = log

slendo o el definido en 1.2.3.
max

DEMOSTRACION:

Consideramos las transformaciones conformes cuya

existencia hemos justificado en el apartado 2.3.2.:

Y : H -+ D

6 : G -+ D

tales que 6(0) =0 . Segin lo expuesto en tal apartado exis-

te f analitica de H en G tal que:
f(zi) =W, i=1,...,q

si y solamente si existe f analitica de D en D tal que ve-

rifica las condiciones (2.1).

(2.
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Sea:

aD = {z€¢ : |z| =1}
y supongamos sin pérdida de generalidad que:
W(Zl)""’W(Zz) €D

¥ ( ),...,\y(zq) € 3D

z
9 +1

y sea:
@ = max {{e(wi)l : i=1,...,q9 }

Si consideramos los puntos:

1 .
b, = —E~.e(wi) , i=1,...,q

tenemos entonces que la existencia de la funcidén analitica

f : D—— D satisfaciendo (2.1) es equivalente a 1la
existencia de una funcidén analitica fa : D— . D tal
que:

fa(w(zi)) = a.bi , i=1,...,q

Aplicando ahora el teorema 1.2.6. obtenemos que existe tal

funcidén f si y solamente si:
a

a < amax(W(Zj)’bi)

para cada j=1,...,% , i=1,...,q , segun la definicidén de

@y dada en 1.2.3.

Tenemos, por tanto, que existe la funcidén f en las

condiciones pedidas por el teorema si y solamente si:
a < amax(w(za))bi)

para cada j=1,...,2 , i=1,...,q.



-52-

Notaremos a (¥(z.),b.) = «a . Desarrollando esta expre-
max j i max

’,

sidén para volver a la notacidn inicial, y aplicando el Teo-

rema 1.2.5., tenemos que:

d_ (0, e(wi)) < dD(o , O )

D max
para todo i=1,...,q9 , o lo que es equivalente:
lﬂ_amak
< =
dG(O ,wi) dD(O ’amax) log P
max

para todo i=1,...,q , de donde se deduce:
1+-amax
max-[dG(O ’wi) : di=1,...,q} < dD(O, amax) = log P
max
que es el resultado deseado. gy

Una vez establecido este teorema, y como corolario
de é1, podemos dar una condicidén necesaria y suficiente pa-
ra la existencia de la funcidén T requerida en los lemas

2.2.2., 2.2.3., 2.2.4. , 2.2.5. y 2.2.6.:

Sea { PS(Z) : s€K} una familia de funciones veri-
ficando alguna de las condiciones definidas en 2.1. Sea
Po(z) el modelo nominal y sean W(z) y G, respectivamente,
la funcidén y el dominio dados por el lema correspondiente

a la familia de funciones. Se tiene:
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2.3.4, CorROLARIO

Existe una funcion T #al que T : H ————— G verifican-
do:

i) T es analitica en H .

i) Los ceros de T son dos polos de P(z) en H, mud i pdi-

cidades incluidas. (2.3)

il T(zi) = W(zi) , i=1,...,m , giendo {Zl,...,zm}
Los cenos de Po(z) en H .

4L y solamente 4i:

max { dG(O, W(zi)) : i=1,...,m1} < dD(O, amax)

DEMOSTRACION:

Basta aplicar el Teorema 2.3.3. al dominio G y a

los conjuntos de puntos { z; P. : i=1,...,m

y {W(zi) ’bj : i=1,...,m , j=1,...,n} donde bj:0 para

j=1,...,n , que corresponden respectivamente a los conjun-

tos de puntos { z, i=1,...,q}C H y | w. o i=1,...,q}C G

del teorema. Ty
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2.4, ESTIMACION DE Q,,,,

Puesto que el teorema 2.3.2. nos da una condiciédn
de solubilidad basada en una acotacidén en la que intervie-
ne principalmente @ x>’ Y en vistas a facilitar una esti-

macidén de este valor establecemos el siguiente resultado:

2,4.1, TEOREMA i
Sea f una funcion analitica de D en D y sean a; €D,
i=1,..., 8+k , tales que:
£(a,) = 0 , di=1,...,k

£ ( ) =a+-b. , j=l,...,28

qi+k J

donde se verifican das siguientes condiciones:

0 < |bj|§1 , J=l,ce4,8

yexiste j €{1,...,8} talque |b., | =1,
O JO
y sean:
a - a.
A, = min { |——J*K | & G=1,...,8 }
by (1 -3y )
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Bajo estas condiciones se tiene que:

la] < min { A, : i=1,...,k}

DEMOSTRACION:

Consideremos, para i=1,...,k , la equivalencia:

a .-z
e.(z) =
i —
1 - T.-z
i
Claramente se tiene que egl(z) = ei(z) . Sean:
a. - a.
e la, ) = tJfk o,
i Jj+k 1 - 3.2 Ji
i j+k

Llamaremos g, » para i=1,...,k , a la funcién gi::foei.
Se tiene que para cada i=1,...,k , g. :D —— D es
analitica y verifica que

g;(0) =0

gi(Bji):a°bj ,lego--,%

Aplicando el lema de Schwarz tenemos que:

oo bol < Toggl o d=l,eeesn
de donde:
8 ..
la| < min { | JL | F=1l,¢0.,8 }
b.
J

para cada i=1,...,k .


http://con.dicu.oneA

-56-

Y por tanto obtenemos que:
e} < min { A i=1,...,k

con lo que queda demostrado el teorema.

}

TY



CAPITULO 3

CONSTRUCCION DE LAS
TRANSFORMACIONES CONFORMES
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3, CONSTRUCCION DE LAS

TRANSFORMACIONES CONFORMES

En el capitulo anterior hemos establecido una con-
dicidén necesaria y suficiente para que exista un controla-
dor que estabilice asintdticamente un sistema, regido por
las familias de funciones definidas en el apartado 2.1.
Ademids, en el caso de que se cumpla la condicidén, el con-
trolador se obtiene transformando el problema anterior en

un problema de interpolacién en el disco.

Para construir la solucidén necesitamos tener expli-

citamente las transformaciones conformes, cuya existencia

~

esta asegurada por el Teorema de Riemann, ¥ de H en D y ©
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de G en D; siendo G el dominio dado por el lema correspon-

diente a la familia de funciones considerada.

El propdsito de este tercer capitulo sera, en pri-
mer lugar, construir las transformaciones conformes corres-
pondientes a cada tipo de familia; y en segundo lugar, y
utilizando lo anterior, ver en qué se traduce la condicidn

de existencia (2.2) para cada caso.

Dividiremos por tanto este capitulo en cinco apar-
tados, cada uno de los cuales correspondera al desarrollo
de los dos temas expuestos anteriormente, realizado para

cada familia de funciones.
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3.1, FAMILIA TIPO 1

Sea { Ps(z) : s€K} 1la familia de funciones, que

puede expresarse como:

ﬁ(z)
Fsle) = i r 2k 2k
1 [z-a -vS-(cos =" &+ i.sen =1 )]
k=0 o r

donde s € [so—a, sO+B] » S >a> 0, >0 , en las condicio-
nes pedidas por 2.1.

Segin el lema 2.2.2. el compensador propio C(z) es-
tabiliza asintéticamente el sistema, regido por esta fami-
lia de funciones, si y solamente si la funcidén de sensiti-
vidad con peso:

1
T(z) =

[(z—ao)r— s, 1:[ 1+ P _(2):C(z)]

verifica las condiciones (2.3) para la funcidn:

1

wW(z) = =
(Z-—ao) - s,
y ademas:

M(z) ¢ (~=, 21U L0=)
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para todo z € H .

Sea:

G:¢\{(”°°)_:]:]U[—;—)°°)}

Tomamos como transformacidn © correspondiente a esta fami-

€] 0, las

lia la composicidén © = ©_0 0_0 0 , siendo el, 20 93

3 2 1

transformaciones siguientes:

0, * G ¢\ (-, 0]
2 . 6, (2) = 1282 (3.1)
1 1 +az
0, : ¢\ (-=, 0] — H
z - ez(z):/_z— (3.2)
S] : >
3 H D
v 0. (2) =22 (3.3)
z 3 z) =73 .3

Por tanto 8 : G ————— D esta definida como:

1 —Sz)%

- (1-+az

1
1 ~-pz.,2
1 + (1-+az)

Veamos ahora en que se traduce la condicidén (2.2)

utilizando esta funcidn o:
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para todo i=1,...,m , siendo 2
en H .
luego:
1
<
dG(O ) dD(O , @

b
(z.-a ) -s
i o o

para todo i=1,...,m , si y solamente si:

l[(zi—ao)r—(so~a)]

(SIS

- [(z,-a ) =(s_+8)]

...,z los ceros de P (=z)
m o

)

max

2

=

max {

donde «
max

o + B

max

es el valor definido en 1.2.3.

de interpolacidén siguientes:

1<i<m } <

para los datos

Si Pys--+sP, SO los polos de P(z) en H, sea a un

nimero real tal que:

y sea VY de

aZp. , para todo j=1l,...,n

J

atz. , para todo i=1,...,m

~

H

1

en D definida por:
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a-—z

z - (3.4)

a + Z

Entonces tenemos que:

amaxzzamax(w(rk),bi) , k=1,...,% , i=1,...,m

donde:
{Tk : k=1, .,%}:{zl 1<i<m , W(zi)GI)}U

U{pj:lijgn, HpﬂGD } (3.5)
y: 1 1

_ r_ - 3 _ _ r_ 312

X __L,[[(Zi a ) -(s_-a)l [(z;-a ) - (s +8)]%]
1 © o+ B
para i=1,...,m , siendo:
1
w = max { |of( )l s 1<i<m}

(z.-a )'-s
i ‘o o

Una vez comprobado ésto, y segun el diagrama de 1la
figura 9, aplicaremos la teoria de interpolacién de Nevan-

linna-Pick para encontrar una funcidn T de D en D tal

que:

A a_p'

T"(—3 ) =0 , j=1,...,n (3.6)
a+pj

N a-—zi 1

T"(—) = 9( T ) ) i:]-;"'pm (3-7)
a+ z. (z.-a ) -s

i i o
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3.2, FAMILIA TIPO 2

Sea {Ps(z) : s€K} la familia de funciones que

puede expresarse como:

P(z)

P (z) =
S (z-a -si)+(z-a +si)
o o
donde i es la unidad imaginaria, s € [so—a > St g], a,8 >0,

y s —a>0, en las condiciones pedidas en 2.1.
o Z

Segiin el lema 2.2.3. el compensador propio C(z) es-
tabiliza asintdéticamente el sistema regido por esta familia
de funciones si y sélamente si la funcidén de sensitividad

con peso:

1

T(z) =
[(z-a )% s2].[1+P (2)-Cl2)]

verifica las condiciones (2.3) para la funcidn:

1

W(z) =
(z-—ao)z— si

vy ademés:

-1 1 -~
T(Z) ¢ (—°°, B—'—_(—ZS—O'FB_T] U [(1- 250—0. 5 +°°) para todo z € H



65—

Llamamos G al dominio simplemente conexo:

-1
B(ZSO+B)

1

a(st_a) > + )}

G:¢\{("‘°°> ]U[

y tomamos como transformacién o correspondiente a esta fa-

siendo o, definida como:

milia la composicidén o =0 {

302094

0, : G + ¢\ (-= , 0]

1 ~a-(280—a)'zy
z ~ 0,(2z) = (3.8)
' 1-+s-(250+5).z

Y 8, de ¢\(-=» , 0] a H,y o, de H a D definidas segin (3.2)

3

y (3.3) respectivamente. Por tanto, s : G——— D esta

definida como:

Nf=

1 —a'(zso—a)'l

1 - ]
1 +8-(2so+3)-z

N|=

1 —a'(ZSO—a)-Z

1+—B-(280+ 8).z

Veamos ahora en que se traduce la condicidén (2.2)

utilizando esta funcidén o . Puesto que:
2 2.1 2 2
o 1 . [[(z,-a_ ) +(s_-a)7] —[(zi~ao) +(s_+8)
(z.- a )2+s2 (s +B)2'-(S _a)Z
i o o o 0

-para todo i=1,...,m , siendo Ziseeeszy los ceros de Po(z)

en H, tendremos que:

1

dG(O, 2) < dD(O,(X )

2 max
(z.-a )"+ s
i o o
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para todo i=1,...,m si y solamente si:

=

2 3

[ (z,- ao)2+ (s + 6)2] - [(z;- ao)2+ (s - a)7]

max {
(s, 8)% - (s - a)?

max

donde @ ax €S el valor definido en 1.2.3. para los siguien-

tes datos de interpolacidnt

Si Pyse++>p, SON los polos de P(z) en H, sea a un

namero real tal que:

a;épj , para todo j=1,...,n

a # z. , para todo i=1,...,m

y sea y de H en D definida segin (3.4).

Entonces tenemos que:

CH amax(w(rk) ’bi) , k=1,...,8 , i=1,...,m
donde {1, k=1,...,%} es el conjunto definido en (3.5),
y: . ,
2 2 1 2 2. 1 2
- __l_[[(zi_ao) +(So—a) ] —{(zi—ao) +(so+g) 12
17w (s +8)%- (s -a)?
o o
para todo i=1,...,m , siendo:
1
w = max { |of Y s 1<i<m }

2
(Zi— ao) + s
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Una vez comprobada esta condicidén, y segiun el dia-

grama de la figura 9, aplicaremos la teoria de interpola-

. . . . . . 3 =
cién de Nevanlinna-Pick para encontrar una funcién T de D

en D tal que verifique la condicién (3.6) y ademas:

2) ) i:]-)"zm (3*9)
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3.3, FAMILIA TIPO 3

Sea {Pw(z) : w(EDt(wo) } la familia de funciones

que pueden expresarse como:

P(z)

Pm(z) =

r-1
1(z-a —lel/r-(cosézgl££&£<+i.senéﬁgjﬁzkﬂ)]
k=0 o r r

en las condiciones pedidas por 2.1.

Segin el lema 2.2.4. el compensador propio C(z) es-
tabiliza asintdéticamente el sistema regido por esta familia
de funciones si y solamente si la funcidn de sensitividad
con peso:

1
T(z) =

[(z-a ) -w ]-[1+P _(2)-C(2)]

verifica las condiciones (2.3) para la funcién:

1
W(z) =

r
(Z—ao) -,

y ademds T(z) €D (0) para todo z € H.

1/t
Consideramos como transformacidén o correspondiente

a esta familia la definida por:
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o : Dl/t(o) -~ D

zZ - tez

Veamos ahora en qué se traduce la condicién (2.2)
utilizando esta funcidn o:
1 t

o ( r ) = r
(zi—ao) - o (zi-ao) - w

para todo i=1,...,m , siendo Z sz los ceros de Po(z)
en ﬁ. Luego:
1
dG(O’ r ) <dD(0’amax)
(z.-a ) -w
i o o)
para todo i=1,...,m , si y solamente si:
t
max { : 1<i<m } <aq

r 2 1=
’|(Zi_ao) ‘wol max

donde @ ax es el valor definido en 1.2.3, para los datos

de interpolacidén siguientes:

Si Pys++-,pP, sSon los polos de P(z) en H, sea a un
nuimero real como el elegido en los casos anteriores, y sea

v de H en D definida segin (3.4). Tenemos entonces que &

depende de los datos {W(Tk) ,bi : k=l,¢0.,0 , i=1,...,m }

donde { T ¢ k=1,...,2 1} es el conjunto definido en (3.5), y

1
b, = &

i n r
(zi ao) w0
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para todo i=1,...,m , siendo:

1
n = max { |e( - )] ¢+ 1 <i<m}
(z.-a ) -w

i “o

o

Una vez comprobada esta condicidén, y razonando de
forma analoga a los casos anteriores, aplicaremos la teoria
de interpolacién de Nevanlinna-Pick para encontrar una fun-

’

cién T de D en D tal que verifique (3.6) y

T ( iy - o ) , iz1,...,m  (3.10)



-71-

3.4, FAMILIA TIPO 4

Sea {Pp W(Z) : p€K,vy€K'} 1la familia de funcio-

nes que pueden expresarse como:

P(z)

—— r v+2kqy

[z-—ao— vYo.(cos + i.sen

v+2kqr )
r

]

siendo p € [po—(x,po+ B] , V€ [WO—'Y,WO+ 5], p,= o> o,

§+y < %F , aB,y,86>0 , en las condiciones pedidas por 2.1 .

Esta es la uUnica familia de funciones, que trata-
mos, que depende continuamente de dos pardmetros en vez de
uno, y es por ésto que resulta uno de los casos mas intere-

santes en la practica.

Segin el Lema 2.2.5. el compensador propio C(z) es-
tabiliza asintéticamente el sistema regido por esta familia
de funciones si y solamente si la funcidén de sensitividad
con peso:

1

T(z) = p
[(z-—ao) —zo]-[1-+Po(z).C(z)]

donde 2z = po.(coswo—+i.senw0) , verifica las condiciones
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(2.3) para la funcién:

1

W(z) =

r
(z-—ao) -z,

y ademids T(z) ¢ A para todo zCH, siendo A el dominio:

A= {z : p -ac< |J;4—z | <p +8 ¥ ~y < arg(l;+—z ) <¥v +8 }
o ="'z o' =%o o T = 2z o"— "0

Llamamos G al dominio simplemente conexo G:=¢ \NA.
Vamos a construir una equivalencia conforme o entre G y D.
Para ello, en primer lugar veremos detalladamente las ecua-
ciones de la frontera de G, y luego, siguiendo los mismos
pasos que en los casos anteriores, definiremos distintas
transformaciones cuya composicién nos dara la transforma-

cidén deseada o .

Sea:

- : —a < < —y <
A { z pmaslzrz [ <o +8 5 ¥ y__arg(z4-zo)§_wo+5 }

el dominio representado en la figura 10. Tenemos que A es
la imagen del dominio A' por la transformacidn %? 5 Y pues-
to que esta transformacidén nos convierte las rectas que pa-

san por un punto m05£0 en circunferencias que pasan por el

origen y por el punto f— , tendremos que las curvas 21 y
o
L, definidas por las ecuaciones:
L, 1 ¥ -y = arg(ﬁL-+z )
1 o z o
L, ¢ ¥ + 68 = arg(l—+ z )
2 o z e}
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que delimitan una parte de la frontera de A son dos circun-

. . -1
ferencias que pasan por el origen y por el punto p
o

a+B <

Figura 10

Por otra parte, las circunferencias:

°
[

Q
I

lz +z |
o

ke
+

w
11

lz-+zO|

. 1 . .
se transforman a través de — en dos circunferencias C1 y

C2 de ecuaciones:
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7, 2 R?
z + 72 | = - i=1,2
Po i °o i
siendo R1= P o= R2= ot B

Por tanto, y puesto que C1 vy C2 cortan a LY %
ortogonalmente, tendremos que el dominio G sera la unidn

de las cuatro circunferencias Cl’ C LY 4y junto con

27 71

sus interiores, segun representa la figura 11, siendo:

-z, o, " @
Z]_: ; r‘lz
a'(zpo-a) a-(zpo-a)
) ZO . . po+ B
Zg ® ; 2 =

s-(2po+e) B-(2p0+e)

Consideramos entonces las siguientes transforma-

ciones:

e

:¢\NA' ———— B!

2

_——
z 1og(z+zo)

cortando por la recta:

arg(z+zo) =¥ -y
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Figura 11
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donde B' es la franja, con una cavidad rectangular, repre-

sentada en la figura 12.

2m
Yo
§+¥V—-=—=-=== - -
0 log(po—a) log(po+8)
Figura 12

Utilizaremos ahora las transformaciones de Chris-
toffel-Schwarz; para ello, en primer lugar, aplicaremos

una traslacién y un giro. Sea:

0 : B! + B

(SIS

donde (ﬂ):log[(po—a)'(po+8)]
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Por tanto B es el recinto representado en la figura 13:

T
W

Po+B
lOg(ogjm)2

_((§+Y) 21T—((S+Y)

N

AN
A

AN

Figura 13

Definimos a continuacién la integral eliptica nor-

mal de tercera especia como:

: dt
w(z,v,k) = {0 (1svt2) (1 -02)-(1 -2e2) 13 -
(3.11)
° dv
- I (1 +v sen2¥).(1 - K2senly)? = 1(e,v,k)

0
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que también puede expresarse, haciendo el cambio de varia-

ble z=snu, como:

u dr
w{snu,v,k) = —————— e
0

1 + v anT

donde snu es la funcidén inversa de la integral eliptica

normal de primera especie:

z

dt
u(z,k) = J
0

[ (1 —tz)-(l _kztz)]é

y haciendo el cambio z=seny y la sustitucién t =sen ¢ ,

la podemos poner como:

¥ deo

(M

u(sen\y )k) = F(W)k) = I

0 (1 —kzsenZQ)

La figura 14 representa axiomaticamente la funcidén sn .

Llamaremos integral completa de tercera especie a

la magnitud:

Hl(v,k) = w(l,v,k) = H(%%,v,k)

Tenemos que, como se puede ver en [ 30,pg.292], la imagen
del primer cuadrante del z-plano en la transformacidén de
la integral eliptica normal de tercera especie (3.11) para

O<k<1 y -1<vy< ~k2 , €s la representada en la figura
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Figura 14
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15; ademas, la prolongacién de la transformacién del pri-
mer cuadrante del z-plano segin el principio de simetria,
lleva en el w-plano a una franja con una cavidad rectangu-

lar tal como se indica en la figura.

Llamamos por tanto 64 a la transformacidén inversa
de la integral eliptica normal de tercera especie w(z,v,k)

donde v y k son tales que verifican:

N [ vl 3
H = 27 = =
2
2 T et vk
0 *8 i K?
2 =1log ( ) = s (vrk!)
p - k™ + v
o
donde:
v
S T
k™ + v
' 2,3
kK = (1 -k7)?2 (médulo complementario)
v
H=2n-(s5+vy) = Hl(\’;k)
La transformacidn @4 lleva nuestro dominio B de la figura

13 en el semiplano derecho con una franja a lo largo de 1la

semirrecta x > 1 , es decir en el dominio C de la figura 16.

La transformacidén o sera un giro de 902

5
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para aplicar la transformacién inversa a:

f—

2

que llamaremos 96 (véase [20,pg.150]), y que nos lleva

nuestro dominio C al semiplano superior V={2z€¢ : Imz>0 }.

Figura 16
Por Ultimo:
0. :V + D
7
-4
1 -ze 2
Z ->
- T4
1+ze 2

La transformacidén buscada o de G en D sera la composicién

de estas siete transformaciones y la condicién (2.2) para
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esta familia se traduce en lo siguiente:

Si z,,...,z_ son los ceros de P (z) en H, tendre-
1 m o
mos que:
1
dG(O, (Z . )P_Z ) <dD(0>amax)
i o o
si y solamente si:
1
max { |of — )|+ 1<i<m} < a

r
(zi—ao) -z

donde o ox esta definido en 1.2.3. para los siguientes da-

tos de interpolacidn:

amax = “max(W(Tk)’bi) > k=1,...,2 , i=1,...,m
donde {rk k=1,...,%} esta definido en (3.5) vy
1 1
b, = —.0/( ) , i=1,...,m
i w r
(z.-a ) -z
siendo:
1
w = max { |of( Yl : 1 <i<m}

r
(zi—ao) -z

Una vez comprobado ésto, aplicamos la teoria de
interpolacién de Nevanlinna-Pick para encontrar una fun-

cién T* de D en D tal que verifique (3.6) y:
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a-—zi 1
T( ) = of - ) , di=1l,...,m (3.12)
a+ z (z.-a ) -z

i o

o

siendo a definido como para la familia anterior.
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3.5, FAMILIA TIPO 5

Sea { Pa (z) : al(;K } 1la familia de funciones
1

que puede expresarse como:

P(z)

Pal(Z) =

(z-—al)-...-(z-ap)

o

donde a_ € [aO 1

1 1—(1,3

+8], con a,8>0 y (al,...,ar)G Y

en las condiciones pedidas por 2.1. Segin el Lema 2.2.6.
el compensador propio C(z) estabiliza azintdéticamente el
sistema regido por esta familia de funciones si y solamen-

te si la funcidén de sensitividad con peso:

1
T(z) =

(z-—a?)-...-(z-—ai)-[l-+Po(z)-C(z)]

siendo (a?,...,ai)@ Y , verifica las condiciones (2.3) pa-

ra la funcién:

1
W(z) =

(z-—a?)-...-(z-—ag)

y ademas:

T(z) ¢ A , para todo z € H
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donde el dominio A estd definido como sigue:

vl o o o 0o »+ )
B-(al—a2+8)'...-(al—ar+8)

si r es impar, y:

-1
A=(-°°, }U
o o o
B-(az—al-ﬁ) veoo(a —al—B)
1
U[ :+°°)
a-(a%-a%a)-...-(a%-a%0)
2 1 r 1

si r es par.

Estudiaremos por separado los dos casos:

CASO a) Sea r impar.

Llamaremos:
o o o o
n = a-(al—az—a) ...-(al—ar~a)
o o o o
£ = B-(al—a2+8)-...-(al—ar+8)

y tomaremos como transformacidén 6 correspondiente a esta

familia la composicidén © = 930020 el , donde o, esti de-

finida como sigue:
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GI:G ~r¢\(—co,0]
1 -¢2
z - (3.13)
1+ nz

y las transformaciones g, de ¢\ (- , 0] a H ¥y @3 de H a D

2

como las definidas en (3.2) y (3.3) respectivamente.
Por tanto, 9 : G ———— D estid definida como:

o

1—-8-(30—61 +s)-...-(ao—ao+8)'z %
.- [ 1 2 1 r ]
1 +a-(a?—ag~a)°---'(a?—a:‘a)'z
@(Z) = f'e) [e) (8] O 1
1-g.(a,-a,+B)*...-(a_-a +B8)-z %
1+ L 2 L_r ]
1<+a'(a?—ag-a)'---'(a?“ag‘a)'z

Utilizando esta funcidén ¢ , vemos en qué se tradu-

ce la condicién (2.2) para esta familia:

~

Si Zyse.52  SOD los ceros de Po(z) en H:
1
o ( S 5= ) =
(zi—al)-...-(zi—ar)
[{(z.—ao)-...-(z.—ao) +n]%--[(z.-ao)-...-(z.—ao)—-g]%]2
- i 1 : 1 r i 1 i r
n+g

para todo i=1,...,m . Luego tenemos que:

1

) < dD(O , o )

dG(O’ max

(z,- a‘l’)-...-(zi_ afj)

para todo i=1,...,m , si y solamente si:
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1 1
0 . _.0 7 _ _ .0y, . .0y _ 5,2
o |[(zi al) cees(z. ar)-+n] [(zi al) ces (zi ar) £]?]
n+ £
<i< <
1<i<m } ST (3.14)
donde amax es el valor definido en 1.2.3. para los datos de
interpolacién siguientes:
Si Pys---5>p, son los polos de P(z) en H, tomamos un
nimero real a tal que:
a # p; » para todo j=1,...,n
a # z, , para todo i=1,...,m
y definimos una funcidén ¥ de H en D como en (3.4). Tenemos
entonces que:
amax::umax(w(Tk)’ bi) , k=1,...,% , i=1,...,m
donde { T G k=1,...,2} estd definido segin (3.5) y:
1 1
-‘0. L —o i— —o. L] ——O— 52
o 1.[[(21 al) eee (zi ar) + 1] [(zi al) .. (z.l ar) £]2]
i7 w
n+ g

para todo i=1,...,m , siendo:

w = max { |0 = )t 1<i<m}
(z.-a_ )+ ... .
i 1 i
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Una vez comprobado ésto, y razonando de modo ani-
logo a los casos anteriores, aplicaremos la teoria de in-
terpolacién de Nevanlinna-Pick para encontrar una funcién

T* de D en D tal que verifique la condicién (3.6) y ademis:

= of S ) 5, i=l,...,m (3.15)

CASO b) Sea r par.

Llamaremos:

B-(ag~ao—e)----°(a2—a?—8)

3
]

1
o o o o
E o= a-(az—a1+a)~...-(ar—a1+a)

y tomamos entonces la transformacidén e correspondiente a

esta familia, como la composicidén 0 =0,0 0,0 0

3 2

de G en ¢ \(-» , 0] estid definida como en (3.13) para estos

1 , donde 0,

valores de ¢ vy n, vy 0, ¥ 054 de ¢\ (- , 0] en H y de H en

D, respectivamente, como las definidas en (3.2) y (3.3).

Por tanto, la funcién 9 : G———n D estid defi-

nida como:

1 —a-(ao—ao+a)-...-(ao~ao+a)-z 1
| 2 1 r 1 ]
o o o o
1+ B-(az-al—B)-... (ar—al—B)-z
o(z) = o o o o
1-a-(a,-a_+a)*...(a -a_+a)-z %
1+ [ 2 1 r 1 ]
o o o o
1 +S-(a2—al—6) ...-(arwal-e)-z
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y utilizando esta funcién, la condicidén (2.2) se traduce en
la dada en (3.14) para los valores de ¢ y n definidos ante-
riormente. El razonamiento seguido a continuacidén es analo-
go al caso estudiado para r impar, llegando asi a que la

funcién T”* buscada debe de verificar las condiciones de in-

terpolacién (3.6) y (3.15).



CAPITULO 4

APLICACIONES Y COMENTARIOS
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4, APLICACIONES Y COMENTARIOS

En este ultimo capitulo vamos a dar una implementa-
cién a nuestro método, dando la construccidn, en distintos
casos practicos, del compensador que da estabilidad robusta

a un sistema determinado.

Para ello, en el primer apartado haremos un estudio
de la Teoria de Interpolacidén de Nevanlinna-Pick, descri-
biendo el algoritmo que hemos utilizado para implementarla

en el paquete PC-MATLAB.

En el segundo apartado, describiremos diferentes

sistemas a los que podemos aplicar nuestros métodos, entre
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ellos, el determinado en un caso prdctico de aeromodelismo
espacial, en el que se dan algunas de las condiciones expues-
tas en este trabajo. Utilizando todo el desarrollo expuesto,
llegaremos a construir un compensador que estabiliza robus-

tamente el sistema descrito.

En el Gltimo apartado de este capitulo estudiaremos
las consecuencias obtenidas a raiz del caso practico, asi
como la aportacidén de este trabajo al estudio de la estabi-
lidad de sistemas. Describiremos también las posibles lineas

futuras de investigacidén, que nos proponemos seguir.
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4,1, TEORIA DE INTERPOLACION

En esta seccidén describiremos un método, de la teo-
ria clasica de interpolacién, relevante para nuestro traba-
jo.

El problema lo podemos enunciar como sigue:

4,1,1. PROBLEMA DE INTERPOLACION

Dados z, €D, wiG¢ , para todo i=1,...,n donde
suponemos que todos Los z, 4on distintos entre 41, y dado a >0

real; Encontran, 44 exidte, una funcién analitica:

f :D + D

tad que:

fa(zi)=a-wi para todo i=1,...,n

Un método para la construccidén de una tal funcidn

es el siguiente (véase [19] y [2]):


http://Au.pon.emoA
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Sea la matriz cuadrada:

1 —az-w.-a.
i

N = [ ) (4.1)

1 —zi-Ej i,j=1,¢..,n

N es la matriz de Nevanlinna-Pick para nuestros datos de
interpolacidén; y por tanto, podemos asegurar que la funciédn
f Dbuscada existe si y solamente si la matriz N es semide-

a

finida positiva.

Sea la funcién:

nooz. -z El
B(z) = | | —
i=1 1-2z.+z |z, |
i i
y sea:
t
y o= (yyseeesyy)
donde:
B(0)
y; = para i=1,..,n
z.
i
Sea ahora:
t
X :(xl,...,xn)

el dnico vector que verifica la ecuacidn:
Nex =y (4.2)

Definimos las funciones:

n B(z)
P(z) =B(0).B(z) - | ———m-x,
i=1 (z-—zi) 1
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n o w.
Q(z) =-z.( § %)

i=11-%z.-z
1

0(z) =B(2z)-Q(1/z) ; P(z)=B(z)-P(1/z)

entendiendo por §(z) el polinomio que tiene por coeficien-

tes los conjugados de Q(z), y anidlogamente para P(z).

En estas condiciones, todas las funciones f dinter-
a

poladoras son de la forma:

P(z)-g(z) +0(z)
£ (z) = (4.3)
@ P(z)+Q(z)-g(z)

siendo g : D ———— D, una funcidén analitica arbitraria.

En particular, para g= 0 podemos expresar f , como:
(¢

i-1 i Ti i+1).'°'°(z*zn)

) (z—zl)-...-(z—z. )ew.  x.-(z~z
1=1

fa(Z)—‘—O.' n

n
.2 (z—zl)-...-(z—zi_l)-xi(z—zi+1)-...-(z—zn)-—B(O)- _1(z~zi

i=1 i

(4.4)

4,1.2. ALGORITMO

Los pasos principales para la construccidén de este

algoritmo son los siguientes:

1) Construccién de la matriz de Nevanlinna-Pick (4.1).

2) Resolucién del sistema (4.2).
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3) Construccién de la funcidn fa (4.4).

Detallaremos a continuacién el algoritmo:

for i=1:

for

end

y(i)

end

n

j=1:n

i

P(i,j) =x*B(i) % conj(B(3))
Q(i,j) =A(i) % conj(A(3))

1l

= abs(prod(A))/conj(A(i))

2.- Call sistema N-'x=y

3.- 1if i>1

for

end

j=1:n

for i=1:n-1

if i<
R(j,1i) = A(1)
else
R(j,i) = A(i+1)
end

end

S(j,:) =poly(R(j,:))
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for i=1:n

M(i,i) =B(i) ¥ x(i) *S(i,i) * a

N(i,i) =x(i) *8(i,1i)

end
Q = sum(M)
P=[0,sum(N)] - abs(prod(A)) * poly(A)
F-[0,0;P]
else
F=[0,a%B(1)%x(1) ; - abs(prod(A)),x(1)+A(1)*abs(prod(A))]

end

Este algoritmo lo hemos implementado utilizando el
paquete PC-MATLAB y puede ser utilizado para construir una
funcidén racional que interpola determinados puntos del in-
terior del disco; en [19] se describe cémo mediante una 1i-
gera variacién del método puede construirse una funcidén ra-
cional que interpole también puntos de la frontera del dis-

CcO.
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4,2, APLICACIONES

En este apartado, describiremos diferentes sistemas
gobernados por familias de funciones pertenecientes a algu-

no de los casos definidos en 2.1.

Construiremos, siguiendo el proceso descrito en los
capitulos anteriores, el compensador adecuado a cada tipo

de familia.

En primer lugar vamos a dar dos ejemplos de familias
de funciones propias, pertenecientes a los tipos primero y

quinto de los expuestos en 2.1.

EJempLO 1
Dada la familia del tipo 1:
{ Ps(z) : s€[1-w, 1+w] }

donde:
(z-5)-(z-6).(2-7)
(24—2)3-5

PS(Z) =

w=10
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El modelo nominal es:

(z-5)+(z-6)-(z-7)
(z-2)3-1

PO(Z) =

G =¢\N{(-», -100]JU[100, +»)}

1
w(z) = —————
(2—2)3-1

Comprobamos en primer lugar que se verifica la condicién

que nos da el corolario 2.3.4, es decir que:

max { dG(O N W(Zl)) . i:152;3 } < dD(O ) amax)

siendo 21:5 , z,=0 , z_.=7.

1 1 1 ~ 04
max { dG(O’EB)’dG(°’6§)’dG(O’TEZ) }=1.9230-10

dD(O, amax) = 0.0422

Siguiendo el razonamiento descrito en 3.1, buscamos una
funcién racional real de D en D que verifique las condicio-
nes (3.6) y (3.7). Puesto que los datos a interpolar -2/3 ,
-5/7 v -3/4 estan en el interior del disco unidad, utiliza-
mos el algoritmo descrito en 4.1.2, con lo que obtenemos
que:

2
a,z +a,z+ a

T%(z) =

[aS 0
—

3
b, z°" +b.,z -+b2Z-Fb1
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donde:

=-0.0029 a -0.0044 a, =-0.0017

a3

i

b -0.3571 b -1.5119 b

il

!
[\
—
w
—
o
on

i

|
—

1

Aplicamos ahora las transformaciones 61, @2, 63 y V¥

definidas en 3.1, para la obtencién de la funcién T; y pues-

to que:

T = @ 00 loo_ o T oy

tenemos que:

6 i
.20 i1 ?
1=
iEO hi+1 z
con:
g, =0.1904 h,=0.1133
g, = 1-3328 hy =4.0782
g5zz~11.0336 h5::60.9618
g4:——62.5408 h, - 484.1859
g3:386.8432 h,=2155.0578
gz::2237.208 h2::5045.6236
g, = 1800 h, = 5000
wW(z)
De la férmula T(z) = obtenemos que el

]A+Po(z)-C(z)
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9
1
C(z) = 1;0
)
i=0
con.:
Lo= -0-1904
Ly = ~0.1904
o = -17.8275
e = -613.6114
be = 796.0002
by = 6902.4483
Ly o= -10409.849
8, = 3580.4956
ll = 21200
EgempLO 2

0.1904

-2.0944
mg = -14.6512
238.6896

me = 52.0944

m5 = -0100.7792
m, = 16056.046
m3 = 125744.18
m, = -277213.68
m, = -378000

Dada la familia del tipo 5:

{ Psl(z) Posy

donde:

€[2-w, 2+w] , (81,52,53) €Y }
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Sy +tSytsSy = 9
y
SISf—slsg-+szs3 =26
(z+2)+(z+4).-(z+6)-(2-6)
P_ (z) =
1 (z—sl)-(Z—SZ)-(Z—S3)-(Z—7)
w = 10_2

El modelo nominal es:

(z+2)+(z+4)+(z+6)-(2-6)

Po(z) =
(z-2)+(2z-3)-(z-4)-(2-7)

_104 104
G = ¢\ (-, JU | L ve))
203.01 197.01
1

W(z) =

(z-2)+(2-3)-(z-4)

203.01-10‘4

3
il

197.01-10"4

™
It

Comprobamos, en primer lugar, que se verifica la
condicién que nos da el corolario 2.3.4, es decir, que para

21:6,p1:7

max { dG(O Jw(zl)) 5 dG(O:O) } < dD(O 5 amax)
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lo cual es cierto, puesto que:

dg(0 , W(z,)) = 7.5757-107%
y
dD(O ’amax) = 0.0769
Para la construccién de la funcién T% :D — — 5 D

descrita en 3.5 cumpliendo las condiciones (3.6) y (3.15),
y puesto que los datos delinterpolacién -5/7 yv -3/4 estan
en el interior del disco unidad, utilizamos el algoritmo

desarrollado en 4.1.2, con lo que obtenemos:

a,zZ + a

T*(z) - 21 2
blz +b22+b3
donde:
a1 = -0.0048 az = -0.0036
b1 = -0.5357 b2 = -1.4643 b3 = -1

Aplicamos ahora las transformaciones 61> 99> 63 y v

definidas en 3.5 para la obtencién de la funcidn T; y pues-

to que:
- -1 -1 %
T = @1 o@z 093 o T oy
tenemos que:
4 i
igo ®5-1 7
T(z) = ==
4 i
y hs_lz
i=0
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con:

g, = -3.4272 h, = 0.006702
g, = -24.0096 h, = 53.0445

gy = 147.4272 h3 = 516.2734
g, = 1176.0096 h, = 2228.4470
g = 1008 he = 3599.9058

Por tanto, aplicando la férmula de la funcidén de sensiti-
vidad con peso:

w(z)
T(z) =

1 + Po(z)'C(z)

tenemos que el compensador adecuado es:

8 i
Yo% z
. Q-1
o) - 8
i
Yy m .z
jzo -1t
cona:
p, = 3.4272 m, = -3.4272
b, = -30.8256 m, = -44.5728
by = -226.56 m,y = 00.3312
z4 = 2613.6835 m = 3473.1168
Lo = 369.92239 me = 10109.203

be = -53988.277 me = -51809.779
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27 = 126392.74 m7 = -324701.11

bg = -1920.836 mg = -556418.76

g = -194543.34 my = -290304
EJEMPLO 3

En este ejemplo pfesentamos el modelo linealizado
de una aeronave F4-E, que al afiadirle un alerdén adicional,
tal como indica la figura 17, presenta una pérdida longitu-

dinal de estabilidad.

Figura 17

La ecuacidén de estado linealizada de este sistema es:

x = Ax + bu

Estudiaremos para este modelo dos casos, que corres-
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ponden a distintos valores de A y b, obtenidos por interpo-
lacidén entre cuatro tipicas condiciones de vuelo tomadas de
[1,pg.571]; ambos ejemplos corresponderan a familias del ti-

po 3.

Tanto en el caso 1 como en el 2, la familia de fun-
ciones a considerar va a ser estrictamente propia. Es por
ello que nos aparecera, a la hora de obtener la funcidén T",

puntos a interpolar en la frontera de D.

Para la construccién de tal funcién T” podemos
ampliar el algoritmo expuesto en 4.1.1 del siguiente modo

(véase [19]):
Supongamos que, en las condiciones dadas en 4.1.1,

zi€§D , para todo i=1,...,q

sz 3D , para todo j=gq+1,...,n

Siguiendo el desarrollo expuesto en 4.1.2, construimos una

funcidn fa :D—-———-D tal que:

f (z.) =0+w. , para todo i=1,...,q
[¢] 1 1
Esta funcidén, por (4.3), puede ser expresada como:

bogt @
f = ——- (4.5)
® P+Q-g

donde g: D ———— D es una funcidén analitica arbitraria.
Se trata entonces, de construir una tal funcidén g, que ve-

rifique ademas:
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Q(zj) - P(Zj)’a'wj
glz.) = - , para j=q+l,...,n

J Q(zj)-a-wj - P(zj)

Una vez obtenida esta funcidén g, e incorporandola a (4.5),
obtenemos la funcién f que es solucidén a nuestro problema
a

(para mds detalles ver [19]).

En los dos casos que exponemos a continuacidén no
hemos utilizado este método para la construccién’de ™, da-
do que en ambos casos el ﬁﬁmero de puntos a interpolar es
muy bajo; es por tanto bastante sencillo el encontrar una

funcidén que verifique las condiciones deseadas.

CASO 1
Sea:

0.5120 -29.1257 -160.6365

A = 0.0545 0.2473 18.9086
0 0 -14 j
170.4264

b = 0
14

El modelo nominal del sistema es:

0.1704 224—0.0949 z-7.7441

P (z) =
© 23 4 13.2407 2% - 8.9162 z + 23.9956
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Los ceros de Po(z) en H son:

Z1 = 6.4682 z = o

P(z) tiene un polo en z2y =@ . Polos con incertidumbre en su

determinacidén tenemos:
p, = 0.3797 + 1.2529 1

P, = 0.3797 - 1.2529 1
Segin las condiciones del caso 3:

~(1.2529)% - -1.5698

wO:
a, - 0.3797
t = 0.01

G = Dl/t(o)

1

wW(z) =
2
(z-a_ )"- 0
o o
Comprobamos, en primer lugar, que se verifican las condi-
ciones que nos dan el corolario 2.3.4, que en este caso se

reducen a:

1

dG(O

’(z —a )2_w ) < dD(O’amax)
1 o) o)

lo cual es cierto, puesto que:

1

d_(0 - 2.5880-10"4

G

s )
2
(Zluao) )
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dD(O’ 0‘max) =1

Construimos una funcién T” de D en D en las condi-

ciones que nos da el apartado 3.3 y verificando (3.6) y

(3.10):
al-(22~+22-+32) - a1~(a2 - 1)

T-X-(Z) _
2 2
(a2-1)-(z +‘22+»a2) - aj

donde:

a, = 1.3623748.10“4

a, = 1.2334417

Aplicamos ahora las transformaciones ¢ y v definidas en 3.3

para la obtencidén de la funcidn T:

T = @_loT*ow

Luego tenemos que:

5.4495-10 2

T(z) = 22 =2 =
5.4495-10 "z +10.899.10 “z + 908.82616-10

2

y por tanto, aplicando la férmula de la funcidén de sensi-

tividad con peso:
w(z)

T(z)

i

1+ Po(z)-C(z)

tenemos que:
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4 i
% . Z
cz) = 1%0 - i
iZO s-i”
con:
v, = 0.15037348 m, = 0.9285946-10 7
2, = 2.8859081 m, = ~1.3400318-1072
Ly = 10.5078 | m, = ~41.644196-1072
vy = —4.3704419 m, = 85.289324-10 2
Lo = 21.472679 me - ~72.332136-10" 2
CASO 2

Para los valores de A y b siguientes:

0.7382 -15.8507 -18.7965
A =1]-1.1030 ~0.6022 -10.4464
0 0 ~-14
[ 34.6614
b = 0
14

obtenemos la planta nominal:

10‘3-(0.0347 224—0.2430 z+2.4519)

P (z) =
© 23 £ 13.8640 2% - 19.8319 z - 250.9901
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El dnico cero de Po(z) en B es z=w . ﬁ(z) no tiene polos

~

en H. Tenemos un polo con incertidumbre en:

p, = 4.3027

Segin las condiciones del caso 3:

a =0

o)
w, = 4.3027
t = 0.01

wW(z) = ———
z -4.3027

La condicidén que nos da el corolario 2.3.4 se verifica tri-

vialmente.

a
G

Construimos la funcién T~ de D en D en las condi-

ciones que nos da el apartado 3.3, verificando (3.6) y (3.10):

. a(z +1)
T (z) = 5
(b-1)z + b(b-1) - a

donde:

b = 15.177447

Por tanto, puesto que T::enloT*ow para las transformacio-

nes o y v definidas en 3.3, tenemos que:
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200
T(z) =

200z + 228.3549

y por tanto, aplicando la férmula de la funcidén de sensiti-

vidad con peso:

W(z)
T(z) =
1 + Po(z)-C(z)
tenemos que:
3 )
1
.EO Q4—1 z
C(z) = =
% , i
m Z
i-o 471
con:
L, = 1088.849 my = 0.0694-10" 1
L, = 15096.439 m, - 0.1873926-10 !
L, = -21594.855 my = 2.8126878-10 1
L, = 273301.84 m, - -21.09958.107 1
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4,3, COMENTARIOS Y PERSPECTIVAS FUTURAS

Este trabajo, como ya hemos visto, consiste en re-
solver el problema de la estabilizacidén de sistemas en los
casos en que existe incertidumbre en los polos de la fun-
cién de transferencia, cumpliendo éstos unas condiciones
determinadas, como son: que sean r polos reales situados
sobre una curva algebraica, dos polos complejos conjugados
o tales que sean las raices r-ésimas de un cierto numero

complejo.

El desarrollo de este trabajo nos lleva en primer
lugar a establecer una condicidn necesaria y suficiente pa-
ra la existencia de un compensador que estabilice el siste-
ma. Con vistas a ésto enunciamos y demostramos los lemas
del apartado 2.2, que nos llevan a considerar el problema
como un nuevo problema de Analisis Complejo, que enuncia-

mos como Problema General.

Este problema lo resolvemos en el apartado 2.3 ha-
ciendo uso de la teoria de interpolacidén de Nevanlinna-Pick
y de la métrica hiperbdélica o de Poincaré, en el teorema

que hemos llamado Teorema General.

La condicidn necesaria y suficiente que nos da el

Teorema General, viene dada en términos de un valor fijo
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a ., due depende de los polos y ceros de la planta. Con vis-
tas a estimar este valor, en el apartado 2.4, damos una cota

superior que en la practica resulta muy adecuada.

Una vez comprobada la condicidén necesaria y suficien-
te para la existencia del controlador adecuado, se trata de
obtener explicitamente la expresidén de éste; para ello, si-
guiendo los pasos dados en la demostracidn del Teorema Ge-
neral, debemos construir una serie de transformaciones con-
formes que llevan el disco unidad sobre un cierto dominio
simplemente conexo G, obtenido en los lemas previos, para
cada familia de funciones. Mediante ellas, y utilizando 1la
funcién de sensitividad con peso, podemos construir el com-

pensador adecuado a cada sistema.

Queda con ésto resuelto el problema de incertidum-
bre en los polos expuesto en el apartado 2.1. La importan-
cia de estas familias radica en que ademds de existir una
gran cantidad de situaciones practicas en las que se pre-
sentan, muchos otros casos, que no se ajustan exactamente
a ellos, pueden ser adaptados (ampliando la zona de incer-
tidumbre, si es necesario) y tratados con los métodos desa-

rrollados en este trabajo.

Seria importante saber, y es por ésto que lo tene-
mos como una de nuestras perspectivas futuras de investiga-
cidén, cémo influye el ampliar la zona de incertidumbre sobre

el compensador construido; Sin embargo, a la vista de los
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ejemplos expuestos en este capitulo, suponemos que éste no

variaria el grado, sino Unicamente los coeficientes.

Por otra parte, estid aun sin estudiar el caso en
que existe incertidumbre en los ceros de la funcién de trans-
ferencia del sistema; pensamos que seria interesante desa-
rrollar una teoria paralela a ésta para construir el compen-

sador adecuado a estos sistemas.

El siguiente paso a considerar seria la variacién
simultanea de ceros y polos de una planta, asi como el ca-
so multivariable. Este es un interesante problema en el que

trabajaremos préximamente.

Para terminar, diremos que existen otras formas de
obtener la funcidén de interpolacidn, distintas de la dada
(véase por ejemplo [5]); seria interesante estudiar qué ti-
po de compensador ofrecen éstas, y cuales son las ventajas,
desde el punto de vista computacional, de utilizar una u

otra.
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NOTACION

D=1{z : lz| <1}

3D=T=1{z : [z]| =1}

V={z€( : Im(z)’>0}

H=1{z : Re(z) >0}

H={z : Re(z) >0}

H=HU {=}

M%x2(¢) conjunto de matrices de dimensidén 2x%
con coeficientes en (¢ .

dG(-,-) distancia hiperbdélica entre dos puntos

de G.

I({e,v,k) integral eliptica normal de tercera es-

pecie.

snu funcidén sn de Jacobi, inversa de la in-

tegral eliptica normal de primera especie.

Hl(v,k) integral eliptica completa de tercera es-

pecie.





