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ABSTRACT 

In this thesis we consider the problem of robust 

stabilization of systems with uncertainties in the poles 

of the transfer function. The poles must satisfy one of 

the following conditions: to be r real poles placed on an 

algebraic curve or to be the roots of a complex number. 

Different regions of uncertainty are considered. 

We show that this problem can be solved, as in the 

case of uncertainly in the gain factor, using techniques 

from the complex function theory. To accomplish this we 

pose a General Problem of interpolation in the Complex Field 

that we solve using the Nevanlinna-Pick theory and the hy-

perbolic metric. 

First we obtain a necessary and sufficient condition 

in terms of a fixed valué a which depends on the poles 
max 

and zeros of the plant. We also provide with and estimator 

of this number. 

Then we build a sequence of conformal transíormations 

that map the unit disk on a simply connected domain G which 

depends on the type of uncertainties. 

Finally we develop an algorithm for the construction 

of the compensator and we apply it to different examples. 



RESUMEN 

En este trabajo resolvemos el problema de estabili­

zación robusta de sistemas en los casos en que exista incer-

tidumbre en los polos de la función de transferencia, cumpli 

endo éstos unas condiciones determinadas, como son: que sean 

r polos reales situados sobre una curva algebraica; o tales 

que sean las raices r-ésimas de un cierto número complejo. 

Mostramos que este problema se puede resolver, como 

en el caso de los problemas de estabilización robusta con 

incertidumbre en la ganancia, utilizando técnicas de la Teo­

ría de Funciones de Variable Compleja. Para ello planteamos 

un Problema General de interpolación en el campo complejo, 

que resolvemos haciendo uso de la Teoría de Interpolación 

de Nevanlinna-Pick y de la Métrica Hiperbólica o de Poincare 

En primer lugar obtenemos una condición necesaria y 

suficiente que viene dada en términos de un valor fijo a , 
max 

que depende de los polos y ceros de la planta; en vistas a 

estimar este valor, en el apartado 2.4 damos una cota supe­

rior que en la práctica resulta muy adecuada. 

A continuación construimos una serie de transforma­

ciones conformes que llevan el disco unidad sobre un cierto 

dominio simplemente conexo G que depende del tipo de incer­

tidumbre. Esto nos permite resolver nuestro problema como 



un problema de interpolación en el disco. 

Por último desarrollamos un algoritmo para la cons­

trucción del compensador en el caso de que se cumpla la con­

dición necesaria y suficiente, y lo aplicamos a distintos 

ejemplos. 
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CAPITULO 1 

INTRODUCCIÓN 
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1. INTRODUCCIÓN 

Este primer capítulo pretende dar una visión gene­

ral del problema objeto de esta Tesis. 

En el apartado primero vemos como surge del marco 

de la Teoría de Sistemas y como puede ser planteado en el 

campo del Análisis Complejo; veremos también, que el pro­

blema en su más completa generalidad no tiene solución po­

sible, de modo que se intenta resolver algún caso particu­

lar con importancia práctica. 

En el segundo apartado estudiaremos el único caso 

particular que había sido resuelto hasta la fecha. Incluí-
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remos también en este apartado, algunas definiciones bási­

cas y los enunciados de algunos teoremas que utilizaremos 

en el desarrollo de este trabajo. 

Para terminar, en el tercer apartado, exponemos el 

trabajo realizado en esta Tesis, detallando los resultados 

originales asi como la importancia práctica de los mismos. 



-4-

1 , 1 . INTRODUCCIÓN AL PROBLEMA 

El problema que nos vamos a plantear resolver sur­

ge del siguiente problema físico: 

Dada Z una planta (sistema dinámico continuo con 

entrada-salida escalar, lineal, de dimensión finita, tiempo 

invariante sobre JR ), se trata de encontrar un controlador 

£„ (sistema canónico lineal,, tiempo invariante, dimensión 

finita, continuo, con entrada-salida escalar sobre ]R ) asin-

tóticamente estable, y tal que el sistema de realimentación 

(Feedback) dado por el diagrama de la figura 1, sea también 

asintóticamente estable. 

-̂o—i ¡21—az 
controlador planta 

Figura 1 
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Este problema de estabilización podemos reducirlo 

a un problema de análisis complejo, utilizando las funcio­

nes de transferencia de los sistemas (Véase [27>pg«143])• 

Así, tenemos que el problema anterior podemos enunciarlo 

en los siguientes términos: 

1.1 ,1 . ENUNCIADO 

Dada P ( z ) una fiuncMóri jiaolonal Jieal y. p/iop-ia ( £.uncú.ón de 

tA.anAf.ejiencÁ.a de. ¡; J, enc.ontn.an. C(z) (-La que /¡esiá {LuncLón de tA.an.4-

¡tesienoLa de Z ) que ¿ea -zacu.on.al n.eal p/iop-La, anaÁlÁÁ-ca en ñ u ta¿ 

que ei denominado/i: 

1 + P ( z ) • C ( z ) 

de Á.a f-unoLón de tA.anAf.eA.encLa del. -interna de •zeailmentacl.ón -óea e-d-

tM.ld.am.enle Huyuvltg (e¿ decln., no teng.a cesión en H I. 

Las condiciones para la existencia de tal función 

fueron dadas por D. Youla y M. Saito en su artículo [33]-

Una vez establecidas estas condiciones, el siguien­

te paso a dar es construir C(z) para obtener el compensador 

adecuado que estabilize el sistema. D. Youla, J. Bongiorno 

y Y. Lu , en [32], transforman el problema en un problema 

de interpolación que se puede resolver por la teoría clási­

ca de Nevanlinna-Pick. Para ello dan la siguiente defini­

ción : 

http://enc.ontn.an
http://tA.an.4
http://-zacu.on.al
http://tM.ld.am.enle
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1 .1 .2 . DEFINICIÓN 

fcuia cada compensado*. C(z) definimos la función de sensiti­

vidad como: 

1 
S(z) 

1 + P(z).C(z) 

El resultado que demuestran es el siguiente 

1 . 1 . 3 . TEOREMA 

£1 compensado*. C ( z ) estabiliza aslntótlcamente la planta 

detenminada pon. P ( z ) si U solamente si la fjunción de sensitividad 

S ( z ) vesilfLica las siguientes condiciones: 

1) S ( z ) es neal nacional y. analítica en H. 

11) Los ceñios de S ( z ) son tos potos de P ( z ) en H , mul­

tiplicidades Incluidas. 

111) Los cesios de S ( z ) - 1 contienen a { z . , , . . . , z } 
1 m 

multiplicidades Incluidas; siendo { z , . . . , z } los 

ceA.os de P ( z ) en H. 

Pa ra l a d e m o s t r a c i ó n d e l t e o r e m a a n t e r i o r v é a s e 

[ 3 2 ] . Una vez e s t a b l e c i d o é s t o , e l c a s o quedaba t o t a l m e n t e 

r e s u e l t o . 
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El problema surge cuando, debido a limitaciones fí­

sicas, la función de transferencia del sistema E1 no puede 

ser determinada con toda exactitud; tendremos entonces una 

incertidumbre en la función P(z) de modo que el sistema es­

tará gobernado por una familia de funciones {P (z) : s G K } 

racionales reales propias, que dependen continuamente de un 

parámetro s que toma valores en algún compacto K. Dichas 

funciones serán no idénticamente nulas y todas ellas ten­

drán el mismo grado McMillan (grado del denominador). 

Tannenbaum (ver [27]) demostró la no existencia de 

solución al problema planteado en toda su generalidad; para 

ello utilizó el siguiente enunciado del problema, dado por 

D. Youla, J. Bongiorno y C. Lu en [32,pgs.161-1Ó2]: 

Dada una familia de funciones { P (z) : s G K } en 

las condiciones anteriores, encontrar g(z) tal que: 

i) g(z) es racional y real, 

ii) 1 / g(z) es propia y holomorfa en H. 

iii) -g(z) + P (z) £ 0 , para cada z G H y s G K. 

Una vez obtenida g(z) podemos obtener fácilmente, 

a partir de ella, la función de transferencia del contro-

lador C(z). 

Detallaremos a continuación, por la importancia que 

tiene a la hora de estudiar los posibles casos que sí ten­

gan solución, la obstrucción topológica que da Tannenbaum 

(véase [27]) a la solución general del problema, es decir 
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a la existencia de una tal función g(z) para todos los ca­

sos de familias posibles: 

Supongamos un sistema gobernado por una familia de 

funciones { P (z) : s G K } racionales, reales, estrictamente 

propias, de grado McMillan n y que dependen continuamente 

del parámetro s, tales que podemos poner: 

P l s ( z ) 

Ps(z) = -±* 
P2s ( z> 

existiendo dos puntos a,bGH que verifican: 

P (a) = P (b) = 0 , para cada s G K 
4. S í S 

P„ (a) es circular alrededor del origen 
¿i 5 

P„ (b) es una constante fija z ¿Q para todo s G K 
2s o 

donde z G H 
o 

Si suponemos la existencia de una función: 

gi<z) 
g(z) = — -

g2(z) 

en las condiciones que dan D. Youla, J. Bongiorno y C. Lu 

en [32], entonces la función definida por: 

f(z) = -g 1(z).P 2 g(z) +g 2(z)-P l g(z) 

verifica que: 

f (a) = - g (a)«P_ (a) es circular alrededor del 

origen. 
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f (b) = - g (b) «P (b) es una constante fija no 

nula para todo s G K . 

Por lo tanto f es una transformación continua que nos lle­

va una curva circular alrededor del origen a un punto dis­

tinto del origen. Podemos asegurar entonces la existencia 

de un s G K y un z G H tales que: 

f(zt) = - g 1 ( Z l ) ' P 2 S o ( - 1 ) - g 2 ( - 1 ) - P 1 S o ( - 1 ) = 0 

con lo que llegamos a contradicción con las condiciones 

dadas para la función g. 
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1 . 2 . PROBLEMA DE BLENDING 

Se plantea, por tanto, la necesidad de estudiar en 

qué casos particulares tiene solución nuestro problema; y 

ante todo, estudiar la posibilidad de resolver los casos 

que con mayor frecuencia se presentan en la práctica. 

En este sentido, el único caso que había sido re­

suelto completamente con éxito es el que se llamó "Proble­

ma de Blending", tratado por P. Khargonekar y A. Tannenbaum 

en [19]. 

Por el paralelismo que tiene el desarrollo de este 

trabajo con el nuestro, expondremos a continuación los pa­

sos principales. 

Se considera un sistema gobernado por una familia 

de funciones { P (z) : s G K } racionales reales propias, 

donde: 

P (z) = s-P (z) , s G K = [k . , k ] 
s o min maxJ 

y P (z) es una función racional real propia fija no idénti­

camente nula (lo que llamaremos modelo nominal). P. Khargo­

nekar y A. Tannenbaum, inspirados en el resultado del Teo­

rema 1.1.2, establecen lo siguiente: 
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1 .2 .1 . TEOREMA 

£1 compenAadon pnoplo C ( z ) eAtablllj.a aAlntóticamente el 

AlAtema definido pon. la familia de. fjuncA.on.eA { P ( z ) : s G K } 

donde K = [ a , b ] , 0 < a < l < b , y 

P ( z ) = s - P ( z ) 
s o 

AegMn lo definido antéalo'/úñente, Al y solamente A ! la función de Aen-

Altlvldad S ( z ) venlflca: 

1) S(z) eA nacional neal y. analítica en H. 

11) LOA cenoA de S(z) Aon { p , . . . ,p } multlptlcldadeA 

Incluidas. 

111) LOA cen.oA de S ( z ) - 1 contienen a { z , . . . , z } 
1 m 

niultlptlcldadeA IncluldaA. 

a b ~ 
lv¡ S ( z ) 0 (-oo , — - ] U [ í-—- , + <*> ) pana cada z G H. 

Siendo { p , . . . , p } y { z , . . . , z } -¿CM poto A y lo A cenoA 

de P ( z ) en tt . 
o 

La demostración de este Teorema se basa en el re­

sultado 1.1.1. dado por A. Tannenbaum en [27,pg.l43]> con 

lo que claramente se tiene la necesidad de las tres prime­

ras condiciones. 

Además, puesto que debe verificarse que el denomi­

nador de la función de transferencia del sistema de reali­

mentación sea estrictamente Hurwitz, es decir que: 

http://fjuncA.on.eA
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1 + s - P ( z ) - C ( z ) ¿ O 

p a r a c a d a s G [ a , b ] y z G H , y p u e s t o q u e : 

1 G [ a , b ] 

s e s i g u e q u e : 

S U ) 0 ( - . , - ^ ] u [ g ^ , +-) 

p a r a c a d a z G H. 

La suficiencia se obtiene automáticamente por el resultado 

anteriormente referido de D. Youla, J. Bongiorno y C. Lu en 

[32]. Para más detalles sobre la demostración de este teo­

rema véase [19]• 

Una vez establecido este teorema y puesto que el 

dominio: 

G = <f \{ <-., ^ ] U [ J^- , +.) } 

es simplemente conexo y verifica que 0,1 G G, podemos enun­

ciar el siguiente problema, que contiene al enunciado del 

Problema de Blending: 

1.2.2. PROBLEMA GENERALIZADO DE BLENDING 

Dado G£(f simplemente conexo tal que 0,1 G G. Encon­

trar, si es posible, una función racional analítica: 

S : H G 
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que satisfaga: 

i) Los ceros de S(z) contienen {p ,...,p } multi­

plicidades incluidas. 

ii) Los ceros de S(z) - 1 contienen {z. , . . . ,z } muí-
l m 

tiplicidades incluidas. 

siendo p,,...,p ,z„,...,z los polos y los ceros de P (z) 
*l *n 1 m o 

en H, respectivamente. 

En los cuatro siguientes apartados detallaremos 

algunos resultados que se utilizan para la solución comple­

ta de este problema, por ser también utilizados por nosotros 

en el capítulo siguiente. 

1 . 2 . 3 . D E F I N I C I Ó N 

Sean: 

a j , . . . , a fe D 

aí, + l ' , " ' a q G T 

b l 5...,b qG<t; 

donde í , _ < q , D = { z : | z | < l } y T = { z : | z | = l } 

Se definen las matrices: 

1 

A = [ — } 
1 - a . • a . i,j = l,...,% 
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b . -b . 
B = [ x J 3 

1 - a . - a . i , j = l . . . . . a 

A,B G fll C<f) 

S i b . = 0 p a r a t o d o ± = 1 , . . « , ¿ d e f i n i m o s : 

a 1 = °° 

Si existe i G {1 , ...,«,} tal que b . -f 0 definimos : 

a, = (X ) " * 
1 max 

siendo X el mayor autovalor de la matriz A .B . 
max 

Por último se define a como: 
max 

a ( a . , b . ) = min { a, , , . . • , } 
max J i -i-1 a 1 I h I Ihl 

i — X y • * • y \i * 

1.2.¿i. MÉTRICA HIPERBÓLICA 

Un concepto importante que necesitamos introducir 

es el de Métrica Hiperbólica o Métrica de Poincare. Expon­

dremos los conceptos más básicos y remitimos a quién esté 

interesado al libro de L. Ahlfors [4]-

Sean z ,z„ G D. Se define: 
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La distancia hiperbólica entre dos puntos del disco unidad 

D C (f viene dada por: 

1 + 6(z ,z2) 
d D ( z i ' z 2 } = l o g ; : ' z i ' z

2
G D 

1 - ¿(z ,z ) 

Sea ahora G C $ un dominio simplemente conexo con 

más de un punto frontera; el Teorema de Riemann de la Apli­

cación Conforme (véase [25]).establece la existencia de una 

equivalencia conforme: » 

X : G • D 

Definimos entonces la distancia hiperbólica entre dos pun­

tos de G como: 

d G(z 1,z 2) = dD(x(z1),X(z2)) , z 1 ? z 2 G G 

Se puede demostrar (ver [4]) que d„(z.,z„) es independiente 
\J 1 z 

de la equivalencia conforme elegida. 

En los dos apartados siguientes vamos a enunciar 

dos teoremas claves para establecer nuestros resultados. 



- 1 6 -

1.2.5. TEOREMA 

Dado A dos dominios G , G_ C <f simplemente conexos, con 

más de un punto frontera, y dada una {.unción analítica: 

f : G x • G 2 

entonces se verifica que pasta todos z , z„ G G : 

d G ^ Z l ' Z 2 ^ - d G ^ f ^ z i ^ ' f ( z 2 ^ 

siendo d_ -¿a métrica hiperbólica-definida anteAl.omn.ente. Además, la 
G 

iaualdad se da si y. solamente st £ es una equivalencia conforme. 

Ver [4] para la demostración. 

1.2.6. TEOREMA 

Sean: 

a . G D , i = l . . . . . Jt 
i 

a . G T , j = «, + l , . . . , q 

b i G <p , i = l , . . . , q 

Entonces, existe una función analítica: 

f : ü • D 

a 

tal que f ( a . ) = a • b . , i = l , . . . , q si y. solamente si se verifica 

que: 

a < a m a x ^ a j , b i ^ ' 3 = 1 ' - - - ' í ' > i = l , . . . , q 

donde a ed-tó definido en 1 . 2 . 3 . 
max 

http://anteAl.omn.ente
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Ver [19] para la demostración. 

A partir de estos resultados se puede demostrar el 

siguiente teorema que da una solución completa al Problema 

Generalizado de Blending 1.2.2. 

1.2.7. TEOREMA 

¿1 pioblema 1 . 2 . 2 . eA /lesio-Lab-Le. -d-¿ y. ¿o-Lamente, ¿i.: 

d G ( 0 , l ) < d D ( 0 , % a x ) = l o g Í ^ H S Í 
1 - a 

max 

La construcción de la solución se puede reducir a 

un problema de interpolación de Nevanlinna-Pick. La demos­

tración de este teorema se puede ver en [19]« 

Quedaba así completamente resuelto el Problema de 

Blending, problema muy importante en la práctica y que co­

rresponde, como ya hemos visto, a una cierta familia de 

funciones de transferencia en la que todas las funciones 

tienen los mismos ceros y los mismos polos. 
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1 . 3 . CASOS SIN RESOLVER: DESCRIPCIÓN DE ESTE TRABAJO 

Con el Problema de Blending se abrió el estudio de 

estabilización de plantas con incertidumbre en los paráme­

tros. Sin embargo, desde el punto de vista práctico, se 

presentaban muchos otros casos más importantes, para los 

que no se conocían soluciones. Este es, por ejemplo, el ca­

so en que existe incertidumbre en los polos de la función 

de transferencia, hecho que se presenta muy a menudo en la 

práctica. 

En este sentido, P. Khargonekar y A. Tannenbaum en 

su artículo [19], sugieren la solución en el caso de que 

la incertidumbre exista en un sólo polo real. 

Nuestro trabajo consiste en resolver los casos en 

que existe incertidumbre en los polos de la función de 

transferencia, siendo éstos r polos reales situados sobre 

una cierta curva algebraica, dos polos complejos conjuga­

dos, o tales que son las raices r-ésimas de un cierto nú­

mero complejo z G (f. La importancia de estos casos radica 

en que existen una gran cantidad de situaciones prácticas 

en las que los polos de la función de transferencia del 

sistema, aunque no se ajustan exactamente a las condicio-
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nes requeridas, podemos considerarlos en alguno de nuestros 

casos ampliando, si es necesario, la zona de incertidumbre. 

El problema ha surgido como parte de un Proyecto de 

Investigación en el que participan la Universidad de Minne­

sota (Minneapolis) y la Universidad Politécnica de Madrid, 

dirigido por los profesores Fredric N. Bailey y José Manuel 

Amillo Gil. 

La resolución de este problema nos lleva, en primer 

lugar, a plantear un nuevo problema de variable compleja, 

que deducimos por los cinco lemas establecidos en el apar­

tado 2.2. y que llamaremos Problema General. Este Problema 

generaliza al expuesto en el apartado 1.2.2. para el caso 

del Problema de Blending. 

Con vistas a resolver este Problema General enun­

ciamos y demostramos un teorema, que llamaremos Teorema 

General, que generaliza al Teorema 1.2.7- obtenido para el 

Problema de Blending y del que obtenemos, como corolario, 

una condición necesaria y suficiente para la existencia de 

la función interpoladora T requerida en los cinco lemas 

mencionados. Además, este teorema nos da también un método 

para la obtención de tal función. 

Una vez establecido ésto, y puesto que la estima­

ción de a juega un papel importante en este trabajo, 

max 

daremos una cota superior para este valor, que considera­

mos bastante útil 
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La obtención, para cada familia de funciones consi­

derada, de la función T se desarrolla en el capítulo terce­

ro de esta Tesis; para ello construimos una serie de trans­

formaciones conformes que reducen este problema a un pro­

blema de interpolación en el disco. Una vez obtenida tal 

función T, para cada familia considerada, es prácticamente 

inmediata la construcción explícita de la función de trans­

ferencia del compensador adecuado que estabilice el siste­

ma . 

Para terminar, en el capítulo cuarto desarrollamos 

un algoritmo sobre la teoría de interpolación de Nevanlinna-

Pick, que utilizamos para aplicar nuestros métodos a la es­

tabilización robusta de distintos sistemas prácticos; por 

ejemplo, el de una aeronave con incertidumbre en los polos 

de la función de transferencia que determina el sistema. 

En el último apartado de este capítulo damos las 

consecuencias obtenidas del estudio en estos casos prácti­

cos de nuestra teoría, así como posibles líneas de inves­

tigación futuras que consideramos serían de gran importan­

cia para la industria. 



CAPITULO 2 

EL PROBLEMA GENERAL 



-22-

2. EL PROBLEMA GENERAL 

En este segundo capítulo comenzamos por describir 

los casos en los que hemos resuelto el problema de estabi­

lización robusta de sistemas con incertidumbre en los po­

los; estableceremos un lema por cada uno de los casos, que 

nos lleva a plantear el problema como un nuevo Problema 

General de interpolación. 

Con vistas a resolver este Problema General enun­

ciamos y demostramos el Teorema General, y como corolario 

de éste obtenemos el resultado deseado. 
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2 . 1 . PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Consideremos un sistema gobernado por una familia 

de funciones {P (z), s G K } racionales, reales, propias, no 

idénticamente nulas, cuyo grado McMillan es n, siendo K un 

conjunto compacto y para cada s perteneciente a K: 

P(z) 
P (z) = 

Rs(z) 

donde P(z) es una función racional, real fija y para cada 

s G K , R (z) es un polinomio real cuyos ceros son distintos 

de los ceros de P(z) y verifican una de las condiciones si­

guientes : 

CASO 1: R , ( Z ) tiene r ceros en H que son traslación, defi­

nida por vectores de la forma (a,0) con a > 0 , de las 

raices r-ésimas de un número s G l , s€ [s -a ,s +fil, 
L o o J 

s > a > 0 , s > 0 . Por tanto, podremos expresar R (z) 

o s 

como : 

r-1 
o Í \ i—T r K— ¡ 2ku . 2kir -. , R z = z - a -/s . e o s + i. sen ) 

k=0 ° r r 

CASO 2 : ^ ^z^ tiene dos ceros imaginarios en H: a +s.i , 

a -s. i donde s G [ s -a , s +&] , a,B>0,s -a > 0. 
o o ' o o — 
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Por tanto, podemos expresar R (z) como 

R (z) = (z-a -s.i).(z-a +s.i) s o o 

CASO 3¡ R (z) tiene r ceros en H, que son traslaciones de 

las raices r-ésimas de un número complejo (» perte­

neciente a un cierto disco D^( u ) de radio t y cen-

t o J 

tro w . Por tanto, podremos expresar R (z) como: 

r - 1 z • 
„ / -> i—i r i i l / r t &rE ü) + 2kir . a r e (0 + 2k7r. 
R (z)= z-a - u •( eos — s + x • sen — s 

tú o r r 
k = 0 

)] 

CASO ^: R c/z) tiene r ceros en H que son traslación de 

las raices r-ésimas de un número complejo (p,9) 

donde p G [p -ot , p + B 1 , 6 6[ 0 - y , 9 + 6 ] , p -a > 0 , 
o o o o o 

2 -JT 

Ó + Y < — j a,g , y,í > 0. Por tanto, podremos expre­

sar R „(z) como: 
P ,e 

r-l 
D ¡ \ I—f r V— Í Q + 2kTr . e + 2kir , , R ( z ) = [ z - a - / p . ( eos +i. sen ) J 
P' 9 k=0 

CASO 5: R (z) tiene r ceros reales en H que son las coorde-
al 

nadas de un punto de la curva algebraica Y determi­

nada por las ecuaciones: 

x 1 + x 2 + + X 

i¿j 
X . . X . 
i 3 

r 

X, 

l x .X . . .X 
i = l x z x 

. x = X 
r r-l 
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R (z) lo podremos entonces expresar como: 
al 

R (z) = (z -a,).(z -a„ ) . .(z -a ) 
a£ 1 2 • • * r 

donde ( a , . . . , a ) G y > a G [ a - a , a + B ] , siendo 

a , e > o . 

Claramente los casos 1 y 2 están contenidos en el 

caso 3- Estudiaremos independientemente estos casos por dos 

motivos principales: En primer lugar por la importancia 

práctica que tienen por si mismos y, en segundo lugar, por­

que al ser los primeros casos que tratamos quizás pueda ver­

se más fácilmente la generalización a los otros casos. 

Nuestro primer objetivo será dar condiciones nece­

sarias y suficientes para que un controlador determinado 

estabilize el sistema gobernado por nuestra familia de fun­

ciones. Introducimos para ello la siguiente definición: 

2 . 1 . 1 . D E F I N I C I Ó N 

?aA.a cada compenAadon. C ( z ) (pJuncJLón siacton.aU sieaí p/topta, ho-

tomo/tfia en H) y. pasta cada fLuncU-ón. peAO W ( z ) (pun.cU.on n.acton.at, n.eat, 

pn.opLa, eAtA.J-ct.am.ente HuAwttg.) defUnimoA la /Limatón de Aen^Ltlvidad 

con. pe-óo como: 

W ( z ) 
T ( z ) = , z G H 

1 + P ( z ) . C ( z ) 

http://siacton.aU
http://pun.cU.on
http://eAtA.J-ct.am.ente
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El siguiente teorema, demostrado por G. Zames y 

B.A. Francis en [34] , se basa en el resultado, menciona­

do en [27)Pg-143], que dice que si C(z) es una función de 

transferencia las condiciones de estabilidad requeridas 

son que C(z) sea holomorfa en H y que el denominador: 

1 + P (z) -C(z) 
o 

sea e s t r i c t a m e n t e H u r w i t z . 

2 ,1 ,2 . TEOREMA: 

61 com.pen.Aad.on. C ( z ) eAtabLlL^a aA-Lntóti.cam.ente. la planta 

determinada pon. P ( z ) AL y. jotamente AL T ( z ) vesiLp^ca: 

L) T ( z ) CA an.atLti.ca en H . 

LL) LOA ceno A de T ( z ) AOIZ { p . } . multlplLcldadeA Ln.cliLLa.aA. 

LLL) T ( z . ) = W ( z . ) , i = l , . . . , m , multLplLcLdadeA LncluLdaA. 

Alendo p _ , . . . , p , z „ , . . . , z lo A polo A U lo A cenoA de P ( z ) en. 
1 n 1 m o 

H neApeclLv•amenté. 

http://com.pen.Aad.on
http://ti.cam.ente
http://an.atLti.ca
http://Ln.cliLLa.aA
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Nosotros vamos a demostrar un teorema análogo a és­

te último para nuestras cinco familias de plantas; así, 

siguiendo un desarrollo paralelo al Problema de Blending 

vamos a establecer cinco lemas, que nos dan condiciones 

necesarias y suficientes para que un determinado controla-

dor C(z) estabilize el sistema regido por una familia de 

funciones { P (z) : s G K ) pertenecientes a uno de los cin-
s 

co tipos definidos anteriormente. 

El correspondiente sistema de realimentación viene 

definido según la figura 2. 

u(z) o C(z) P_(z) y(z) 

Figura 2 
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2.2. LEMAS PREVIOS 

En este apartado comenzaremos el estudio de los sis­

temas regidos por las familias de funciones anteriormente 

definidas. Para ello, estableceremos cinco lemas que nos 

darán condiciones necesarias y suficientes para que un de­

terminado controlador C(z) estabilize al sistema. Por supu­

esto, en todos los casos supondremos que no hay cancelación 

inestable de ceros y polos entre C(z) y P (z), para todo 

s G K. 

2 . 2 , 1 . D E F I N I C I Ó N : 

Dado un Alaterna g.obesutado pon. la familia de. f-uncA.on.eA: 

{ P ( z ) : s G K } 

s 

llamanemoA modelo nominal del AlAlema a una fundón, de dicha familia, 

P ( z ) , con.-n.e4pondlente a un valon. an.blln.anlo s del Inlenlon de K. 
¿A decln, P ( z ) = P ( z ) , s G K . 

o s 0 o 

El modelo nominal jugará el papel de valor real de 

la función de transferencia del sistema, no determinada con 

exactitud. 

http://f-uncA.on.eA
http://con.-n.e4
http://an.blln.anlo
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2.2 .2 . LEMA 

¿1 compenAado/i p/iop-Lo C ( z ) eAtabiÁÁ.j.a aAJjttótÁ.camente e¿ 

/¡i-Atema sie.gJ.do pon. Ja fLarwLLLa { P ( z ) : s G [ s - a , s + f$ ] } deJ 

caAo 1 A ¿ y. Aótamente AÍ. Ja {.unción de AenA¿JJvi.dad con. peAo: 

1 
T ( z ) = 

[ ( z - a Q ) r - s o ] . [ 1 + P o ( z ) . C ( z ) ] 

vejLÍf.Lca JaA con.dlci.on.eA AÍ.g,uJenJeA: 

¿) T ( z ) eA an.oMJU.ca en H . 

¿J) LOA ce/ioA de T ( z ) en H Aon ¿OA poJoA de P ( z ) muJJJ-

pJJcJdadeA IncJuicLaA. 

T ( z . ) = , i = 1 , . . . , m , Atendo 
i , s. r 

( z . - a ) - s 
i o o 

{z. , . . . , z } -LOA CCJIOA de P ( z ) en H , muJjJpJJcida-
1 m o 

deA JncJuJdaA. 

lv) T ( z ) 0 ( - o » , l i ] u [ 4 - » » ) / ° ° ^ a z G H . 
ot P 

DEMOSTRACIÓN: 

Según las condiciones del caso 1: 

P ( z ) 
P ( z ) 

n r r _ ¡ 2kir 2kir \ -, 
I z - a - v ¡g . ( e o s + i . s e n ) I 

_, u o r r J 

k= 1 

La figura 3 ilustra, para r=6,la posible distribución de 

los polos con mala determinación del sistema regido por la 

familia de funciones del caso 1: 

{ P (z) : s G [ s - a, S Q+ B] } 

http://sie.gJ.do
http://con.dlci.on.eA
http://an.oMJU.ca
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donde 

ajB > 0 , s - a :> 0 aQ> / s Q + a 

y siendo P (z) = P (z) el modelo nominal, 
o s 0 

Figura 3 

Si C(z) estabiliza el sistema para todo sG fs -a , s + si 
1 o o J 

tenemos que debe verificarse: 

1 + C(z).P (z) ^ 0 
S 

p a r a c a d a s G [ s - a, s + B ] , z G H L o o 
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y por tanto: 

(z - a ) r - s + P(z).C(z) ^ 0 

para cada s G [ s - a, s +3] , y z G H . De lo anterior se de-
r o o 
duce que: 

[(z - a Q )
r - S Q ] . [1 + P Q ( Z ) . C ( Z ) ] 0 [- a, B] 

para cada z G H. 

Así, la función de sensitividad con peso: 

T(z) = 
[(z-a o)

r-s o].[ 1 + Po(z).C(z)] 

verifica que: 

T : H • <P \ {(-«, - | ] ü [ i m)} 

a tí 

con lo que obtenemos la condición (iv). Por otra parte, 

puesto que C(z) estabiliza el sistema, es holomorfa en H. 

Además podemos poner: 

1 
T(z) = 

(z - a Q )
r - SQ+ P(z).C(z) 

con lo que obtenemos las otras tres condiciones. 

Recíprocamente, Por verificar T(z) la condición 

(iv), tenemos que: 

1 + C(z).P (z) ¿ 0 
S 

p a r a c a d a s G f s - a , s + 6 ] , y z G H . P o r o t r a p a r t e , d e s -
r o o 

pejando C(z) en la función de sensitividad con peso, tene­

mos que: 
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T(z) - W(z) 
c(z) = : 

T ( Z ) . P Q ( Z ) 

donde: 

W(z) = 
(z - a ) - s 

o o 

P Q ( Z ) = P(z).W(z) 

Aplicando las condiciones (i), ( ü ) y (iii) llegamos a que 

C(z) es analxtica en H y por tanto, se dan las condiciones 

de estabilidad requeridas. 

TT 

2.2.3. LEMA 

Si. compensado/i pn.opLo C ( z ) eAtabHÁ.j.a asintótLcamerute. eJ. 

¿¿¿tema n.egldo pox. i.a {LamiAla { P ( z ) : s G [ s - a , s + B ] } deU. 

cato 2 4Í. y. solamente Ai. ¿a fjuncLón de ¿enALtividad con. pe¿o: 

1 
T ( z ) 

[ ( z - a ) 2 + s 2 ] . [ l + P ( z ) . C ( z ) ] 
L O O O v / j 

veM.i.fÁ.ca Za-ó condi.cLon.eA ¿LgiLLenteA: 

i.) T ( z ) e¿ anOsíLtíca en H . 

¿i.) LOA ceJioA de T ( z ) ¿on IOA po-ios de P ( z ) muJjtipli.cijda-

des LncluÁ-daA. 

http://condi.cLon.eA
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. . • i i 
T í z ^ = s g ' i = l , . . . , m , ¿¿endo 

( z . - a ) + s 1 o o 

{ z . . . . . . z } -¿CM ce^o-d ¿ e P ( z ) e/i H , muJjtipLL-
1 m o r 

cídadeA ¿ncZui.da-4. 

** T ( Z ) 0 ( - = 0 , jZ± r ] U [ j - ^ T , oo ) 
B « ( 2 s o + e ) J L

 a- ( 2 s - a ) 

pcuia todo z G H. 

DEMOSTRACIÓN: 

Según las condiciones del caso 2: 

P(z) 
P (z) = 

(z - a ) + s' 
o 

para s G [ s - a , s + B 1 , a,B > 0 , s - a >0 . L o o o — 

La figura 4 ilustra la posible distribución de 

polos con mala determinación del sistema regido por la 

milia de funciones del caso 2. 

Sea el modelo nominal: 

P (z) = P (z) 

Si C(z) estabiliza el sistema para todo s G[s - a , s + 6 

o o 
tendremos que: 

1 + C(z).P (z) ¿ 0 
s 

para cada s G [ s - a , s + B ] y z G H . 

Se deduce entonces que : 

(z - a )2+ s2+ P(z).C(z) ¿ 0 
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para cada z G H , y s G [s - a , s + p ] , y por lo tanto para 

cada z GH , se tendrá que: 

[(z - aQ)
2+ s^] . [ 1 + P (z).C(z)] 0 [-B.(2s +B) ,o.(2s -o) ] 

S +B o p 

s o " a 

•s0-B 

Figura 4 

de modo que la función de sensitividad con peso: 

1 
T(z) = 

[(z-a ) 2 + s2].[1 + P (z).C(z)] L o o o 

verifica que: 

T : H _ , ^ { < - " > B . ( ¡ s +B)
 ] ü [ a . ( 2 s -a) > • » 

o o 

con lo que obtenemos la condición (iv). Las otras tres con­

diciones se obtienen de aplicar que C(z) es holomorfa, por 
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estabilizar el sistema, y poner: 

1 
T(z) = 

(z - a )2+ s 2 + P(z).C(z) 

Reciprocamente, por verificar T(z) la condición 

(iv) se tiene que: 

1 + C(z).P (z) ¿ 0 

s 

para cada s G [ s - a , s + 6 ] , z G H , y puesto que C(z) es 

analítica por verificar (i), ( ü ) y (iii), tenemos que C(z) 

estabiliza el sistema. 

2.2,4. LEMA 

£1 compenAadon pnoplo C ( z ) eAtablll^a el AlAtema nealdo pon. 

la fLaiwLLLa de. {.unciones: 

{ R ( z ) : u) G D, ( u ) } 

(Jt) Xj O 

del casio 3, A ! y. Aolamenle A ! la {.unción de ¿enAltlvldad con peAo: 

1 
T ( z ) = 

[ ( z _ a o ) r _ U ) o ] . [ l + P o ( z ) . C ( z ) ] 
ven.lf.lca: 

1) T ( z ) e-d analillca en H . 

11) LOA cen.04 de T (z) Aon IOA poloA de P ( z) en H , multi­

plicidades Incluidas. 

http://ven.lf.lca
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. . . . i 
T ( z . ) = , i = l j . . . , m , alendo x { x r ( z . - a ) - Ü) i o o 

{z , . . . , z } -ío/3 ceA.Q4 de P ( z ) en H mjuÁJú.pU.cÁ.dadeA 

¿ncA.u¿da.yi. 

lv) T ( z ) 6 D , ( 0 ) , pcuia cada z G E , do/iaíe D , ( 0 ) 

e-d eZ dlysco de siadLo l / t centrado en eÁ. o/i¿g.en y, D (u> ) 

eA eÁ. di/ico de n.adLo t cervUiado en to . 
o 

DEMOSTRACIÓN: 

Según las condiciones del caso 3 tenemos que 

P ( z ) 
P ( z ) = 

o) r - 1 n r i i l / r , a r g ü) + 2kir . a r g ü) + 2k?r -. , [ z - a - | w | . ( e o s —— + x • s e n — - ) ] 
k = 0 

donde u G D, . Sea el modelo nominal P (z) = P (z) . Si C(z) 
t O Ü) Q 

estabiliza asintoticamente el sistema tenemos que: 

1 + C(z)-P (z) ¿ 0 

para cada z G H , B G D • Se verifica por tanto que: 

(z-a )r-ü) + P(z)-C(z) ¿ 0 
o 

para cada z G H y io G D , de donde se deduce que: 

[(z - a ) r - o> ] .[1 + P (z).C(z)] 0 D.(0) 
O O O T/ 

para cada z G H , siendo D (0) el disco centrado en el origen 
Xs 

de radio t. Por lo tanto la función de sensitividad con pe­

so : 

T(z) 
[ ( z - a o )

r - % ] . [ l +P (z).C(z)] 
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verifica que: 

T : H • D l / t ( 0 ) 

Las otras tres condiciones se obtienen automáticamente por 

ser C(z) un controlador que estabiliza el sistema, y 

1 
T(z) = 

(z - a ) r - o) + P(z) .C(z) o o 

Recíprocamente, por verificar T(z) la condición (iv), se 

tiene que: 

1 + P (z) -C(z) ¿ 0 
tú 

para cada w G D (10 ) y z G H . Y puesto que C(z) es analítica 
\j O 

por verificar (i), ( ü ) y (iii), tenemos que C(z) estabili­

za el sistema. 

2.2.5. LEMA 

E-i compenAadon. piopLo C ( z ) eAtabLil^a el AlAtema /L&gÁ.do po/t 

•la familia de {LuncA.on.eA: 

{ Pp Q ( z ) : p G [ P Q - a , p Q + 6 ] , 6 G [ 6 Q - Y , eQ+ 6 ] } 

del caAo 4, AÍ. y. Aolamente AÍ. -¿a fjm.cA.on de AenA-illvldad con peAo: 

1 
T ( z ) 

vejii.fA.ca: 

[ ( z - a Q ) r - Z Q ] . [ 1 + P o ( z ) . C ( z ) ] 

•L) T ( z ) CA an.alLtl.ca en H . 

il) LOA cejioA de T ( z ) Aon IOA poloA de P ( z ) en H , multl-

pilcldadeA JjicA.uJjd.aA. 

http://%7bLuncA.on.eA
http://fjm.cA.on
http://vejii.fA.ca
http://an.alLtl.ca
http://JjicA.uJjd.aA
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. . . . i 
T ( z . ) = , i = 1 , . . . , m , 4-iendo 

\ z . - a ) - z i o o 

{ z , . . . , z } ¿o<4 C.QA.OA de P ( z ) en. H , miUt¿p-¿ic¿-

dade-4 •LncMu.da-ó. 

•Lv) T ( z ) 0 A pctA.a cada z Q H , donde. : 

A = { z : p - a < | — + z | < p + B , e - y <arg(— + z )< 0 + 6 } 
o — z o — o o — " z o — o 

z = ( p . e ) = p . ( e o s e + i . s e n © ) o o o o o o 

DEMOSTRACIÓN: 

Según las condiciones del caso \ , tenemos que: 

P(z) 

i — i r r_ / 0 + 2kir . 0 + 2kTr •. T 
[z-a - /p.(.cos + i. sen ) 1 

' ' L o r r J 

k=0 

d o n d e p G [ p - a , p + e ] , 8G fe - y , e +6 ] , p - o > 0 , o o L o o J o 

2 TT 

6 +y < — , a,&,y ,& > 0 . 

Sea el modelo nominal: 

P (z) = P a (z) 
° P0'

9o 

Por ejemplo para r=6 y 0=0, la figura 5 ilustra la 

posible distribución de los polos con mala determinación 

del sistema, regido por una familia de funciones del tipo 

4. 

Si C(z) estabiliza asintóticamente el sistema te­

nemos que : 
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F i g u r a 5 
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1 + C(z).Pn n(z) ¿ 0 
P , U 

para cada z G H , pG íp - a , p + 3 ] , 8G Í8 - y , 9 +6] . 

Se verifica, por tanto, que: 

(z-a ) r-p.(cos0+i.sen9)+P(z).C(z) ¿ 0 

p a r a c a d a z G H , p G [ p - a , p + 3 ] , G G [ e - y , 6 + 6 ] ; y de t- J o o o o 

aquí se deduce que: 

[(z - a Q )
r - z ]. [ 1 + P (z).C(z) ] 0 A' 

para cada z G H , siendo 

A' = {z : p -a<|z+z I <p +6 , 9 -y < arg(z + z ) < 6 +6 } o — o — o o — o — o 

y por tanto, la función de sensitividad con peso: 

1 
T(z) 

[(z - a Q )
1 - z o ] . [1 + Po(z).C(z) ] 

verifica que 

T : H G 

siendo G = { z : z 0 A } donde A está definido en el enuncia­

do del lema y, como se demostrará en el apartado 3-3, G es el 

dominio simplemente conexo expresado en la figura 6; con lo 

que se tiene la condición (iv) del lema. 

Las otras tres condiciones se obtienen automática­

mente por ser C(z) un controlador que estabiliza al sistema 

y: 

T(z) = 
1 

(z-a ) - z +P(z).C(z) 



F i g u r a 6 
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Recíprocamente, por verificar T(z) la condición 

(iv), se tiene que: 

1 + C(z)-Pn (z) ± 0 

para cada pG[p - a, p + 6 ] , 6 G [ 6 - y, 9 + ó ] , y z G H. Y pues-
r O O O O 

to que C(z) es analítica, por verificar (i), (ii) y (iii), 

tenemos que C(z) estabiliza el sistema. 

2.2.6,. LEMA 

£1 compenAadon pnoplo C ( z ) eAtablll^a aA lato ticamente el 

AIAtema negÁ-do pon. la familia: 

{ P ( z ) : a . e [ a ? - a , a ° + 6 ] } 

del caAo 5, ¿1 y. Aolamente A ! la fun.cl.on de AenAltlvldad con. peAo: 

T ( z ) 
( z - a ° ) . . . . - { z - a ° ) . [ l + P ( z ) . C ( z ) ] 

ven.lf.lca laA condlcl.on.eA AtaulenteA: 

1) T ( z ) &A analítica en. H. 

11) LOA ceno A de T ( z ) Aon lo A polo A de P ( z ) , mulüpllcl-

dadeA IncluldaA. 

1 
-LAA. T ( z . ) 

( z i - a l } 

, i = l , 
( - - , ) 

,m Alendo 

{ z , . . . , z } lo A cenoA de P ( z ) en. H , multtpltclda-
1 m o 

deA IncluldaA. 

http://fun.cl.on
http://ven.lf.lca
http://condlcl.on.eA
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•iv) T ( z ) 0 A pcuia todo z G H , 4¿.endo: 

-1 1 
A = ( - » , 

o o o o 
] u [ 

o o o o 
, + <x> ) 

i . (a -a - e ) • . . . - ( a - a - e) a. ( a 2 - a + a ) . . . . • (a - a ^ a) 

cuando r e-o /xz/i y. 

-1 1 
A = (-»,. U 

o o o o / O O s / O O \ / KJ KJ \ / U *J x 

a.(a -a2-a) • • • • «(a -a - a) g. (.a.-â  + e) •.. . • (a -a + g) 

cuando r e-d impon.. 

+ oo ) 

DEMOSTRACIÓN: 

Sea Y la curva determinada por las ecuaciones: 

Y : 

x_ + . . . + x = X 
1 r 1 

l x .x = X 

i=l 
x .•...• x = X 
x r r-1 

/O O, „ v O / O . / . _ 

y sea ( a , . . . , a ) fe y , a.^a. para x ̂  j . Supongamos, sxn 

pérdida de generalidad que: 

0 < a., <a. , para i=2,...,r 
1 x 

La familia de plantas viene dada por 

P(z) 
Pa (z) = 

1 ( z - a ) * . . . - ( z - a ) 

donde a.^a. para i / j , ( a , . . . , a ) 6 Y , y a.G [a.-a, a.+B] 
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con a,B>0 , a -a > 0 . 

Supongamos también, con vistas a simplificar los 

cálculos, que a + 0 < y , siendo p el menor punto de IR en 

el que la curva definida por la ecuación: 

cí \ r r ~ l í i \ r _ 1 í -i \ r ° ° 

r(x) = x - x1 .x +... + (.-1 ; .x . x + (. -1 ) . a . ..a 

alcanza un extremo relativo (y > 0 ) . 

Sea el modelo nominal: 

Po(z) = P a ?(z) 

En estas condiciones, si C(z) es un compensador propio que 

estabiliza el sistema, se verifica que: 
1 + C(z).P (z) á 0 

al 

p a r a t o d o a G [ a - a , a + g ] , ( a , . . . , a ) G Y , y z G H . Se 

d e d u c e e n t o n c e s q u e : 

( z - a 1 ) « . . . ' ( z - a ) + P ( z ) . C ( z ) f 0 

p a r a t o d o z G H , a G [ a - a , a + 3 ] , ( a , . . . , a ) G Y . 

P o r t a n t o : 

( z - a ° ) - . . . - ( z - a ° ) . [ l + P o ( z ) . C ( z ) ] ¿ 

/ ( - 1 ) . ( a • . . . • a - a • . . . • a ) 1 r 1 r 

para cada z G H , a G [ a - « , a + 6 ] , ( a , . . . , a ) G Y . 

Desarrollando: 

(,-lJ . (. a • . . . • a - a • . . . • a ) 

y puesto que (a1,...,a ) , (a , . . . , a ) G Y , tenemos que: 
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(-l)r.(a°-. 
o 

a - a, 
r 1 

) = (a - a ) • . . . • (a -a ) = f(a ) 
1 1 I r 1 

Distinguimos dos casos: 

a) Si r es impar. 

La figura 7 nos da una idea de la gráfica de la 

función f(z) para r=5-

Figura 7 

Puesto que a G [a - a, a + B ] , tendremos que 

(z - a°)-...-(z - a°).[l + P„(z).C(z)] 0 
r L o 

o o 0 [-a.(a°-a"-a)-...-(ay-a
u-a) , 6.(a"-a%e)•...•(a"-a

u
+e) 

1 2 I r 1 2 I r 

para todo z G H , y por tanto la función de sensitividad con 

peso: 

1 
T(z) = 

(z-a°)•...-(z-a°).[1 + P (z).C(z)] 
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verifica que: 

T : H s- <f \ A 

siendo: 

-1 
(- «, ] U 

/ O O - , , O O x J L / O O >. , - O O s 

a. (a -a„-aj • • • • • (,a -a - a) Q.(a -a^+&)•...•[a -a + Q) 

con lo que obtenemos (iv) para r impar. Las otras tres con­

diciones las obtenemos de aplicar que C(z) es holomorfa por 

estabilizar el sistema, y: 

1 
T(z) = — 

( z - a ) - . . . * ( z - a )+P(z).C(z) 

Recíprocamente, si T(z) 0 A, para todo z G H , se tie­

ne que : 

1 + P (z) .C(z) / 0 
al 

p a r a t o d o z G H , a 6 [ a - a , a + e ] > ( a , . . . , a ) G Y , y 

p u e s t o q u e C ( z ) e s a n a l í t i c a p o r v e r i f i c a r ( i ) , ( ü ) y ( i i i ) , 

t e n e m o s q u e C ( z ) e s t a b i l i z a e l s i s t e m a . 

b ) S i r e s p a r . 

La figura 8 nos da una idea de la gráfica de la 

función f(z) para r = 4 • Puesto que a.. G[a -a,a + 3 ] , ten­

dremos que : 

( z - a ° ) - . . . - ( z - a ° ) . [ l + P Q ( Z ) . C ( Z ) ] 0 

W r / ^ O O s , O O „ -, / O O s / O O -, , 

g [ - B . ( a 2 - a 1 - B ) • . . . • ( a r - a 1 - B ) , a . ( a
2 ~ a \ + a ) * • • • • ( a

r
_ a i + a ) ] 
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para todo z G H , y por tanto la función de sensitividad 

con peso: 

1 
T(z) = — 

(z-a°)'...>(z-a°).[l+P (z).C(z)] 

verifica que: 

H (f\A 

siendo: 

A = (- », 
(a2-a -B) 1 o o 

} u [ 
, o o -. 

a-la„-a +a) 

, o o s 
.'(a^-aj+a) 

Figura 8 

El resto de la demostración es análogo al caso an­

terior . 
Tf 
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2.3. EL PROBLEMA GENERAL 

Una vez establecidos los lemas del apartado anterior, 

podemos plantear nuestro problema como un problema de inter­

polación que se presenta, para cada familia de funciones, 

como un caso particular del siguiente problema general: 

2 . 3 . 1 . PROBLEMA GENERAL 

Sea G un dominio simplemente conexo, con mas de un 

punto frontera, tal que 0 G G . Dados z , . . . ,z en H y 

w„,...,w en G encontrar, si es posible, una función f 
1 q 

analítica en H tal que f : H • G y: 

f(zi) = w ± , i=l,...,q 

2.3.2. EQUIVALENCIA DEL PROBLEMA GENERAL CON UN PROBLEMA 

DE INTERPOLACIÓN EN EL DISCO. 

El teorema de Riemann de la aplicación conforme 

(véase [25]) nos asegura la existencia de dos transforma­

ciones conformes, una Y de H en D y otra e de G en D. De 

esta forma podemos considerar el diagrama de la figura 9 
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Figura 9 

y reducir el problema general a encontrar una función ana­

lítica f : D + D tal que: 

f(V(zi)) = e(w±) , i=l, .. . ,q (2.1) 

Obtenemos así, un problema de interpolación en el 

disco que se puede tratar mediante la teoría de Nevanlinna-

Pick. A continuación, utilizando este resultado, vamos a 

establecer un teorema, que llamaremos Teorema General, y 

que nos dará una condición necesaria y suficiente para la 

existencia de solución al problema 2.3*1•> así como un mé­

todo constructivo para la obtención de tal solución. 
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2.3,3. TEOREMA GENERAL 

Sea G un dominio de (f simplemente conexo con mas de un 

punto piontesia, ta¿ que 0 G G . 5eczn. {z , . . . , z } puntos de H 

t¿ {w , . . . , w } puntos de G . 

5e veM.tf.tca entonces que existe una función analítica 

f : H * G -ta^ $"£•' 

f ( z i ) = w i , i = l , . . . , q 

st y. solamente st: 

1 + a 
max { d „ ( 0 , w . ) : i = l , . . . , q } < d _ ( 0 , a ) = l o g ( 2 . 2 G x ^ D max H 1 - a 

max 

siendo a eZ definido en 1.2-3-
max 

DEMOSTRACIÓN: 

Consideramos las transformaciones conformes cuya 

existencia hemos justificado en el apartado 2.3»2.: 

f : H * D 

6 : G * D 

tales que 6(0) =0 . Según lo expuesto en tal apartado exis­

te f analítica de H en G tal que: 

f (z±) = wjL , i=l , . . . ,q 

si y solamente si existe f analítica de D en D tal que ve­

rifica las condiciones (2.1). 

http://veM.tf.tca
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Sea : 

8D = {z G $ : | z| = 1} 

y supongamos sin pérdida de generalidad que: 

v(z ),...,y(z ) e D 
-L JO 

y(z , ) , . . . ,í(zn) G 3D 
a + i q 

y sea : 

a = max { |e(w.)| : i=l,...,q } 

Si consideramos los puntos: 

b.= .e(w.) , i=l,...,q 

i a i 

tenemos entonces que la existencia de la función analítica 

f : D >• D satisfaciendo (2.1) es equivalente a la 

existencia de una función analítica f : D * D tal 
a 

que : 
f (Y(z . )) = a-b , i=l,...,q 
a i i 

Aplicando ahora el teorema 1.2.6. obtenemos que existe tal 

función f si y solamente si: 
ot 

a < a 0(z . ) ,b . ) 
max j i 

para cada j=l,...,& , i=l,...,q , según la definición de 

a dada en 1.2.3• max 

Tenemos, por tanto, que existe la función f en las 

condiciones pedidas por el teorema si y solamente si: 

a < a 0(z.),b.) 
max j i 

para cada j = l,...,¡¡, , i=l,...,q. 
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Notaremos a (V(z . ),b. ) = a . Desarrollando esta expre-
max j i max 

sión para volver a la notación inicial, y aplicando el Teo­

rema 1.2.5-j tenemos que: 

d D ( 0 , 6(w.)) < d D ( 0 , a m a x ) 

para todo i=l,...,q , o lo que es equivalente: 

d G(0,w.) < d D ( 0 , a m a x ) = lo g * + " m a X 

1 - a 
max 

para todo i=l,...,q , de donde se deduce: 

1 + a 
max { d„ ( 0 , w . ) : i=l,...,q}< d_(0 , a ) = log 

G i D max , 
1 - a 

max 

que es el resultado deseado. 

Una vez establecido este teorema, y como corolario 

de él, podemos dar una condición necesaria y suficiente pa­

ra la existencia de la función T requerida en los lemas 

2.2.2., 2.2.3-, 2.2.4. , 2.2.5. y 2.2.6.: 

Sea { P (z) : s 6 K } una familia de funciones veri-
s 

ficando alguna de las condiciones definidas en 2.1. Sea 

P (z) el modelo nominal y sean W(z) y G, respectivamente, 

la función y el dominio dados por el lema correspondiente 

a la familia de funciones. Se tiene: 
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2.3.4. COROLARIO 

Cx.-i.Ate. una fundón T ta¿ que T : H • G veAA.f-i.can-

do: 

i) 1 eA an.aJJJu.ca en H . 

Li) LOA cen.oA de T Aoa IOA poloA de P ( z ) en H , mul£i.pii.-

cldadeA ¿ncJui-daA. ( 2 

LLL) T ( z . ) = W ( z . ) , i = l , . . . , m , Alendo {z , . . . , z } 

IOA cesioA de P ( z ) en H . 
o 

A¿ y. Aolamente AÍ.: 

max { d ( 0 , W ( z . ) ) : i = l , . . . , m } < d (0 , a ) 
VJ 1 D ITlclX 

DEMOSTRACIÓN: 

Basta aplicar el Teorema 2.3-3- al dominio G y a 

los conjuntos de puntos {z. , P . : i = l,...,m , j = 1 , . . . , n } 

y { W(z.) ,b. : i=l,...,m , j = 1 , . . . ,n } donde b.= 0 para 

j=l,...,n , que corresponden respectivamente a los conjun­

tos de puntos { z. : i=l,...,q}CH y { w. : i=l , .. . , q } C 

del teorema. 
1 B 

http://Cx.-i.Ate
http://veAA.f-i.can
http://an.aJJJu.ca
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2.4, ESTIMACIÓN DE (XMAX 

Puesto que el teorema 2.3«2. nos da una condición 

de solubilidad basada en una acotación en la que intervie­

ne principalmente a , y en vistas a facilitar una esti-
max 

mación de este valor establecemos el siguiente resultado: 

2 . 4 . 1 . TEOREMA 

Sea f una {Lun.cA.on. an.cUX.tlca de D en D y. Aean a . GD , 

i = l , . . . , «, + k , taleA que: 

f ( a . ) = 0 , i = l , . . • , k 

f ( a - ; _^ ) = a- b . , j = l , . . . , l 
J + K J 

donde -de venÁ-fú-can ia-ó ALauJLenteA condtctone-ó: 

0 < | b . | < 1 , 3 = 1, . . . ,ü 

t¿ ext/¡te j G { 1 , . . . , i } tai. que | b . | = 1 , 
° J o 

a 4ean: 

a . - a . , 
X. = min { | — ü | : j = l , . . . , « , } 

1 b . - ( l - a.-a . . ) 
i i j + k 

pan.a i = 1 , . . . , k .. 

http://%7bLun.cA.on
http://an.cUX.tlca
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Ba¿o eAtaA con.dicu.oneA Ae t¿.ene que: 

a | < min { X. : i = l , . . . , k } 

DEMOSTRACIÓN: 

Consideremos, para i=l,...,k , la equivalenc 

a . - z 
e.(z) = i 

1 - a .• z 
x 

Claramente se tiene que e. (z) = e.(z) . Sean: 

. a . - a . . 
eT^a. . ) = i 3-^~ - 6-. 

1 J + k 1 - a.-a. , 3 1 

i j+k 

Llamaremos g. , para i=l,...,k , a la función g. = f 

Se tiene que para cada i=l , . . . ,k , g. : D • D 

analítica y verifica que : 

gi(0) =0 

g ± ( e j i ) = a • b . , j = l , . . . ,% 

Aplicando el lema de Schwarz tenemos que: 

|a • b | < |p | , j = l ,...,% 

de donde: 

a | < min { |—-—| : j = 1 , . . . , i, } 
b . 

3 

para cada i=l , . . .,k . 

http://con.dicu.oneA
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Y por tanto obtenemos que: 

| a | <_ min { X. : i=l,...,k } 

con lo que queda demostrado el teorema. 



CAPITULO 3 

CONSTRUCCIÓN DE LAS 
TRANSFORMACIONES CONFORMES 
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3 . CONSTRUCCIÓN DE LAS 

TRANSFORMACIONES CONFORMES 

En el capítulo anterior hemos establecido una con­

dición necesaria y suficiente para que exista un controla-

dor que estabilice asintóticamente un sistema, regido por 

las familias de funciones definidas en el apartado 2.1. 

Además, en el caso de que se cumpla la condición, el con-

trolador se obtiene transformando el problema anterior en 

un problema de interpolación en el disco. 

Para construir la solución necesitamos tener explí­

citamente las transformaciones conformes, cuya existencia 

está asegurada por el Teorema de Riemann, ¥ de H en D y 9 
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de G en D ; siendo G el dominio dado por el lema correspon­

diente a la familia de funciones considerada. 

El propósito de este tercer capítulo será, en pri­

mer lugar, construir las transformaciones conformes corres­

pondientes a cada tipo de familia; y en segundo lugar, y 

utilizando lo anterior, ver en qué se traduce la condición 

de existencia (2.2) para cada caso. 

Dividiremos por tanto este capítulo en cinco apar­

tados, cada uno de los cuales corresponderá al desarrollo 

de los dos temas expuestos anteriormente, realizado para 

cada familia de funciones. 
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3 . 1 . FAMILIA TIPO 1 

Sea {P (z) : s G K } la familia de funciones, que 

puede expresarse como: 

P ( z ) 
P ( z ) = r - 1 

i — i r r— , 2kir . 2kir -, -, z - a - / s - e o s + i • s e n ; 
k=0 ° r r 

donde s G í s - a , s +8] , s > a > 0 , 6 > 0 , en las condicio-L o o J o 

nes pedidas por 2.1. 

Según el lema 2.2.2. el compensador propio C(z) es­

tabiliza asintóticamente el sistema, regido por esta fami­

lia de funciones, si y solamente si la función de sensiti­

vidad con peso: 

1 
T(z) = 

[ ( z - a o )
r - s o ]•[ 1 + PQ(z).C(z)] 

verifica las condiciones (2.3) para la función: 

1 
W(z) 

(z-a ) -s 
o o 

y además: 

T(z) 0 (— , ̂  ] U [ -L,« ) 
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para todo z G H . 

Sea : 

G = <f \ { ( — , — ] U [i- , -) } 
a p 

Tomamos como transformación G correspondiente a esta fami­

lia la composición 9 = 9 o 9„o e , siendo 9 , e , 9„ las 

transformaciones siguientes: 

8 : G • <f\ (-«., 0] 

z > 01(z) = \^±¡L (3.D 

92 : <p\(-», 0] • H 

e2(z) = /z (3.2) 

9 : H * D 

- e.(z) = \—-? (3.3) 
3 1 + z 

Por tanto 6 : G • D está definida como; 

9(z) 
1 - i\^X 

1 + az 
( 1 ~ BZ-.2 
Vl + az' 

Veamos ahora en que se traduce la condición (2.2) 

utilizando esta función e: 
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e( _ ) 
[ ( Z i - a o )

r - ( s o - a ) ]
i - [(z.-a o)

r- (s Q + e)]^]
2 

( z . - a ) - s a + 
X o o 

para todo i=l,...,m , siendo z ,...,z los ceros de P (z) 

en H . 

luego: 

d G ( ° > V~ } ' dD(° ' °-x} 
(z.-a ) -s 

i o o 

para todo i=l,...,m , si y solamente si: 

|[(z.-a o)
r-(s o- a)]^ - [(z.-a o)

r-(s o +e)]
é| 2 

max { : 1 _< ij< m } < 
a + B 

< a 
max 

donde a es el valor definido en 1.2.3. para los datos 
max 

de interpolación siguientes: 

Si p,,...,p son los polos de P(z) en H , sea a un 
*i n 

número real tal que: 

a ̂  p. , para todo j = l, . . . , n 
•J 

a ^ z . , para todo i=l,...,m 

y sea Y de H en D definida por: 
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Y : H * D 

a - z 
a + z 

(3-4) 

Entonces tenemos que: 

a = a ( ¥ ( T. ) , b . ) , k=l ..... í. , i=l . . . . ,m max max k i 

donde 

{ T. :k=l 5...,U = íz. : l < i < m , f ( z . ) G D } U 
k i — — i 

U { p. : 1 < J < n , y(p ) G D } (3-5) 

k,2 
t [[(z.-a o)

r- (sQ- a)]^ - [ ( z . - a o )
r - (s o + B)]

2] 
b . = — . 

a + B 

para i=l,...,m , siendo: 

1 
u = max í | 0 ( ) | : 1 <_ i _< m } 

( z . - a ) - s 
i o o 

Una vez comprobado ésto, y según el diagrama de la 

figura 9j aplicaremos la teoría de interpolación de Nevan-

linna-Pick para encontrar una función T de D en D tal 

que : 
„ a - p . 

Tn'( ^- ) = 0 , j = l, ...,n (3-6) 
a + p . 

3 

a - z . 1 
T"x"( - ) = e( ) , i = i,...,m (3-7) 

a + z . ( z . - a ) - s 
i i o o 
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3 . 2 . FAMILIA TIPO 2 

Sea { P (z) : s G K} la familia de funciones que 

puede expresarse como: 

P(z) 
P (z) = 

(z-a - si) • (z - a + si) 
o o 

donde i es la unidad imaginaria, s G [ s - a , s + 61 , a , g > 0 , 
L o o 

y s - a >_ 0 , en las condiciones pedidas en 2.1. 

Según el lema 2.2.3» el compensador propio C(z) es­

tabiliza asintoticamente el sistema regido por esta familia 

de funciones si y solamente si la función de sensitividad 

con peso: 

1 
T(z) = 

[(z - a Q )
2

+ s2
Q ].[ 1 +Po(z).C(z)] 

verifica las condiciones (2.3) para la función; 

1 
W(z) = 

( \2 2 

(z-a ) - s 
o o 

y además: 

T< z> * (-"» B.(¡s + B )
1 U [ a . ( 2 s -a) - + m ) P^ra todo z G ñ 

o o 
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Llamamos G al dominio simplemente conexo: 

G = <P \ { (-<*> , , _ 1 r] U [ — - , +co ) } 
B(2s 0 +B)

J L a(2s0-a) 

y tomamos como transformación e correspondiente a esta fa­

milia la composición e = @.oe?«S1 siendo e definida como: 

61 : G • <f\ ( — , 0] 

1 - a • (2s -a ) • z 
z • Sjíz)» - (3-8) 

i + e • (2s +g)•z 

y e de (f\(-« ,0] a H , y e de H a D definidas según (3.2) 

y (3-3) respectivamente. Por tanto, 0 : G >• D está 

definida como: 
1 - a • ( 2 s - a ) • z 

i r ° 1 L 
1 + 8 • ( 2 s + g ) - z 

1 - a • ( 2 s - o ) • z 
l + [ 

1 
J 

} 

e(z) = 

i + [ 
1 + B.(2s + B) • z 

o 

Veamos ahora en que se traduce la condición (2.2) 

utilizando esta función 0 . Puesto que: 

0(
 l ) = [ [ ( Z i - a o )

2
+ ( s o - a )

2 ] ^ - [ ( z . - a o )
2
+ ( s o + 8 )

2 

(z.-a ) + s (s +8) -(s -ct) 
1 o o o o 

para todo i=l,...,m , siendo z,,...,z los ceros de P (z) 
K 1 m o 

en H , tendremos que: 

d G ( ° > 3—2 } < V ° > «max* 
(z.-a ) + s 

X o o 
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para todo i=l,...,m si y solamente si: 

| [ ( z . - a o )
2
+ (s Q + B )

2 ] * - [ ( z . - a o )
2
+ ( s o - a )

2 ] M 2 

max { x 7y : 1 <_ i 
( s + e ) - ( s - ot) o o 

< ct 

max 

donde a es el valor definido en 1.2.3« para los siguien-
max 

tes datos de interpolación: 

Si p ,...,p son los polos de P(z) en H , sea a un 

número real tal que: 

a ^ p . , para todo j = l, , . . ,n 

a ^ z . , para todo i=l,...,m 

y sea ¥ de H en D definida según (3-4) • 

Entonces tenemos que: 

a = a ( *( T, ) , b . ) , k=l , . . . , % , i=l , . . . , m 
max max k i 

donde { x, : k=l,...,& } es el conjunto definido en (3-5) > 
IV. 

y: 

J_ [ [ ( z i - a
Q )

2 + ^ p - " ) 2 ] 1 - [(z.-a o)
2
+ (S Q + e)

2] 4] 2 

i u ) / - . 2 / i2 
( S Q + 0 ) - ( S Q - a ) 

para todo i=l,•..,m , siendo: 

1 

oo = max { |e( 2 9^' : 1 — """ — m * 
( z . - a ) + s 

i o o 
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Una vez comprobada esta condición, y según el dia­

grama de la figura 9, aplicaremos la teoría de interpola­

ción de Nevanlinna-Pick para encontrar una función T'* de D 

en D tal que verifique la condición (3-6) y además: 

a - z . 1 

T*( - ) = e( ^ 2 } ' i = 1 > - - » m (3-9) 
a + z. ( z . - a ) + s 

x l o o 
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3 , 3 . FAMILIA TIPO 3 

Sea { P (z) : w G D, (w ) } la familia de funciones 
oí t o 

que pueden expresarse como: 

P(z) 
P (z) = — 

l l l z - a - U | l / r. (eos a r g M + 2 k i r
 + i-sen

 a r g " + 2 k f f) ] 
i i L o r r J 

k = 0 

en las condiciones pedidas por 2.1. 

Según el lema 2.2.4- el compensador propio C(z) es­

tabiliza asintoticamente el sistema regido por esta familia 

de funciones si y solamente si la función de sensitividad 

con peso: 

1 
T(z) = 

[ ( z - a o )
r - % ] - [ l +Po(z)-C(z)j 

a e r i f i c a l a s c o n d i c i o n e s ( 2 . 3 ) p a r a l a f u n c i ó n : 

1 
W(z) = 

( z - a ) - w 
o o 

y además T(z) GD , (0) para todo z G H . 

Consideramos como transformación 9 correspondiente 

a esta familia la definida por: 
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e : D l / t(0) • D 

-* t • z 

Veamos ahora en qué se traduce la condición (2.2) 

utilizando esta función 6: 

1 t 

e( _ ) = 
(z.-a ) - co (z.-a ) -ai 

1 o O X o o 

para todo i=l,...,m , siendo z_ ,...,z los ceros de P (z) t- 1 7 m o 

en H. luego: 

d G ( 0 > ; ~r } < d D Í ° ' ° m a x ) 

(, z . -a ) -tú i o o 

para todo i = l , . . . , m , s i y solamente s i : 

t 
max { : l < i < m } <a 

i t \ r i — — max 
( z . - a ) -t¡¡ i o o 

donde a es el valor definido en 1.2.3? para los datos 
max 

de interpolación siguientes: 

Si p ,...,p son los polos de P(z) en H, sea a un 

número real como el elegido en los casos anteriores, y sea 

y de H en D definida según (3»4) • Tenemos entonces que a 
max 

depende de los datos { V(T , ) , b . : k= 1 , . . . ,% , i = l , . . . , m } 

donde { x : k=l,...,í. } es el conjunto definido en (3-5), y 

b. i n , -.r 
(.z.-a ) - tú 

X o o 
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para todo i=l,...,m , siendo: 

1 
n = max { |e( )| : 1 < i £ m } 

( z . -a ) - Ü) 
i o o 

Una vez comprobada esta condición, y razonando de 

forma análoga a los casos anteriores, aplicaremos la teoría 

de interpolación de Nevanlinna-Pick para encontrar una fun­

ción T" de D en D tal que verifique (3-6) y : 

a - z . 1 
T*( -) = G( ) , i=l,...,m (3-10) 

a + z . ( z . - a ) - u 
i l o o 
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3 . 4 , FAMILIA TIPO 4 

S e a { P ( z ) : p 6 K , T G K 1 } l a f a m i l i a de f u n c i o -
P , V 

nes que pueden expresarse como: 

P(z) 
P (z) = — 
P ' * rr K- í y + 2kir . 4' + 2k1T , , 

z - a - /p.lcos + i • sen ) ] 
, A ° r r J 
k = 0 

siendo p G [ p Q- a , P Q + B ] , * G [ ¥ Q - Y , <ro+ 6 ] , p Q- a > 0 , 

2TT 6+Y < — , o,B)Y>6 > 0 , en las condiciones pedidas por 2.1 

Esta es la única familia de funciones, que trata­

mos, que depende continuamente de dos parámetros en vez de 

uno, y es por ésto que resulta uno de los casos más intere­

santes en la práctica. 

Según el Lema 2.2.5- el compensador propio C(z) es­

tabiliza asintóticamente el sistema regido por esta familia 

de funciones si y solamente si la función de sensitividad 

con peso: 

1 
T(z) 

[(z-a o)
r-z o].[ 1 +P o(z).C(z)] 

donde z = p .(eos Y + i.sen y ) , verifica las condiciones o o o o 
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(2.3) para la función: 

W(z) = 
(z - a ) - z 

o o 

y además T(z) 0 A para todo z G H , siendo A el dominio: 

A = {z : p Q- a < |-1 + Z Q| < p o + B , * o- Y < arg(i- + Z Q ) < <FQ+6 } 

Llamamos G al dominio simplemente conexo G = <f \ A . 

Vamos a construir una equivalencia conforme e entre G y D . 

Para ello, en primer lugar veremos detalladamente las ecua­

ciones de la frontera de G, y luego, siguiendo los mismos 

pasos que en los casos anteriores, definiremos distintas 

transformaciones cuya composición nos dará la transforma­

ción deseada e • 

Sea : 

A'={z : p -a £ | z + z \ < p +6 , ¥ -y < arg(z + z ) <V +6 } 

el dominio representado en la figura 10. Tenemos que A es 

la imagen del dominio A1 por la transformación — ; y pues­

to que esta transformación nos convierte las rectas que pa­

san por un punto u ^ 0 en circunferencias que pasan por el 

origen y por el punto — , tendremos que las curvas ¡t, y 
u 1 
o 

ÍL definidas por las ecuaciones: 

í, : f - y = arg( — + z ) 
1 o ' z o 

«,„ : ¥ + 6 = arg( — + z ) 2 o z o 
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que delimitan una parte de la frontera de A son dos circun­

ferencias que pasan por el origen y por el punto — . 

Figura 10 

Por otra parte, las circunferencias: 

p - a = z + z 
o o 

po + z + z 

se transforman a través de — en dos circunferencias C. y 
z 1 J 

C de ecuaciones 
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z 2 R2 

| Z + | - 1-1 ,z 

p - RT p - RT 
O Í O Í 

siendo R = p - a , R„ = p + B . 

Por tanto, y puesto que C y C„ cortan a í, y &„ 

ortogonalmente, tendremos que el dominio G será la unión 

de las cuatro circunferencias C , C , í, y % junto con 

sus interiores, según representa la figura 11, siendo: 

z, = 
z p - a 
o o 1 1 

a • ( 2 p - a ) a• ( 2 p - a ) 

z p + 6 
o o 

Z2 ~ ~ T ' r2 ~ ~~ 
6•(2pQ+ B ) B-(2pQ+ B) 

Consideramos entonces las siguientes transforma­

ciones : 

0X : G • (pXA1 

z 

92 : $\A' • B1 

log(z+ZQ) 

cortando por la recta: 

arg(z+z ) = y - y te o o 
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F i g u r a 11 



-76-

donde B' es la franja, con una cavidad rectangular, repre­

sentada en la figura 12. 

2TT 

s + y 

log(pQ-a) log(po+0) 

Figura 12 

Utilizaremos ahora las transformaciones de Chris-

toffel-Schwarz; para ello, en primer lugar, aplicaremos 

una traslación y un giro. Sea: 

B1 B 

( z - w ) • e 
o 

donde co =log[(p - a ) • ( p + B ) ] 2 + i • ( 6 + Y ) 
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Por tanto B es el recinto representado en la figura 13 

i e p o + 6 ^ 

2TT-(¿ + T ) 

Figura 13 

Definimos a continuación la integral elíptica nor­

mal de tercera especia como: 

i(z, v,k) = 

,e 

dt 

(1 + v-t2)-[(l - t2).(l - k 2 t 2 ) ] 2 

(3-11) 

dy 

2 2 2 
(1+vsen y).(l-k sen ¥ ) 2 

r - n(e,v,k) 
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que también puede expresarse, haciendo el cambio de varia­

ble z = sn u , como: 

i (sn u ,v,k) = 

u 

1 + v sn 

donde sn u es la función inversa de la integral elíptica 

normal de primera especie: 

u(z,k) = 
dt 

[(1 - t2)-(l -k 2t 2)p 

y haciendo el cambio z = sen y y la sustitución t = sen $ , 

la podemos poner como: 

r* 

u(seri! ,k) = F(f,k) = 
d$ 

( 1 - k sen $ ) 2 

La figura 14 representa axiomáticamente la función sn . 

Llamaremos integral completa de tercera especie a 

la magnitud: 

Iljívjk) = to(l,\),k) = n(-~-,v,k) 

Tenemos que, como se puede ver en [30,pg.292], la imagen 

del primer cuadrante del z-plano en la transformación de 

la integral elíptica normal de tercera especie (3-11) para 

2 
0 < k < l y -1 < v < -k , es la representada en la figura 
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plano 

u-plano 

Figura 15 
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15; además, la prolongación de la transformación del pri­

mer cuadrante del z-plano según el principio de simetría, 

lleva en el oi-plano a una franja con una cavidad rectangu­

lar tal como se indica en la figura. 

Llamamos por tanto e, a la transformación inversa 
4 

de la integral elíptica normal de tercera especie w(z,v,k) 

donde v y k son tales que verifican: 

I I i 

H " = 2 ir = -7¡r- • [ 2~ 1 
I v + 1 I • I v + k I 

P O + S \ k 

a = log ( ) = ~2 • HjívSk 1) 
p - a k + v 

o 

donde : 

• k 
, 2 
k + v 

2 -k ' = ( l - k ) 2 (módulo c o m p l e m e n t a r i o ) 

y : 

H = 2TT - ( 6 + y ) = I l j í v j k ) 

La transformación e lleva nuestro dominio B de la figura 

13 en el semiplano derecho con una franja a lo largo de la 

semirrecta x >̂  1 , es decir en el dominio C de la figura 16. 

La transformación 0_ será un giro de 903 : 

T1 

9,(z) = e 
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para aplicar la transformación inversa a; 

z = -L. (W2 _ w 2 ) 

que llamaremos e¿ (véase [20,pg.150])> y que nos lleva 

nuestro dominio C al semiplano superior V = { zG(p : Im z> 0 } 

Por último: 

e 7:V 

Figura 16 

1 - z e 

TT . 

-21 

1 + z e 

La transformación buscada 9 de G en D será la composición 

de estas siete transformaciones y la condición (2.2) para 
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esta familia se traduce en lo siguiente: 

Si z.,,,.,z son los ceros de P (z) en H , tendré-
1 m o 

mos que 

d (0 , ) < dn(0 , a ) G i -. r D max \ z . - a ) - z i o o 

si y solamente si: 

max { e ( ; — ) : 1 < i < m } < a ¡ xr — — max 
(. z . - a ) - z i o o 

donde a está definido en 1.2.3* para los siguientes da max te 

tos de interpolación: 

a = a ( V ( x, ) ,b . ) , k=l , . . . ,% , i = l,...,m 
max max k i ' 

donde { x : k=l,...,í, } está definido en (3-5) y 
IV 

b = — e ( ) , i = l,...,m 
i ai / -, r 

( z . - a j - z 
i o o 

siendo: 

ID = max { | e ( ) | : 1 _< i <_ m } 
( z . - a ) - z 

i o o 

Una vez comprobado ésto, aplicamos la teoría de 

interpolación de Nevanlinna-Pick para encontrar una fun­

ción T""" de D en D tal que verifique (3»6) y: 
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a - z . 1 
T( ) = 6( - ) , i=l,...,m (3-12) 

a + z . ( z . - a ) - z 
i i o o 

siendo a definido como para la familia anterior. 
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3 . 5 . FAMILIA TIPO 5 

Sea { P (z) : a„ GK } la familia de funciones 
al í 

que puede expresarse como: 

P(z) 
P„ (z) 

1 ( z - a ) - . . . ' ( z - a ) 

d o n d e a G [ a - a , a + g ] , c o n a , B > 0 y ( a , . . . , a ) G Y 

en las condiciones pedidas por 2.1. Según el Lema 2.2.6. 

el compensador propio C(z) estabiliza azintóticamente el 

sistema regido por esta familia de funciones si y solamen­

te si la función de sensitividad con peso: 

1 
T(z) = — 

o ( z - a p . . . . . ( z - a p . [ l + PQ(z).C(z)] 

siendo ( a , . . . , a ) G Y , verifica las condiciones (2.3) pa­

ra la función: 

W(z) 
( z - a ) « . . . ' ( z - a ) 

y además: 

T(z) 0 A , para todo z G H 
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donde el dominio A está definido como sigue: 

A = (-» , ] U 
a • (, a1-a„-a j • . . . • (, a -a -a; 

U [ , + » 
B.(a°-a°+6)-....(a°-a°+3) 

si r es impar, y: 

A = (-- , ] U 
B.(a°-a°-B)-....(a°-a°-B) 

U [ 
/ O O -. . O O N 

a • (. a -a +a ; • . . . • (a -a +a; 

si r es par. 

Estudiaremos por separado los dos casos: 

CASO a) Sea r impar. 

Llamaremos: 

n = a • (. a -a„-a J • . . . • (, a -a -a) 

E, = B • (a°-a°+B ) - . . • • (a°-a°+B ) 
1 ¿ I r 

y tomaremos como transformación 0 correspondiente a 

familia la composición 9 = 0 o 0 o 0 , donde 0 e 

finida como sigue: 
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Gj : G • (f \( — , 0] 

1 - cz 

1 + nz 
(3-13) 

y las transformaciones e de <f \ (-» , 0 ] a H y Q de H a D 

como las definidas en (3.2) y (3-3) respectivamente. 

Por tanto, e : G >• D está definida como: 

o o -i / o o \ i 
• Z 2 

e ( z ) 

1 - 6 • ( a - a +e ) • . . . • ( a - a + e ) 
l _ [ 1 é 1 E ] 

l + a * ( a 1 - a _ - a ) ' . . . - ( a 1 - a - a ) • z 1 ¿ I r 
. / O O s / O O x 

1 - B • ( a - a + B ) • . . . • ( a - a + B ) - z 
i + [ i — £ 1—E j 

l + a ' ( . a . - a 2 - a ; , . . . ' ( . a . - a - a ) • z 

Utilizando esta función Q , vemos en qué se tradu­

ce la condición (2.2) para esta familia: 

Si z„ , . . . ,z son los ceros de P (z) en H : 
1 m o 

1 

0 ( ; — ^ — ; — ^ ) = 

(z.-a<)....-(,z.-a ) x 1 i r 

[[(Zi-a°).....(z.-a°) + n ] é - [( z.- aj) .....( z.- a° ) - K] > ] 2 

n + í 

para todo i=l,...,m . Luego tenemos que; 

d„(0 , ) < dn(0 , a ) 
G , o, , Os D max 

(zi- a x)•....( Z i- ar) 

para todo i = l , . . . , m , si y solamente si: 
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| [ ( z . - a ° ) • . . . • ( z . - a ° ) + n ] 2 - [ ( z . - a ° ) • . . . • ( z - a ° ) - K ] 2 I 
{ J- -l. J- X -L í. J^ x 

n + C 

l < i < m } < a ( 3 . 1 4 ) 
— — max 

donde a es el valor definido en 1.2.3- para los datos de 
max 

interpolación siguientes: 

Si p ,...,p son los polos de P(z) en H, tomamos un 

número real a tal que: 

a ^ p . , para todo j = í, . . .,n 

a ^ z. , para todo i=l,...,m 

y definimos una función ¥ de H en D como en (3*4) • Tenemos 

entonces que: 

a = a ( Y ( T, ) , b . ) , k= 1 , . . . , SL , i=l,...,m 
max max k 1 

donde { T : k=í,...,l } está definido según (3-5) y: 
IV 

x [[(z.-a°).....(z.-a°) + n ] 2 - [(z.-aj)-...•(z.-a° ) - ?]2] 
b . = — • 

1 ü) 

1,2 

n + C 

p a r a t o d o i = l , . . . , m , s i e n d o : 

to = max { I 9 ( ) I : 1 < i < m } 
( z . - a , ) • . . . • ( z . - a ) 

1 1 i r 
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Una vez comprobado ésto, y razonando de modo aná­

logo a los casos anteriores, aplicaremos la teoría de in­

terpolación de Nevanlinna-Pick para encontrar una función 

T" de D en D tal que verifique la condición (3-6) y además: 

a - z . 1 
T*( - ) = e( — ) , i=l,...,m (3-15) 

a + z . (z.-a.)-...'(z.-a ) 
i i 1 x r 

CASO b ) S e a r p a r . 

L l a m a r e m o s 

( a 2 - a 1 - 0 ) • . . . • ( a ^ - a - g ) 

, O O s , 0 0 . . 
a - ( a „ - a + a ) • . . . • l a - a + a j 

y tomamos entonces la transformación e correspondiente a 

esta familia, como la composición e = Q~o e9 o 01 , donde e1 

de G en <p \(-« , 0] está definida como en (3-13) para estos 

valores de E; y n , y 6 y e,, de <f \ (-00 ,0] en H y de H en 

D, respectivamente, como las definidas en (3«2) y (3'3)-

Por tanto, la función e : G • D está defi­

nida como: 

l-a*(.a9-a+o;*...»(.a -a +a ,) • z 2 

1 _ [ i i E — l ] 
1 + S-(a2-a-B)'...'(ar-a-B)'Z 

e(z) = O O s / o o 1 -a-(,a„-a+a; -...-(.a - a + a ) z 
1 

^ 1 J L : ^ — 1 I í _ i 

l + B - ( a - a - B ) - . . . - ( a r ~ a - B ) - z 
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y utilizando esta función, la condición (2.2) se traduce en 

la dada en (3» 14) para los valores de £¡ y n definidos ante­

riormente. El razonamiento seguido a continuación es análo­

go al caso estudiado para r impar, llegando asi a que la 

función T,r buscada debe de verificar las condiciones de in­

terpolación (3«6) y ( 3 • 15 ) . 



CAPITULO 4 

APLICACIONES Y COMENTARIOS 
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4, APLICACIONES Y COMENTARIOS 

En este último capítulo vamos a dar una implementa-

ción a nuestro método, dando la construcción, en distintos 

casos prácticos, del compensador que da estabilidad robusta 

a un sistema determinado. 

Para ello, en el primer apartado haremos un estudio 

de la Teoría de Interpolación de Nevanlinna-Pick, descri­

biendo el algoritmo que hemos utilizado para implementarla 

en el paquete PC-MATLAB. 

En el segundo apartado, describiremos diferentes 

sistemas a los que podemos aplicar nuestros métodos, entre 
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ellos, el determinado en un caso práctico de aeromodelismo 

espacial, en el que se dan algunas de las condiciones expues­

tas en este trabajo. Utilizando todo el desarrollo expuesto, 

llegaremos a construir un compensador que estabiliza robus­

tamente el sistema descrito. 

En el último apartado de este capitulo estudiaremos 

las consecuencias obtenidas a raiz del caso práctico, así 

como la aportación de este trabajo al estudio de la estabi­

lidad de sistemas. Describiremos también las posibles líneas 

futuras de investigación, que nos proponemos seguir. 
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¿1.1. TEORÍA DE INTERPOLACIÓN 

En esta sección describiremos un método, de la teo­

ría clásica de interpolación, relevante para nuestro traba­

jo. 

El problema lo podemos enunciar como sigue: 

4.1 .1 . PROBLEMA DE INTERPOLACIÓN 

Dado A z . G D , w . G $ , pasta todo i = 1 , . . . , n donde. 

Au.pon.emoA que todoA IOA Z . Aon di.AtAn.toA <mtn.e AL, y. dado a >_ 0 

sieat; Enc.ontn.aA., AÍ. ex.tAte, una jíunctón anatLttca: 

f : D • D 
a 

tai. que: 

f ( z . ) = a • ni. pajia todo i = 1 , . . . , n 
O l í 

Un método para la construcción de una tal función 

es el siguiente (véase [19] y [2]): 

http://Au.pon.emoA
http://di.AtAn.toA
http://Enc.ontn.aA
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Sea la matriz cuadrada: 

1 2 

N = [ i—-¿ ] (4-1) 
l-z.'Z. i , j = 1 , . . . , n 

i J 

N es la matriz de Nevanlinna-Pick para nuestros datos de 

interpolación; y por tanto, podemos asegurar que la función 

f buscada existe si y solamente si la matriz N es semide-
a 

finida positiva. 

Sea la función: 

n z . - z z . 
B(z) = | | -i í-

i=1 1 - z . • z z . 
1 1 

y sea : 

y = (YÍ,•••,yn) 

donde 

B(0) 
y . = para i=l,..,n 

z\ 
i 

Sea ahora: 

el único vector que verifica la ecuación: 

N-x=y (4-2) 

Definimos las funciones: 

n B(z) 
P(z) = B(0) .B(z) - l x. 

i=l (z - z.) X 



-96-

n a • w . 
Q(z) =-z.(_J 3-i— -x± ) 

i=l 1 - z.•z 
1 

Q(z) =B(z).Q(l/z) ; P(z) =B(z)•P(1/z) 

entendiendo por Q(z) el polinomio que tiene por coeficien­

tes los conjugados de Q(z), y análogamente para P(z). 

En estas condiciones, todas las funciones f inter-
a 

poladoras son de la forma: 

P(z).g(z) + Q(z) 
f (z) = (4-3) 

P(z) +Q(z).g(z) 

siendo g : D • D , una función analítica arbitraria. 

En particular, para gE 0 podemos expresar f , como: 
a 

n 
J (z-Z^-.-.'Cz-Z. ,)•(!). • X . • ( z-z . 1 ) • . , . • ( z-z ) . L 1 í-l i i í+l n 

f ( z ) = a í-li 
a n n 

1 (z-z) (z-z. )•x. (z-z. )•..••(z-z ) - B(0)• | I (z-z. 
i= 1 A i=1 

(4-4) 

4 ,1 .2 . ALGORITMO 

Los pasos principales para la construcción de este 

algoritmo son los siguientes: 

1) Construcción de la matriz de Nevanlinna-Pick (4-1) 

2) Resolución del sistema (4-2). 
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3) Construcción de la función f (4-4) • 
a 

Detallaremos a continuación el algoritmo: 

Input : n , A=[z , . . . , z ] , B=[w , . . . , u ] , o 

1 2 

1 • - x = a 

for i=l : n 

for j = 1 : n 

P(i,j) = x-x- B(i) -i:- conj(B(j)) 

Q(i,j) = A(i) -x- conj(A(j)) 

N(i,j) = (1 -P(i,j))/(1 -Q(i,j)) 

end 

y(i) = abs(prod(A))/conj(A(i)) 

end 
2 . - Cali sistema N•x = y 

3.- if i > 1 

f o r j = 1 : n 

for i=1:n-1 

if i < J 

R(j,i) = A(i) 

else 

R(j,i) = A(i+1) 

end 

end 

S(j, : ) = poly(R(j, : )) 

end 
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for i=1:n 

M(i,i)=B(i)*x(i)*S(i,i)*a 

N(i,i) = x(i) * S(i,i) 

end 

Q = sum(M) 

P = [0,sum(N)] - abs(prod(A)) * poly(A) 

F = [0,Q;P] 

else 

F = [0,a*B(l )*x(l) ; - abs(prod(A) ),x(l ) +A( 1 )*abs ( prod( A ) )] 

end 

Este algoritmo lo hemos implementado utilizando el 

paquete PC-MATLAB y puede ser utilizado para construir una 

función racional que interpola determinados puntos del in­

terior del disco; en [19] se describe cómo mediante una li­

gera variación del método puede construirse una función ra­

cional que interpole también puntos de la frontera del dis­

co . 
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4 . 2 . APLICACIONES 

En este apartado, describiremos diferentes sistemas 

gobernados por familias de funciones pertenecientes a algu­

no de los casos definidos en 2.1. 

Construiremos, siguiendo el proceso descrito en los 

capítulos anteriores, el compensador adecuado a cada tipo 

de familia. 

En primer lugar vamos a dar dos ejemplos de familias 

de funciones propias, pertenecientes a los tipos primero y 

quinto de los expuestos en 2.1. 

EJEMPLO 1 

Dada la familia del tipo 1 

{ P (z) : s 6 [ 1-co , 1+ÍÜ] } 

donde: 

P (z) = 
(z - 5)-(z - 6).(z - 7) 

(z - 2 ) 3 - s 

u = 10 
-2 
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El modelo nominal es: 

Po(z) = 
(z-5)-(z-6)-(z-7) 

(z-2)3- 1 

G = (p \ {(-• , -100] U [100 , + «) } 

W(z) 
(z-2) J- 1 

Comprobamos en primer lugar que se verifica la condición 

que nos da el corolario 2.3-4? es decir que: 

max { d r(0,W(z.)) : 1=1,2,3 } < d n ( 0 , a ) 
(J i u max 

siendo z,=5 , z
2
= ^ > zi=7 

max { d G(0,^),d G(0,^),d Q(0, r^) } = 1.9230-10 
-4 

dn(0 , o, ) = 0.0422 
D max 

Siguiendo el razonamiento descrito en 3•1¡ buscamos una 

función racional real de D en D que verifique las condicio­

nes (3-6) y (3*7)• Puesto que los datos a interpolar -2/3 , 

~5/7 y -3/4 están en el interior del disco unidad, utiliza­

mos el algoritmo descrito en 4-1-2, con lo que obtenemos 

que : 

T*(z) 
a„z + a«z + a 

_ 
b z + b z +b„z + b 
4 3 z i 
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donde 

a =-0.0029 a 2= -0.0044 a =-0.0017 

b 4=-0.3571 b =-1.5119 b 2=-2.1310 bj = -1 

Aplicamos ahora las transformaciones 0 , 0„ , 0 - y ¥ 

definidas en 3-1, para la obtención de la función T; y pues­

to que: 

-1 -1 -1 m„ 
T = 0 o0 o0 oT'cf 

tenemos que: 

6 

£ gi+l z± 

T(z) , - ^ 

l h. , z 1 

i = 0 

con : 

g? =0.1904 h ? = 0.1133 

g6 = 1.3328 h 6 = 4.0782 

g = -11.0336 h = 6O.9618 

g 4 = -62.5408 h 4 = 484.1859 

g3 = 386.8432 h 3 = 2155.0578 

g2 = 2237.208 h 2 = 5045.6236 

g = 1800 h = 5000 

W(z) 

De la fórmula T(z) = obtenemos que el 
1 + P (z)-C(z) 



-102-

compensador adecuado es: 

C(z) 

y a . 1 z 
i + i 

i = 0 

? " i Y m z 
** i+l 

i = 0 

con: 

i 1 0= -0.1904 

i = -0.1904 

s,8 = 16.7456 

%1 = - 1 7 . 8 2 7 5 

a6 = -613.6114 

a = 796.0002 

a = 6902.4483 

a = -10409.849 

%2 = 3580.4956 

L = 21200 

m 1 0= 0.1904 

m 9 = -2.0944 

mg = -14.6512 

m. 

m. 

m, 

m 

m, 

mr 

m_ = 

238.6896 

52.0944 

-9100.7792 

16056.046 

125744.18 

-277213.68 

-378000 

EJEMPLO 2 

Dada la familia del tipo S'-

{ P (z) : sx G [2-u , 2 + u] , ( s ^ s ^ s ^ G Y } 

donde 
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s1 + s 2 + s = 9 

s s + s s + s s = 2 6 

(z + 2)•(z + 4 ) • (z + 6) •(z-6) 
Ps (z) = 

1 (z-s1)•(z-s2)•(z-s )-(z-7) 

= 10 

El modelo nominal es 

P (z) 
(z+2)•(z+4)•(z+6)•(z-6) 

(z-2)-(z-3)-(z-4)-(z-7) 

-10 4 10 4 

G = $ \ {(- -, ] U [ , +-)} 
203-01 197-01 

W(z) 
(z-2)-(z-3)-(z-4) 

n = 203-01 • 10 -4 

C = 197-01 • 10 H 

Comprobamos, en primer lugar, que se verifica la 

condición que nos da el corolario 2.3-4> es decir, que para 

Zl = 6 ' Pl = 7 : 

max { d_(0 , W(z )) , d„(0,0) } < d (0 , a ) 
\J 1 u JJ max 
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lo cual es cierto, puesto que: 

•4 dG(0 , W( Z l)) = 7-5757-10 

dn(0 , a ) = 0.0769 
D max 

Para la construcción de la función T" : D • D 

descrita en 3-5 cumpliendo las condiciones (3-6) y (3-15)? 

y puesto que los datos de interpolación -5/7 y -3/4 están 

en el interior del disco unidad, utilizamos el algoritmo 

desarrollado en \ . \ . 2 , con lo que obtenemos: 

a z + a 
T*(z) l 

b z + b z + b 
1 ¿> o 

donde: 

a = -0.0048 a = -0.0036 

bj = -0.5357 b 2 = -1.4643 b 3 = -1 

Aplicamos ahora las transformaciones e.. , 99, 6 q y y 
1 ¿ 3 

definidas en 3'5 para la obtención de la función T; y pues­

to que : 

T = e^ oe~ oe~ if'of 

tenemos que: 

T(z) = 

I 
i = 0 

4 
I 

i = 0 

g 5 -

h 
5-

- i 

- X 

i 
z 

1 
z 
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con: 

Si 

Sr 

g' 

g 

-3.4272 

-24.0096 

147.4272 

1176.0096 

1008 

h, 

0.006702 

53.0445 

516.2734 

2228.4470 

3599.9058 

Por tanto, aplicando la fórmula de la función de sensiti­

vidad con peso: 

W(z) 
T(z) = 

1 + P (z)-C(z) 
o 

tenemos que el compensador adecuado es: 

con: 

C(z) = i=o
 9~ x 

l m
9 _ i

 z" 
i = 0 v 

3.4272 

-30.8256 

-226.56 

2613.6835 

369.92239 

-53988.277 

m. 

m, 

m 

m, 

m. 

-3.4272 

-44.5728 

99.3312 

3473.1168 

10109.203 

-51809.779 
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i = 126392.74 

n8 = -1920.836 

s,n = -194543.34 

m = -3247Ol.il 

mg = -556418.76 

m 9 = -290304 

EJEMPLO 3 

En este ejemplo presentamos el modelo linealizado 

de una aeronave F4-E, que al añadirle un alerón adicional, 

tal como indica la figura 17 , presenta una pérdida longitu­

dinal de estabilidad. 

alerón 

Figura 17 

La ecuación de estado linealizada de este sistema es; 

= Ax + bu 

Estudiaremos para este modelo dos casos, que corres-

http://-3247Ol.il
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ponden a distintos valores de A y b, obtenidos por interpo­

lación entre cuatro típicas condiciones de vuelo tomadas de 

[l,pg.571]j ambos ejemplos corresponderán a familias del ti­

po 3 • 

Tanto en el caso 1 como en el 2, la familia de fun­

ciones a considerar va a ser estrictamente propia. Es por 

ello que nos aparecerá, a la hora de obtener la función T"'c, 

puntos a interpolar en la frontera de D. 

Para la construcción de tal función T" podemos 

ampliar el algoritmo expuesto en 4-1-1 del siguiente modo 

(véase [19]): 

Supongamos que, en las condiciones dadas en 4-1>1, 

z. G D , para todo i=l,...,q 

Z.G9D , para todo j=q+1,...,n 

Siguiendo el desarrollo expuesto en 4-1-2, construimos una 

función f : D • D tal que: 
a 

f ( z . ) = a • Ü) . , para todo i= 1 , . . . , q 
a i i 

Esta función, por (4-3) > puede ser expresada como: 

P-g + Q 
f = (4-5) 
a P + Q-g 

donde g : D —+ D es una función analítica arbitraria. 

Se trata entonces, de construir una tal función g, que ve­

rifique además: 
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Q ( z ) - P ( z . ) • a • (Ü . 
g(z.) = ^ ^ ¿ 

3 Q(z ) - a . u - P(z ) 
para j=q+l, n 

Una vez obtenida esta función g, e incorporándola a (4-5) > 

obtenemos la función f que es solución a nuestro problema 
a 

(para más detalles ver [19])< 

En los dos casos que exponemos a continuación no 

t f •>£• 

hemos utilizado este método para la construcción de T", da­

do que en ambos casos el número de puntos a interpolar es 

muy bajo; es por tanto bastante sencillo el encontrar una 

función que verifique las condiciones deseadas. 

CASO 1 : 

Sea : 

0.5120 

0.0545 

0 

-29.1257 

0.2473 

0 

1 6 0 . 6 3 6 5 

1 8 . 9 0 8 6 

- 1 4 

170.4264 

o 

14 

El modelo nominal del sistema es: 

0.1704 z + 0.0949 z - 7.7441 
P ( z ) = -= 2 

z J + 1 3 - 2 4 0 7 z - 8 . 9 1 6 2 z + 2 3 . 9 9 5 6 
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Los ceros de P (z) en H son: 
o 

z = 6 . 4682 z = o o 

P(z) tiene un polo en z„ = <*> . Polos con incertidumbre en su 

determinación tenemos: 

Pt = 0.3797 + 1.2529 i 

P2 - 0.3797 - 1.2529 i 

Según las condiciones del caso 3: 

u o = -(1 .2529)2 = -1.5698 

aQ = 0.3797 

t = 0.01 

G = D l / t(0) 

1 
W(z) = 

( \ 2 

\ z-a ) - o) 
o o 

Comprobamos, en primer lugar, que se verifican las condi­

ciones que nos dan el corolario 2.3>45 que en este caso se 

reducen a: 

1 
d„(0 , = ) < d (0, a ) 
G ¡ -.Z D max 

( z . -a ) -a) 
l o o 

lo cual es cierto, puesto que: 

1 _. 
dr(0 , 5 ) = 2.5880-10 4 

(z -a ) -m l o o 
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d_(0 , a ) = 1 
D max 

Construimos una función T" de D en D en las condi 

ciones que nos da el apartado 3-3 y verificando (3-6) y 

( 3 - 1 0 ) : 

2 
a • ( z + 2 z + a 9 ) - a • ( a „ - 1) 

T*(z) = - i 2—^ 1 -2 
( a - l ) - ( z + 2 z + a 2 ) - a^ 

d o n d e : 

a t - 1 . 3 6 2 3 7 4 8 - 1 0 4 

a 2 = 1 . 2 3 3 4 4 1 7 

Aplicamos ahora las transformaciones e y ¥ definidas en 3 

para la obtención de la función T: 

T = e_1»T":!'of 

Luego tenemos que: 

5-4495-10"2 

T(z) = 
5.4495-l0~2z2 + 10.899-10 ~ 2z + 98.82616-10~2 

y por tanto, aplicando la fórmula de la función de sensi­

tividad con peso: 

W(z) 
T(z) = 

1 + P (z)-C(z) 
o 

tenemos que 
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C ( z ) = 
l * 5 _ i Z 

i = 0 3 

I m
5 _ i z 

i = 0 3 

c o n : 

0 . 1 5 0 3 7 3 4 8 

2 . 8 8 5 9 0 8 1 

1 0 . 5 0 7 8 

- 4 . 3 7 0 4 4 1 9 

21 . 4 7 2 6 7 9 

m. 

mr 

0 . 9 2 8 5 9 4 6 • 1 0 

•1 . 3 4 0 0 3 1 8 . 1 0 

m0 = - 4 1 . 6 4 4 1 9 6 - 1 0 

m. = 8 5 . 2 8 9 3 2 4 ' 1 0 " 

m r = - 7 2 . 3 3 2 1 3 6 - 1 0 

CASO 2 

Para los valores de A y b siguientes: 

0 . 7 3 8 2 

1 . 1 0 3 0 

0 

- 1 5 . 8 5 0 7 

- 0 . 6 0 2 2 

0 

- 1 8 . 7 9 6 5 

- I O . 4 4 6 4 

- 1 4 

34.6614 

o 

14 

obtenemos la planta nominal: 

P (z) 
10 3•(0.0347 z 2 + 0.2430 z + 2.4519) 

z 3 + 13.8640 z 2 - 19.8319 z - 250.9901 
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El único cero de P (z) en H es z = «> . P(z) no tiene polos 
o r 

en H. Tenemos un polo con incertidumbre en: 

P j = 4-3027 

Según las condiciones del caso 3' 

a = 0 
o 

coQ = 4.3027 

t = 0.01 

G = D l / t(0) 

W(z) = 
z - 4.3027 

La condición que nos da el corolario 2.3-4 se verifica tri 

vialmente. 

Construimos la función T" de D en D en las condi­

ciones que nos da el apartado 3»3 , verificando (3«6) y (3-

a(z + 1 ) 
T*(z) = 

(b-l)z + b(b-l) - a2 

donde 

b = 15.177447 

Por tanto, puesto que T = 8 oT"o¥ para las transformacio­

nes e y V definidas en 3-3, tenemos que: 
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T(z) 
200 

200 z + 228.3549 

y por tanto, aplicando la fórmula de la función de sensiti­

vidad con peso: 

W(z) 
T(z) 

1 + P (z) -C(z) 
o 

tenemos que: 

con: 

i *, / ^ 
C(z) = i = 0 

4-i 

y m . . z" 
i = 0 4 

a = 1088.849 m = 0.0694-10 -1 

&2 = 15096.439 m 2 = 0.1873926-10' 

í = -21594.855 m = 2.8126878.10' 

a4 = 273301.84 m = -21.09958-10" 
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¿1.3. COMENTARIOS Y PERSPECTIVAS FUTURAS 

Este trabajo, como ya hemos visto, consiste en re­

solver el problema de la estabilización de sistemas en los 

casos en que existe incertidumbre en los polos de la fun­

ción de transferencia, cumpliendo éstos unas condiciones 

determinadas, como son: que sean r polos reales situados 

sobre una curva algebraica, dos polos complejos conjugados 

o tales que sean las raices r-ésimas de un cierto número 

complejo. 

El desarrollo de este trabajo nos lleva en primer 

lugar a establecer una condición necesaria y suficiente pa­

ra la existencia de un compensador que estabilice el siste­

ma. Con vistas a ésto enunciamos y demostramos los lemas 

del apartado 2.2, que nos llevan a considerar el problema 

como un nuevo problema de Análisis Complejo, que enuncia­

mos como Problema General. 

Este problema lo resolvemos en el apartado 2.3 ha­

ciendo uso de la teorxa de interpolación de Nevanlinna-Pick 

y de la métrica hiperbólica o de Poincaré, en el teorema 

que hemos llamado Teorema General. 

La condición necesaria y suficiente que nos da el 

Teorema General, viene dada en términos de un valor fijo 
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a que depende de los polos y ceros de la planta. Con vis-
max r r J t-

tas a estimar este valor, en el apartado 2.4? damos una cota 

superior que en la práctica resulta muy adecuada. 

Una vez comprobada la condición necesaria y suficien­

te para la existencia del controlador adecuado, se trata de 

obtener explícitamente la expresión de éste; para ello, si­

guiendo los pasos dados en la demostración del Teorema Ge­

neral, debemos construir una serie de transformaciones con­

formes que llevan el disco unidad sobre un cierto dominio 

simplemente conexo G, obtenido en los lemas previos, para 

cada familia de funciones. Mediante ellas, y utilizando la 

función de sensitividad con peso, podemos construir el com­

pensador adecuado a cada sistema. 

Queda con ésto resuelto el problema de incertidum-

bre en los polos expuesto en el apartado 2.1. La importan­

cia de estas familias radica en que además de existir una 

gran cantidad de situaciones prácticas en las que se pre­

sentan, muchos otros casos, que no se ajustan exactamente 

a ellos, pueden ser adaptados (ampliando la zona de incer-

tidumbre, si es necesario) y tratados con los métodos desa­

rrollados en este trabajo. 

Sería importante saber, y es por ésto que lo tene­

mos como una de nuestras perspectivas futuras de investiga­

ción, cómo influye el ampliar la zona de incertidumbre sobre 

el compensador construido; Sin embargo, a la vista de los 
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ejemplos expuestos en este capítulo, suponemos que éste no 

variaría el grado, sino únicamente los coeficientes. 

Por otra parte, está aún sin estudiar el caso en 

que existe incertidumbre en los ceros de la función de trans­

ferencia del sistema; pensamos que sería interesante desa­

rrollar una teoría paralela a ésta para construir el compen­

sador adecuado a estos sistemas. 

El siguiente paso a considerar sería la variación 

simultánea de ceros y polos de una planta, así como el ca­

so multivariable. Este es un interesante problema en el que 

trabajaremos próximamente. 

Para terminar, diremos que existen otras formas de 

obtener la función de interpolación, distintas de la dada 

(véase por ejemplo [5]); sería interesante estudiar qué ti­

po de compensador ofrecen éstas, y cuales son las ventajas, 

desde el punto de vista computacional, de utilizar una u 

otra . 
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NOTACIÓN 

D = {z : |z| < 1 } 

3D = T = { z : | z | = 1} 

V = {z G <p : Ira(z) > 0} 

H = { z : Re(z)>0} 

H = {z : Re(z) >_ 0} 

H = H U i-} 

M (<t) conjunto de matrices de dimensión í,xü, 

con coeficientes en (p 

d„(»,-) distancia hiperbólica entre dos puntos 

de G. 

n(e,v,k) integral elíptica normal de tercera es­

pecie . 

snu función sn de Jacobi, inversa de la in­

tegral elíptica normal de primera especi 

n (v,k) integral elíptica completa de tercera es 

pecie. 




