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C* E plantean las ecuaciones de 
i3 la Magne togas din árnica desde 
un punto de vista puramente ma­
croscópico, bajo la hipótesis fun­
damental de que las ecuaciones de 
M A X W E L L no son modificadas por 
el movimiento gasdinámico y de 
que el gas es un medio continuo 
que se comporta como un fluido 
neutro y no como una mezcla de 
partículas individuales positivas y 
negativas. 

A continuación se consideran 
únicamente movimientos estacio­
narios y no disipativos (viscosi­
dad /x — 0, conductividad calorífica 
k •= 0 y conductividad eléctrica 

a = o o ) . 

Entre este tipo particular de co­
rrientes se eligen aquellas en las 
que el campo magnético es, en 

cada punto, paralelo al campo de 
velocidades; debiendo investigar a 
posíenorí las condiciones de con­
torno que garanticen la existencia 
de tal tipo de soluciones. 

Después de comprobar que, en 
nuestro caso particular, el proble­
ma magnetogasdinámico se puede 
plantear en una forma muy simi­
lar a la de ciertos problemas pu­
ramente gasdínámicos. se estudia el 
problema transónico de RlNGLEB 
para un gas conductor. 

La conclusión fundamental de­
ducida de la solución obtenida, es 
la de que la presencia del campo 
magnético permite, bajo ciertas 
condiciones, o b t e n e r corrientes 
continuas isentrópicas a números 
de Mach mucho mayores que los 
que se obtienen en el problema 
gasdinámico clásico. 

L I k u a d o n r s fundamentales. 

Suponiendo que el gas se com­
porta como un fluido neutro; te­
nemos una sola ecuación de con­
tinuidad, que es la clásica en la 
Mecánica de Fluidos 

D -» 
D t f P V . V - O , Ul 

en la que p es la densidad del flúi-

do; V, el vector velocidad, y el 

operador —~- indica derivación es-

pacíal y temporal. 
Por otra parte, puesto que la 

ecuación del impulso expresa la 
igualdad entre las fuerzas aplica­
das sobre un elemento fluido y la 
variación de la cantidad de movi­
miento que contiene, habrá que 
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tener en cuenta que aquéllas se ven 
incrementadas por la presencia: de 
una fuerza ponderomotr íz debida 
a que el ñúido transporta una co­
rriente eléctrica de densidad j a 
través de un campo magnético de 
intensidad B y de una fuerza elec­
trostática debida a la presencia de 
cargas eléctricas Q en el seno del 
fiúido, 

Tenemos , en definitiva, la ecua­
ción siguiente: 

D V -*• 

?—V = - V p + pF + V-Tev + D t 

+ /AB-r- Q.t, [2] 

Fijemos ahora nuestra atención 
en las ecuaciones de MAXWELL 

(*)• 
La primera ecuación representa 

matemáticamente, y en forma di­
ferencial, la ley de inducción de 
FARADAY: 

-> 
- 3 B 

= V A E , [5] 

y la segunda, la ley de AMPÉRE 
que relaciona el campo magnético 
y la corriente eléctrica: 

ó t 

en la que el segundo sumando con­
tenido en el paréntesis, representa 
la fuerza electromotriz inducida 
en el fruido conductor al atrave­
sar las líneas del campo magnético. 

De las ecuaciones [5] y [ 6 ] , 
en la que suponemos despreciable 
el término debido a la excitación 
eléctrica, [ 7 ] y [ 9 ] , deducimos, 
en el caso de que c y ^1 sean cons­
tantes, la ecuación de inducción 
siguiente: 

= V A ( V A B ¡ -

0¡J-, 
VA(VAB). [10] 

en la que el primer miembro re­
presenta la variación de la canti­
dad de movimiento y el segundo 
las fuerzas de presión, gravítato-
ria, de viscosidad, ponderomotr íz 
y electrostática. 

Mult ipl icando escalarmente la 

ecuación del impulso por V obte­
nemos la ecuación de la energía 
mecánica: 

D (l/2V») = ~ ( V . V ) P + 
D i 

+ p V . F + V . (V • Tev) + V. 

. [ / A B + Q . E ] , [3] 

mientras que la de la energía in­
terna es: 

D o -> P — = ~ P ( V . V ) + $ + 

-V.(fcVT) [A\ 

en la que u es la energía interna 
específica, y los términos del se­
gundo miembro representan res­
pectivamente: trabajo de compre­
sión y dilatación, disipación debi­
da a la viscosidad, calor t ransmi­
tido por conductividad y, final­
mente, energía disipada por el efec­
to JOULE. T o d o s los términos, sal­
vo el ú l t imo, son los familiares en 
Dinámica de Gases. 

en la que D y H representan, res­
pectivamente, las excitaciones eléc­
trica y magnética, es decir, los 
"efectos" debidos a las "causas" 
E y B. 

-y 1 -> 
H = — B 

Y-i 

D - K E . 

m 

Debemos expresar, además, que 
el flujo de D a través de una su­
perficie se debe a las cargas eléctri­
cas contenidas en el volumen en­
cerrado por la superficie y que, por 
el contrarío, no existen polos mag­
néticos aislados: 

\/.t = 0. 
[8] 

Las ocho ecuaciones hasta ahora 
planteadas no permiten poner de 
manifiesto la razón por la que el 
movimiento influye sobre el pro­
blema magnético. La explicación 
de tal interacción la proporciona la 
ley de OHM: 

y = o(E + V A B ) , 19] 

(*) La notación y forma de presenta­
ción ligeramente diferente de la usual, 
de las ecuaciones de MAXWELL, han sido 
tomadas del magnífico tratado de Electro­
dinámica de ARNOLD SOMMERFELO [ I ] . 

Finalmente, se requiere u n a 
ecuación más para determinar p , 
la cual supondremos de la forma 
general: 

P = / ( P T ) . :n] 

2. Caso de m o v i m i e n t o s eslacio= 

n a n o s y 

Si suponemos q u e 
dt 

.0, 

/x = 0, fe = 0 y o- = oo - obtene­
mos el sistema siguiente: 
Ecuación de cont inuidad: 

V . ( p V ) = 0. l,a] 

Ecuación del impulso para fuerzas 
másicas que derivan de un poten­
cial; 

P V ( Í / 2 V 2 + P + U ) = / A Í Í + 

+ Q . E + V A Í V A " V ) . [2,a] 

Siendo: 

y 
-- F 

dp_ 

? 

Ecuación global de la energía: 

íHv\V)[l/2 V* 4- u 4- — U 

= V . [ ; A B + Q . E ] . [3,a] 
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Ecuaciones de MAXWELL: 

Siendo: 

V A ^ i W -

V . ( K E ) = Q , 

Ley de OHM: 

E + V A B = 0. 

Ecuación de inducción: 

V A ( V A B ) = o, 

Ecuación de estado del gas: 

P = / ( P T ) . 

[6,flj 

M 

[H,«J 

Se entiende por campos parale­
los [ 2 ] , [ 3 ] aquellos en los que 
se cumple la igualdad 

V"A"B = O, [i¿\ 

o, lo que es lo mi smo: 

Pv = xt, 13] 

siendo X una función escalar de 
posición. 

De la ecuación [ 1 3 ] , teniendo 
en cuenta \i, a] y la segunda de 
las [8, a], deducimos que X es 
constante, al menos sobre cada lí­
nea de corriente. E n lo que sigue 
supondremos que las condiciones 
en el infinito garantizan la cons­
tancia de A en todo el campo. 

iLa ecuación [10 , a] se cumple 
automáticamente. La [9 , a] se re-

duce a E = 0 y la [ 5 , 0 ] es una 
identidad, mientras que la prime­
ra de la [8 , a] muestra que no 
existen cargas eléctricas en el fluido. 

La ecuación del impulso se re­
duce fácilmente a la siguiente: 

V ( 1 / 2 V = + P + UJ = 

= 7 " A [ ^ V A V - / Í , [2,6] 

y la de la energía, teniendo en 

cuenta que j f\ B es perpendicular 

a V , se convierte en la clásica ecua­
ción de B E R N O U L L I ; 

1 / 2 V H H U = constante, [3,6] 

siendo h — a + la entalpia es­

pecífica del gas considerado. 
Podemos avanzar un paso 

más sí suponemos que el gas es ba-
rótropo, en cuyo caso la ecuación 
[3 , b] implica la anulación del 

primer miembro de [2 , b\ y, en 
definitiva, que se cumpla la igual­
dad siguiente: 

W A V = y , 14] 

que a 3a vista de [6 , al y [13J se 
reduce a: 

V A J I - 1 Í > - ) B = O. [15] 

Representaremos medíante una 

,. . . K j/i*! 
A el numero adimensional —-zr~ 

V? 
(número de ALFVEN) . 

Resumimos en el siguiente cua­
dro las fórmulas de que dispone­
mos : 

La tercera y cuarta ecuaciones 
d¿l presente cuadro son sumamen­
te interesantes, pues indican que 

-> 1 
(1 — A a ) B y ~y^~A^ s o n e q x u " 
v i e n t e s a la velocidad y densidad 
eri el movimiento estacionario irro-
tacional de un gas no conductor. 

Sí en la gasdínámica clásica la 
velocidad de propagación c de las 
pequeñas perturbaciones viene da-
d^ por la igualdad 

dp 

d p 

dp 

P_ 

rfp 

P 

en nuestro problema "análogo" 

tendremos: 

c,^_ 1 / 2 r f [ n - A ' ) B ' ] 
d[ log(¡ -A*) ] 

A 2 - | - M2 — 1 = ( | _ A « ) B * - ^ j h M _ L i (17] 
A» M» ' J 

Siendo M el número de Mach del 
problema magnetogasdinámico que 
tOt el seudo número de Mach del 
problema magnetogasdinámico que 
representaremos por tn, v e n d r á 
dado por la expresión siguiente: 

ma = 
AaME 

An- + M" - 1 
[18] 

En la figura r se representa la 
variación de la seudo densidad 

Fórmn a 

p V = X B 

1 ¡2 Va - f p = constante 

V . B = 0 

V A ( 1 - A « ) B = 0 

-£— = constante 
PT 

Num«ro 

113] 

[2,6] 

[8, a] 

[15] 

O b s e r v a c i o n e s 

í. es constante sobre cada línea de corriente, p es 
variable. 

La constante puede variar de una a otra línea de 
corriente 

-' P 
Las fuerzas másicas so» despreciables. 

El número de ALFVEN es variable si el fluido es 
compresible. 

Sustituye a la [3, a] si el gas es perfecto y el pro­
ceso isentrópico. 
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adimensional en función del seu-
do número de Macb para diferen­
tes valores del número de ALFVEN 
de remanso A0, en el caso de un 
gas ideal que evoluciona isentrópi-
camente. Los números que figuran 
a lo largo de las curvas corres­
ponden a valores del número de 
Mach M. 

Los casos límites correspondien­
tes son: para A0 = 0 una curva 
formada por la parábola; 

í A«, 
1 - A3 ̂

 ^ 1 - m* 

y la recta: 

y para A0 

ción: 

1 - A», 

I - A » , 
1 - A2 

oo la curva de ecua-

l - A 3 = 1 
2 

Vis 
7 - 1 

La curva de trazos de la figu­
ra i corresponde a la relación en­
tre la densidad adimensional y el 
número de Mach en el movimien­
to isentrópico de un gas no con­
ductor (y — 1,4). 

•ecci 

grafo y físico para un fluido in­
compresible (fig. 2.) y uno com­
presible (fig. 3 ) . 

En el plano hodógrafo los dos 
casos son similares. No ocurre lo 
mismo en el plano físico, pues si 
en el líquido no viscoso pueden 
obtenerse líneas de corriente con­
tinuas y con derivada continua en 
las que la velocidad máxima sea 
tan grande como queramos, en el 
gas existe una línea continua de 
corriente límite, y sí queremos di­
bujar otra cuya velocidad máxima 
sea mayor, nos encontramos con 
la presencia de los puntos de retro­
ceso indicados en la figura 3. Por 
tanto, será posible obtener una co­
rriente transónica continua alrede­
dor de un cuerpo cuyo contorno 
coincida, a lo sumo, con la línea 
límite, pero la continuidad desapa­
recerá si sustituímos el cuerpo por 
otro más afilado. 

Si mediante la aplicación de un 
campo magnético podemos retrasar 
la presencia de la línea de corriente 
límite, llegamos a la importante 
conclusión de que es posible obte­
ner corrientes transónicas conti­
nuas en casos en los que con un 
gas no conductor no sería posible. 

Trataremos en lo que sigue de 
resolver el problema magnético 
utilizando en lo posible los resul­
tados obtenidos por RíNGLEB en 

PIANO FISíCO 

PIANO MQDRQORAHCO 

la forma expuesta en la referen­
cia [ 4 ] . Sí las líneas de fuerza del 
campo magnético son continuas y 
con derivada continua, la condi­
ción del paralelismo de los campos 
de velocidades y magnético exigirá 
que también sean continuas y con 
derivada continua las líneas de co­
rriente. 

En el año 1940 publicó RíN­
GLEB una solución exacta de la 
ecuación diferencial del potencial 
de velocidades del movimiento 
compresible de un gas en el plano 
hodógrafo. Dicha solución corres­
ponde en el plano físico a una co­
rriente con cambio de dirección de 
180o análoga a la estudiada para 
un fluido incompresible por rCUT-
TA y CISOTTI, entre otros. 

La consecuencia fundamental 
que se deduce de la solución de 
RíNGLEB, se pone de manifiesto 
comparando las figuras 2 y 3. 
En ellas se representan las líneas 
de corriente en los planos hodó-
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o¿ — 

( a ) 

5. Solución del problema de 
Ringiieh magnético. 

La ecuación diferencial que liga 
las coordenadas x, y de un punto 
situado sobre una línea de corrien­
te en el plano físico con las coor­
denadas V y 8 del punto homó­
logo de! plano hodógrafo es [4] : 

dx + idy = n^~ — í -
V 

[ ,, .... sen 9 . eos 
(1 _ M ¿ ) Í 

Va V3 
l] dV 

+ p^+/J^B.jrfaJ. [I0] 

la cantidad n es constante para 
cada problema, sus dimensiones 
son L3 T~2 . La ecuación [19] es 
la solución general del problema 
de RlNGLEB y es válida cualquiera 

que sea 3a relación que ligue -£-
Po 

con V y M. Su integración en el 
caso de que el gas evolucione ísen-
trópicamente puede verse en la ci­
tada referencia [ 4 ] . 

En nuestro caso particular el 
problema es ligeramente más difí­
cil, ya que la relación que liga la 
seudo densidad adimensional con 
el seudo número de Mach es en 
general muy complicada. Sin em­
bargo, el conocimiento de una so­
lución exacta en un caso límite 
puede ser en algunos casos de gran 
utilidad. 

Supongamos que dicha relación 
es de la forma: 

I - A » , 
1 - A8 = 1 + o ma. [20] 

Es fácil comprobar que para di­
ferentes valores de «, la relación 
[20I representa un caso real. Por 

ejemplo: si es a = —•, tenemos el 
2 

caso correspondiente a A0 — 00, 
en un gas en el que la relación de 
calores específicos es y = 2. Para 
a — 0, el caso de un gas Incom­
presible. Para a = — 1 el caso lí­
mite de un gas que se mueve a nú-

6 INGENIERÍA AERONÁUTICA Y ASTRONÁUTICA 



meros de Mach infinitamente gran­
des, etc. 

Llevando la expresión [20I a 
la ecuación [19 ] y teniendo en 
cuenta la analogía existente entre 

— — y p, entre m2 y M 2 , obte-
1 - Aa ' ' 
nemos la ecuación diferencial si­
guiente: 

d - - • T ( l - X ) 

- — I I sen 9 — 

Jfi -\-e'"df)\; [21] 
a d X 

en ella se ha hecho 

1 - A? 

1-A= 

El valor de V de la ecuación 
[19] ha sido susti tuido por la 

expresión 

V = V0 
1 

siendo Vo una constante de inte­
gración. 

Finalmente h constante p. que 
figura en el primer miembro de la 
ecuación [ 2 1 J , está relacionado con 
la n de la [ 19 ] medíante la ex­
presión 

n 
P = 

V\ 

su efecto sobre la ecuación [ 2 1 ! 
se limita a una contracción y di­

latación de escalas, por lo que, en 
adelante, no la consideramos. 

La integración de la ecuación 
[ 2 1 ] permite expresar x e y en 
función de T; y -̂  en la forma si­
guiente: 

2 
[22] 

1 - ( 1 - T ) 2 n + 1 -c(l-T)2a
 n f l v — —- — — eos 2 0. 

2 (2 a + 1) 2 

La ecuación [22J muestra que 
las líneas de seudo número de 
Mach constante sobre el plano fí­
sico son círculos definidos por su 
centro 

x = 0, 

1 _ ( 1 _ T ) 2 * + 1 
y = 

y su radío 

2(2«- j - 1) 

X d - T , 2 " 

La figura 4 resume los resulta­
dos obtenidos en tres casos típicos. 
Los círculos dibujados correspon­
den a líneas sobre las que 1 es 
constante, salvo en el caso b, en 
el que t es constante en todo el 
p lano y corresponden a líneas de 
velocidad constante. La tangencia 
o intersección de dos círculos in­
dica la existencia de dos valores di­
ferentes de x en un mismo p u n t o 
y, por tan to , la no existencia de 
una solución continua ísentrópica. 

La figura 4, a, muestra un caso 
en el que no existe solución dis­
tinta de la trivial x ~ 0 en nin­
gún dominio del p lano físico, E n 
la 4, b, la solución coincide con 
la del caso incompresible de la Hi ­
drodinámica clásica. Finalmente, en 
el caso 4, c, tenemos una .solución 
límite correspondiente a números 
de Alfven de remanso muy pe­
queños; la solución es continua a 
pesar de que el número de Mach 
es m u y grande. 

El señor D . A M A B L E L I Ñ Á N 

revisó este trabajo concienzuda­
mente e h izo acertadas sugerencias 
que el autor agradece. 
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