% E plantean las ecuaciones dc
) la Magnetogasdindmica desde
ua punto de vista puramente ma-
croscdpico, bajo la hipdtesis fun-
damental de que las ecuaciones de
MAXWELL no sen modificadas por
el movimiento gasdinimico y de
que el gas es un medic continuo
que se comporta como un fldido
neutro y no como una mezcla de
particulas individuales positivas y
negativas.

A continuacién se consideran
inicamente movimientos estacio-
narios y no disipativos (viscosi-
dad g — 0, conductividad calorifica
k=10 v conductividad eléctrica
a= 00},

Entre este tipo particular de co-
rrientes se eligen aquelias en las
que el campo magnético es, en
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cada punto, paralelo al campo de
velocidades; debiendo investigar a
postertore las condiclones de con-
torno que garanticen la existencia
de tal tipo de soluciones.

Después de comprobar que, en
nuestro caso particular, el proble-
ma magnetogasdinimico se puede
plantear en una forma muy simi-
lar a la de ciertos problemas pu-
ramente gasdindmicos. se estudia el
problema transonico de RINGLEB
para un gas conductor.

La conclusién fundamental de-
ducida de la solucidn obtenida, es
[a de que la presencia del campo
magnético permite, bajo ciertas
condiciones, 0 b L e n e r corrientes
conttinuas isentrdpicas a ndmeros
de Mach mucho mayores que los
gue se obtienen en el problema
gasdindmico clasico.

e s e U ———

i, Fruaciones fundamentales.

Suponiendo que el gas se com-
porta como un fliiido neutro; te-
nemos una sola ecuacidn de con-
tinwidad, que es la clisica en la
Mecanica de Fluidos

Do >
Yl V.V =0 n

en la que p es la densidad del flni-

o .
do: V, el vector velocidad, y el
operador FD; indica derivacién es-

pacial v temporal.

Por otra parte, puesto que la
ecuacion del impulso expresa la
igualdad entre las {uerzas aplica-
das sobre un elemento fliido v la
variacién de la cantidad de mowi-
miento gue contiene, habrid que



tener en cuenta gue aguéllas se ven
incrementadas por la presencia: de
una fuerza ponderomotriz debida
a que ¢l fidido transporta una co-
rriente eléctrica de densidad j a
través de un campo magnético de
intensidad B y de una fuerza elec-
trostatica debida a la presencia de
cargas eléctricas Q en el seno del
fidido,
Tenemos, en definitiva, la ecua-
cion siguiente:
DV >
p——=—Vp+pF4- . .Tev+
D¢
- = >
+/ABH4 Q.E 2]

en la que el primer miembro re-
presenta la variacidn de la canti-
dad de movimiento y el segundo
las fuerzas de presion, gravitato-
ria, de viscosidad, ponderomotriz
v electrostatica.

Multiplicando escalarmente la

-
ecuacién del impulso por V obte-
nemos la ecuacién de la energia
mecanica;

D 1/2ve) = v +
PDt(/ =—(V.\)p
e -
+pV.F4+ V.. .Tev) |- V.
> > =
ASNANBLHQLUE], i3]

mientras que la de la energia in-
terna es:

Da___ -
b=V V) 0k
+vwvn+§, (4]

en la que u es la energia interna
especifica, v los términos del se-
gundo miembro representan res-
pectivamente: trabajo de compre-
sidn v dilatacién, disipacién debi-
da a la viscosidad, calor transmi-
tido por conductividad vy, final-
mente, energia disipada por el efec-
to JOULE. Todos los términos, sal-
vo el Gltimo, son los familiares en
Dinamica de Gases.

Fijemos ahora nuesira atencion
en las ecuaciones de MAXWELL
(*).

La primera ecuacidén representa
matematicamente, ¥ en forma di-
ferencial, la ley de induccién de
FARADAY:

—"*SVI\EJ [5]

y la segunda, la ley de AMPERE
que relaciona el campo magnético
v 1a corriente eléctrica:

-
> >
f+%%ﬂVAw (6]

en la que D v H representan, res-
pectivamente, las excitaciones eléc-
trica v magnética, es decir, los

“efectos” debidos a las “causas”
E vy B.
- 1 =
H=-—B
* 17}
D = KE,

Debemos expresar, ademas, que
el flujo de D a través de una su-
perficie se debe a las cargas eléctri-
cas contenidas en el volumen en-
cerrado por la superficie y que, por
el contrario, no existen polos mag-
néticos aislados:

V- Q

(8]

@l ol
I

V. 0.

Las ocho ecuaciones hasta ahora
planteadas no permiten poner de
manifiesto la razén por la que el
movimiento influye sobre el pro-
blerna magnético. La explicacién
de tal interaccién la proporciona la
ley de OHM:

S
j=c(E+VAE), 19

(*) La notacidén v [orma de presenta-
cidn ligeramente diferente de la usnal,
de las ecuaciones de Maxwerr, han sido
{omadas del magnifico tratado de Electro-
dinimica de AmvoLD SommEerFELD [I].

en la que el segundo sumando con-
tenido en el paréntesis, representa
la fuerza electromotriz inducida
en el fidtido conductor al atrave-
sar las lineas del campo magnético.

De las ecuaciones [5] v [6],
en la que suponemos despreciable
el término debido a la excitacién
eléctrica, [7] v (9], deducimos,
en el caso de que o y uy sean cons-
tantes, la ecuacidén de induccidén
siguiente:

>
2B

3t

L vAwa.

> >
VANVAB)—
[10}

Finalmente, se requiere umna
ecuacidn mas pata determinar p,
Ia cual supondremos de la forma
general:

p=fpT). (]

2. Caso de mevimientos eslacio-

narios ¥ ne disipatives,

. d
Si suponemos que o 0,

p=0 k=07vy ¢ =co: obtene-
mos el sistema sigulente:
Ecvnacidn de continuidad:

-
V. (V) =0. [,a]

Ecuacion del impulso para fuerzas

masicas que derivan de un poten-
cial;

-
pT2VE+ P L Uy=JAB +
- = —>
T Q. ELVAKNAV) [24]

Siendo:

Ecuacién global de la energia:
= P
(JlV.V)[UZVZJr n - +U]:

S >
=V.[/AB-+Q.E]l. [34a]
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Ecuaciones de MAXWELL:

>
V NE= 01 [sia]
> .
v /\ B = Wy [ﬁ,aJ
Siendo:
v-lK%mQr [7,a]
-
v .B=0. 18,a]
Tey de OnM:
- > >
EJVAB=0. 19,a)
Ecuacién de induccidn:
-> e
V ANVAB =0, [10,a]

Ecuacidn de estado del gas:

p=rpTh [11,a]

3. bLaso de movimienios estacie-
rarios no disipatives ¥ pa-
ralelos.

Se entiende por campos parale-
los 1z], [31] aquellos en los que
se cumple la igualdad

> >
v AB=0,

0, lo que es lo mismo:

>
pV =18, [13}
siendo A una funcién escalar de
posicién,

De 1a ecuacién [13], teniendo
en cuenta [1, @] v la segunda de
las [8, af, deducimos que A es
constante, al menos sobre cada li-
nea de corriente. Bn lo gue sigue
supondremos que las condiciones
en el infinito garantizan la cons-
tancia de A en todo el campo.

La ecuacién [10, al se cumple
automaticamente. La [g. a} se re-

4}.
duce a E—=0 7y la |5, @ es una
identidad, mientras que la prime-
ra de la {8, @] muestra que no
existen cargas eléctricas en el fluido.

La ecvacidn del impulso se re-
duce facilmente a la siguiente:

V2V 4 P4 i) =

5
B -
=NV AV —T], (28]

¢

v la de la energia, teniendo en

> 7 .
cuenta que j A\ B es perpendicular

+
a V, se convierte en la clasica ecua-
¢ién de BERNOULLI:

12 V% + h + U = constante, [3,0]

siendo b = u + P entalpia es-
pecifica del gas considerado.

Podemos avanzar un paso
mas si suponemos que el gas es ba-
tétropo, en cuyo caso [a ecuacidn
|3, b] implica la anulacién del
primer miembro de [2, b] v, en
definitiva, que se cumpla la igual-
dad siguiente;

>
VAV =], [14]

que a la vista de [6,a] y [13] se
reduce a:

VA (1 __‘*!;‘5 )3: 0. [15]

Representaremos mediante wna

) . MV vy
A el ndmero adimensional —]/9
Ve
(numero de ALFVEN).

Resumimos en el siguiente cua-
dro las férmulas de que disporne-
mos:

La fercera y cuarta ecuaciones
del presente cuadro son sumamen-
te interesantes, pues indican que

g 1 ,
(1—AH» By | s SOn equi-
valentes a la velocidad y densidad
en el movimiento estacionario irro-
tacional de un gas no conductor,

St en la gasdindmica clasica la
velocidad de propagacidon ¢ de las
pequefias perturbaciones viene da-
da por la igualdad

dp
B s VdV
c”:ﬂ= 4 :7r___r {16)
dp dp dp
P

en nuestro problema “andlogo”

tendremos:
e M2A[1—AHDBY]

dllog (I — AY)]

LSRN

= (1 — A% Be e 7

Siendo M el nlimero de Mach del
problema magnetogasdindmico que
to, el seudo ndmero de Mach del
problema magnetogasdinamico que
representaremos por m, ven drd
dado por la expresién siguiente:

2

Arme "
AT ¢ M2 — 118)

En la figura 1 se representa Ja
variacidén de Ja sendo densidad

]

Férmu a Numero Observaciones
= —> A es constante sobre cada linea de corriente, p es
pV=>1B 3] | variable.
La constante puede variar de una a otra linea de
corriente
1/2V2 P==constante | [2, 4} pP—= [_di
Sop
Las fuerzas mdsicas son despreciables,
-
V.B=0 [8, a]
T El nimero de ALFVEN es variable si el fldido es
VA{L—A%B =0 | [15] compresible.
' constante Sustituye a la [3, a] si el gas es perfecto y el pro-
g1 ceso isenfrépico,
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adimensional en funcién del seu-
do mamero de Mach para diferen-
tes valores del nimero de ALFVEN
de temanso Ag, en el caso de un
gas ideal gue evoluciona isentrdpi-
camente. Los nlimeros gue figuran
a lo largo de las cutvas corres-
ponden a valores del ndmero de
Mach M.

Los casos limites correspondien-
tes son: para A, = 0 una curva
formada por la pardbola;

— A2
E“Hb,:l,_m:’.,
1 — Az
v la recta:
— Az
A=A
1— A2

¥y para Ay = oo fa curva de ecua-
cion:
1

A =1 )i
Ak RN I Rl ¥ .
S

La curva de trazos de la figu-
ra 1 corresponde a la relacidén en-
tre 1a densidad adimensional y el
niimero de Mach en el movimien-
to isentrdpico de un gas no com-
ductor (y = 1,4).

4. Corrignie con an cambio de
direccitn de 180, Probles
ma de Ringleh.

En el afio 1940 publicd RIN-
GLEB una solucidn exacta de la
ecuacién diferencial del potencial
de wvelocidades del movimiento
compresible de un gas en el plano
hodégrafo. Dicha solucién corres-
ponde en el planc fisico a una co-
rriente con cambio de direccién de
180° andloga a la estudiada para
un fliido incompresible por KuT-
TA ¥ CISOTTI, entre otros.

L.a consecuencia fundamental
gque se deduce de la solucidn de
RINGLEB, se pone de manifiesto
comparando las figuras 2 v 3.
En ellas se representan las lineas
de corriente en los planocs hodd-
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grafo y fisico para un fliido in-
compresible (fig. 2) y uno com-
presible {fig. 3).

En el plano hodégrafo los dos
casos son similares. No ocutre lo
mismo en el plano fisico, pues si
en el liguido no viscoso pueden
obtenerse lineas de corriente con-
tinnas v con derivada continua en
las que la velocidad maxima sea
tan grande como queramos, en el
gas existe una linea continua de
corriente limite, y st queremos di-
bujar otra cuya velocidad maxima
sea mayor, nos enconframos con
la presencia de los puntos de retro-
ceso indicados en la figura 3. Por
tanto, serad posible obtener una co-
rriente transdnica continua alrede-
dor de un cuerpo cuyo contorno
coincida, a lo sumo, eon 13 linea
[imite, pero la continuidad desapa-
tecerd st sustituimos el cuerpo por
otro mas afilado.

S1 mediante la aplicacion de un
campo magnético podemos retrasar
1a presencia de la [inea de corriente
limite, llegamos a la importante
conclusidn de que es posible obte-
ner corrientes transonicas conti-
nuas ¢n casos en los que con un
gas no conductor no seria posible.

Trataremos en lo que sigue de
resolver el problema magnético
utilizando en lo posible los resul-
tados obtenidos por RINGLEB en

Pig. 2

™

PLAMO FISHLO

PLANO HODRGOGRAFICO

[a forma expuesta en la referen-
cia [4]. Si las lineas de fuerza del
campo magnético son continuas y
con derivada continua, la condi-
cién del paralelismo de los campos
de velocidades v magnético exigird
que también sean continuas y con
derivada continua las lineas de co-
rriente.

Fig. 3

G

Linen souie

/™

PLANG FISICD

PLAMO HODOGRAFG

@




Fig 4
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5. Solucidn del problema de
Ringleb magnérico.

La ecuacion diferencial que liga
las coordenadas x, y de un punto
situado sobre una linea de corrien-
te en el plano fisico con las coor-
denadas V y ¢ del punto homo-
logo del plano hoddgrafo es [4]:

it

dx+idy—nFu L§—
+idy oV
2y sen b .cos B
_[(1—M)T -lﬂm-]dvjt

+[CO\S/B oy se\rfl()Jdﬂ;; [19]

[a cantidad n es constante para
cada problema, sus dimensiones
son L% T—2 La ecuacién [1g] ¢s
la solucién general del problema
de RINGLEB v es valida cualguiera

que sea ia relacién que ligue £
p

con V y M. Su integracién en el
caso de que el gas evolucione isen-
trépicamente puede verse en la ci-
tada referencia [4].

En nuestro caso particular el
problema es ligeramente mas difi-
cil, ya que la relacién que liga la
seudo densidad adimensional con
el seudo niumero de Mach es en
general muy complicada. Sin em-
bargo, el conocimiento de una so-
lucidn exacta en un caso limite
puede ser en algunos casos de gran
utilidad.

Supongamos que dicha relacion
es de la forma:

1— A®

: A: = 1 + am?, [20]

Es facil comprobar que para di-
ferentes valores de «, la relacidn
[20] representa un caso real. Por

ejemplo: sies o — %, tenemos el

caso correspondiente a Ay = oo,
en un gas en el que la relacion de
calores especificos es y — 2. Para
a=0, el caso de un gas incom-
presible, Para « = — 1 el caso li-
mite de un gas que se mueve a ni-
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meros de Mach infinitamente gran-
des, etc.

Llevando la expresién [z20] a
la ecuacidén [1g9] y teniendo en
cuenta la analogia existente entre

1
1 — A?
nemos la ecuacion diferencial si-
guiente:

( )thd(L) —L(l—'c)“e"“z—

p 2

_(14_71 (J
L4 T

_ad‘c

(1—1)

v p, entre m? y M2, obte-

—l)senﬂ—

— icos

+f”dﬂ(;pn

en ella se ha hecho

El valor de V de la ecuacidn
|19] ha sido sustituido por la
expresidn

1 @
I T) !

stendo V, una constante de inte-
gracidn.

Finalmente la constante p. que
figura en el primer miembro de la
ecuacion [21], estd relacionado con
la n de la [19] mediante la ex-
presion

vzw(

su efecto sobre la ecuacién |21]
s¢ limita a una contraccidn y di-
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latacion de escalas, por lo que, en
adelante, no la consideramos.

La integracién de la ecuacién
[21] permite expresar x e y en
funcién de © v 9 en la forma si-
guiente:

e m2a
x=—um—sen26,
2
[22]
. Ta1 Y2
y= 1= kU | Ui PO YY)
2{(2a-+ 1} 2

1.3 ecuacidén [22]| muestra que
las lineas de seundo nfimero de
Mach constante sobre el plano fi-
sico sen circulos definidos por su
centro

x=190,
y— 1—(—qht
22+
v su radio
2u
r— t(l — 1)

-

2

La figura 4 resume los resulta-
dos obtenidos en tres casos tipicos.
Los circulos dibujados correspon-
den a lineas sobre las que 1 es
constante, salvo en el caso b, en
el que 7 es constante en todo el
plano v corresponden a lineas de
velocidad constante. La tangencia
o interseccidén de dos circulos in-
dica la existencia de dos valores di-
ferentes de T en un mismo punto
¥, por tanto, la no existencia de
una solucidn continua isentrdpica.

La figura 4, g, muestra un caso
en el gue no existe solucidén dis-
tinta de la trivial x = 0 en nin-
gln dominio del plano fisico, En
la 4, b, Ia solucidn coincide con
la del caso incompresible de la Hi-
drodindmica clasica. Finalmente, en
el caso 4, ¢, tenemos una solucidn
limite correspondiente a ntmeros
de Alfven de remanso muy pe-
queiios; la solucién es continua a
pesar de que el nimero de Mach
es muy grande,

El sefior D. AMABLE LINAN
revisd este trabajo concienzuda-
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