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Abstract. En la actualidad las redes de Pequefio Mundo estén presentes en muchas
aplicaciones distribuidas, pudiéndose construir estas redes afiadiendo, a un grafo
base, enlaces de largo alcance tomados conforme a una determinada distribucién
de probabilidad. Los sistemas distribuidos actuales utilizan soluciones ad hoc es-
pecificas para calcular los enlaces de largo alcance. En este articulo proponemos
un nuevo algoritmo distribuido llamado Seleccién Sesgada (SS), que utilizando
lnicamente un servicio de muestreo uniforme {que puede estar implementado
mediante un protocolo gossip), es capaz de seleccionar enlaces largos conforme
a cualquier distribucién de probabilidad. SS es un algoritmo iterativo que dispone
de un vinico pardmetro (r) para indicar el niimero de iteraciones que debe ejecu-
tarse. Se ha probado que la muestra obtenida con el algoritmo S8 converge a la
distribucién objetivo a medida que aumenta el valor de r. También se ha calcu-
lado la cota analitica del error relativo mdximo, para un determinado valor de 7.
Aunque en este articulo se propone el algoritmo SS como una herramienta para
tomar muestras de nodos en una red, puede emplearse en cualquier contexto en el
que sea necesario realizar un muestreo conforme a una determinada distribucién
de probabilidad, necesitando para funcionar éinicamente un servicio de muestreo
uniforme. Se han construido redes de Pequefio Mundo, modelo Kleinberg, uti-
lizando SS para escoger los enlaces (vecinos) de largo alcance en estructuras de
tipo toro. Hemos observado que con un nimero reducido de iteraciones (1) S8
tiene un comportamiento muy similar a la distribucién arménica de Kleinberg y
(2) el nimero medio de saltos, utilizando enrutamiento dvido, no es peor que en
una red construida con la distribucién de Kleinberg. También se ha observado que
antes de obtener la convergencia, el nimero medio de saltos es menor que en las
redes construidas mediante la distribucién arménica de Kleinberg (14% mejor en
un toro de 1000 x 1000)

* Este trabajo fue financiado parcialmente por el contrato $2009TIC-1692 de la Comunidad de
Madrid y por el contrato TIN2008—06735-C02-01 del Ministerio de Ciencia y Tecnologfa del
Gobierno de Espafia.



1 Introduccion

En la actnalidad las redes superpuestas estdn presentes en multitud de aplicaciones y
servicios distribuidos. Estas redes, basadas en topologfas de redes de pequefio mundo,
son una alternativa eficiente y flexible a las redes superpuestas estructuradas. Las redes
de pequefio mundo pueden construirse afiadiendo enlaces de largo alcance a una red
base. Los enlaces de largo alcance se eligen utilizando una determinada distribucién
de probabilidad [10,7]. Las formas de construir estas redes, mediante la incorporacién
de enlaces, son muy variadas [5], siendo los protocolos epidémicos una de las formas
mis sencillas de construccién. Sin embargo, estos protocolos nicamente implemen-
tan distribuciones de probabilidad especificas para seleccionar los enlaces de largo al-
cance. Los protocolos basados en gossip han sido disefiados para realizar 1a seleccion
de los enlaces de largo alcance, bien mediante la distribucién uniforme de probabilidad
o bien, a través de una aproximacién a la distribucién arménica de Kleinberg [9,3,2].
En este articulo proponemos un algoritmo local que, utilizando dnicamente un servi-
cio de muestreo uniforme (que podria estar implementado, por ejemplo, utilizando un
protocolo gossip), permite seleccionar enlaces de largo alcance conforme a cualquier
distribucién de probabilidad. Este algoritmo es de naturaleza iterativa, y de forma ex-
perimental, hemos observado que con un nimero reducido de iteraciones converge a la
distribucién de probabilidad deseada.

1.1 Trabajo Relacionado

Las redes de pequefio mundo se han utilizado para intentar explicar las propiedades de
las redes sociales, tales como su reducido didmetro y enrutamiento [11]. Una de las
lineas de trabajo en redes de pequefio mundo trata de generar redes sintéticas con es-
tas propiedades. Para su construccidn, se parte de una red base (representando vecinos
geogréficamente cercanos) a la que se van afiadiendo enlaces de largo alcance (repre-
sentando vecinos distantes). Este proceso se conoce como aumento (augmentation) de
la red base o inicial. Watts and Strogatz [14] aumentaron una red con enlaces de largo
alcance escogidos de manera uniforme aleatoria. Sin embargo, Kleinberg [10] demostré
que un enrutamiento dvido (greedy) obtenia un ndmero de saltos polilogaritmico solo si
los enlaces largos se habfan seleccionado de acuerdo a una determinada distribucién de
probabilidad. Las redes construidas de esta forma se conocen conninmente como redes
de Kleinberg. Tos resultados de dicho trabajo han dado lugar a posteriores trabajos de
construccién de redes de pequefio mundo [1,5,6,7]. La mayoria de los algoritmos pro-
puestos son centralizados. Hasta donde conocemos, el primer algoritmo distribuido para
construir redes de pequefio mundo es de Duchon et al. [5]. Bonnet et al. [3] han pro-
puesto dos protocolos, basados en gossip, para seleccionar enlaces de largo alcance, que
son versiones de Cyclon [13]. Uno selecciona los enlaces con probabilidad uniforme,
mientras que el otro utiliza una aproximacién a la distribucién de Kleinberg. Este 1l-
timo protocolo ha sido mejorado en [2]. Existen mds protocolos, basados en gossip, que
seleccionan los nodos con probabilidad uniforme [4,9,13].



1.2 Contribuciones

En este articulo proporcionamos un algeritmo, llamado Seleccidn Sesgada (SS), que
implementa un servicio de muestreo para cualquier distribucién de probabilidad, so-
bre un conjunto de elementos S. La distribucién de probabilidad es proporcional a las
probabilidades (representadas como pesos) asignadas a cada elemento del conjunto S.
El algoritmo SS es muy sencillo y su ejecucién es totalmente local. Necesita inicamente
un servicio de muestreo uniforme (posiblemente implementado mediante un protocolo
gossip) y los pesos asociados a cada elemento seleccionado por este servicio. El algo-
ritmo tiene un pardmetro r que determina el nimero de veces que se utiliza el servicio
de muestreo uniforme (nimero de rondas) antes de devolver una muestra (de hecho,
el nimero de veces que se utiliza el muestreo uniforme es exactamente r + 1). Hemos
probado que la distribucién de las muestras converge a la distribucién deseada a medida
que r aumenta. Ademds, hemos obtenido las cotas analiticas del error relativo méximo
para un valor dado del pardmetro r. Aunque en este articulo hemos propuesto el algo-
ritmo $S como una herramienta para muestrear nodos de una red, puede utilizarse en
cualquier contexto que requiera un muestreo conforme a una determinada distribucién
de probabilidad, siendo necesario tinicamente un servicio de muestreo aleatorio.

Para evaluar el rendimiento del algoritmo, hemos seleccionado enlaces de largo al-
cance en una red de tipo toro, con el objetivo de construir redes de pequefio mundo
similares a las propuestas por Kleinberg [10]. En esta red, cada nodo 4 del toro es-
coge otro nodo j como enlace de largo alcance con una probabilidad proporcional a
1/d(i, 7), donde d(s, j) es la distancia Euclidea® del nodo  al j. Por simplicidad, la
hemos llamado distribucidn de Kleinberg. Obviamente, para escoger un enlace de largo
alcance de un nodo 4 se necesita conocer la distancia desde ¢ a todos los demés nodos,
y calcular las probabilidades asociadas, lo que requiere £2(n) operaciones en una red
de n nodos. Hacer esto para todos los nodos de la red requerird §2(n?) operaciones.
Por el contrario, SS no necesita conocer todos los nodos de la red, requiriendo tinica-
mente la distancia desde el nodo ¢ a los nodos devueltos por el servicio de muestreo
uniforme. Si SS utiliza r rondas, el mimero total de operaciones para cada nodo 4 es
O(r), y O(rn) operaciones para toda la red. Hemos observado experimentalmente que
el valor requerido de r es méds pequefio que n.

Comparando las muestras obtenidas en simulacién por SS y las obtenidas por el
simulador de la distribucién de Kleinberg, observamos que con un nimero pequefio
de rondas (10 en un toro de 100 x 100), ambas simulaciones tienen un error relativo
medio casi idéntico y un error relativo méximo muy similar. Después, construimos re-
des afiadiendo a cada nodo un enlace de largo alcance. Evaluamos el rendimiento del
enrutamiento 4vido en redes en las que el enlace de largo alcance se habia escogido
mediante el algoritmo SS (redes SS) utilizando diferentes nimeros de rondas. Com-
paramos los resultados con redes construidas con la distribucién de Kleinberg (redes K)
y con la distribucién uniforme (redes U). Observamos que el mimero medio de saltos,
utilizando enrutamiento 4vido, en la redes SS convergfa a los valores obtenidos en las
redes K, a medida que el nimero de rondas aumentaba. Es més, con un nimero re-
ducido de rondas, el ndmero medio de saltos en la red $§ era sensiblemente menor que

5 Observe que Kleinberg, en cambio, utilizé distancia Manhattan en un malla.



el de lared U (especialmente para redes grandes). Hemos observado con sorpresa que,
antes de converger al rendimiento de la red K, el niimero medio de saltos en lared SS es
significativamente menor (hasta un 14% menor en una red de 1000 x 1000). De hecho,
el mejor rendimiento de las redes SS se obtiene con un ndmero reducido de rondas.
Este comportamiento lo estudiaremos en el futuro. Finalmente, hemos experimentado
afiadiendo enlaces de largo alcance en toros incompletos. Estos toros se han construido
a partir de un toro completo al que se le han eliminado nodos con una probabilidad fija.
Para estos experimentos se han utilizado dos probabilidades de presencia, 0.8 y 0.3,
obteniendo dos tipos de red, una densa y otra dispersa. Los resultados obtenidos para
estas redes son coherentes con los obtenidos en los toros completos.

1.3 Estructura del Resto del Articulo

En la Seccién 2 introducimos los conceptos y la notacién que utilizaremos en el resto
del articulo, junto con la descripcién del entorno experimental utilizado. En la Sec-
cion 3 presentamos el algoritmo S8, probamos su correcidn, y obtenemos una cota de
la covergencia. Finalmente, en http://www.networks.imdea.org/Portals/8/Downloads/-
Publications/Biased-Selection-2010-EN.pdf pueden encontrarse los resultados experi-
mentales del trabajo y las conclusiones.

2 Definiciones y Configuracion del Entorno de Simulacion

2.1 Definiciones

Aunque en este articulo hemos propuesto el algoritmo S8 como una herramienta para
muestrear nodos de una red, lo presentamos de una forma més general para enfatizar el
hecho de que puede ser utilizado en otros contextos. Sea S un conjunto de n elementos
tal que la probabilidad de escoger un elemento 7 esta asociada a un peso w(i) > 0. El
problema a resolver es muestrar el conjunto S con una distribucién de probabilidad p tal
que la probabilidad de escoger ¢ es proporcional a w(z). Llamaremos n = 3=, - g w(3),
siendo la probabilidad de muestreo de ¢ € S igual a p(¢) = w(z)/n. Los desafios en el
muestreo del conjunto S son los siguientes:

1. Supondremos que no est4 disponible en su totalidad.
2. Los pesos de los elementos tinicamente pueden consultarse para elementos ya cono-
cidos.

Estas restricciones impiden, por ejemplo, el célculo del valor 7. Sin embargo, para
poder resolver el problema, supondremos la existencia de una primitiva de muestreo
USels que devuelve un elemento ¢ de S escogido con probabilidad uniforme. Una vez
obtenido un elemento ¢ € S, mediante USelg, también podréd obtenerse su peso w(z).

2.2 Configuracion del Entorno de Simulacién

En los experimentos realizados para este articulo, hemos utilizado una topologfa toro
de 2 dimensiones. Para posicionar cada nodo se ha utilizado un par de valores (zx,y)



en un espacio de 2 dimensiones. Las coordenadas de los nodos van desde 0 a m — 1,
teniendo, por lo tanto, la red un total de m? nodos. Bn esta topolog{a, la distancia entre
dos nodos con posiciones (x1,%1) ¥ (w2, y2) Tespectivamente, es la distancia Euclidea
en el toro, calculada como:

de = \/(min(|:c1 — a3, m = |21 — 22]))* + (min (Jy1 — gal,m — lg1 — a))?

Para probar el algoritmo SS se han disefiado dos tipos de experimentos. El primer
experimento (seccién 4) muestra el error relativo medio y méximo del algoritmo SS
con respecto a la distribucién de probabilidad de Kleinberg. Estos valores también se
han comparado con el error relativo obtenido en una simulaci6n de la distribucién de
Kleinberg. Bl segundo grupo de experimentos (seccién 4) compara el nimero medio de
saltos, utilizando enrutamiento 4vido, en dos redes, una construida con el algoritmo SS
y otra con el simulador de Kleinberg. Este experimento se ejecuté en dos escenarios
diferentes. En el primero se utilizé un toro completo con m? nodos, en el que cada
nodo tenfa cuatro vecinos cercanos y un vecino lejano. Para el segundo, se us6 un toro
incompleto, en el que se habfan eliminado nodos de forma uniformemente aleatoria.
En esta red, el nimero medio de nodos presentes es m?q, siendo ¢ la probabilidad de
presencia de un nodo. Observe que ¢ es igual para todos los nodos, y la presencia de
cada nodo es independiente del resto. Para permitir en este escenario el enrutamiento
4vido, cada nodo  tiene siete enlaces, seis a nodos cercanos y uno a un nodo lejano.
Los seis enlaces cercanos estén distribuidos en cada uno de los seis angulos de 60° de
una circunferencia centrada en el nodo z [15].

Cuando se utiliza el algoritmo S8, el nimero de rondas r determinard la exactitud
de los valores obtenidos. Los experimentos se ejecutaron varias veces. Comenzamos
con un valor de 7 = 0 rondas (distribucién uniforme) y gradualmente incrementamos
hasta que el algoritmo SS convergi6 a la distribuci6n de Kleinberg. Cada experimento se
ejecuté 10 veces con diferentes semillas, aunque los datos mostrados en los resultados
corresponden a la media de estas ejecuciones.

3 Seleccidn Sesgada

3.1 Algoritmo de Seleccién Sesgada

A continuacién presentamos el algoritmo para muestrear elementos del conjunto S, de
acuerdo a la distribucién de probabilidad deseada, tal y como se definié en la Secci6n 2.
El c6digo del algoritmo Seleccidn Sesgada aparece en la Figura 1. Dispone de un dnico
parémetro r que indica el nimero de rondas a ejecutar antes de devolver una muestra,
M4s adelante mostraremos, que a medida que aumenta el ndmero de rondas, el valor
devuelto por SSels(r) sea acerca més a la distribuci6n deseada.

3.2 Correccién

Primero mostraremos que, a medida que el valor de r tiende a infinito, la distribucién
de los valores de salida de SSelg(r) converge a la distribucién de probabilidad deseada



1 function SSelg(r)

2 z + USelg

3 fori «1tordo

4 Y — USels

5 set z ¢+ y con probabilidad E?ﬁ%—m
6 end for

7 returnz

Fig. 1. Algoritmo de Seleccién Sesgada para el conjunto S.

p. Sea x; el valor almacenado en la variable & después de ¢ iteraciones del bucle, siendo
g el valor inicial asignado a z en la Linea 2. Consideremos la ejecucién de SSels(c0).
La secuencia de infinitos valores xg, 1, ... puede verse como una cadena de Markov®
M sobre el espacio finito de estados .. Primero mostraremos que M tiene una tnica
distribucidn estacionaria 7 tal que m = Am, donde A es la matriz de transicién de M.
Por 1ltimo, probaremos que 7 se ajusta a la distribucién de probabilidad p. La matriz
de transicién A = [a;;] de 1a cadena de Markov M puede obtenerse del algoritmo de la
Figura 1 de la forma siguiente, Para cada i, j € Sy i # j,
1 w() 1 p(3)

aij = Prlzyy = jlo, = 4] = nw(j) +w@) np(i) +pli)

Adems4s, a; = 1_2#1- a;;. Observe que paratodo j # i, ai; < 1/n (siendon = |S)),

y por lo tanto a;; > 0. Ahora mostraremos que M es ergddica. Sea a§;> la probabilidad
de alcanzar el estado j en s pasos comenzando desde el estado 4.

Una cadena de Markov es erg6dica, si es finifa, irreducible (V1,5 € S,3s : QS) >
0), y aperiddica (V1,7 € S, ged{s : aE;) >0} = 1) [12]. La ergodicidad implica que la
distribucidn estacionaria es tinica.

Lema 1 La cadena de Markov M es ergddica, y por lo tanto tiene una vinica distribu-
cién  estacionaria que satisface m = wA.

Demostracién. Al cumplirse que a;; > 0 paratodo 4,7 € S, la cadena de Markov M
es irreducible. Ademds, al ser a;; > 0 paratodoz € S, M es aperiddica. Por lo tanto, al
ser ergddica, y tener una nica distribucién estacionaria 7 se cumple que 7 = 7w A [12].
Con esto probamos que la distribucién estacionaria es la distribucién deseada p.

Teorema 1 La salida de SSels(r) converge a la distribucién de probabilidad p a me-
dida que T tiende a infinito.

Demostracion. De acuerdo al anterior lema, la distribucién de valores z, devueltos
por el algoritmo converge a la distribucién estacionaria « de la cadena de Markov M a
medida que r tiende al infinito. Todo lo que se necesita probar es que p = T, es decir,

¢ Se supone que el lector tiene conocimientos sobre cadenas de Markov.



que p = pA. Para cualquier i € S, necesitamos probar que p(i) = }_;c 5 P(7)aji
Sustituyendo

W) _ - wld),
n 7_;526:5' n
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£

Ya que se cumple para todo i € S, la demostracion esté completada.

3.3 Velocidad de Convergencia

Nos centraremos ahora en el nimero de rondas r que son necesarias para que la distribu-
cién de los valores devueltos por SSels(r) sean casi los mismos que los de la distribu-
cién de probabilidad p. Para medir la distancia entre ambas distribuciones, utilizaremos
la distancia puntual relativa (relative pointwise distance) como estd definida en [12].
Este pardmetro mide el mayor error relativo entre ambas distribuciones, para cualquier
posible valor inicial o final. Observe que ag) es la probabilidad de que SSelg(r) de-
(r

vuelva el valor j si el valor inicial de x es 4, es decir, a‘ij) = Prlx, = j|zg = £]. Porlo

tanto, el error relativo mdximo estd definido como:
A(r) = max —#lag) _ p(J)i
wies  p(d)

Para acotar la expresién A(r) probaremos primero que la cadena de Markov M es
reversible, si cumple que a;;p(2) = a;:p(F) [12].

L.ema 2 La cadena de Markov M es reversible.

Demostracién. Sustituyendo en a;;p(i) = az;p(j), obtenemos

1 w(j) w(i) _ 1 w(i)  wj) — aipl5)
nw(j)+w() 7 nw(j) +w() 7 7P\

aijp(i) =

Para acotar A(r) son ttiles los lemas 1y 2 por el siguiente resultado, derivado de
la Proposicién 3.1 en [12].



Lema 3 ([12]) Sea A la matriz de transicion de la cadena de Markov ergédica vy re-
versible, p su distribucion estacionaria, y 1 = Ag > X{ = Ao > 0 > Ap_1 sus
autovalores. Entonces, para todo v > 1 el error relativo mdximo satisface

A'f‘

b
Pmin

Alr) <

donde A = maxg>1 |Ak| ¥ Pmin = min;es p(2).

Claramente, A = max(A1, |An—1]), donde Ay < |A,_1| si y solosi A,_; < 0.
Definiendo amin = min;e g a4, por el teorema del Circulo de Gershgorin [8], tenemos
que Ap,_;1 2> 2an,;, — 1. Porlo tanto, A < max{A;,1—2ap;,}. Para acotar A; usaremos
la conductancia de M.

Definicién 1 Considerando la cadena de Markov M, para cualguier conjunto B C S,
representado como C(B) = .. g p(i) y F(B) = ZiEB’jés a;;p(%), la conductancia
de M se define como
P = min @
pcBcs:c(B)<1/2 C(B)
El Lema 3.3 en [12] muestraque A < 1 — ‘—p;. Por lo tanto, podemos acotar A; de
la forma siguiente:

Lema 4 Los autovalores A1 de la cadena de Markov M ergddica y reversible satis-
facen

1
Wy o Lo 2 (max{(1 — 1/n)pmin, 1/(47Pmax)D°
donde pmin = minie s P(2) ¥ Pmax = maxies p(d).

Demostracidn. Si consideramos cualquier conjunto Btalque § ¢ B € Sy C(B) <
1/2, podemos representar la conductancia como @(B) = —g%, obteniendo dos cotas
inferiores para ®(B).

Ya que C(B) < 1/2, entonces #(B) > 2F(B). Para acotar F(B), observamos
que 20PU). decrece con los valores de p(i) vy p(4), o que implica que -222U). >

, PO+p() p(7)+p(i) =
gouia = Puin, Por otro lado, |B| - |S'\ B| > n — 1. Por lo tanto,
. I p(%)p(j‘) 1 Pmin 7 — 1 Puin
s e L PP 2 > .
Fi= 2, wr=0 2 @ a2 3 2w p

i€EB,j¢B ieB,j¢B i€B,j¢B

lo que implica que $(B) > (1 — 1/n)Pmin-
En cuanto a la segunda cota, observamos que

(Zicpp(®) (ngs P(j))

=1 3 HD 5 1 5 -

n icB.i¢B P(]) +P(Z) T 2NPmax icB ¢B 2NPmax



yal ser C(B) = EieB (%),

_FB 2epPl) 1
O(B) T 2nPmax 4”pms,x,

donde la segunda desigualdad se obtiene de 3., 5 p(j) = 1 — C(B) y C(B) < 1/2.

Ya que ambas cotas se mantienen para cualquier 33, obtenemos que & > max{(1 -
1/7)Pmin, 1/ (4npmax) }. Combinando esta cota con el Lema 3.3 de [12], el Lema se
cumple.

A partir de los resultados anteriores podemos acotar la distancia puntual relativa (rela-
tive pointwise distance) de la forma siguiente:

Teorema 2 El error relativo mdximo de la cadena de Markov M cumple
o sk "
A(T) S (l = 1'1’]11'1{5 (max{(l - 1/n)pmin: 1/(4-npma.x)})2 723min}\) /Pmim

donde pin = min;es p(4), Pmax = Maxies P(1), ¥ Gmin = Minies ai;.

4 Resultados

En http://www.networks.imdea.org/Portals/8/Downloads/Publications/Biased-Selection-
2010-EN.pdf estdn disponibles los resultados.
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