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Resumen ejecutivo

El aprendizaje automético (en inglés, machine learning) es una rama de la ciencia computacional
y de la inteligencia artificial que se encarga de simular el proceso de aprendizaje en ordenado-
res. Esto se logra mediante el uso de algoritmos especializados, capaces de extraer propiedades
intrinsecas de datos sin procesar. A partir de los patrones presentes en los datos, los algoritmos
generan modelos de actuaciéon que les permiten tomar decisiones aparentemente subjetivas.

En lo que se conoce como aprendizaje automdtico supervisado es necesario entrenar al algoritmo
para que genere un modelo valido. Para ello, se muestra al algoritmo lo que se espera que obtenga
al procesar lo que se conoce como unos datos de entrenamiento. Una vez aprenda estos datos de
entrenamiento, se espera que este modelo sea capaz de procesar correctamente datos similares
a los de entrenamiento.

Una de las principales aplicaciones del aprendizaje automaético supervisado son las tareas de
clasificacién visual, dmbito en el que se desarrolla este Trabajo de Fin de Grado (TFG). Para
una imagen como dato de entrada, el objetivo de la clasificacion es asignarle correctamente
la clase a la que pertenece dentro de un conjunto determinado de clases. Los algoritmos que
resuelven estas tareas de clasificacién visual presentan tres elementos fundamentales:

= Una funcion de puntuacion, encargada de clasficar cada imagen asignado a cada una de
las clases una puntuacion.

» Una funcion de pérdida, que cuantifica la concordancia entre las predicciones y la clasifi-
cacion real.

= Un método de optimizacion, mediante el cual se tratard de lograr que la clasificacion del
algoritmo sea lo mas parecido a la realidad.

El proceso de aprendizaje consistird entonces en un problema de optimizacién, en el que se
minimizara el valor de la funciéon de pérdida con respecto a los parametros de la funcién de
puntuacién. La validez del modelo serd medida mediante lo que se conoce como precision, que
muestra el porcentaje de imagenes correctamente clasificadas.

Los algoritmos que se emplean con mas frecuencia en los problemas de clasificacién de iméagenes,
como puede ser el reconocimiento facial o en la deteccién de objetos en la conduccién auténoma,
son los conocidos como redes neuronales artificiales. Consisten en un conjunto de unidades de
procesamiento, dispuestas en un gran ntmero de capas en serie interconectadas entre si, las
cuales trabajan en conjunto para aprender los patrones presentes en las imagenes asociados a
cada categoria. En otras palabras, estos modelos pueden entenderse como una funcién no lineal,
la cual depende de multiples pardmetros que se optimizan para obtener el resultado deseado al
introducir los datos de entrenamiento.

Uno de los grandes retos del aprendizaje automético en los ultimos anos ha sido mejorar el
rendimiento de las redes neuronales. Estudios recientes se han centrado en el que seguramente
es el proceso mas importante dentro de los algoritmos de aprendizaje automatico: la optimizacion
de la funcién de pérdida.
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Resumen ejecutivo

Generalmente, las funciones de pérdida son funciones no-convexas: presentan una superficie
con una gran cantidad de minimos locales y puntos de silla, ademéds de grandes variaciones
en la curvatura. Si la red presenta pocos pardametros en comparacion con la complejidad de
la tarea a resolver (red subparametrizada), alcanzar el minimo global de la funcién serd muy
complicado, si no imposible, en la mayoria de los casos. Por otro lado, si la red estd altamente
sobreparametrizada, alcanzar un minimo global es relativamente sencillo y el esfuerzo se centra
en la generalizacién del modelo: la precision que obtiene en datos que no formaban parte de los
datos de entrenamiento.

Normalmente existen minimos locales lo suficientemente profundos como para que la red neu-
ronal sea capaz de aprender. Aun asi, sigue siendo un desafio alcanzarlos: la gran cantidad de
inicializaciones, métodos de optimizacién y ajustes en la red hace que sea dificil encontrar la com-
binacién adecuada de los mismos que permita descender adecuadamente por la hipersuperficie
que la funcién de pérdida representa en el espacio de parametros.

Para hacer frente a este problema, en Tilting the playing field: Dynamical loss functions for ma-
chine learning (Ruiz-Garcia et al., 2021) se presenté la denominada funcion de pérdida dindmica.
Lo novedoso de esta nueva funcién es que modifica su superficie durante el entrenamiento, per-
mitiendo que se exploren nuevas regiones del espacio de pardmetros en el proceso de aprendizaje.
De esta forma, es posible alcanzar minimos més profundos que logren mejores resultados para
distintas configuraciones y combinaciones de los hiperpardmetros de una red neuronal.

Para un conjunto de datos previamente dividido en clases, la funcién de pérdida dindamica intro-
duce en una funcién de pérdida convencional unos factores dependientes del tiempo asociados a
cada clase. Al entrenar la red, estos factores fomentan el aprendizaje de una de las clases sobre el
resto durante un determinado periodo de tiempo y van oscilando de tal manera que se enfatiza
una clase tras otra ciclicamente.

La funcién de pérdida dindmica fue inicialmente implementada en la conocida como funcidn de
pérdida de entropia cruzada (en inglés, cross-entropy loss). En redes que no logran encontrar
minimos profundos de la funcién de pérdida de entropia cruzada estandar, se demostré que
la funcién de pérdida dindmica puede conducir a un incremento de la precisién del modelo.
Incluso en redes que ya lograban buenos resultados de aprendizaje (redes sobreparametrizadas),
las funciones de pérdida dindmica pueden conducir a una mejor generalizacién del modelo,
entendiéndose como una mejora en el rendimiento ante nuevos datos de entrada.

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado es continuar esta linea de investigacion, definiendo
nuevas funciones de pérdida dindmicas usando como punto de partida el error cuadrdtico medio
(en inglés, mean squared error), otra de las funciones de pérdida més populares en el aprendizaje
automatico.

A lo largo de este trabajo de investigacion se realizara:
= Una introduccion a las redes neuronales para tareas de clasificacion supervisada, donde se

explicard, tanto analitica como cualitativamente, el proceso de aprendizaje de las redes
neuronales.
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= Un estudio detallado de la funcion de pérdida dindmica de entropia cruzada, en el que
mostrard la mejora en los resultados de aprendizaje que se obtienen al emplearla y se
detallard el mecanismo de aprendizaje inherente. Se demostrard la presencia de un parti-
cular fenémeno presente durante el entrenamiento: aparece una inestabilidad del sistema
que se manifiesta en las graficas en forma de cascadas de bifurcaciones. La presencia de
este fenémeno serd explicado mediante los autovalores de la matriz Hessiana de la funcion
y los autovalores del conocido como Nicleo de la Tangente Neuronal (en inglés, Neural
Tangent Kernel).

= La propuesta y el estudio de nuevas funciones de pérdida dindmicas usando el error
cuadrdtico medio. Se introduciran los factores dinamicos de dos formas diferentes en la
funcién y se mostrard cémo en ambos casos también se produce una mejora en los resul-
tados de aprendizaje. Se realizara de nuevo un estudio de la dindmica del aprendizaje de
estas funciones, comparandolas con el caso de la entropia cruzada. Se observard de nue-
vo la presencia de inestabilidades durante el entrenamiento, empleando nuevamente los
autovalores de la matriz Hessiana y del Nucleo de la Tangente Neuronal para explicar la
aparicién de estas inestabilidades.

= La implementacion de las diferentes funciones de pérdida dinamica en Python, detallandose
cada parte del cédigo.

Palabras clave: aprendizaje automatico, clasificacién de imagenes, modelo, redes neuronales
artificiales, funcién de pérdida dinamica, python.

Cédigos UNESCO: 120601, 120707, 120711.
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1. Introduccion

El aprendizaje automético (del inglés, machine learning) es una rama de la ciencia computacio-
nal que consiste en programar un ordenador de forma que sea capaz de resolver un problema
basdndose en la experiencia o en situaciones similares que tome como ejemplo. El aprendizaje
automatico es necesario para resolver problemas para los cuales el ser humano carece de la ha-
bilidad necesaria, o incluso en casos donde, a pesar de saber resolverlos, es complicado explicar
la metodologia a la que se recurre para ello. Por ejemplo, reconocer a alguien por su cara resulta
una tarea facil para una persona, se realiza de manera inconsciente; en cambio, si se quisiera
explicar a un ordenador cémo hacer para reconocer una cara, seria un proceso que no resulta
tan evidente. A pesar de ello, esta tecnologia existe sComo es posible ¢

Para resolver un problema con un ordenador es necesario hacer uso de lo que se conoce como un
algoritmo, una serie de instrucciones ordenadas capaces de llegar a la solucién de un problema.
De estos algoritmos se espera que generen un modelo de actuacion frente a situaciones similares.
En este sentido, el aprendizaje automaético trabaja con algoritmos capaces de aprender, es decir,
reconocer los patrones inherentes en la informacién que reciban de entrada. Para ello, es necesario
emplear una gran cantidad de datos que permitan al algoritmo construir un modelo lo méas preciso
posible.

Volviendo al ejemplo del reconocimiento facial, si se procesa una gran cantidad caras de personas
de diferente sexo, edad o raza, y se extraen las caracteristicas propias que las definen, como puede
ser la posicién de los ojos o el ancho de la boca, se puede construir el algoritmo que sea capaz
de diferenciar unas caras de otras y que genere un modelo que funcione con caras nuevas.

El aprendizaje automatico esta fuertemente ligado a la inteligencia artifcial, cuyo objetivo tltimo
es desarrollar sistemas que simulen la inteligencia humana. Para que un sistema sea inteligente,
debe ser capaz de adaptarse a las condiciones ambientales cambiantes, por lo tanto, es necesario
que aprenda. Si este sistema logra aprender a aprender, no es necesario que un programador se
encargue de proponer soluciones a todas las situaciones a las que se puede enfrentar.

Generalmente, el aprendizaje automatico se divide en tres grandes grupos en funciéon de cémo
sea la metodologia de aprendizaje:

= Aprendizaje supervisado. Se muestra al algoritmo una serie de datos de ejemplo y lo que
se espera que obtenga de ellos, de forma que el objetivo es encontrar el modelo capaz de
lograrlo.

= Aprendizaje no supervisado. Se da al algoritmo unos datos de entrada pero sin mostrarle
el resultado esperado. El algoritmo tiene entonces como objetivo encontrar por su cuenta
los patrones en los datos de entrada.

s Aprendizaje por refuerzo. El algoritmo interactia con un ambiente dindmico, en el cual
debe realizar una tarea donde la tinica forma de conocer el resultado correcto depende de
cOmo reaccione ese ambiente.

El aprendizaje automatico se puede aplicar en diferentes tareas, como puede ser el reconoci-
miento facial, la prediccion de fenémenos meteorolégicos, la deteccién de objetos o la conduccion
automatica. A pesar de que existen numerosas aplicaciones, podemos agrupar estas tareas en:
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= Tareas de clasificacion. Consiste en asignar la clase a la que pertenece un dato de entrada
con respecto a un determinado conjunto de clases. Por ejemplo, un algoritmo de clasifica-
cion capaz de separar el correo deseado del spam. Generalmente son tareas supervisadas.

» Tareas de regresion. Tiene como objetivo modelar la dependencia de la clasificacion de unos
datos con respecto a sus caracteristicas para determinar céomo cambiara la clasificaciéon
segin varien las caracteristicas. Por ejemplo, un algoritmo de regresién capaz de predecir
el precio de una casa en funcién de cuantas habitaciones tenga. Generalmente son tareas
supervisadas.

= Tareas de agrupamiento. Consiste en encontrar relaciones subjetivas en los datos y aso-
ciarlos en funcién de dichas relaciones. Un ejemplo puede ser la publicidad personalizada
en funcién de las bisquedas en internet. Generalmente son tareas no supervisadas.

1.1. Objetivos y contenido del trabajo

Este Trabajo de Fin de Grado (TFG) se centra en una aplicacién concreta del aprendizaje
automatico: las tareas de clasificacién supervisadas. Dentro de este grupo de tareas, destacan las
de clasificacién visual, donde se emplean unos algorimos clasificadores que, generalmente, seran
los conocidos como redes neuronales artificiales. Estos algoritmos emplean lo que se conoce como
una funcion de pérdida, que permite cuantificar cémo de bien estd clasificando su modelo las
imagenes que toma como datos de entrada.

Existen diferentes tipos de funcién de pérdida que trabajan mejor o peor en funcién de la
tarea que se les asigne. En un estudio realizado por el Dr. Miguel Ruiz Garcia y su equipo
de investigacion en 2021, se presenté la denominada funcion de pérdida dindmica como una
modificacion de la ya existente funcion de pérdida de entropia cruzada.

Esta funcién dindmicapermite que la red neuronal artificial enfatice el aprendizaje de unas clases
sobre otras durante un intervalo de tiempo. Por ejemplo, si se imagina un conjunto de puntos
rojos, amarillos v azules que la red neuronal tuviese que clasificar visualmente, primero se
centraria clasificar los rojos durante un tiempo, luego los amarillos y posteriormente los azules.
Acto seguido, volveria a centrarse en los rojos, luego en los amarillos y finalmente los azules.
Asi hasta terminar el proceso de aprendizaje. En este estudio, se logré demostrar que este tipo
de énfasis ciclico sobre cada una de las clases daba lugar a mejores resultados de aprendizaje en
redes neuronales artificiales (Ruiz-Garcia et al., 2021).

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado serd continuar esta linea de investigacion, trabajando
en el desarrollo de una nueva funcion de pérdida dindmica, modificando la ya existente funcion
de pérdida de error cuadrdtico medio. Por lo tanto que del contenido de la presente memoria se
puede esperar:

» Una introduccién a las tareas de clasificacién de imagenes y a las redes neuronales artifi-
ciales.

= Un estudio detallado de la funcién de pérdida dindmica de entropia cruzada desarrolla por
el Dr. Ruiz Garcia y sus colaboradores.

= El desarrollo de una nueva funcién de pérdida dindmica empleando el error cuadratico
medio y su implementacién en una red neuronal.

= La presentacién del coédigo en lenguaje Python empleado para su aplicacion.
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= Una valoracién del impacto de este estudio, una planificacion temporal del trabajo y un
célculo del presupuesto de la investigacion.

= Un resumen de las conclusiones a las que se ha llegado en este estudio.
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2. Redes neuronales para el reconocimiento visual

Una de las principales aplicaciones del aprendizaje automatico supervisado son las tareas de
clasificacién visual. Se trata de un concepto muy sencillo: dado un dato de entrada, generalmente
una imagen, el objetivo es clasificarlo correctamente dentro de un conjunto determinado de clases.

Para que un algoritmo sea capaz de predecir la clase a la que pertenece una determinada imagen
es necesario que aprenda de una serie de iméagenes de referencia, a partir de las cuales generara
un modelo de clasificacion.

Por ejemplo, si queremos clasificar la imagen de un gato callejero dentro del conjunto de cate-
gorias [gato, perro, barco], inicialmente el algoritmo deberd aprender los rasgos caracteristicos
de cada clase. Para ello, tomara una bateria de imagenes correctamente clasificadas de todas
las categorias; posteriormente, comparard los rasgos de la imagen del gato con los que ha apren-
dido de cada una de las clases; finalmente, le asignard la categoria con la que presente mayor
similitud.

Uno de las bases de datos usada con mds frecuencia para comprobar el funcionamiento de
este tipo de modelos es CIFARI10, el cual consta de 60000 imagenes en color de 32x32 pixeles,
clasificadas en 10 clases. El conjunto prresenta de seis lotes de 10000 imagenes cada uno: cinco
son lotes para entrenamiento y uno de ellos se emplea como evaluacion, con 10000 imégenes
aleatorias de todas las clases (Krizhevsky, 2009). La figura 2.1 muestra una pequena parte de
este conjunto de datos.
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Figura 2.1: Muestra del conjunto de datos CIFAR-10. Imagen tomada de (Krizhevsky, 2009).

De manera general, la metodologia que se sigue para abordar los problemas de clasificacién
puede resumirse en tres pasos (Karpathy, 2020):

Eduardo Lavin Pallero 5



2. Redes neuronales para el reconocimiento visual

1. Datos de entrada. Se tomara un conjunto de N datos, generalmente imégenes, cada uno
de los cuales pertenece a una de las K clases en las que se puede categorizar. A estos se le
conoce como conjunto de datos de entrenamiento.

2. Aprendizaje. El objetivo serd entonces tomar el conjunto de datos de entrenamiento y
aprender las caracteristicas de cada una de las clases. A este proceso se le conoce como
entrenar al algoritmo o aprender un modelo de clasificacion.

3. Evaluacién. Una vez aprendido el modelo, se evaluard la calidad del mismo empleandolo
para predecir la clase a la que pertenece un nuevo conjunto de imagenes con las que el
algoritmo no habia trabajado hasta entonces. Posteriormente, se comparara la clasificacién
correcta de dichas imagenes con la predicha por el modelo.

En este capitulo se explicara el proceso de aprendizaje en los denominados clasificadores lineales,
y de esta forma sentar una base para explicar los fundamentos de las redes neuronales. Més
adelante, se hard una breve introduccién a las redes neuronales convolucionales que incluyen
operadores no lineales.

2.1. Clasificadores lineales

Tras definir el problema de clasificacion de imagenes, es necesario introducir tres elementos
fundamentales presentes en los algoritmos clasificadores: una funcion de puntuacion, encargada
de clasificar cada dato de entrada mediante una serie de puntuaciones asignadas a cada clase;
una funcion de pérdida, que cuantifica la concordancia entre las predicciones y la clasificacion
real; y un método de optimizacion, mediante el cual se modificaran los pardametros de la funcion
de puntuacién para tratar de lograr que la clasificacién del algoritmo sea lo méas precisa posible.

El proceso de aprendizaje consistird entonces en un problema de optimizacién, en el que se
minimizara el valor de la funcién de pérdida con respecto a los pardmetros de la funciéon de
puntuacion (Karpathy, 2020).

2.1.1. Funcién de puntuacion

Una imagen no es més que una matriz tridimensional de gran tamano. Por ejemplo, una imagen
de 32x32 pixeles, sabiendo que cada pixel presenta tres canales de color RGB (del inglés, Red-
Green-Blue), basicamente se trata de un conjunto de 32x32x3 = 3072 ntmeros que van del 0
(negro) al 255 (blanco). Los pixeles de una imagen pueden disponerse en un vector de dimensién
[Dx1], que en el caso del ejemplo, las dimensiones serian [3072x1] (Karpathy, 2020).

Se asume un conjunto N de imagenes z; € RP como datos de entrenamiento, cada una de las
cuales estd asociada a una clase y; € [1...K], de manera que se tienen N imdgenes de dimensién
D y K categorias.

Se definira ahora una funcién de puntuacién tal que f : RP? — RE. Se trata de una funcién que
va a asignar una puntuacién por clase a cada imagen: la clase que presente la mayor puntuaciéon
serd la que el clasificador asocie a la imagen. Una de las funciones més sencillas es la de asignacién
lineal:

f(xi, W, b) = Wx; + b (2.1)
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En la ecuacién 2.1, la matriz W contiene [KxD] pardmetros y es conocida como matriz de pesos.
El vector b, denominado vector de sesgo, contiene [Kx1] pardmetros que influyen en la salida de
la funcién pero sin llegar a interactuar con los datos ;.

La multiplicacion matricial Wx; evalta K clasificadores simultdaneamente, uno para cada clase,
correspondiendo cada uno de ellos a una fila de W. La salida de la funcién es un vector de
puntuaciones [Kx1] resultante de sumar los vectores Wx; y b, de iguales dimensiones.

La figura 2.2 muestra un ejemplo sencillo de asignacién de puntuaciones a una imagen, sin entrar
en detalle sobre los valores de los parametros. Al intentar clasificar la imagen de un gato dentro
de las categorias [gato, perro, barco], el modelo ha dado la mayor puntuacién a la categoria de
perro, incluso ha asignado la menor puntuacién a la categoria gato, indicando claramente que
el modelo no ha sido entrenado correctamente.

Comunmente se combinan todos los pardmetros en una tnica matriz: el vector de sesgo se anade
a la matriz como una columna a la derecha y se extiende el vector x; anadiendo una componente
al final, constante e igual a 1. Esto supone que la asignacién de puntuaciones consiste en una
Unica operacién matricial. De ahora en adelante se denotard como W a la unién de todos los
parametros.

Los datos de entrada (z;,y;) son dados y fijos, pero los pardmetros W pueden corregirse. La
idea es modificar estos parametros de manera que las puntuaciones asignadas coincidan con la
clasificaciéon real de las imagenes. Un vez finalizado el proceso de aprendizaje, las imagenes de
entrenamiento pueden ser descartadas y los parametros W finales son los que se emplearan para
clasificar nuevas imagenes. Simplemente habra que tomar las nuevas iméagenes como entrada
para la funcién de puntuacién con estos parametros.

Se transforma en un vector de pixeles

02 (-05| 0.1 2.0 56 i -96.8 | puntuacion de gato

15| 13 | 21 | 0.0 231 + 32 | _, | 4379 puntuacién de perro

Imagen de entrada 0 L 24 -1.2 61.95 puntuacién de barco
|14 2 b f(xi, W,b)
L

Figura 2.2: Ejemplo de asignacion de puntuaciones a una imagen. Se asume que la imagen de entrada
cuenta unicamente con 4 pixeles monocromaticos, para simplificar la representacion. Se ha intentado
clasificar la imagen dentro de las categorias [gato (rojo), perro (verde), barco (azul)], pero dadas las
puntuaciones asignadas para cada clase, no ha habido éxito. Este conjunto de parametros esté convencido
de que se trata de un perro. Imagen tomada de (Karpathy, 2020).

Se puede interpretar que cada fila de la matriz de pesos w; (tras el entrenamiento) corresponde a
un prototipo o plantilla, la cual recoge las caracteristicas principales de la clase correspondiente
segun los datos de entrenamiento empleados. Al evaluar una imagen, mediante el producto
escalar entre la fila y el vector de pixeles x;, conceptualmente se esta comparando este prototipo
con la imagen, siendo la puntuacion resultante mayor cuanta mayor similitud presenten.
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Una imagen, expresada como un vector de pixeles x;, realmente es un punto en un espacio de
dimensién D. El clasificador lineal dividird este espacio en regiones correspondientes a las K
distintas clases. Esta division viene definida por los hiperplanos f(xz;, W); = 0, siendo f(x;, W);
la componente j del vector de puntuaciones. Al evaluar una imagen, la puntuacién correspon-
diente a cada clase es la distancia del punto al hiperplano correspondiente. La optimizacion del
modelo puede entenderse como la bisqueda de los hiperplanos que mejor separan los datos en
el espacio de dimension D.

En la figura 2.3 se muestra un ejemplo de clasificacion lineal, en el que se quiere clasificar
una serie de puntos de colores bidimensionales en dos clases distintas. La linea negra central
representa el plano f(x;, W); = 0, siendo la puntuacién asignada a cada punto la distancia con
respecto al mismo. Concretamente, este clasificador es el conocido como Mdquina de Soporte
Vectorial Multiclase, el cual serd presentado mas adelante, que separa el espacio de tal forma
que exista un margen entre los puntos y el plano, representado en lineas discontinuas.

Figura 2.3: Ejemplo de clasificacion lineal en el caso de tener dos clases bidimensionales. La linea negra
central representa el plano f(x;, W), = 0. Imagen tomada de (Tandel, 2017).

2.1.2. Funcion de pérdida

Una vez definida la funcién de puntuacién, es necesario definir una funcién de pérdida que
permita cuantificar cémo de bien estd trabajando el modelo con los parametros actuales. La
pérdida serd mayor cuanto peor se esté clasificando los datos de entrada y sera cero si todos los
datos estan correctamente clasificados.

La funcién de pérdida va a determinar el rendimiento de un algoritmo de clasificacion. Dos de
las principales funciones de pérdida empleadas en las tareas de clasificacién con modelos lineales,
son la funcion de pérdida de bisagra y la funcion de pérdida de entropia cruzada.

Recuérdese que se estd trabajando con un vector de pixeles de una imagen x;, el cual tiene
una clase y; asociada, que se evalia con una funcién de puntuacion lineal f(x;, W) igual a la
presentada en la ecuacién (2.1), pero en la que se han unificado todos los pardmetros en W.

» Funcién de pérdida de bisagra
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Esta funcién de pérdida es comunmente empleada en un tipo de algoritmo conocido como Mdqui-
na de Soporte Vectorial Multiclase (en inglés, Multiclass Support Vector Machine. Esta funcién
toma la forma

L; = Z maz(0, s; — sy, + A), (2.2)
JFYs

siendo s; = f(x;, W); la puntuacioén para la clase j.

Para una imagen representada por a;, se trata de una comparacion entre la puntuacién de la
clase correcta y; y la puntuacién del resto de clases. La funcién de pérdida fuerza a que la
puntuacién de la clase correcta sea mayor que la puntuacion de las clases incorrectas en, al
menos, una cantidad A. Cuando s; — s, < A, la salida de la funcién es cero, lo cual implica que
se considera que el modelo ha clasificado correctamente la imagen. En caso contrario, £; > 0,
por lo que se considera que el modelo ha fallado.

= Funcién de pérdida de entropia cruzada

En este caso, el clasificador Softmax emplea la llamada funcion de pérdida de Entropia Cruzada,
que se puede definir como

L; = —log(

W) ,0 equivalentemente, Li=—f, + 10g(z efj)7 (2.3)
j

donde se denota como f; la componente j del vector de puntuaciones f(x;, W);, de forma que
fy; es la componente correspondiente a la clase correcta de la imagen.

.7 & . e .7
La funcién g;(z) = s~—7 es conocida como la funcidn Softmaz. Al emplear esta funcién en todas

2
las componentes de un vector real z, éste se transforma en un vector normalizado: todas sus
componentes toman valores en el intervalo [0,1] y la suma de todas es siempre igual a 1.

efyif. , se esta calculando la probabilidad de

Zjej

que la clase y; sea la asignada a la imagen x; dados los parametros W. Al tomar esta funcién como
argumento del logaritmo en la funcién de entropia cruzada de la ecuacion 2.3, si la puntuacion
asignada a la clase correcta con respecto al resto de clases es muy elevada, entonces g;(f) ~ 1,
por lo que la funcién de perdida £; ~ 0. Cuanto menor sea la puntuacion asignada a la clase
correcta, es decir, a medida que g;(f) toma valores cada vez més cercanos a 0, mayor serd el
valor de la pérdida L;.

Cuando se utiliza esta funcién de la forma ¢;(f) =

= Penalizacion de reqularizacion

Una vez se ha calculado £;, ya sea mediante la funcién de pérdida de bisagra o la de entropia
cruzada, es posible definir un nuevo término para calcular la pérdida total del modelo: la pena-
lizacion de regqularizacion.
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Un conjunto de parametros W que clasifican correctamente cada uno de los datos de entrena-
miento, puede no ser Unico. Por ejemplo, cualquier multiplo de los mismos de la forma AW,
siendo A > 1, también va a clasificar correctamente los datos segin cualquiera de las dos fun-
ciones de pérdida presentadas.

Para eliminar esta ambigiiedad, se emplea la penalizacién de regularizacién. Una de las maés
empleadas en las tareas de clasificacién es la norma cuadratica L2, que permite descartar los
pesos de gran tamano, y viene dada por la expresiéon

R(W) =) "> wy. (2.4)
k l

En la ecuacién (2.4) se denota cada elemento de la matriz de pesos W como wy ;. Nétese que
la penalizacién no toma en cuenta los datos de entrada ;.

Dados N datos de entrenamiento y un hiperparametro A > 1 conocido como fuerza de regulari-
zacion, podemos definir la pérdida total del modelo en funcién de dos componentes: la primera
serd la pérdida media £; de todos los datos de entrenamiento, el cual se denominara pérdida
de datos, y la segunda serd la penalizacién de regularizacion multiplicada por A, siendo ésta la
pérdida de regularizacion. La expresion de la pérdida total toma la forma

1
L= N;Li—k)\R(VV). (2.5)

2.1.3. Método de optimizacién

Ya se ha explicado cémo la funciéon de puntuacién, tomando un conjunto de parametros W, es
capaz de predecir la clase a la que pertenece un determinado dato de entrada «;, y cémo se puede
cuantificar el nivel de correspondencia de esta prediccion con la clasificacién real y; mediante
una funcién de pérdida.

El objetivo del entrenamiento es encontrar la configuracién de los parametros W capaz de
clasificar correctamente todos (o casi todos) los datos de entrenamiento. Para ello, se recurrira a
un proceso de minimizacion de la funcion de pérdida, en el que se irdn modificando los parametros
W de tal forma que segtin avance el entrenamiento, la pérdida disminuya.

La funciones de pérdida generalmente estan definidas en espacios de muchas dimensiones, que
coincidien en nimero con la cantidad de parametros en nuestro modelo, por lo que es dificil
visualizarlas espacialmente. Para unos datos de entrada concretos z;, si se realiza un corte
en este espacio mediante un plano (bidimensional), se observaria que cada punto del plano,
correspondiente a unos valores concretos de la matriz de pesos W, presentara un valor de la
funcién de pérdida.

Si se representa el valor de £ para los puntos de este plano graficamente, asignando una escala
de colores a cada uno de los puntos segun su valor, se obtendria un paisaje de la funciéon de
pérdida similar al representado en la figura 2.4.
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Figura 2.4: Ejemplo visual de un corte por un plano bidimensional en la funcién de pérdida. Se observa
que van a existir zonas elevadas, de mucha pérdida (rojo), y otras més profundas, de poca pérdida (azul).
El objetivo de la optimizacién serd avanzar poco a poco hacia las zonas més profundas de la funcién de
pérdida. Imagen tomada de (Karpathy, 2020).

Si se representase en tres dimensiones la figura 2.4, se obtendria una superficie convexa, siendo
la zona més profunda la correspondiente a los colores en tonos azules, con poca pérdida. Si
se partiera desde una zona elevada (en rojo) con mucha pérdida, la minimizacién consistiria en
avanzar por la superficie siguiendo la pendiente hacia abajo, y de esta forma, alcanzar los valores
minimos de la funcién de pérdida. Extrapolando esta idea a espacios de mayor dimensién, si se
parte de un punto cualquiera de la hipersuperficie de la funcién, la mejor forma de encontrar
un nuevo punto con mejores parametros, y por consiguiente, con pérdidas menores, es siguiendo
la pendiente en sentido negativo. Para encontrar la direcciéon que presente la pendiente maés
pronunciada serd necesario estudiar el gradiente de la funcién en el punto de partida.

Para una funcién escalar tal que f : RP? — R, el gradiente consiste en un vector de dimensién D
que determina la pendiente que presenta la superficie de la funcién en un determinado punto.
Cada una de las componentes del vector gradiente se denomina derivada parcial.

9f(2) 0f(2) 9f(2)

Viiz)=( 0o Om 8zD) (2.6)

La ecuacion (2.6) muestra la forma que toma el gradiente de una funcién V f(z), evaluada en z,

(

donde %Z,z) representa la derivada parcial de la funcién con respecto a la variable z;.
Para el caso de una funcion de pérdida de grandes dimensiones L, sabiendo que los datos de
entrada a; son dados y fijos, lo que interesa es conocer cémo varia £ al modificar los pardmetros

W. Esto implica que la derivada parcial que se necesita calcular es g—ﬁ,, que estudiard la pendiente
para cada uno de los pesos.

Hay varias formas de calcular el gradiente de una funcién en un punto, como pueden ser los
métodos analiticos y los métodos numéricos. En los algoritmos clasificadores generalmente se
emplea un método conocido como propagacion inversa, que consiste en emplear la regla de la
cadena analiticamente y calcularla de manera eficiente usando calculos intermedios usados en la
propagacién directa (Karpathy, 2020).

Para una funcién de puntuacién de asignacién lineal f(x;, W) = Wa; y una funcién de pérdida
de entropia cruzada L;, el calculo del gradiente %V por propagacion inversa toma la forma
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oL _oLof o
OW  Of OW  OW

(AR(W)). (2.7)

Una vez se conocen las derivadas parciales de las funciones, el calculo de gradiente consiste
simplemente en sencillas operaciones matriciales, como se mostrara en apartados posteriores.

Una vez se ha definida la forma en la que el algoritmo calcula los gradientes, es necesario definir
la metodologia que se va a seguir la minimizacion. El método de optimizacion por excelencia en
los algoritmos clasificadores es el conocido como descenso de gradiente. Consiste en un proceso
iterativo: inicialmente se calcula el gradiente en el punto actual; luego se avanza una determinada
magnitud en esa direccién y en sentido negativo; posteriormente, se actualizan los valores de
los pardametros para el nuevo punto; y finalmente, se calcula el gradiente en el nuevo punto,
comenzando de nuevo el proceso. De esta forma se logra descender siempre en el sentido negativo
del gradiente.

El descenso de gradiente en su versién mas sencilla toma la forma:

oL

Wi = Wy — 5w

(2.8)

Donde W; es el valor actual de los pardmetros; Wiy es el valor actualizado; y 7 lo que se
conoce como magnitud del paso o tasa de aprendizaje. El término —ng—ﬁ, puede interpretarse
como el incremento en los parametros W al avanzar una magnitud 7 en la direccién del gradiente
negativo.

Si se concibe la superficie de la funciéon de pérdida como un mapa topogréfico tridimensional
(véase la figura 2.4), para una tasa de aprendizaje pequena se avanzard con seguridad por la
superficie hacia el gradiente negativo pero, al tomar pasos tan pequenos en cada iteracion, es
posible que el sistema se quede atascado en minimos locales de la funcién, haciendo que el
modelo no aprenda. Si en cambio la tasa de aprendizaje es demasiado grande, se avanzard a
gran velocidad hacia el minimo global, pudiendo suceder que, aunque se alcance un minimo lo
suficientemente bueno, al avanzar una magnitud elevada en el sentido del gradiente negativo se
pase de largo por el minimo, haciendo que el sistema no logre concluir el aprendizaje.

La tasa de aprendizaje es, por tanto, uno de los parametros mas delicados de los algoritmos
clasificadores. Al depender la superficie de la funcién de variables multidimensionales, es dificil
encontrar la magnitud del paso adecuada que permita al modelo aprender correctamente.

El aprendizaje se realiza de manera simultanea para muchos datos de entrenamiento. Cuando
se trabaja con un conjunto demasiado grande, se requiere una elevada capacidad computacional
para realizar la propagacion inversa y calcular la actualizacion de los parametros W. Debido a
esto, generalmente se trabaja con lotes o mini-lotes de datos de entrenamiento.

Esto funciona bien ya que el gradiente de la funcién de pérdida, al emplear un lote, es una
buena aproximacién del gradiente en el caso de emplear todos los datos de una sola vez. Cada
lote se aprendera durante un niimero finito de pasos ¢t denominado época, quedando entonces el
entrenamiento definido para un numero de épocas, y no de pasos. Cuando el tamano del lote es
de Unicamente un dato, el proceso se denomina descenso de gradiente estocdstico.

La figura 2.5 muestra la dindmica del descenso de gradiente para los tres casos presentados:
descenso de gradiente por lotes, descenso de gradiente por mini-lotes y descenso de gradiente
estocastico.
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= DESCENSO DE GRADIENTE POR LOTES
—— DESCENSO DE GRADIENTE POR MINI-LOTES

—— DESCENSO DE GRADIENTE ESTOCASTICO

Figura 2.5: Ejemplo grafico de cémo seria el descenso de gradiente por lotes, por mini-lotes y estocastico.
Imagen tomada de (Dabbura, 2017).

2.1.4. Precision

Mediante el descenso de gradiente se iran actualizando los valores de los parametros W. La idea es
que el entrenamiento tome un nidmero finito de pasos t en biisqueda. de la menor pérdida posible,
y que al finalizar, los parametros obtenidos nos permitan clasificar otras imédgenes similares a
las empleadas durante el entrenamiento mediante f(xz;, W) = Wax;.

Una forma de evaluar el rendimiento del entrenamiento es comparando, para cada paso t que
se tome durante la optimizacién, el nimero de datos de entrada que se han clasificado correcta-
mente. Si esto lo expresamos en porcentaje, se obtiene lo que se conoce como precision.

La precision de entrenamiento informa sobre como de bien estd aprendiendo el modelo los datos
de entrenamiento y la precision de evaluacion nos va a indicar cémo de bien clasifica el modelo
unos datos con los que no habia trabajado hasta entonces. A estos datos se les conoce como
datos de evaluacion.

La precisién de entrenamiento debe ser lo mayor posible al final del entrenamiento. Su evolucién
temporal da una idea de los mecanismos de aprendizaje y ayuda a la hora de realizar ajustes en
el modelo. Para hacer modificaciones en el modelo, se suele emplear un nuevo conjunto de datos
con los que el modelo tampoco ha trabajado hasta entonces, conocidos como datos de validacion
(Karpathy, 2020).

Se pueden modificar los hiperparametros del modelo para alcanzar una elevada precisiéon de
validaciéon con los datos de validacién, pero no se deben realizar ajustes para incrementar la
precision de evaluacion.

Una elevada precisién de evaluacién es la prueba definitiva que demuestra si un modelo es valido
0 no. Si se realizaran ajustes en funcién de la precisién de evaluacion, se estaria tratando de
ajustar la realidad al modelo y no al revés, por lo que el modelo no seria valido.
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2.2. Redes Neuronales Artificiales

Tras conocer cémo aprenden y clasifican los clasificadores lineales, es importante también conocer
sus limitaciones.

Dados unos datos de entrada x; € RP, éstos estaran repartidos en un espacio de dimensién D.
La funcién de puntuacién de asignacién lineal f(x;, W) = Wax; los clasificard entonces segin se
sitien con respecto a las regiones definidas por f(x;, W) = 0.

El problema es que los limites de estas regiones son hipersuperficies planas. Puede existir una
configuracién de los datos en el espacio que sea demasiado compleja como para clasificarlos
linealmente, por lo que seria necesario que los limites de las regiones correspondientes a cada
clase fuesen superficies mas complejas.

Las redes neuronales artificiales son capaces de definir regiones que se ajusten mejor a los datos
de entrada. Para ello hacen uso de los propios clasificadores lineales, pero introducen en el modelo
lo que se conoce como una no-linealidad (Karpathy, 2020).

En la imagen 2.6 se puede observar como en un espacio de dos dimensiones, para unos datos de
entrada dispuestos en espiral agrupados en tres clases diferentes, un clasificador lineal (izquierda)
no es capaz de aprenderlos correctamente. Al emplear una red neuronal (derecha), se observa
como la clasificaciéon es notablemente mas precisa, por lo que se puede considerar un modelo
valido.

Figura 2.6: Regiones asignadas a cada clase en un problema de clasificacién de los puntos de una espiral
segun su color. A la izquierda: un clasificador lineal no puede clasificar correctamente muchos de los
puntos, debido a que presentan una distribucién demasiado compleja. A la derecha: una red neuronal, en
cambio, si es capaz de clasificarlos correctamente. Imagen tomada de (Karpathy, 2020).

2.2.1. Arquitectura

Una red neuronal artificial consiste en un conjunto de unidades de procesamiento, comunmente
denotadas como neuronas, dispuestas en capas interconectadas de tal forma que la salida de
unas neuronas sea la entrada de otras.
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Dentro de cada unidad, se realiza una asignacién mediante una funcién de puntuacion lineal,
como se ha visto hasta ahora. Por ejemplo, con la funcién f(x;, W) = Wa;. La diferencia estd
en que esta puntuacion se evalia, posteriormente, en una funcién no-lineal denominada funcion
de activacion, siendo el resultado obtenido la salida de la unidad.

La imagen 2.7 presenta de manera esquematizada la estructura de una red neuronal de tres
capas, donde la capa correspondiente a los datos de entrada no se numera. Las capas que se
encuentran entre la capa de entrada y la de salida se denominan capas ocultas. De manera
general, es en estas capas donde las neuronas presentan la funcion de activacion, ya que en la
capa de salida lo que se quiere obtener es la puntuacién real asignada a los datos de entrada.

Q
)
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S

Capa de salida

\\'
®
',‘

S
»
/4
OO

LD

Capa oculta 1 Capa oculta 2

;

Capa de datos
de entrada

Figura 2.7: Esquema de una red neuronal de 3 capas, con dos capas ocultas completamente conectadas.
Imagen tomada de (Karpathy, 2020).

Se denominaréd profundidad de la red al ntimero de capas que presente, y ancho al niimero de
neuronas que presente cada capa. La red neuronal de la imagen 2.7 presenta una configuracién
de capas completamente conectadas, en la que las neuronas de capas adyacentes estan comple-
tamente conectadas dos a dos, sin embargo, dentro de cada capa las neuronas no se conectan
entre si.

La salida de una capa va a multiplicarse por una matriz de pesos W; antes de pasar a la siguiente
capa. De esta forma, la salida de la red neuronal para unos datos de entrada «, con tres capas
y una funcién de activacién conocida como ReLU, que serd detallada mas adelante, tomara la
forma s = Wimax(0, Womaz (0, Wix)).

Al igual que la matriz de pesos W de los clasificadores lineales, las matrices Wy, Wa, W3
deberan optimizarse con descenso de gradiente para que la red neuronal aprenda los datos de
entrenamiento.

2.2.2. Configuracién de la red

Cuando una red aprende sin problemas los datos de entrenamiento, se habla de una red sobre-
parametrizada, y cuando no logra aprenderlos por no tener suficientes pardmetros, se dice que
estd subparametrizada.

La arquitectura de una red neuronal va a determinar su desempeno frente a una determinada
tarea. En este apartado se mencionaran las configuraciones de los hiperparametros de la red més
comunes.
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2.2.2.1 Profundidad y ancho

A medida que se aumenta la profundidad y el ancho de una red, se estd aumentando su capacidad.
Esto se debe a que existe una mayor colaboracién de las neuronas, por lo que pueden definir
regiones en el espacio de mayor complejidad. A pesar de ello, elevar demasiado la capacidad
puede tener consecuencias negativas para el modelo.

Generalmente, los conjuntos de datos de entrenamiento contienen casos aislados o ruido. Estos
son, datos que se ubican en el espacio cerca de regiones que no corresponden a su clase, por lo
que es més dificil clasificarlos correctamente.

Cuando una red presenta elevada capacidad, puede definir regiones en el espacio muy complejas
que clasifiquen correctamente los datos, incluido el ruido. El problema de esto es que el ruido
no representa las propiedades reales de los datos, por lo que al evaluar nuevos datos de entrada,
las regiones definidas no daran buenos resultados de clasificacién.

En esta situacién se presentara una elevada precisién de entrenamiento pero una baja precision
de evaluacién, diciéndose entonces que el modelo estd sobreajustado (del inglés, overfitted).
Es importante que los modelos presenten una generalizacion de los datos de entrenamiento,
prestando menos atencién al ruido y mas a las grandes agrupaciones de datos a la hora de
definir las regiones.

La aproximacion clasica para corregir el sobreajuste a los datos de entrenamiento es reduciendo
la capacidad de la red. Sin embargo, en la actualidad se ha comprobado que hay un limite por el
cual al seguir aumentando el tamano de la red mejora la generalizacién, contraintuitivatmente.
Este fenémeno se conoce como doble descenso .

2.2.2.2 Funcion de activacion

La funcion de activacién es la clave del aprendizaje, ya que es la que va a introducir la no-
linealidad propia de las redes neuronales. Algunas de ellas son:

» Funcién Sigmoid. Toma la forma o(z) = ﬁ Reduce la entrada real a unos valores

acotados en el intervalo [0,1], concretamente, los valores negativos grandes los convierte
en 0 y los valores positivos grandes los transforma en 1.

» Funcién Tanh. Se define como tanh(z) = 20(2x) — 1. Reduce la entrada real a unos valores
acotados en el intervalo [-1,1], por lo que quedan centrados con respecto al 0.

» Funcién ReLU. Se define como f(z) = max(0,z), que simplemente convierte en cero los
valores de entrada negativos.

La funcién ReLU es actualmente la funcién de activacién por mas popular y usada (Karpathy,
2020), ya que presenta una convergencia acelerada al emplear el descenso de gradiente. Durante
el aprendizaje con esta funcién, se observa que algunas neuronas mueren, es decir, que llega
un momento a partir del cual siempre dan como salida el valor 0. Este fenémeno depende
principalmente de la tasa de aprendizaje y hace que la funcién ReLLU sea notablemente delicada.

En la figura 6.2 se muestra la representacion grafica de las tres funciones de activacion presen-
tadas.
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Figura 2.8: A la izquierda: la funcién de activacion Sigmoid. En el centro: la funcién de activacién tanh.
A la derecha: la funcién de activacién ReLU. Imagen tomada de (Karpathy, 2020).

2.2.2.3 Funcién de pérdida

En los problemas de clasificacién se emplea, de manera general, la pérdida de entropia cruzada
o la pérdida de bisagra, presentadas en apartados anteriores. También es comun utilizar la
penalizacion de regularizacién L2. Esto no se aplica unicamente a los clasificadores lineales, sino
también a las redes neuronales.

A la hora de calcular la pérdida de regularizacion, es importante definir correctamente el pardme-
tro de fuerza A, ya que cuanto mayor sea este pardmetro, mayor sera la regularizacién. Una
regularizacién elevada supone una mayor generalizacién del modelo. Por lo tanto, las redes sue-
len configurarse con elevada capacidad y, posteriormente, se define una fuerza de regularizacién
suficiente para que contrarreste el sobreajuste.

2.2.2.4 Meétodo de optimizacién

El descenso de gradiente se aplica generalmente en su version mas sencilla, presentada en la
ecuacién (2.8). En redes neuronales es comun emplear también una actualizacién de pardmetros
conocida como actualizacion de momento.

Este tipo de actualizaciéon presenta una inercia que recuerda pasos anteriores al descender el
sistema por la superficie de la funcién de pérdida. Esto permite frenar el sistema segin se
acerca a un minimo y que no se vea tan afectado por cambios pequenos en la superficie. Un
esquema popular en redes neuronales profundas es la actualizacién mediante momento Nesterov,
que combina el gradiente en el punto actual con pasos anteriores.

2.2.2.5 Tasa de aprendizaje

De manera general, la tasa de aprendizaje se define como constante durante todo el entrena-
miento. Al avanzar una magnitud constante en cada paso del aprendizaje, se corre el riesgo de
no poder alcanzar un minimo lo suficientemente profundo. Existen otros métodos que reducen
la magnitud del paso segiin se avanza en el entrenamiento:

= Cafda exponencial. Se expresa matemédticamente como 7 = nge**.

» Caida 1/t. Se define como n = no/(a + kt).

donde 79 es la tasa actual; k y a son pardmetros a definir; y ¢ es el numero de paso (o de época).
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2.2.3. Redes neuronales convolucionales

Las redes neuronales artificiales que se han visto hasta ahora trabajan muy bien con conjuntos de
datos sencillos y generalmente se emplean a nivel académico. Las redes neuronales convoluciona-
les, en cambio, son una versién mas compleja y especializada de éstas: son las que se emplean a
nivel profesional en tareas de clasificacion de imagenes, como puede ser el reconocimiento facial
o en la deteccién de objetos en la conducciéon auténoma.

Las redes convolucionales son muy similares a las redes neuronales convencionales: tienen co-
mo objetivo clasificar un conjunto de datos determinando el valor adecuado de los parametros
W. También estan constituidas a partir de capas de neuronas capaces de introducir una no-
linealidad a la clasificacién. La diferencia reside en la forma en la que se disponen estas neuronas
(karpathy).

Las redes convolucionales estan especializadas en la clasificacién de imagenes. Es por ello que
mantienen la imagen como una matriz tridimensional de pixeles, en vez de transformarla en un
vector. Esto hace que tanto sus capas ocultas como la de salida presenten una distribucion de
neuronas en tres dimensiones: ancho, altura y profundidad. La imagen 2.9 muestra un esquema
muy simplificado de cémo seria una red convolucional.

profundidad

altura

- ~IO0000R) - —7

ancho

Figura 2.9: Esquema simplificado de una red neuronal convolucional de 3 capas, con dos capas ocultas.
Imagen tomada de (Karpathy, 2020).

Este tipo de redes suelen estar formadas por un gran nimero de capas interconectadas. Presentan
distintos tipos de capa que cumplen una determinada funcién en el proceso de aprendizaje:

= Capa de datos de entrada. Es la capa que contiene los pixeles sin transformar de la imagen.
Por ejemplo, tendrd una dimensiones de [32x32x3]: 32 pixeles de alto, 32 de ancho y los 3
canales de color RGB .

= Capa convolucional . En esta capa se encuentra un conjunto de neuronas, cada una de
las cuales tiene asignada una regiéon de la imagen, que calculard una puntuacién para su
regién. Por ejemplo, la imagen puede dividirse en 12 regiones, de forma que esta capa tiene
una dimension [32x32x12].

= Capa ReLU. Esta capa tiene como salida el resultado de aplicar la funcién de activacion
ReLU, por lo que la dimensién sigue siendo [32x32x12].

= Capa de agrupacién. Esta capa tiene como objetivo reducir la resolucién de los datos, por
ejemplo, pasando de [32x32x12] a [16x16x12].

18 Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales (UPM)



Funciones de pérdida dindmicas en machine learning: aplicacion en el error cuadratico medio

= Capa de salida. Generalmente se trata de una capa completamente conectada, que tendra
como salida la puntuacién final asociada a cada clase para la imagen de entrada, y tendra
una dimension [1x1xk], siendo k el niimero de categorias.

Estas capas pueden distribuirse de muchas maneras segin el problema de clasificaciéon pro-
puesto. Un ejemplo de configuracién de las capas puede ser [ENT-CONV-RELU-CONV-RELU-
AGR-CONV-RELU-CONV-RELU-AGR-CONV-RELU-CONV-RELU-AGR-SALJ, siendo la co-
rrespondencia de acréonimos: ENT para la capa de entrada, CONV para la capa convolucional,
RELU para la capa ReLU, AGR para la capa de agrupacién y SAL para la capa de salida.
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3. La funcién de pérdida dinamica

3.1. Motivaciéon

Uno de los grandes retos del aprendizaje automético en los ultimos anos ha sido mejorar el
rendimiento de las redes neuronales.

Por ejemplo, se ha demostrado como una correcta inicializacion de los parametros logra resulta-
dos de aprendizaje mas eficientes. En esta linea de investigacién destaca el trabajo de Glorot y
Bengio, quienes presentaron una inicializacién normalizada de los parametros W y se estudié su
influencia al emplear distintas funciones de activacién, demostrandose que lograba una conver-
gencia més répida (Glorot y Bengio, 2010). También se han estudiado esquemas de inicializacién
de parametros en redes convolucionales profundas, del orden de miles de capas, que lograban
reducir considerablemente el niimero de capas necesarias para el aprendizaje (Xiao et al., 2018).

Otras lineas de investigacién se han centrado en la arquitectura de la red. Las denominadas
redes neuronales residuales, una variante de las redes convolucionales, establecen conexiones
entre capas de la red que no son adyacentes, logrando asi mejores resultados empleando un
menor nimero de capas (He et al., 2016). Posteriormente, en otros trabajos (Zoph y Le, 2017),
se empled este tipo de redes para generar arquitecturas de redes neuronales eficientes.

Estudios recientes se han centrado en la optimizacién de la funcién de pérdida (Choromanska
et al., 2015; Arous et al., 2019; Soudry y Carmon, 2016). Generalmente, las funciones de pérdida
son funciones no-convexas: presentan una superficie con una gran cantidad de minimos locales y
puntos de silla, ademas de grandes variaciones en la curvatura. Esto hace que alcanzar el minimo
global de la funcién sea complicado en ciertos casos.

Existen minimos locales lo suficientemente profundos como para que la red neuronal sea capaz
de aprender. Aun asi, sigue siendo un desafio alcanzarlos: la gran cantidad de inicializaciones,
métodos de optimizacién y ajustes de hiperparametros hace que sea dificil encontrar la combi-
nacién adecuada de los mismos que permita descender adecuadamente por la superficie de la
funcién. Esto sugiere un nuevo planteamiento:

s Fs posible definir una funcion de pérdida que cambie durante su optimizacion para facilitar el
aprendizaje?

El aprendizaje curricular, una estrategia de entrenamiento para redes neuronales introducida
por Bengio et al., consiste en presentar los datos de entrenamiento ordenados de tal forma que
se muestre gradualmente cada vez méas datos, y cada vez més complejos (Bengio et al., 2009). De
una manera abstracta, el aprendizaje curricular puede entenderse como una secuencia de criterios
de aprendizaje, en la que cada criterio presenta un conjunto de pesos asociado a los datos de
entrenamiento. Inicialmente, los pesos van a favorecer el aprendizaje de los datos definidos como
sencillos; al pasar al siguiente criterio, se va a cambiar ligeramente la distribucién de pesos
para aumentar la probabilidad de muestrear datos méas complejos; al final de la secuencia, el
conjunto de pesos tendra una distribucién uniforme que permita trabajar con la totalidad del
conjunto de datos. De esta forma la funcién de coste va cambiando progresivamente durante el
entrenamiento, facilitando el apredizaje.
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La implementacién del aprendizaje curricular permite lograr una convergencia més rapida a
mejores soluciones y pudiéndose obtener modelos de mayor generalizacion. A pesar de ello, uno
de los principales retos de esta metodologia es definir el nivel de dificultad de los datos de
entrenamiento, imposible en algunos casos.

Diversos problemas fisicos se reducen a la optimizacién de una superficie de potencial (Ruiz-
Garcia et al., 2017; Ruiz-Garcia et al., 2016; Cea et al., 2019; Morshedifard et al., 2021). En
Tuning and jamming reduced to their minima (Ruiz-Garcia et al., 2019), se estudié la optimi-
zacién de una red de flujo inspirada por la estructura de vasos sanguineos en el cerebro. El
objetivo de la investigacion era tratar de simplificar el problema de optimizaciéon modificando la
funcién a optimizar. Este trabajo inspiré la investigacién que presentamos en este Trabajo Fin
de Grado. El sistema de la red de flujo estaba constituido por un conjunto de nodos, con una
presién escalar asociada a cada uno, unidos mediante conductos a través de los cuales pasa una
corriente. Dada una red inicial y un conducto fuente, el problema consistiéo en optimizar la red
anadiendo o eliminando enlaces de tal forma que se lograse alcanzar una determinada diferencia
de presién en unos conductos objetivo. Se observd que ajustar la caida de presiéon de manera
ordenada, segun la distancia entre el conducto fuente y los objetivo, ayudaba a la optimizacién.
Definir la caida de presién de un conducto distante afectaba de manera significativa al resto
de la red, haciendo més dificil la calibracién posterior de otros conductos. En cambio, definir
la caida de presion en un conducto proximo al fuente permitia ajustar con mayor facilidad la
presién en otros conductos mas distantes.

Se introdujo entonces un factor en la optimizacién, funcién de esta distancia, que favorecia el
ajuste de la presién de manera ordenada. Se llegd a la conclusién de que esta pequena mo-
dificacion lograba reducir la dificultad del problema, cambiando la topografia de los minimos
locales de la funcién sin afectar al minimo global, y que podria aplicarse de manera similar en
algoritmos de redes neuronales.

Combinando el aprendizaje curricular y el empleo de factores selectivos en la funcién de pérdida,
surgié lo que se conoce como la funcion de pérdida dindmica. A lo largo de este apartado
se realizard un estudio detallado de esta funcién, mostrando las ventajas que proporciona su
implementacion y estudiando sus mecanismos de aprendizaje.

3.2. Introduccion

En Tilting the playing field: Dynamical loss functions for machine learning (Ruiz-Garcia et al.,
2021) se present6 por primera vez el concepto de funcién de pérdida dindmica. Esta funcién
consiste en transformar una funcién de pérdida convencional para que modifique su topografia
durante el entrenamiento, permitiendo que se exploren nuevas regiones del espacio de parametros
durante la optimizacién. De esta forma, es posible alcanzar minimos mas profundos que logren
mejores resultados de aprendizaje.

De manera similar a la metodologia del aprendizaje curricular (Bengio et al., 2009), Ruiz et al.
desarrollaron un algoritmo capaz de aprender de manera gradual y siguiendo un determinado
orden. En este sentido, en vez de definir una nueva categoria para clasificar los datos segin el
nivel de dificultad, se tomé ventaja de la division por clases preexistente.
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Para un conjunto de datos previamente dividido en clases, la funcién de pérdida dinamica con-
siste en introducir en la funcién de pérdida unos factores dependientes del tiempo asociados a
cada clase. Al entrenar la red, estos factores fomentan el aprendizaje de una de las clases sobre el
resto durante un determinado periodo de tiempo y van oscilando de tal manera que se enfatiza
una clase tras otra ciclicamente.

La figura 3.1 muestra de manera grafica valor de los factores I';(t) en funcién del nimero de
pasos tomados en el entrenamiento, para unos datos de entrenamiento divididos en tres clases,
representando cada color el factor asociado a cada clase. Se puede observar que el tiempo total
de simulacién, de 20000 pasos, se divide a su vez en periodos de T' = 2500 pasos. En cada
periodo, el factor de una de las clases es notablemente superior a los deméds. Al pasar al siguiente
periodo, el valor de este factor decae, siendo ahora el factor asociado a la siguiente clase el que
toma relevancia. Se observa que este proceso se repite de manera ciclica y siguiendo un orden
preestablecido.
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Figura 3.1: Ejemplo de la evolucién temporal del valor de los factores asociados a cada una de las tres
clases [rojo, amarillo y azul].

Al implementar esta transformacién en redes subparametrizadas, que no logran alcanzar un
minimo lo suficientemente profundo en la wversion estdtica de la funciéon de pérdida, se logré
aumentar tanto la precisién de entrenamiento como la de evaluacién. Incluso en redes sobrepa-
rametrizadas, que ya presentaban la maxima precision de entrenamiento, se logré aumentar la
precision de evaluacion, logrando una mejor generalizacién del modelo.

Conceptualmente, se puede entender que la funcién de pérdida dindmica va cambiando la cur-
vatura de su superficie durante el entrenamiento, de forma que, aunque se esté siempre descen-
diendo por la superficie instantanea de la funcién, el sistema va a cruzar determinadas barreras
que limitaban su progreso al emplearse la funcién de pérdida convencional, en la que los pesos
son uniformes para todas las clases.

El proceso es similar a un movimiento peristaltico, en el que de manera ciclica, los minimos
locales - o como se denotard a partir de ahora, los valles de la superficie - de la funcion se elevan
y estrechan, para luego descender y ensancharse. Esto permite que el sistema alcance minimos
mas profundos, ademéds de més anchos, hecho que se ha demostrado que presenta una correlacion
con la generalizacién del modelo (Zhang et al., 2017).
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Cuando se encuentra en regiones demasiado estrechas para la magnitud del paso establecido,
el sistema es empujado a otras zonas de la superficie de la funciéon. Un fenémeno caracteristico
de este proceso es la aparicion de cascadas de bifurcaciones en la dindmica de optimizacién, las
cuales facilitan el aprendizaje. En los apartados siguientes se explicard su presencia en relacién
con los autovalores de la matriz hessiana de la funcién y con los autovalores del Nucleo de la
Tangente Neuronal (en inglés, Neural Tangent Kernel), una funcién que permite describir la
evolucién de la red neuronal durante el entrenamiento (Jacot et al., 2020).

3.3. Formulacién

La funcién de pérdida dindmica consiste en introducir una funcién, dependiente del tiempo ¢ en
el que se encuentre el sistema durante la optimizacion, en la funciéon de pérdida convencional.
Esta transformacién fue aplicada por primera vez en la funcién de pérdida de entropia cruzada
(Ruiz-Garcia et al., 2021).

efyj(wyW)
F = Z I, (t) (—log (W’))) (3.1)

Jj<P

La ecuacién (3.1) muestra la implementacién de la funcién de pérdida dindmica de entropia
cruzada. Se asume un conjunto de datos P, en el que cada dato x; pertenece a una clase y;. La
salida de la red neuronal dado un determinado dato de entrada x; y una matriz de pesos W es
f(z;, W) € RY, siendo C el conjunto de clases.

La superficie de la funcién de pérdida variard en funcién del valor de I';, que se emplea para
enfatizar el aprendizaje de una determinada clase sobre el resto durante un periodo T'. Por lo
tanto, se puede deducir que el tiempo que tarda el sistema en rotar de manera ordenada por
todas las clases es C'T'. Para simplificar las ecuaciones, se define el tiempo dentro de cada periodo
T como

tr =tméd T. (3.2)

Se define una funcién que crece y luego decrece linealmente en funcién de t7, con una amplitud
A, de la forma

1+ mitp para 0<tp <T/2
gltr) = { / (33)

2A—mtpr —1 para T/2<tp <T,

siendo A > 1 la amplitud y m = 2(A — 1)/T. Se definen a partir de g(t) unos factores asociados
a cada clase

P {g(tT) para t/T méd C =i (3.4)

1 para t/T méd C # i,

donde j es la clase en la que se enfatiza el aprendizaje. Si ademés normalizamos estos factores,
se obtienen los factores I'; que se emplean en la ecuacién (3.1):
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(3.5)

Para A = 1, el algoritmo aprende todas las clases por igual y, por lo tanto, la funcién no presenta
oscilaciones; para A — o0, el algoritmo aprende Unicamente una clase por periodo. Notese que
debido a la normalizacién, cuando I'; crece, I'j; decrece. Ademds, en cada periodo I'; > 1 para
la clase i y I'j; < 1 para el resto de las clases.

Es importante destacar que, a pesar de que se modifique la topografia de la funcién de pérdida, los
minimos globales a los que tiende la funcién durante la optimizacién siguen siendo los mismos.
Este tipo de transformacién estd fundamentada en trabajos previos en los que se estudio el
proceso de optimizacién de redes de flujo (Ruiz-Garcia et al., 2019), que se presentaron en
apartados anteriores.

3.4. Aplicaciones
3.4.1. CIFAR-10 y Muyrtle5

La funcién de pérdida dindamica de entropia cruzada fue inicialmente probada en una red neuronal
convolucional, Myrtle5, empleando la base de datos de entrenamiento CIFAR-10 (Ruiz-Garcia
et al., 2021).

La redes Myrtle fueron presentadas por Shankar et al. como una versiéon simplificada de una ar-

quitectura para redes neuronales convolucionales desarrollada por la empresa Myrtle.ai (Myrtle.ai,
2018). Las distintas versiones de la arquitectura original fueron denotadas como Myrtle5, Myrtle7
y Myrtle10 segin el nimero de capas de la red. Se trata de una familia de redes neuronales de

arquitectura sencilla que logran un buen desempeno para la base de datos CIFAR-10 (Shankar

et al., 2020).

La figura 3.2 muestra los resultados obtenidos empleando una red Myrtle5 con CIFAR-10. Para
construir las graficas, en cada punto se tomo el valor medio de la precisiéon de 30 simulaciones
con los mismos hiperparametros y con inicializaciones aleatorias de la matriz de pesos W. Se
empled un descenso de gradiente estocastico como método de optimizacién, usandose 64 canales
con un algoritmo de optimizacién Nesterov de momento = 0,9 y tomando las imagenes en lotes
de 512. La simulacién completa consta de 700 épocas, pardndose las oscilaciones (A = 1) en la
época 600. Se empled una tasa de aprendizaje variable linealmente en el tiempo: empezando en
0, alcanza un maximo igual a 0,02 en la época 300, para finalmente descender a 0,002 en la
época final.

Para el caso A = 1, en el que se trabaja con la funcién de pérdida convencional, se observa en
las graficas que la red es capaz de aprender de manera perfecta los datos de entrenamiento (pre-
cision de entrenamiento ~ 1). Esta red esta sobreparametrizada, por lo que sin las oscilaciones,
correspondiente a la funcién de pérdida estacionaria, ya es capaz de aprender todos los datos de
entrenamiento. A pesar de ello, la precisién de validacién toma valores mas modestos (~ 0,73).
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Figura 3.2: Graficas de contorno de la funciéon de pérdida dinamica de entropia cruzada, implementada
en una red neuronal Myrtle5 y con CIFAR-10 como base de datos. La figura contiene dos paneles:
(a) muestra la precisiéon de entrenamiento y (b) la precisién de evaluacién, ambas en funcién de la
amplitud (A) y el tamafo de periodo (T). Se empled un descenso de gradiente estocdstico como método
de optimizacién,con un algoritmo de optimizacién Nesterov de momento = 0,9 y tomando las imédgenes
en lotes de 512. La simulacién completa consta de 700 épocas, pardndose las oscilaciones (A = 1) en la
época 600. Se empled una tasa de aprendizaje variable linealmente en el tiempo: empezando en 0, alcanza
un méaximo igual a 0,02 en la época 300, para finalmente descender a 0,002 en la época final. Gréficas
tomadas de (Ruiz-Garcia et al., 2021).

En las graficas se pueden encontrar regiones de los parametros A y T" en los que la funcién de
pérdida dindmica alcanza mejores resultados que la convencional. En la regién (25 < A < 70,
T < 250) encontramos un incremento del ~ 6% en la precisién de validacién que alcanza
valores de ~ 0,79. Estos resultados mostraron que la funcién de pérdida dindmica incrementa
la generalizacién de manera significativa (Zhang et al., 2017).

3.4.2. El caso de la espiral

Para entender mejor como la funcion de pérdida dindmica logra mejorar los resultados, Ruiz et
al. emplearon como conjunto de datos de entrenamiento una distribucién de puntos en espiral
(Ruiz-Garcia et al., 2021).

La figura 3.3 muestra una recreacién del conjunto de datos, propuesto originalmente en (Kar-
pathy, 2020). Cada uno de los tres brazos de la espiral constituye una clase de 100 puntos, siendo
representada cada clase por un color. La trayectoria de los puntos sigue una distribuciéon normal
con una desviacién tipica de o = 0,2.
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Figura 3.3: Recreacién del conjunto de datos de entrenamiento en espiral empleado en (Ruiz-Garcia et al.,
2021).

Para estos datos de entrenamiento, se empleé una red neuronal de una tinica capa oculta y se ha
optimizado mediante un descenso de gradiente de lote completo.! Se estudiaron los resultados
para dos variantes de la misma red: una con una capa oculta de ancho igual a 100 neuronas y
otra con una capa oculta de 1000 neuronas (Ruiz-Garcia et al., 2021).

La figura 3.4 muestra unas graficas de contorno similares a las presentadas en la figura 3.2. Los
paneles (a) y (b) muestran, respectivamente, la precisién de entrenamiento y de evaluacién en
funcién de la amplitud (A) y el periodo (T) para la red de ancho igual a 100. Los paneles (c) y
(d) muestran lo mismo para el caso de la red de ancho igual a 1000. Para cada punto de cada
grafico se ha tomado el valor medio de 50 simulaciones, en las que se ha optimizado con descenso
de gradiente de lote completo con 35.000 pasos y con una tasa de aprendizaje constante e igual
a 1. En todas las simulaciones se han parado las oscilaciones (A = 1) en el tltimo periodo.

En el caso de la red de 100 neuronas (subparametrizada), con la funcién de pérdida conven-
cional, correspondiente al caso en el que A = 1, la red no es capaz de aprender los datos de
entrenamiento correctamente, alcanzando precisiones de entrenamiento y validacion de ~ 0,65.
Esto supone que la funcién de entropia cruzada presenta una topografia demasiado compleja
para los hiperparametros establecidos y, por lo tanto, el sistema no es capaz de encontrar un
minimo profundo.

En el caso en el que se estan aplicando las oscilaciones (A > 1), existe una regién en la grafica
de contorno (5 < A < 20, T' < 300) donde la precisién de entrenamiento es casi perfecta y la
precision de evaluacion alcanza valores de ~ 0,9.

Aligual que en el caso con Myrtle5 y CIFAR-10, cuando se trabaja con una red lo suficientemente
ancha, la precision de entrenamiento alcanza valores de ~ 1 para el caso de la funcién de pérdida
estatica (A = 1), como es el caso de la red de ancho igual a 1000 (sobreparametrizada). De
nuevo se puede observar que en una determinada regién (5 < A < 25, T < 700) la precisién
de evaluacion es superior en la funciéon de pérdida dindmica, hecho que implica una mayor
generalizacion de los resultados.

LCuando el conjunto de datos de entrenamiento es lo suficientemente pequefio, no es necesario planificar su
aprendizaje por lotes; en cambio, se trabaja con lote completo, empleando todo el conjunto de datos.
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Figura 3.4: Graficas de contorno de la funcién de pérdida dindmica de entropia cruzada, implementada en
una red neuronal de una capa oculta y tomando una espiral tricolor andloga a la figura 3.3 como conjunto
de datos. Se muestran los resultados de aprendizaje en una red de ancho 100 (paneles a y b) y otra de
1000 (paneles ¢ y d), respectivamente. Para crear la grafica se tomé el valor medio de 50 simulaciones
en cada punto de rejilla en el plano (7', A). En cada simulacién se empled un descenso de gradiente de
lote completo de 35000 pasos, una tasa de aprendizaje constate de valor 1 y se detuvieron las oscilaciones
(T'; = 1) en el ultimo periodo. Gréficas tomadas de (Ruiz-Garcia et al., 2021).

3.5. Dinamica del aprendizaje

La optimizacion de la funcién de pérdida dindmica supone la coexistencia de dos fenémenos
diferentes: la superficie de la funcién cambia segin avanza el entrenamiento, al mismo tiempo
que el sistema desciende en en cada instante tratando de alcanzar el minimo de la funcién.

La dindmica del sistema durante el aprendizaje queda plasmada en las graficas de la figura
3.5, simulaciones que se han llevado a cabo dentro de este trabajo de investigacién y que son
diferentes de las presentadas en los trabajos de Ruiz et al. (Ruiz-Garcia et al., 2021). Se ha
entrenado la red neuronal de una capa oculta tomando la espiral como conjunto de datos de
entrenamiento, con 7' = 5000 y A = 70. Debido a que se trata de una simulacién larga de
70000 pasos, se pueden tomar estos valores de periodo y amplitud elevados, ya que la red logra
aprender correctamente los datos de entrenamiento (precisién ~ 1) y facilitan la visualizacion.
Para simulaciones més cortas, se suelen tomar valores mas pequenios de A y T, ya que arrojan
mejores resultados (véase la figura 3.4).

En el panel (b) puede observarse la evolucién temporal de la funcién de pérdida dindmica F(t).
En cada periodo T la funcién toma una forma convexa, mostrando que inicialmente el sistema
desciende por una region cada vez mas favorable para la clase ¢ que se esta enfatizando, pero a
medida que I'; disminuye, las otras clases toman relevancia y la regién vuelve progresivamente
a su topografia original.
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La funcién de pérdida de entropia cruzada convencional, denotada como L(t), estd representada
en el panel (c). En este caso, en cada periodo la funcién toma una forma céncava, debido a que
en esta funcién todas las clases computan de manera equitativa a la pérdida. Al descender el
sistema por una region que favorece a una clase frente a las otras, desde el punto de vista de la
funcién convencional, el sistema esta en una regién que no clasifica correctamente dos de las tres
clases de datos y por lo tanto la pérdida iréd incrementando segtin se descienda en ese sentido.

A pesar de ello, se observa que el sistema logra en cada periodo alcanzar valores cada vez mas
pequenos de la funcién de pérdida, hecho que se traduce en la precisién de entrenamiento (panel
e). En el ultimo periodo, en el que se han eliminado las oscilaciones, ambas funciones desembocan
en el mismo valor.

En los paneles (b-f) se puede comprobar que a lo largo del proceso de aprendizaje el sistema
se encuentra con situaciones de inestabilidad, que se manifiestan en forma de cascadas de bi-
furcaciones. Sorprendentemente, estas inestabilidades no solo no suponen una amenaza para el
aprendizaje, sino que, incluso, se considera que favorecen el éxito del entrenamiento (Ruiz-Garcia
et al., 2021).

La matriz hessiana, al describir la curvatura de la superficie de la funcién en cada instante,
puede ayudar a entender el proceso de aprendizaje y el origen de las inestabilidades. En el panel
(f) se encuentran los tres mayores autovalores de la Hessiana, asi como el umbral del mayor de
los autovalores, a partir del cual el sistema se desestabiliza. Lo que ocurre es que al llegar el
sistema a una regién de la superfice que es demasiado estrecha para la tasa de aprendizaje, la
dindmica de optimizacion se desestabiliza y el sistema rebota entre las dos paredes del valle que
estd descendiendo.

Por ultimo se representa en el panel (g) el mayor autovalor del Nicleo de la Tangente Neuronal,
una funcién que permite entender la evolucion del sistema durante el entrenamiento. Se puede
observar como el valor de \,,,; decrece drasticamente durante las inestabilidades, tratando de
contrarrestarlas.

Estos dos tltimos paneles (f y g) serdn claves a la hora de explicar el proceso de aprendizaje de
la funcién de pérdida dindmica y los explicamos en mas detalle en los siguientes apartados.

3.5.1. La matriz hessiana

La matriz hessiana muestra de manera ordenada todas las derivadas parciales de segundo orden
de una funcién, las cuales indican cémo varian las derivadas primeras con respecto a las variables
de entrada (Goodfellow et al., 2016).

Para una funcion escalar, tal que
TR — R

Eduardo Lavin Pallero 29



3. La funcién de pérdida dindmica

(a) (h)
2 2
LTl 1
0| 0|
1°l§(b) ; : . : - (i)

U S

o
©

e _ L/&/‘m/

Precision
o
(2}

I
S

—
o
T

10%

Hessiano \

14000 00

t

Figura 3.5: Dindmica del aprendizaje al emplear la funcién de pérdida dindmica (3.1). En este caso se
empleé una red neuronal de una capa oculta de ancho 100, tomando una amplitud de A = 70 y un
periodo de T' = 5000, empleando un conjunto de datos en espiral, similar al presentado en la figura 3.3.
El panel (a) muestra I'; segin avanza ¢, estando cada una de las tres clases representada por un color, al
igual que en 3.1. En el panel (b) se representa el valor de la funcién de pérdida dindmica F(t). El panel
(¢) muestra el valor de la funcién de pérdida convencional L(¢), en la que para todas las clases T'; = 1.
En el panel (d) se representa L£(t) — L(t — 1) para exponer de manera clara las inestabilidades. El panel
(e) muestra el valor de la precisién durante el entrenamiento. En el panel (f) se representa el valor de los
tres mayores autovalores de la Hessiana de la funcién de pérdida dindmica. En este panel también se ha
pintado en rojo el umbral de A4, a partir del cual se desestabiliza el sistema. El panel (g) representa
la evolucién temporal del autovalor méximo del Nicleo de la Tangente Neuronal (Jacot et al., 2020).
Por ultimo, los paneles (h-m) muestran una ampliacién de los paneles (a-g) en una regién en la que se
produce una bifurcacién.
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cuyas derivadas parciales segundas existen y son continuas en el dominio de f, se puede definir
la matriz hessiana de la funcién:

0*f(2)
H L= . 3.6

Se trata de una matriz cuadrada de dimensién n X n, de manera que

Ff(x)  Ff(x) . f(2)

0x10z1  Oz10z2 0x10Tn

f(z)  9f(z) 9 f()

0x20T1 dz9012 0120y

H(f)(x) = (3.7)
Ff(x)  Ff(x) . f(z)
0xndxr1  Oxndxa OxnO0xy

Las derivadas segundas pueden entenderse como una medida de la curvatura de la superficie de la
funcién en un determinado punto. Dada una funcién cuadratica (o una aproximacién cuadratica
de una funcién) evaluada en x :

2
= Si gx{ 8(2 = 0, la superficie de la funcién es completamente plana en .

2
= Si gmf éf) < 0, la superficie de la funcién presenta una curvatura hacia abajo en x, siendo
? J

mas pronunciada cuanto mayor sea la magnitud de la derivada en valor absoluto.

2
= Si gmf 8(:? > 0, la superficie de la funcién presenta una curvatura hacia arriba en «, siendo
10T

mas pronunciada cuanto mayor sea la magnitud de la derivada en valor absoluto.

3.5.2. Los autovalores de la matriz hessiana

Si las derivadas parciales de segundo orden son continuas, los operadores diferenciales son con-
mutativos, haciendo que la matriz hessiana sea simétrica, tal que H(f)(x); ; = H(f)(x);:. Dado
que se trata entonces de una matriz real y simétrica, se puede descomponer la matriz hessiana en
un conjunto de autovalores reales y una base ortogonal de autovectores asociados a los mismos.

Cuando se trabaja con multiples dimensiones, en cada punto de la funcién existe un valor de la
derivada segunda para cada direccién. Para una direccién determinada por un vector unitario
d, el valor de la derivada segunda puede calcularse como d! Hd.

Cuando d es un autovector de H, la derivada parcial de segundo orden es igual al autovalor
asociado al mismo. Para otras direcciones del vector d, la derivada segunda es una media ponde-
rada de todos los autovalores de la matriz hessiana, con pesos entre 0 y 1, siendo los autovalores
cuyo autovector asociado presente un menor dngulo con d los que mayor peso reciben.
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El estudio de los autovalores de la matriz hessiana toma especial relevancia a la hora de entender
los métodos de optimizacién empleados en machine learning. Se ha podido comprobar experi-
mentalmente que durante el entrenamiento de redes neuronales en problemas de clasificacién, los
autovalores de la matriz hessiana se dividen en dos grupos: la mayoria de los autovalores toman
valores cercanos a cero, y representan las direcciones en las que las superficie de la funcién es
practicamente plana; en cambio, existe un pequeno conjunto de autovalores que toman valores
de magnitud elevada, los cuales representan un subespacio con una curvatura mas pronunciada
y es donde se produce el aprendizaje (Sagun et al., 2017; Sagun et al., 2018).

Estos casos aislados de autovalores de magnitud elevada coinciden en ntimero con la cantidad
de clases en las que se dividen los datos de entrenamiento. Ademads, se ha demostrado que en los
métodos de optimizacion por descenso de gradiente, el sistema evoluciona durante la mayoria
del tiempo de entrenamiento en el subespacio definido por los autovectores asociados a dichos
autovalores (Gur-Ari et al., 2018). Por esta razoén, en la figura 3.5 se puede observar como se han
representado unicamente estos tres valores propios, ya que son los que van a definir la curvatura
de la superficie por la que se desplaza el sistema durante el entrenamiento.

3.5.3. Evoluciéon temporal de la curvatura

Cada valor de la funcién de pérdida se corresponde a unos determinados valores de los pardme-
tros W. El valor que toma la funciéon en cada punto serd mayor cuanto peor clasifiquen estos
parametros los datos de entrenamiento y, por el contrario, menor cuanto mejor los clasifiquen.

Ademsds, en cada valle se va a clasificar mejor unas clases u otras segun la region de la superficie
en la que se encuentre. Por lo tanto, debido a su naturaleza, los valles de la funcién de pérdida
dindmica van a sufrir variaciones en su profundidad y su anchura segun se esté enfatizando una
clase u otra (Ruiz-Garcia et al., 2019).

Durante la primera mitad de un periodo 7, en la cual se enfatiza el aprendizaje de la clase
1, el sistema trata de descender por la superficie de la funciéon hacia un minimo que permita
clasificar correctamente el mayor niimero de puntos de la clase i. Suponiendo que el valle en el
que se encuentra el sistema favorece el aprendizaje de esta clase 4, a medida que el valor de T
va incrementando, el valle se vuelve mas profundo y se ensancha. Esté ltimo fenémeno se ve
reflejado en el hecho de que los autovalores de la Hessiana decrecen. En este caso, por lo tanto,
encontramos dos acontecimientos simultdneos:

= La red neuronal se centra en aprender la clase 7 y, segin avanza el aprendizaje, los datos
mal clasificados pertenecientes a otras clases contribuyen cada vez menos a la funcion de
pérdida, ya que I';(t) > I';(t — 1) y T'j£;(t) < T'ji(t — 1). Esto hace que el valle en el que
se encuentra descendiendo el sistema se desplace hacia abajo.

= De manera simultanea, y por las mismas razones, el valle también se ensancha. Esto se
produce a la vez que otros valles, en los que se clasifican correctamente menos datos de la
clase i, se estrechan (y se desplazan hacia arriba).

En la segunda mitad del periodo T, I'; decrece segin avanza t. Como la superficie de la funcién
estd recuperando su topografia original, el valle en el que se encuentra el sistema se eleva y
estrecha, lo que implica que los autovalores de la Hessiana crecen.

En esta segunda mitad del periodo se puede observar que:
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= La red neuronal enfatiza cada vez menos el aprendizaje de la clase i y los datos mal
clasificados pertenecientes a otras clases van cobrando relevancia segin se avanza en el
aprendizaje, ya que I';(t) < T';(t — 1) y I'j£(t) > I'j£(t — 1). Esto hace que el valle en el
que se encuentra descendiendo el sistema se desplace hacia arriba.

= De manera simultanea, y por las mismas razones, el valle también se estrecha. Esto se
produce a la vez que otros valles, en los que se clasifican mejor los datos de las otras clases,
se ensanchan (y se desplazan hacia abajo).

Todo este proceso puede entenderse al observar el panel (f) de la figura 3.5. Los tres autovalores
crecen a la vez de que la funcién de pérdida dindmica decrece durante la primera mitad del
periodo. El proceso contrario ocurre durante la segunda mitad.

Llega un momento en el que el sistema comienza a descender por valles que favorecen a las tres
clases, por lo que la curvatura de la superficie de dicha regiéon nunca llega a ser tan pronunciada
como en los primeros periodos. Ademds, estos valles son los suficientemente profundos como
para lograr altos valores de precisién (en el caso de la figura 3.5, valores de ~ 1).

3.6. El fenodmeno de las bifurcaciones

Durante la segunda mitad de algunos periodos T, se produce también un fenémeno destacable a
medida que I'; — 1 : aparece una inestabilidad en forma de bifurcacién. Ademés, segiin avanza
t, se producen nuevas inestabilidades, dando lugar a una cascada de bifurcaciones (Ruiz-Garcia
et al., 2021).

Un efecto similar fue descrito por Lewkowky et al., en una investigacion donde se estudia la
dindmica del aprendizaje empleando magnitudes del tasa de aprendizaje elevadas (Lewkowycz
et al., 2020).

De la misma forma, la magnitud de la tasa de aprendizaje toma especial relevancia en la apari-
cién de este fenémeno en la funcién de pérdida dinamica. Cuando la tasa de aprendizaje es lo
suficientemente elevada y el valle en el que se encuentra el sistema es lo suficientemente estrecho,
el sistema es incapaz de descender con normalidad. En esta situacién, el sistema rebota en el
entorno del minimo local.

Como se explicé en el apartado anterior, los autovalores de la Hessiana cuantifican la curvatura
de la superficie del valle en el que se encuentra el sistema, siendo el maximo autovalor (Ayaz) €l
de mayor relevancia. Se ha observado que cuando \,q; supera un determinado umbral A" se
produce la inestabilidad. De la misma forma, a medida que los siguientes autovalores sobrepasan
el mismo umbral, aparecen nuevas inestabilidades sobre las anteriores formando la cascada de

bifurcaciones.

Cabe destacar que en la figura 3.5, se observa como los tres autovalores se bifurcan al comenzar la
inestabilidad, pero el segundo y tercer autovalor de la Hessiana no llegan a alcanzar el umbral de
Amaz antes de que esto se produzca. Generalmente, las inestabilidades desaparecen al terminar
el periodo T. Al comenzar el siguiente periodo, la funcién de pérdida comienza a enfatizar el
aprendizaje de otra clase. Una vez que el sistema alcance un valle que favorezca el aprendizaje
de esta nueva clase, el valle comenzara a ganar profundidad y anchura, haciendo que el descenso
por el mismo sea continuo y suave.
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3.6.1. Dependencia del umbral con la tasa de aprendizaje

Suponiendo una funcién de pérdida cuadrética (o una aproximacién cuadratica de una funcién),
la derivada segunda en una determinada direccién permitiria saber como de bueno seria el
descenso de gradiente si se avanzara en dicha direcciéon. Una derivada segunda igual a cero
indicaria que la superficie de la funcién es plana en ese punto, por lo que el avance del sistema
podria determinarse solamente con el gradiente. Si el gradiente fuese igual a 1 y se toma un
paso de tamano 7, la funcién de pérdida disminuiria en una cantidad igual a 7. En cambio, si
la derivada segunda es negativa, la superficie presenta una curvatura hacia abajo, por lo que la
funcién de pérdida disminuiria en un valor mayor que 7. Para el caso en que la derivada segunda
es positiva, la superficie presentaria una curvatura hacia arriba, asi que la funcién de pérdida
disminuiria en una cantidad menor que 7.

Para el caso de la funcién de pérdida dindmica, en cada paso t del proceso de optimizacién el
sistema avanza por la superficie de la funcién segin la metodologia del descenso de gradiente,
donde el sistema sigue el gradiente negativo de la funcién de pérdida —V . F. Una aproximacion
cuadratica de la funcién de pérdida dindmica F mediante el polinomio de Taylor en el entorno
de un punto a cualquiera, tomaria la forma

Fla) ~ Fla) + VF(a)(z— ) + y(a— o) HF(a)(z — a), (3)

donde H(F)(a) es la matriz Hessiana evaluada en a (Ruiz-Garcia et al., 2019).

Definiendo una tasa de aprendizaje n tal que (z— a) x 7, se puede emplear entonces la ecuacién
(3.8) para aproximar el valor de la funcién en £ = a — nVF(a) (Goodfellow et al., 2016):

1
F(a—ng) ~ F(a) —ng g+ inngHF(a)g. (3.9)

donde se ha simplificado la expresién, de manera que g = V.F(a).

La aproximacién cuadréatica (3.9) da lugar a tres términos: el valor original de la funcién, el
decrecimiento esperado debido a la pendiente de la funcién (términos de primer orden) y la
correccién debido a la curvatura (términos de segundo orden). Cuando los términos de primer
y segundo orden en (3.9) son del mismo orden la aproximacién de Taylor predice que una tasa
de aprendizaje n implicaria que tomar un paso en la direccién —VF podria hacer al sistema
avanzar hacia valores superiores de la funcién de pérdida, dando lugar a las inestabilidades en
forma de bifurcacién.

Para que estos dos términos sean del mismo orden, como son proporcionales a 1 y 02, respecti-

vamente, se obtiene que el mayor autovalor de la matriz Hessiana, )\Zj}w, debe escalar como:
Th -1
Amaz X1, (3.10)

asumiéndose que —V.F no es perpendicular al autovector asociado a A" . Esta relacién pudo

ser demostrada experimentalmente por Ruiz et al. como se muestra en la figura 3.6.
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Figura 3.6: Dependencia del umbral de curvatura con la tasa de aprendizaje. El umbral del valor propio
mas grande de la matriz Hessiana cambia en funcién de la tasa de aprendizaje para las dos redes empleadas
en la figura 3.4, siendo menor cuanto mayor sea la tasa de aprendizaje. Grafica tomada de (Ruiz-Garcia
et al., 2021).

3.6.2. El comportamiento de las bifurcaciones segin el Niicleo de la Tangente
Neuronal

Jacot et al. presentaron en 2020 el Nicleo de la Tangente Neuronal (NTN) como en una nueva
funcion de nicleo (en inglés, kernel function) (Jacot et al., 2020). Las funciones de ntcleo son
capaces de operar en espacios de elevada dimensién sin llegar a calcular las coordenadas de los
datos de entrada. En vez de ello, realizan una multiplicacién matricial de la imagen de los puntos
dada una funcién g(a;).

En el caso del Niicleo de la Tangente de Neuronal, para unos datos de entrada z; € R”, consiste
en la multiplicacién matricial de las derivadas parciales de la funcién de puntuacién f(x;, W) con
respecto a los pardmetros W, dando lugar a una matriz de dimensién [DxD]. Se ha demostrado
que, para el caso limite en el que la red neuronal sea de ancho infinito, cuando se emplea el
NTN ésta se aproxima a un clasificador lineal, lo cual facilita el estudio de la optimizacién por
descenso de gradiente.

A pesar de que la funcién de pérdida dindmica es una transformacién de la funcién de pérdida
de entropia cruzada, el NTN se obtiene a partir de otra funcién de pérdida: el Error Cuadratico
Medio (en inglés, Mean Squared Error). Ambas funciones son lo suficientemente similares como
para explicar intuitivamente el comportamiento de las bifurcaciones segin el NTN.

El error cuadratico medio (ECM) se puede formular como
1
L= ﬁZ(fk(wu VV) _yi,k)Qv (3'11)
ik

donde cada dato x; del conjunto total NV pertenece a una de las clases y;,,. La salida de la red
neuronal, dado un dato de entrenamiento ; y una matriz de parametros W, es fi(x;, W), siendo
un vector € RC, en el que el subindice k se emplea para la notacién de sus términos asociados
a cada clase. En este caso de ha formulado el ECM dividiendo por un factor igual a 2N en vez
de N para obtener una expresiéon mas sencilla al derivar.
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Empleando el descenso de gradiente, la evolucién del pardmetro W = {w,} seria

owy _ 0L
ot ”awp
7 O fr(xi, W)
=—= > ———(fr(mi, W) — i) (3.12)
N% ow, k k

Desarrollando la evolucién temporal de la salida de la red neuronal para un elemento aleatorio
del conjunto de datos de entrenamiento x’ se obtiene

afk'(l/ w) Zafk/ (o, W) 0w,
ow

p ot
O fw( 15’ W) Ofy.(zi;, W)
szi awp 8wp ( (wlv W) yzk) (313)

donde se definird el NTN como

@k’,k”(a'/’ fl!”) _ Z afk/(z/ W) afk’/(a’J W) (314)

ow, ow,

siendo &’y ®” dos elementos cualesquiera del conjunto de datos de entrenamiento. Si se define
la diferencia entre la salida de la red neuronal y la clasificaciéon correcta de cada clase como

gk(z) = (fr(z, W) —yk) . (3.15)

Combinando las ecuaciones (3.13), (3.14) y (3.15) se obtiene

0
agk/(a?/) = —% Z @k/’k//(x/, :z;”)gk(a:i). (316)

ik
En el limite n — 0 se puede diagonalizar el NTN. En este caso, se daria un aprendizaje expo-

nencial de los datos de entrenamiento, a una velocidad mayor en la direccién de los autovectores
del NTN asociados a los autovalores maximos Apqz-

Reescribiendo la ecuacién (3.16) de forma que represente de manera discreta la dindmica del
sistema para el caso  — O:

n
g,tjl( ) = g,tf/(:c,) — N Z@Z/yk//(m/, $H)g]i($z) (317)

Si se diagonaliza el NTN como 6}2%,,(,@’ ,2")g; = \;g;, existen tres posibles regimenes:

» 0<1— 3\ <1. Todos las g; decrecen de manera exponencial.
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n -1 <1 - %)\j < 0. Al incrementarse el valor de los autovalores del NTN, existe ain una
convergencia, aunque g; cambia de signo en cada paso t.

= 1— X < —1. Una vez que los autovalores cruzan un determinado umbral, el aprendizaje
es inestable y la magnitud de g; diverge a la vez que cambia de signo en cada paso t. Esto
hace que aparezca una bifurcacién.

Estudiando la dindmica del mayor autovalor A4, del NTN, se observa que éste crece durante el
entrenamiento hasta que el sistema se desestabiliza en forma de bifurcacion. El valor del Apqz
entonces decrece hasta la finalizacion de la cascada de bifurcaciones, para luego comenzar a
crecer de nuevo (Ruiz-Garcia et al., 2019).

Es importante destacar que, aunque la funcion de pérdida dindmica cambia su superficie durante
el entrenamiento, el NTN no puede tomar en consideracién esta transformacion. Esto es debido a
que depende exclusivamente de los datos de entrenamiento y los pardmetros W. A pesar de ello,
se pueden interpretar las inestabilidades en términos del NTN si explicamos su origen con un
enfoque diferente: las bifurcaciones no aparecen al cambiar la topografia de la funciéon durante el
entrenamiento, sino al cambiar la tasa de aprendizaje efectiva. Esta tasa de aprendizaje efectiva
es la magnitud del paso a la cual el sistema es capaz de descender por un valle sin desestabilizarse.

Segun esta perspectiva, las inestabilidades aparecerian en el NTN como bifurcaciones en las que
se cambia el signo en cada paso t tomado. Tras el comienzo de la primera bifurcacion, el maximo
autovalor A4 decrece al intentar prevenir la divergencia, como se puede observar en la figura
3.5.

La tasa de aprendizaje efectiva tiene una dependencia compleja con la topografia de la funcién
de pérdida. Esto queda reflejado en el hecho de que no existe un A2 como en el caso del
autovalor maximo de la matriz Hessiana: el valor de A4, no es el mismo cada vez que comienza

una bifurcacién.
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4. Aplicacion en el error cuadratico medio

4.1. Introduccién

Tras comprender en profundidad cémo la funcién de pérdida de entropia cruzada es capaz de
mejorar el rendimiento de una red neuronal, se pueden plantear las siguientes cuestiones: ;Se
pueden convertir otras funciones de pérdida en funciones de pérdida dindmicas? ;Tendrdn lugar
los mismos mecanismos de aprendizaje? ;Aparecerdn las bifurcaciones?

Se propone entonces estudiar la implementacion de los factores dindmicos en una nueva funcién
de pérdida: el error cuadritico medio (en inglés, mean squared error). Esta funcién, presentada
en la ecuacién (3.11) al explicar el niicleo de la tangente neuronal, es una de las funciones de
pérdida méas populares empleadas en el aprendizaje automaético.

El error cuadritico medio (ECM) es una funcién que suele emplearse en tareas de regresion:
toma el error entre un valor estimado y el valor real, lo eleva al cuadrado y calcula su promedio.
Sin embargo, es comunmente empleada en tareas de clasificacién como funcién de pérdida, ya
que penaliza severamente la diferencia entre la clasificacién del modelo y la clasificacion real.

Para un conjunto de IV datos, en el que cada dato x; pertenece a la clase y;, el error cuadratico
medio toma la forma

L= 3 (filay, W) — )", (4.1)

JSNi<C

donde f;(x;, W) es la salida de la red neuronal para la clase i. El vector y; € R¢, siendo C
el nimero de clases, es un vector unitario asociado a cada dato @;, cuyas componentes y; ; son
nulas para todas las clases excepto para la clase correcta (i = y;), que toma valor 1.

Cada componente de la salida de la red neuronal f;(z;, W) es comparada con ¥, ;; de tal forma
queal optimizar esta funcién de pérdida, de manera gradual las componentes de ambos vectores
se irdn igualando en valor. De esta forma se alcanzard £ = 0 cuando para la clase correcta

fy;(xj, W) =1y para el resto de clases fi,, (z;, W) = 0.

La figura 4.1 muestra un primer analisis del error cuadratico medio como funcién de pérdida,
para el que se ha tratado de aprender los datos en espiral de la figura 3.3. Para construir las
graficas se han empleado dos redes neuronales: una de ancho 100 y otra de ancho 700. Se observa
que la primera red, claramente subparametrizada, no alcanza valores de precisién demasiado
buenos (~ 0,8). En cambio la red de 700, que puede considerarse sobreparametrizada, alcanza
facilmente precisiones de entrenamiento de ~ 1.

En los proximos apartados se presentard la funciéon de pérdida dindmica de error cuadratico
medio, estudiando su aplicacién en redes neuronales sencillas, al igual que se hizo con la pérdida
de entropia cruzada.
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Figura 4.1: Resultados del entrenamiento de una red de ancho igual a 100 (paneles a y b) y otra de 700
(paneles ¢ y d) empleando el error cuadrético medio como funcién de pérdida, con una tasa de aprendizaje
de 0,075. Los paneles (a) y (¢) muestran la evolucién temporal de la pérdida y los paneles (b) y (d) la
precisién de entrenamiento. Cada simulacién consta de 50000 pasos.

4.2. Primera versién del ECM dinamico

4.2.1. Formulacién

La primera aproximacién para convertir el error cuadratico medio en una funcién de pérdida
dindmica serd introducir los factores I';(¢) de manera andloga a como se hizo para el caso de la
entropia cruzada, es decir

F= S0 Y (e, W)~ 3y,) (12)
j<P i<C
En la ecuacién 4.2 se asume un conjunto de N datos, en el que cada dato x; pertenece a la clase
yj; los factores I'; empleados fueron definidos en las ecuaciones (3.3), (3.5) y (3.4). Segtn se
expuso previamente, la funcién de pérdida de ECM en su version estatica es capaz de alcanzar
una pérdida de valor £ = 0. Al emplear la funcién de pérdida de entropia cruzada, en cambio,
esto no es posible.

Si se presta atencién al argumento del logaritmo de la entropia cruzada (véase la ecuacién 3.1)

efyj (mj’ VV)

5, h 43

donde y; es la clase correcta, se observa que éste deberia tomar un valor igual a 1 para que la
pérdida fuese igual a 0. Lo més préximo a este resultado se da cuando

efyj (wjv W) _> o0 y/o efi#yj (wij) —) 0 (44)

Esto hace que para alcanzar el valor minimo de £ éstas funciones de pérdida tomen caminos
diferentes: la entropia cruzada dard lugar a una salida de la red neuronal tal que f(x;, W) €
[—00,00] y la salida empleando el error cuadritico medio serd fy, (z;, W) € [0,1].

Como se comprobara en los siguientes apartados, esta diferencia hard que al implementar los
factores dindamicos, ambas funciones presenten una dinamica de aprendizaje diferente.
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4.2.2. Aplicacion

Empleando el conjunto de datos de entrenamiento presentado en la figura 3.3, se estudié su
implementacion en dos redes: una red de una capa oculta de ancho 100 y otra igual de ancho
700.

En la figura 4.2 se presentan los resultados de este estudio. Los paneles (a) y (b) muestran,
respectivamente, la precisién de entrenamiento y de evaluacién en funcién de la amplitud (A) y
el periodo (T) para la red de ancho igual a 100. Los paneles (c¢) y (d) muestran lo mismo para
el caso de la red de ancho igual a 700. Para cada punto de los paneles (a) y (c) se ha tomado
el valor medio de 3 simulaciones, en las que se ha optimizado con descenso de gradiente de lote
completo con 50000 pasos y con una tasa de aprendizaje constante e igual a 0,075. En todas las
simulaciones se han parado las oscilaciones en el tltimo periodo (A = 1).

NN width = 100 NN width = 700 °
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Figura 4.2: Gréficas de contorno de la funcién de pérdida dindmica de error cuadratico medio, implemen-
tada en dos redes neuronales de una capa oculta y con una base de datos en espiral. Los paneles (a) y (b)
presentan la precision de entrenamiento y evaluacion, respectivamente, para una red de ancho 100. Los
paneles (¢) y (d) presentan la precisién de entrenamiento y evaluacién, respectivamente, para una red de
ancho 700. En ambos casos se ha tomado una tasa de aprendizaje de 0,075 y se ha empleado el descenso
de gradiente como método de optimizacién en simulaciones de 50000 pasos. Cada punto del plano (T',A)
de los paneles (a) y (c) es la precisién media de tres simulaciones con diferente semilla de inicializacién de
los pardmetros. Para los paneles (b) y (d) se ha calculado una precisién de evaluacién media, empleando
los parametros de entrenamiento de las tres simulaciones, con cinco espirales distintas como conjunto de
datos de evaluacion.

En el caso de la red subparametrizada de 100 neuronas, igual a la empleada para la figura 4.1,
con la funcién de pérdida convencional (A = 1), la red obtiene unos resultados de aprendizaje
moderados, lo cual se traduce en una precisién de evaluaciéon de ~ 0, 8. Sin embargo, al introducir
las oscilaciones (A > 1) se obtienen muy buenos resultados. Se observa como en varias regiones
se alcanzan una precisién de entrenamiento elevada, con valores > 0, 9. Destaca la regién (10 <
A < 60,100 < T < 1000), donde se alcanzan valores de hasta ~ 0,98. Esto se traduce en una
buena precisién de evaluacién en las mismas regiones, con valores de ~ 0,95, lo que supone un
incremento de ~ 12 %.
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En el caso de la red sobreparametrizada de 700 neuronas, estudiada inicialmente en 4.1, para el
caso de la funcién convencional (A = 1), los resultados son ya de por si muy buenos, con una
precisién de entrenamiento y de evaluaciéon ~ 0,95. A pesar de ello, al emplear la funcién de
pérdida dinamica se incrementa la precisién de entrenamiento, tomando valores de ~ 0,98. En
la evaluacion se obtienen resultados igual de buenos, alcanzando valores de ~ 0, 97.

Cabe destacar que en los cuatro paneles se obtienen buenos valores de precision en practicamente
toda la regién (A, T') estudiada. Ademds, las elevadas precisiones de evaluacién muestran que
el modelo no esta especialmente sobreajustado a los datos de entrenamiento.

4.2.3. Dinamica del aprendizaje

Para entender mejor cuéales son los mecanismos de aprendizaje de esta funcion de pérdida dindmi-
ca, se ha elaborado la figura 4.3. Para construirla se ha entrenado la red neuronal de una capa
oculta, tomando la espiral como conjunto de datos de entrenamiento, con T = 7500 y A = 40.
Para esta simulacién larga, de 70000 pasos, se ha definido una tasa de aprendizaje constante
n = 0,045, menor que la empleada en las simulaciones de la figura 4.2. Esto ha sido por el
simple motivo de que al representar las graficas para n = 0,075, éstas presentaban mucho ruido,
dificultando la correcta visualizacion de los fenémenos presentes.

El panel (a) representa la evolucién temporal de los factores I';(t). N6tese que su evolucién es
exactamente igual a la de los factores empleados en la funcién de pérdida de entropia cruzada.

En el panel (b) puede observarse la evolucién temporal de la funcién de pérdida dindmica F(t).
Al igual que en el caso de la entropia cruzada, la funcién toma una forma convexa en cada
periodo T, representando que durante el mismo se esta aprendiendo correctamente la clase que
se esté enfatizando.

La funcién de pérdida de error cuadrético medio convencional L(t) estd representada en el panel
(c). De nuevo, la funcién toma una forma céncava debido a que el énfasis en una de las clases
frente al resto, lo cual hace que la funcién de pérdida convencional tome valores elevados.

La evolucion de la precisién de entrenamiento durante el entrenamiento se representa en el panel
(e). Se observa que para esta simulacién se han alcanzado de nuevo valores elevados de precisién

(~1).

Al igual que sucedia en el caso de la entropia cruzada, en los paneles (b - e) se puede comprobar
que a lo largo del proceso de aprendizaje el sistema se encuentra con situaciones de inestabilidad,
lo cual se manifiesta en forma de bifurcaciones. Aqui el fenémeno de las bifurcaciones se presenta
de manera completamente diferente con respecto a las bifurcaciones de la entropia cruzada
dinamica.

Se trata de unas bifurcaciones muy limpias, con sus ramificaciones bien diferenciadas. Una vez
comienza la primera bifurcacion, aproximadamente en la segunda mitad del cuarto periodo,
ésta se vuelve a cerrar al comenzar el quito periodo. Lo sorprendente es que el quinto periodo
ya presenta una bifurcacién desde su comienzo. De esto se puede intuir que la bifurcacién se
mantiene una vez aparece, cerrandose unicamente cuando la funcién recupera su forma original

(A=1).

A pesar de esto, llega un momento en el que aparece cierto ruido. A partir de entonces se pueden
hallar momentos de la simulacién en los que la bifurcacion se cierra y se vuelve a abrir repetidas
veces, dentro de un mismo periodo y en intervalos cortos de tiempo.
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Estudiando los tres mayores autovalores de la matriz hessiana es posible hacerse una idea de
lo que ocurre en la superficie de la funcién de pérdida durante la minimizacién. Su evolucién
temporal queda representada en el panel (f). En este caso, la evolucién temporal del autovalor
MAXIiMo Apqz (azul) es completamente diferente a lo que ocurria con la entropia cruzada: durante
los primeros periodos crece de manera continua; una vez se desestabiliza el sistema, apareciendo
las bifurcaciones, frena su tendencia creciente de forma suave; a partir de ese momento, parece
crecer y decrecer en torno a un valor hasta el final de la simulacién, con una ligera tendencia
creciente. El segundo (naranja) y el tercer (verde) autovalor por debajo de A4, parecen seguir
una trayectoria similar.

El umbral M a partir del cual comienzan las bifurcaciones estd pintado como una linea roja
en la grafica. Una vez que A4, pasa este umbral, no vuelve a tomar valores inferiores al mismo
durante el resto del entrenamiento. También se puede destacar que al pasar el segundo mayor
autovalor el umbral, es cuando aparece el ruido en las bifurcaciones. Ademads, este autovalor

tampoco vuelve a tomar valores inferiores al umbral una vez lo pasa.

De estos resultados puede interpretarse que la curvatura de la superficie por la que desciende el
sistema no realiza el movimiento peristaltico que se explicé para el caso de la entropia cruzada,
en el que el valle realizaba dos movimientos simultaneos: se hacia mas profundo y se ensanchaba,
para luego elevarse y hacerse mas estrecho. En cambio, esta funciéon dindmica realiza al menos
uno de los movimientos descritos: el valle por el que desciende el sistema se hace méas profundo
segun se enfatiza la clase i y se eleva a su posicién original segin el resto de clases toman
relevancia. Esto queda plasmado en las dos versiones de la funcién de pérdida (paneles b y ¢).
Ademids de este movimiento, el valle en el que se encuentra el sistema se estrecha progresivamente
hasta alcanzar una curvatura limite. Esto se observa en el valor creciente de los autovalores hasta
llegar al umbral, a partir del cual reducen drésticamente la tendencia creciente.

En el panel (g) se representa el méximo autovalor del Nicleo de la Tangente Neuronal Apqqz NN,
calculado se<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>