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NOTAS DE CÁLCULOS 



Cal 1.- Alcance en el paradigma del peso propio es un modo de medir la capacidad  de 
autorresistirse.  
El modelo que propuso Galileo Galilei en 1638 es el de medir cuál es el tamaño 
máximo de un cuerpo.  
La magnitud que los relaciona está definida: recibe el nombre de “alcance” o “altura” 
de un material.  
 Aparición del concepto de alcance como resultado del cálculo de la dimensión 
máxima de un pilar de sección constante sometido a un estado plano de tensiones 
debido a su peso propio (eliminar estados espaciales de tensiones, Poisson). Y como 
consecuencia relacionar la tensión de servicio y la densidad de ese material. 
Para descubrirlo se determina cuánto mide un prisma recto que resiste su propio peso. 
Se iguala el peso del prisma a la capacidad resistente de su sección. 
Si consideramos una barra en tracción de sección constante sometida a su propio 
peso - o un soporte en iguales condiciones sin problemas de inestabilidad -,  la 
máxima longitud L que puede  alcanzar se determina fácilmente: 
 

                      
L

L

Αρ Ασ≤

≤
σ
ρ

 

 
Siendo L la longitud de la barra, A el área de su sección, y σ y ρ la resistencia y el 
peso especifico del material empleado. Resulta, pues, que σ/ρ representa la máxima 
longitud que puede alcanzar la barra sometida - axialmente - a su propio peso, 
independientemente del área de su sección. En textos clásicos de estructuras dicha 
magnitud ha sido denominada “Altura” del material, en la “Comunidad del Peso Propio” 
de Madrid se conoce como “Alcance”, y es una longitud de extrema importancia en los 
problemas de peso propio. 
Es una magnitud que tiene dimensiones de “longitud”. Es la altura que puede alcanzar 
un prisma recto sometido a su peso propio. Es una característica del material 
resistente de que se trata y relaciona de un modo obvio e intuitivo la resistencia 
unitaria a la rotura, tensión σ , con el peso unitario o peso específico, ρ    
Para los materiales empleados con mayor frecuencia en construcción se relacionan las 
magnitudes previamente referidas en la siguiente tabla.  

 
 

MATERIAL ρ σ E Alc=σ/ρ E/ρ Alc 
servicio 

 g/cm3 Kg/cm2 T/cm2 m Km  
       
Acero A-42 7,86 4.200 2.100 5.343 2.671,7  2.200 
Acero A-220 7,86 22.000 2.100 27.989 2.671,7  
Aluminio 2,75 1.576 720 5.732 2.618,1 2.000 
Fabricas de ladrillo macizo 1,80 140 253 777 1.405,6  
Hormigones ligeros especiales 1,80 500 230 2.777 1.277,7  
Hormigones normales 2,50 300 200 1.200 800,0 300 
Maderas 0,70 1.000 150 14.286 2.143,6 1.500 
Poliéster con fibra de vidrio 1,70 3.500 260 20.588 1.529,4  
Titanio 4,51 4.968 1.120 11.015 2.483,3  
 
 
La magnitud que se tabula como alcance considera como tensión, la que se produce 
en la rotura. Puesto que el material utilizado en las Casas de 50’x50’ es el acero en 
perfiles laminados se ha introducido en la tabla alguna precisión que le concierne al 
comportamiento de este material. 



El conocimiento de los metales como material de construcción permite diferenciar 
entre tensión en la rotura, tensión en el límite elástico y tensión admisible de cada 
material. Se discrimina entre las distintas tensiones que caracterizan a cada una de las 
tres fases: tensión de rotura, tensión característica y tensión de servicio. Esta 
distinción es muy importante porque los alcances, desde el estricto sentido de Galileo, 
crecimiento hasta el colapso, habrían de determinarse con la tensión de rotura. 
Nosotros introducimos el concepto de tensión en el límite elástico, desde Hooke, es 
decir introducimos la deformación “recuperable” del material como uno de sus 
comportamientos básicos, e incluso después limitamos esta tensión a una parte en 
función de los coeficientes de seguridad que otorgamos al material. 
 
cal 2.- La demostración del teorema de Maxwell a partir del teorema de los trabajos 
virtuales puede seguirse en Aroca, Ricardo. Geometría y proporción. Apuntes 
autógrafos del curso de doctorado en la ETSAM  del mismo nombre. 

 
cal 3.- ¿Qué es “Cantidad de Estructura”? (Maxwell- Mitchell).- Se sigue el modelo 
expuesto por Ricardo Aroca en su curso de doctorado impartido en 1.996 titulado 
“Geometría y Proporción”, que figura en su texto aun no editado y del mismo título 
repartido como apuntes para seguir el curso. 
Se define una magnitud de una enorme sencillez y utilidad. “Cantidad de estructura”: 
una estructura estrictamente dimensionada se compone típicamente de nudos y barras 
(dando por sentado el tipo, aunque mas adelante se consideren otros tipos de 
estructura). 
Se supone una estructura de barras para facilitar los cómputos numéricos 
En una “estructura” con  j barras de longitud L y sección A, el Volumen de la 
Estructura tendrá como expresión: 
  

  Vol A L
j

j j= ∑  

Si el dimensionado es estricto todas las barras están sometidas a tensiones uniformes 
en todos sus puntos y de igual valor, el característico del material , en este caso la 
sección de cada barra será:  

               A Nj j=
1
σ

 

                    

Vol N L
j

j j= ∑1
σ

 

          
Si llamamos “Cantidad de Estructura” al sumatorio: 

 
W N L

j
j j= ∑  

  
El parámetro Wpermite calificar los esquemas independientemente del material. De 
dos esquemas posibles aquel cuyo Wsea menor dará lugar, con cualquier material, 
a un volumen menor. 

 
cal 4.-Qué es “Peso de Estructura”?.-  Se expone la relación entre Peso y Cantidad de 
Estructura. No son lo mismo. La Cantidad de Estructura es una magnitud que se 
define como Σj Nj  Lj  una magnitud cuyas unidades son Fuerza por Longitud. El 
Peso es una fuerza. 
Siendo W = Cantidad de Estructura , dl = Elemento de Longitud . La Cantidad de 
Estructura W es: 



    W NdL= ∫  

Siendo Vol el volumen de la estructura y ρ la densidad: 
  

   Peso Vol= ρ  
 
Si A es la sección del elemento estructural, N el esfuerzo axil y σ la tensión unitaria del 
material: 

Peso Vol AdL= = ∫ρ ρ  

     Si   A N
=
σ

 

               

  Peso N dL= ∫ s ρ , al ser ρ σy constantes, Peso Nd WL= =∫
ρ
s

ρ
s

 

                                

    Peso W=
ρ
s

                            W Peso=
s
ρ

 

 
Expresiones que relacionan “Peso” y “Cantidad de Estructura” a través de la magnitud 
que hemos definido previamente como “Alcance” de un material. 
 
Cal 5.- .- Relación entre “Cantidad de Estructura” y “Esbeltez”.- Se expone la relación 
entre la “Cantidad de Estructura” y la “esbeltez”. La utilidad de la introducción del 
concepto “esbeltez” como cociente entre las dimensiones ortogonal y paralela al 
esfuerzo que se considera (enunciado del concepto de flexión), es que introduce en 
una investigación que se supone numérica un concepto formal, la “proporción”, una 
noción esencial en el trabajo de los arquitectos, cuya aproximación al conocimiento es 
esencialmente a través del dibujo. La “Proporción”  comprendida aquí como “cociente” 
es una traducción al lenguaje gráfico de un concepto numérico y viceversa. 
Ahora se plantea la utilización de la herramienta “Cantidad de Estructura” para buscar 
proporciones óptimas, que reduzcan al mínimo el valor de esta magnitud relacionada 
linealmente con el peso como se veía previamente. 
En una estructura geométrica sometida a esfuerzos N y estrictamente dimensionada, 
la “Cantidad de Estructura” la hemos definido como : 

En W L Nj j=∑                        
Como la barra es inclinada el estudio pormenorizado del problema se aborda desde su 
des-composicion en horizontales y verticales. 

 
NL Ha Vb= + , en efecto :  
H N a L= =cos cosa a  
V Nsen b Lsen= =α α  

                                                                    
  
Ha Vb N L N sen Lsen NL NLsen NL+ = + = + =cos cos cosa a a a a a2 2 1
                                                 
La Cantidad de Estructura será la suma de la 
Cantidad de Estructura Vertical (W∋) y la 
Cantidad de Estructura Horizontal (W)) 

 
                    W W W= ′ + −  
  

a

L

N

H
V

N

b
a

a

 



                  W L N W W a H b Vj j j j j j j j= = + = +∑ ∑ ∑− ′   
 

Se está buscando qué es lo que pasa cuando la cantidad de estructura vertical es 
igual a la horizontal. 

W a Hi i i
− = ∑  

W b Vi i i
′ = ∑    

 Se esta buscando introducir la noción de proporción  = =
a
b

λ  

 Veamos que sucede al alterarla                .                        

¿Qué sucede al variar una de las dos 
dimensiones?, por ejemplo al bajar el punto 
de Aplicación de la Fuerza: se mantiene 
“a” fijo y se quiere ver que sucede con las 
reacciones al variar “b.”     
Se ve que la componente vertical de la 
reacción, V, se mantiene al “chafar” la 
estructura, es decir disminuir “ b”, y que 
paralelamente aumenta la componente 
horizontal de la reacción  H.   
 Pero, simétricamente, con las 
proyecciones de la longitud de la barra 
sucede lo contrario: las proyecciones 
horizontales se mantienen constantes y disminuyen, si suponemos que el punto de 
aplicación baja, las proyecciones verticales de la longitud de la barra.                                                                          
 
W a Hi i i

− = ∑ , las “a” permanecen fijas 
 

W b Vi i i
′ = ∑  , las V permanecen fijas  

 
En la posición original (a puntos) la 
cantidad de estructura es Wo bo                                                                                              
                                           

La esbeltez inicial  es b
a
o o= λ  

              

La esbeltez genérica es  b
a
= λ  

                                               
La cantidad de estructura genérica es W.  
Si λ λ> o  aumentando la esbeltez achatamos la estructura :  
                        W a Hi o i i

− → =∑ ∑  
 

“a” es fijo, Hi  pasa de Ho a H. Crece en proporción  λ
λ o

                                                                                             

             W b Vi i io
′ → = ∑∑    

 V es constante y b i decrece en proporción inversa a la anterior   λ
λ
o  

Formulado de modo genérico:  
 

                                                                                            

                                                                                      

a

L

b

P

H

V  

a

b

L bo

H

P

V

 



W Wo
o

− −=
λ
λ

                          W Wo
o′ ′=
λ
λ

 

 
 

En esa simetría formal de la expresión matemática aparece la promesa de importantes 
simplificaciones: 
¿Qué sucede al multiplicar las dos expresiones? 

W W W W W W W Wo
o

o
o

o o
o

o
o o

− ′ − ′ − ′ − ′= = =
λ
λ

λ
λ

λλ
λ λ

1 

 
Es decir que  el producto de la “Cantidad de Estructura Horizontal” por la “Cantidad de 
Estructura Vertical” permanece constante en una estructura aunque modifiquemos su 
proporción. 
 
 

Cal 6.- Búsqueda del Óptimo.- 
Se da por supuesto que, en este contexto, la solución  óptima es la que menos 
“Cantidad de Estructura” tiene lo que guarda una proporción directa con “la que menos 
pesa”. 
Si se supone que en el ejemplo anterior la posición inicial fuera la óptima y que la 
posición genérica es una concreta y conocida, el valor de las cantidades de estructura 
horizontal y vertical en la solución óptima en función de las esbelteces es: 

W Wo
o

− −=
λ
λ

  

  

     W Wo
o

′ = ′ λ
λ

        

  
El cómo plantear la forma que habrá de darse al criterio de óptimo es también una 
decisión reveladora. Parecería directo y adecuado el plantear, desde el cálculo 
diferencial, fundado por Newton o Leibnitz no muy ajenos al trabajo de Galileo, la 
derivada de la función “cantidad de estructura” con respecto a la variable esbeltez y 
hacerla 0. Esa es la condición del máximo o mínimo, que sea 0. 
Pero hay un modo aún más directo y proporcional, más adecuado por ello al talante 
general del paradigma de Madrid. Recordemos que el producto W)o W∋o permanece 
constante en todas las posibles variaciones de proporción y que “LA SUMA DE DOS 
CANTIDADES CUYO PRODUCTO ES CONSTANTE ES MÍNIMA SI SON IGUALES”. 
La expresión anterior es un trabalenguas lleno de contenido, piénsese en el perímetro 
(suma de las longitudes de los lados) de los paralelogramos con área (producto de las 
longitudes de los lados) constante, que es mínima en el caso del cuadrado, es decir 
cuando son iguales, o en la suma de cantidades cuyo producto es 100 que es mínima 
en el caso de 10+10  p.e. En consecuencia: 
SI LA POSICIÓN INICIAL ES LA ÓPTIMA SU CANTIDAD DE ESTRUCTURA ES LA 
MÍNIMA Wo Y EN ESE CASO LAS CANTIDADES DE ESTRUCTURA HORIZONTAL Y 
VERTICAL SON IGUALES  W)o  =   W∋o. 
Formulado el criterio de modo inverso la condición de que una estructura sea óptima 
Wo es que sus cantidades de estructura horizontal y vertical que la constituyen sean 
iguales W)o  =   W∋o 
Y como  
 

W W W W Wo o o o o=
− ′ ′ −+ = =2 2  

  



En este caso las expresiones de “Cantidades de Estructura” Horizontal y Vertical de un 
caso genérico en función de las “Cantidades” en la solución óptima y sus esbelteces 
son: 

              W W W
o

o

o

o

− −= =
λ
λ

λ
λ2

 

       

          W W W
o

o o o′ ′= =
λ
λ

λ
λ2

     

  
Operando con ellas se obtienen las expresiones esenciales para la comprensión del 
modelo propuesto por Aroca. 

Si  las sumamos: 

W W W W W Wo

o

o o
o

o
o− ′

+








+ = = + =

2 2
1
2

λ
λ

λ
λ

λ
λ

λ
λ

 

 

W Wo
o

o= +










1
2

λ
λ

λ
λ  

 
 
Si las multiplicamos: 

W W W W W
o o

o− ′ − ′+ = =
2

4
   de donde se obtiene :  

 
    W W Wo = − ′2   

                                          
Si las dividimos: 

 
W
W o

−

′
=
λ

λ

2

2  despejando  λo se obtiene 

 

λ λo
W
W

=
′

−  

 
Expresiones de extrema simplicidad que permiten, una vez conocida la cantidad de 
estructura y la esbeltez de una solución concreta a un problema, lo que hemos 
llamado esquema-proporción, y sus componentes vertical y horizontal, conocer la 
cantidad de estructura y la esbeltez de la solución óptima, la que menos “Cantidad de 
Estructura” tiene de todas las que podamos darle a ese esquema. 
 
Cal 7.- Tamaño máximo.- 
En las investigaciones seguidas por los científicos de la Escuela de Madrid en la 
formulación y resolución de la “Cantidad de Estructura” sobre de una larga serie de 
problemas elementales ha podido inferirse que esta magnitud, en cualquier estructura 
canónica, dispuesta ortogonalmente a la acción de las cargas, puede escribirse en la 
forma: 
  

(1) W PL A B
= +





λ
λ

  en la que se relacionan las acciones P, con el tamaño 

de la dirección ortogonal a esas acciones L, y con la esbeltez  λ. 
Es una forma equivalente a la ya conocida que relaciona la “Cantidad de Estructura” 
de una solución concreta con la de la solución óptima: 



 

  (2)  W Wo
o

o
= +





1
2

λ
λ

λ
λ

 

  
Teniendo en cuenta que en la solución óptima Wo  = K PL, la forma genérica de la 
expresión de la “Cantidad de Estructura” será: 
 

(3)   W KPL
o

o
= +





1
2

λ
λ

λ
λ

 

  
Al igualar (1) y (3) se obtienen las expresiones de los coeficientes:  
 

              λo
B
A

=            K AB= 2       

   
La expresión que relaciona “Peso” con “Cantidad de Estructura” es, como ya se ha 
escrito:  

         Peso W=
ρ
s

   y su inverso   W Peso= =
s
ρ

 

Esta introducción del factor “Peso” de la estructura tiene por objeto comprobar una 
posible expresión del “Paradigma de Galileo”. Es decir, ¿qué sucede si aumentamos el 
tamaño? ¿hasta donde puede aumentarse sin producir el colapso?. 
 
Como posición previa se acepta la hipótesis simplificadora de que la Carga y el Peso 
Propio tienen la misma distribución. Esta simplificación es quizá algo grosera en 
tamaños pequeños como los de la construcción usual pero en el tamaño máximo es 
correcta. Esa es su definición, precisamente: “La única carga que resiste es su propio 
peso. Si se añadiera alguna otra carga exterior se rompería” (Galileo).  
 
La fracción de “cantidad de estructura”, en un tamaño no máximo, que se destina a 
sostenerse a si misma es, sustituyendo la acción genérica P por el Peso: 

              W Peso propio W Peso L A B
pp= = +





λ
λ

                                                                     

En vez del total de acciones P sólo se considera ahora el peso. 
Pero en el Tamaño Máximo, Lmax , ya no queda remanente para resistir otras cargas 
que no sean el peso propio y puede considerarse que toda la estructura se resiste solo 
a si misma. 
 
  Para L = Lmax sucede que W = Wpp 
 
La expresión del  “Peso” en función de la “Cantidad de Estructura” es:  
 

             Peso Wpp=
ρ
s

  

 

 En este caso  W W L A B
pp pp= +





ρ
σ

λ
λ

max  

  

1= +





σ
ρ

λ
λ

L A B
max  

 



L
A Bmax =

+

σ
ρ λ

λ

1  

 
La expresión σ/ρ es lo que ya se ha definido como “Alcance” de un material. Los otros 
coeficientes son conocidos, luego puede conocerse el Tmax de ese esquema  y 
proporción estructural. 
 
cal 8  .-Tamaño Máximo en vigas rectas biapoyadas de sección rectangular.- 

 
                                                                                                                                        

 
La determinación la hace Aroca, para una viga recta 
biapoyada considerando como único esfuerzo el 
momento flector debido a su peso. 
 
Peso propio A bh= =r r   
  

Módulo resistente W I
h

bh

h
bh

= = =
2

12

2 6

3
2

    

  
A bh=  

  
Densidad = ρ 

 
La expresión matemática de la condición de Tamaño Máximo es la que revela el modo 
de pensar, la concreta visión que tiene del paradigma el que la expresa. Se opta aquí 
por una expresión que se sitúa en el interior del universo galileano corregido por 
Navier, del equilibrio dentro de una sección: el momento actuante es igual al momento 
que puede resistir esa sección. El momento flector debido al peso propio se iguala a la 
capacidad resistente a flexión de la sección  M =σ  w. 

 

M qL A L W bh
= = = =

2 2 2

8 8 6
ρ

σ σ  

  

  es decir,  A LL bhh A hρ
σ σ

8 6 6
= =  

 
Se elimina el factor A que está en los dos términos y la expresión del Tamaño máximo 
resulta: 

L L
h

= →
8
6
σ
ρ

          L max =
8
6

1σ
ρ λ

  

 
Que es la expresión que permite determinar la longitud máxima de una viga recta 
biapoyada en función del “alcance” del material y la inversa de la esbeltez de la viga. 
Si la viga no estuviera biapoyada, esa longitud habría de multiplicarse por el factor de 
proporción entre el momento máximo al que está sometida y el isostático, un factor Mi / 
Mmax que oscila entre 1 y 2. 

 
En resumen  
 

h

b  



L M
M

j
max

max
=

8
6

1σ
ρ λ

 

 
 

cal 9.- Tamaño Máximo vigas rectas biapoyadas de perfiles de caras paralelas.- 
 

También son de utilidad las reflexiones sobre el tamaño máximo aplicadas a los 
perfiles laminados. 
En el cuerpo de Casas de 50’x50’ hay varias soluciones en las que el mecanismo 
resistente básico es uno o dos perfiles laminados de alas paralelas.  
Es a éste mecanismo básico al que se destina nuestra atención aunque en el resto de 
elementos estructurales también se emplean estos perfiles y podría emplearse 
también la herramienta “tamaño máximo” para conocerlos. 
También en el curso de Ricardo Aroca se detiene en comprobar cuál es la expresión 
del Tamaño Máximo de una estructura “tipo flexión”, es decir acciones en la dirección 
ortogonal a la directriz de la pieza, cuando el mecanismo resistente básico es un perfil 
de alas paralelas. 
 
 

Tamaño máximo de una viga recta  de perfiles laminados 
 

 
En una viga biapoyada de perfiles laminados el 
proceso es muy similar al de las vigas rectangulares 
pero con diferencias en la expresión de la superficie M 
de la sección, que en perfiles laminados habrá de ser 
expresada en función de una magnitud que les es muy 
propia: el radio de giro. 
 
Peso propio = A ρ 
 
Momento de inercia = Ι = A i2  ( i = radio de giro) 
     

Módulo resistente = = = = = 





W h
Ai
h A i

h
Ah i

h
Ι

2 2
2 2

2 2 2

 

La expresión del Tmax es la de la igualdad entre el momento flector debido al peso 
propio y la capacidad resistente de la sección. 
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Se puede suprimir el factor A que está en los dos términos, y se puede considerar 
también la constancia de la relación entre el lado de giro (i) y el canto (h) en perfiles 
laminados que es muy aproximada a  
 

i
h
= 0 4,  

 
Con estas consideraciones la expresión del tamaño máximo es: 
 

i
h

 



          ( )L h
L

max ,= 16 0 4 2σ
ρ

 

 
Donde aparece, de un modo previsible, además de la esbeltez, el alcance y un 
coeficiente de eficacia del mecanismo general , el nº 16, un factor de eficacia de la 
sección que en el caso de los perfiles laminados le concierne a la magnitud “radio de 
giro”. La relación de esta magnitud con el canto del perfil permanece muy constante en 
todos los perfiles laminados, con lo que el factor de eficacia global de la viga de 
perfiles permanece muy constante y  con un valor aproximado de 2´5. 
 

               L max ,= 2 5 1σ
ρ λ

 

 
 
Si las condiciones de borde no son apoyos, habrá de multiplicarse esta longitud por la 
relación entre el momento isostático y el máximo  (Mi / M max) que es un factor que 
puede oscilar entre 1 y 2. 

L M
M

j
max

max
,= 2 5 1σ

ρ λ
 

  
 
 Se puede tabular, para un valor de 16.(i/d)2 de entorno a 2´5, para distintas esbelteces 
de perfiles de acero, el tamaño máximo teórico y el que es viable utilizando el 20% del 
máximo. 
  

λ Tmax 20% Tmax 
   
1 5.500 1.100 
2 2.750 550 
4 1.375 275 
8 687 137 

10 550 110 
12 458 92 
14 392 78 
16 343 69 
18 305 61 
20 275 55 
25 220 44 

 
 
Cal 10 .-Timoshenko, S.P.1983, p 109-110. 
Cauchi derives the differential equations of equilibrium for an elemental rectangular 
parallelepiped; vid., 

The French mathematician also examines possible deformations of an elastic body 
around a point 0 and demonstrates that, when this deformation is small, the unit 
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elongation in any direction and the change of the right angle between any two initially 
perpendicular directions can be expressed by the six strain components 
 

 
 

Cal 11 .-Timoshenko , S.P 1983,p 106. 
 

Cal 12.- Timoshenko p 216. 
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