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Resumen

En este trabajo de fin de grado se va a explicar todo el proceso que se ha seguido
para desarrollar una interfaz que resuelve problemas relacionados con la ma-
tematica discreta. Para su completo entendimiento, este trabajo guiara al lector
por los diferentes pasos que se han seguido, comenzando con la teoria que se
envuelve alrededor de la aritmética entera y modular, en el que se han descrito
los temas mas relevantes de cada area. Para ello, cada tema constara de una
definicion matematica seguida de algunos ejemplos para que el lector lo pueda
comprender.

Basandose en esta teoria descrita en la primera parte del trabajo, se ensenara el
codigo escrito en Python para resolver estos problemas de manera automatica.
Para cada uno de los temas desarrollados se explica el funcionamiento del codi-
go, asi como la explicacion de un cédigo adicional que devuelve al usuario por
consola los pasos que se han seguido a la hora de resolver el problema.

Estos pasos estan explicados en el siguiente capitulo, que se ha dividido si-
guiendo el mismo formato que la teoria y el cédigo. Por cada tema que se ha
desarrollado se realizan ejemplos de una llamada a la funciéon (pretendiendo
querer resolver un problema). En cada ejemplo se indicara al lector lo que ira
obteniendo teniendo en cuenta los pasos.

Cabe destacar que este TFG se enmarca dentro de la actividad del Grupo de
Innovacion Educativa 'Desarrollo de Tecnologias en la Ensenanza de las Mate-
maticas’, formando parte de un proyecto que pretende construir una aplicacién
didactica para resolver problemas de las diferentes asignaturas de matematicas
de la ETSIINF. Al igual que este TFG (que esta centrado en la matematica dis-
creta), se estan desarrollando otros trabajos que desarrollan otras areas de las
matematicas (como calculo, topologia, etc), que posteriormente se implementa-
ran en una aplicacion también desarrollada por otros alumnos que cursan la
asignatura del Practicum. El objetivo es que se pueda desarrollar una aplicacion
para ayudar a los alumnos a comprender y a resolver los problemas matematicos
que tengan.






Abstract

In this Final Degree Project, the whole process that has been followed to de-
velop an interface that solves problems related to discrete mathematics will be
explained. For its complete understanding, this project will guide the reader
through the different steps that have been followed, starting with the theory
that is wrapped around integer and modular arithmetic, in which the most rele-
vant topics of each area have been described. To this end, each topic will consist
of a mathematical definition followed by examples for the reader to understand.

Based on the theory described in the first part of the project, the code written
in Python to solve these problems automatically will be taught. For each of the
developed topics the operation of the code is explained, as well as the explanation
of an additional code to return to the user by console the steps that have been
followed at the time of solving the problem.

These steps are explained in the following chapter, which has been divided fol-
lowing the same format as the theory and the code. For each topic that has
been developed, examples of a function call (pretending to want to solve a prob-
lem) are given. In each example the reader will be told the steps to obtain the
solution.

It should be noted that this Final Degree Project is part of the activity of the
Educational Innovation Group 'Development of Technologies in the Teaching of
Mathematics’, being part of a project that aims to build a didactic application
to solve problems of the different mathematics subjects of the ETSIINF. As well
as this Final Degree Project (which is focused on discrete mathematics), other
projects are being developed on other areas of mathematics (such as calculus,
topology, etc.), which will later be implemented in an application also developed
by other students taking the 'Practicum’ course. The objective is to develop an
application to help students understand and solve mathematical problems.
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Capitulo 1

Introduccion

El propésito de este Trabajo de Fin de Grado es desarrollar una API (Interfaz de
Programacion de Aplicaciones) para resolver problemas relacionados con el area
de las matematicas discretas, especialmente con la aritmética entera y modular.

Este TFG se enmarca dentro de la actividad del Grupo de Innovacion Educativa
‘Desarrollo de Tecnologias en la Ensenanza de las Matematicas’ y forma parte
de un proyecto en el cual se pretende construir una aplicaciéon didactica donde
vengan implementados la mayoria de los algoritmos que aparecen en las asig-
naturas de matematicas del Grado de Matematicas e Informatica (GMI) de la
ETSIINF, con el fin de ayudar a los estudiantes en el aprendizaje.

Este grupo esta formado por varios estudiantes del GMI divididos en dos gru-
pos: los encargados de programar las APIs con los algoritmos necesarios en cada
modulo y los encargados de implementar dichas APIs y crear la aplicacion di-
dactica, que se esta desarrollando en el momento de escribir este TFG. Cabe
destacar que es el primer cuatrimestre en el que se esta realizando este tipo de
trabajos de fin de grado.

La matematica discreta es una disciplina de las matematicas que se enfoca en
estudiar los procesos matematicos discretos (en oposicion a los procesos conti-
nuos que estudia el analisis matematico o el calculo). En concreto, la aritmética
trata sobre las operaciones de suma y multiplicacion y sus inversas en el anillo
mas representativo, que es los enteros, y en sus cocientes modulo un entero fijo,
la aritmética modular.

Mi motivacion para escogerlas como area para aportar en el proyecto viene dada
por su sencillez pero a la vez por su importancia en el mundo de las matema-
ticas, siendo uno de sus pilares. La logica y la combinatoria estan basadas en
ella, siendo la logica la que aporta los principios del razonamiento, asi como su
solidez para demostrar teoremas, y la combinatoria, que permite profundizar en
las diferentes maneras de aportar orden a grupos finitos de objetos. Ambos con-
ceptos estan presentes de alguna manera en mi, soy una persona que se rige
por la logica para resolver problemas diarios y una persona que se esfuerza por
controlar las situaciones de manera ordenada, por lo que veo mayor razén para
desarrollar este area.



Capitulo 1. Introduccién

Independientemente del modulo que tengo asignado, otra razéon para realizar
este TFG es el hecho de colaborar en la creacion de una aplicacion dirigida a los
futuros alumnos de mi mismo grado, el Grado de Matematicas e Informatica, y a
ser posible de otros grados, para ayudarles con todos los problemas que puedan
tener resolviendo los mismos ejercicios que yo intenté resolver, anadiendo las
explicaciones mas detalladas posibles.

La aritmética entera y la aritmética modular son las dos principales partes de
la matematica discreta que se han desarrollado en este TFG. Dentro de la parte
de la aritmética entera se han implementado el algoritmo de Euclides para el
calculo del maximo comun divisor, el calculo de coeficientes del Teorema de Be-
zout, la divisibilidad de ntiimeros enteros, la comprobaciéon de niimeros primos,
la conversion de numeros en diferentes bases, la descomposicion en factores
primos de acuerdo con el Teorema Fundamental de la Aritmética y la resolucion
de ecuaciones diofanticas. Por otro lado, dentro de la aritmética modular se han
implementado el calculo en anillos de congruencias (unidades, divisores de cero
e inversos) y la resolucion de ecuaciones de congruencias y sistemas mediante
el Teorema Chino del Resto.

A continuacion se muestra un resumen del contenido que se desarrolla en cada
capitulo.

1. Marco teorico: En €l se incluyen todos los teoremas matematicos y los algo-
ritmos implementados en los mo6dulos de la matematica discreta descritos
previamente.

2. Codigo: Explicacion del desarrollo de los modulos mediante el lenguaje de
programacion Python, haciendo énfasis en las funciones que se han pro-
gramado.

3. Resultados: Funcionamiento general de la aplicacion, explicando con ejem-
plos lo que devuelven las llamadas a las distintas funciones.

4. Impacto: Explicacion de los objetivos de desarrollo sostenible de la Agenda
2030 que tengan relacion con éste TFG



Capitulo 2

Marco Teorico

En este capitulo se explica la teoria en la que se basa el codigo Python que se
ha desarrollado. Se ha dividido en dos grandes bloques: la aritmética entera,
que incluye desde el algoritmo de Euclides para el calculo del maximo comun
divisor hasta los sistemas de numeracion en diferentes bases, y la aritmética
modular, incluyendo el calculo de unidades e inversos, divisores de cero y ecua-
ciones y sistemas lineales de congruencias. En cada apartado del marco teérico
se incluyen unos ejemplos que se asocian a la teoria descrita.

2.1. Aritmética Entera

En este apartado se van a describir las principales operaciones y algoritmos que
se incluyen dentro de la aritmética entera, es decir, la rama de las matematicas
discretas encargada del estudio y manipulacion del anillo Z de los enteros me-
diante las operaciones de suma y multiplicacion y sus operaciones inversas (la
resta y la division).

Se va a definir el concepto de maximo comun divisor y su calculo mediante
el algoritmo de Euclides, el teorema de Bezout, los criterios de divisibilidad, la
resolucion de ecuaciones diofanticas, el teorema fundamental de la aritmética,
los numeros primos y los sistemas de numeracion en base b.

2.1.1. Maximo Comun Divisor

Sean dos numeros enteros no nulos a y b. Se dice que d > 0 es el maximo comin
divisor de a y b si cumple con las siguientes condiciones:

@d|ayd]|bd ) clayc|b = c|d

El maximo comun divisor es unico y se representa por mcd(a,b). Cuando d = 1
decimos que los numeros a y b son primos entre si.
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Capitulo 2. Marco Teérico

Algoritmo de Euclides para el cdlculo del maximo comiin divisor

Si dividimos a y b y denotamos el cociente de la division como ¢ y el resto como
r podemos afirmar que a = bq + r. Por lo tanto cualquier divisor de a y b también
va a ser divisor de r y cualquier divisor de b y r también lo va a ser de a. Es decir,
tenemos que mcd(a,b) = med(b, r), como se muestra en el siguiente algoritmo:

a=bq +r —> mcd(a,b) = med(b, 1)

b=riqa+ 17y = mecd(b,r1) = med(ry, 72)

r1=roq3 + 13 — mecd(r1, r2) = med(re, r2) — mcd(a,b) =71
Th—1 = Tkqk+1 + 0 — mcd(rg_1,7%) = med(rg, 0)

De esta forma, el maximo comun divisor de a y b es el ultimo resto que no es
nulo. Para el algoritmo podemos usar el siguiente esquema:

q1 | 92 | 43 cee | eee | G dk+1
a |b | r|r A N I S I o = mcd(a,b) =g
1 T2 r3 PN oo Tk 0

[1]
Ejemplo 1: Hallar el maximo comun divisor de 18 y 122.

6 |1 |3]2
122 |18 | 14 | 4| 2 — mcd(18,122) =2
14 |4 12 |0

Ejemplo 2: Hallar el maximo comun divisor de 35787 y 38.

941 |1 |34 ]2
35787 | 38 |29 9|2 |1 = mecd(35787,38) =1
29 9 |2 [1]0

2.1.2. Teorema de Bezout

Sean dos numeros enteros a y b, se cumple que mcd(a,b) = 1 siy s6lo si existen
numeros enteros m y n tales que am + bn = 1. Los nimeros m y n no son unicos,
como podemos ver en el siguiente ejemplo:

1=4-24+(-1)-7=(-8)-24+1-7=(-10)-2+83.-7=25-2+ (-7) - T = ...

En el caso que mcd(a,b) = d > 1, se va a cumplir de la misma forma que existen
m 'y n enteros que verifican la igualdad am +bn = d, justificandose de la siguiente
forma:

med(a,b) =d >1 = mcd(%,g)zl = Hm,neZ:%TrH—%n:l — am+bn=d

Algoritmo para calcular los coeficientes del teorema de Bezout

El siguiente algoritmo calcula los coeficientes del teorema de Bezout y se basa
en el algoritmo de Euclides que proporciona el maximo comun divisor. Sean a y b
con maximo comun divisor d = mcd(a, b). En cada iteracion del algoritmo vamos a

4



2.1. Aritmética Entera

calcular el cociente y el resto de la division entre a y b y vamos a calcular una va-
riable compuesta por dos valores. Inicialmente tenemos las variables vy = (1,0)
y vi = (0,1). En cada iteracion restamos la primera variable menos la segun-
da multiplicada por el cociente obtenido en la iteracion anterior. Se repetira el
proceso hasta que el resto sea 0.

[1]

Ejemplo 1: Sean a = 122 y b = 18 con d = mcd(a, b) = 2, calcular los coeficientes
de Bezout.

1312 vo = (1, 0)

800 |1 |wvy=(0,1)

512 1]wve=(1,0)-10, 1)=(1, —-1)

288 1|wvy3=(0,1)-1(1, -1)=(-1, 2) _

24 [1]vi=( -0-1-L 2 =0 -3 — 1312-11+800- (-18) = 32

64 3|lvs=(-1,2)-1(2, =3) =(-3, 5)

32 2 vg=(2, -3)-3(-3,5) =11, —18)

0

2.1.3. Criterios de divisibilidad

Exponemos en esta seccion los criterios de divisibilidad por los enteros entre 2 y
10.

Criterio del 2: Un numero es divisible entre 2 si termina en 0, 2, 4, 6 u 8.

Criterio del 3: Un numero es divisible entre 3 si la suma de sus digitos es un
multiplo de 3.

Criterio del 4: Un numero es divisible entre 4 si sus ultimos dos digitos son 00
o un multiplo de 4.

Criterio del 5: Un numero es divisible entre 5 si termina en 0 o en 5.

Criterio del 6: Un numero es divisible entre 6 si cumple con los criterios de
divisibilidad del 2 y del 3.

Criterio del 7: Para saber si un numero es divisible entre 7 se realiza lo siguiente:
se multiplica el ultimo digito por 2 y se resta al nimero que conforman los demas
digitos. Esto se realiza de manera iterativa hasta que quede un unico digito. Si
ese digito es un 0 o un 7 entonces el numero es divisible entre 7.

Criterio del 8: Un numero es divisible entre 8 si los ultimos tres digitos son
multiplo e 8 o iguales a 0.

Criterio del 9: Un numero es divisible entre 9 si la suma de sus digitos es
multiplo de 9.

Criterio del 10: Un numero es divisible entre 10 si termina en 0.
(2]

Ejemplo 1: Comprobar la divisibilidad del namero 378.

5



Capitulo 2. Marco Teérico

1. Es divisible entre 2 ya que es un numero par.

2. Es divisible entre 3 ya que la suma de sus digitos en un maultiplo de 3:
3+7+8=18=3-6.

3. Es divisible entre 6 ya que es divisible entre 2 y 3.

4. Es divisible entre 7y se comprueba de la siguiente forma: Se toma el ultimo
digito y se multiplica por 2: 2-8 = 16, a continuacion se resta al numero que
conforman el resto de digitos: 37 — 16 = 21, y se vuelve a repetir el proceso:
2:1=2y2—-2=0. Como el ultimo numero es un cero, entonces el 378 es
divisible entre 7.

5. Es divisible entre 9 porque la suma de sus digitos es divisible entre 9: 3 +
7+8=18=9-2).

2.1.4. Ecuaciones Diofanticas

Una ecuacion diofantica lineal es cualquier ecuacion de la forma az + by = ¢
donde a, by ¢ son numeros enteros. Para que podamos obtener sus soluciones
enteras se debe verificar que mcd(a,b) = d | ¢. Una vez se cumple, se puede
proceder a encontrar sus soluciones mediante el siguiente algoritmo:

1. Aplicamos el teorema de Bezout con a y b para encontrar m y n tales que
am + bn = d.

2. Multiplicamos la ecuacién por a = ¢/d, obteniendo aam + abn = ad, por lo
que podemos extraer las soluciones particulares zg = am e yy = an.

3. Por lo tanto todas las soluciones de la ecuacion diofantica lineal tienen la
siguiente forma:

{ZL’:JJO"F% 5 {x:mcjbt

at nc—at

Y=Y — g7
[1]

Ejemplo 1: Estudiar la existencia de soluciones y resolver la ecuacion diofantica
lineal 36x + 9y = 10.

No tiene solucién, ya que mcd(36,9) = 91 10.

Ejemplo 2: Estudiar la existencia de soluciones y resolver la ecuacion diofantica
lineal 14z — 4y = 2.

Dividiendo por 2, la ecuacion es equivalente a 7x — 2y = 1, que tiene soluciéon ya
que mcd(7,2) = 1 | 1. Una solucion particular seria zp = 1, yo = 3. Por lo tanto,
todas las soluciones serian de la forma:

r=1-2¢

(@,y) = (1,3)+ 2 — (1,3) = (2,7, t€Z 6 tez
y=3-—7Tt

6



2.1. Aritmética Entera

2.1.5. Numeros Primos

Sea un numero natural n > 1. Se dice que n es un nimero primo si sus unicos
divisores positivos son 1 y n. En caso contrario, se llama namero compuesto.

[1]
Ejemplo 1: Comprobar si el numero 324 es primo:

Como se ha visto en el apartado de la divisibilidad, el namero 324 es divisible
entre 2, por ser un numero par, y entre 3, ya que la suma de sus digitos es un
multiplo de 3 (3 + 2+ 4 = 9). Al tener divisores, podemos concluir que el namero
324 es un numero compuesto.

Ejemplo 2: Comprobar si el niumero 37 es primo:

El nimero 37 es un numero primo, ya que no verifica ninguno de los criterios de
divisibilidad y es so6lo divisible entre 1 y €l mismo.

2.1.6. Teorema Fundamental de la Aritmética

El teorema fundamental de la Aritmética afirma que cualquier nimero n € N
que sea mayor que 1 se puede expresar como producto de potencias de niumeros
primos:

n = p‘{‘l . pg‘2 ..... pzk

donde todos los a; son numeros naturales y todos los p; son numeros primos
distintos. Esta expresion es una factorizaciéon prima o descomposiciéon en
factores primos del numero n.

Para encontrar la descomposicion se comienza dividiendo el namero por el primo
mas pequeno, es decir, el 2. En caso de que sea divisible se anade el 2 a la lista
de primos y se sigue con el cociente y, en caso contrario, se comprueba con los
sucesivos primos hasta que sea divisible, repitiendo el mismo proceso hasta que
el cociente sea 1. Solamente va a ser necesario realizar divisiones hasta /n.

[1]
Ejemplo 1: Descomponer en factores primos el niumero 324:

324
162
81

27 — 324 =22.34

W W W W NN

9
3
1
Ejemplo 2: Descomponer en factores primos el niumero 37:

37 | 37

1 — El numero 37 es un nuimero primo.



Capitulo 2. Marco Teérico

2.1.7. Sistemas de numeracion en base b

Sea un numero n representado por la concatenacion de sus digitos di,ds ... d;,
con i € N, de derecha a izquierda y sea b una base. Podemos decir que n esta
representado en base bsin=d; - b +d;_1-b"2---dy-b' 4+ dy - .

Para representar un numero en diferentes bases se realiza el siguiente algoritmo:
1. Se divide n entre b.

2. Serecoge el resto de la division, representando el elemento mas a la derecha
del resultado.

3. Se vuelve a realizar los mismos pasos con los sucesivos cocientes, anadien-
do el resto de las divisiones en el resultado de derecha a izquierda.

4. El algoritmo termina cuando el cociente de la division sea 0.

[1]
Ejemplo 1: Representar el numero 35 en las bases 2, 8 y 12.

En base 2

% =17 = resto = 1 (posicion mas a la derecha)

% =8 = resto=1

5=4 = resto=0

1—-9 — resto=0

g =1 = resto=0

% =0 = resto =1 (posicion mas a la izquierda)
Por lo tanto 35 = 1000114

En base 8

35 =4 = resto = 3 (posicion mas a la derecha)
4 -0 = resto =14 (posicion mas a la izquierda)
Por lo tanto 35 = 434

ool

En base 12 (donde representamos los restos por 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B)
% =2 = resto = 11 (posicion mas a la derecha)

% =0 = resto = 2 (posiciéon mas a la izquierda)
Por lo tanto 35 = 2815, con B =11

2.2. Aritmética Modular

En este segundo apartado del marco tedrico se van a definir los algoritmos mas
relevantes dentro de la aritmética modular, es decir, las operaciones de suma
y multiplicacion y sus inversos dentro del anillo Z,, de los cocientes de enteros
modulo un numero entero m fijo.

En concreto, se van a estudiar las unidades o elementos inversibles, los divisores
de cero, la resolucion de ecuaciones lineales de congruencias y la resolucion de
sistemas lineales de congruencias mediante el teorema chino del resto.
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2.2. Aritmética Modular

2.2.1. Unidades o elementos inversibles

Se diceﬁ que @ € Z, €s un element9 inversible 6 unidad si existe b € Z,, tal
que @- b = 1. Se denotara por @ ! := b. Denotaremos U,, al conjunto de todos los
elementos inversibles de Z,,.

[1]
Ejemplo 1: Hallar los elementos inversibles en Zs:
En Zs todos sus elementos no nulos son inversibles:
-1 -1 -1

T'=12"'=33"'=321"'=1

2.2.2. Divisores de cero

Sean a,j € Zn,. Diremos que son divisores de cero si cumplen que @ # 0 # by
que a - b = 0. Podemos observar que:

Existen divisores de cero en Z,, <= m no es primo
[1]
Ejemplo 2: Hallar los divisores de cero en Zg:

Puesto que 8 no es primo, Zg tiene divisores de cero. Los tinicos divisores de cero
son los pares (2,4) y (4, 6) puesto que:

2-4=0enZg y 4-6=0enZsg

2.2.3. Ecuaciones lineales de congruencias

Sean ay b € Zy m > 1. Se llama ecuaciéon lineal de congruencias a cualquier
ecuacion de la forma ax = b (mod m) y se llama solucién a los valores = € Z que
satisfacen la ecuacion.

Para que ax = b (mod m) tenga solucion, es necesario y suficiente que la ecuacion
ax + my = b tenga solucién en z e y, lo cual se cumple si y sé6lo si mcd(a, m) | b.
Es decir,

ar = b (mod m) tiene solucion <= mcd(a,m) | b
Tenemos entonces dos casos:
1. Simcd(a,b) =1, entonces:
ar =b (mod m) <= az =ben Z,, <= T =a 'ben Z,, y la solucién es tnica.
2. Simecd(a,b) =d > 1, con d | b, entonces:
az = b (mod p) <= (a/d)z = b/d (mod m/d) <= (a/d) T =b/d en Z,,

con mcd(a/d,m/d) = 1, por lo que existe inverso de a/d médulo m/d. Se
puede obtener la solucién en Z,,,; multiplicando por el inverso:

T = (a/d)~'b/d en Z,,

9



Capitulo 2. Marco Teérico

La solucion es unica en Z,, /d» Y €xisten d soluciones en 7Z,,:

Z = (a/d)"'b/d +tm/den Z,,, t =0,1,2,...,d — 1
[1]
Ejemplo 1: Hallar las soluciones enteras de 2z + 3 = 8 (mod 9).

Si pasamos el 3 al segundo miembro, obtenemos la ecuacion 2z = 5 (mod 9).
Como med(2,9) = 1, la ecuacion tiene solucion:

20=5(mod 9) <= 2r=5enZy<7=2 5=5-5=25="7enZ
ya que 27" =5 en Z. Por lo tanto la solucién a la ecuacion seria:
EnZgy:z="7 EnZ:z=7+9%,tcZ
Ejemplo 2: Hallar las soluciones enteras de 5z + 2 = 3 (mod 10).

Pasando el 2 al otro miembro obtenemos 5x = 1 (mod 10), que no tiene solucion
ya que mcd(5,10) =51 1.

2.2.4. Sistemas lineales de congruencias y Teorema Chino del Resto
Sea una sistema de ecuaciones lineales de congruencias de la siguiente forma:

ciz = ap (mod my)

cox = ag (mod my)

ciz = a; (mod m;)

Si ¢, a;, m; € Z con m; > 1y med(m;, m;) =1 para ¢ # j (es decir, que son primos

entre si dos a dos), entonces el sistema de congruencias tiene una tnica solucion

enZ,, conm=1mj-msy...my.Seab; =a; ¢ ! en Zm,;, la solucion es la siguiente:
x = (b1g1 2t + bagaat 4 -+ + bugnns) (mod m)

donde ¢; es tal que qi% =1 (mod m,), 1 <i < n. Es decir:

— 1
gi=m/m; en

N

m;

[1]

1 (mod 2)
2 (mod 3)
5 (mod 7)

x
Ejemplo 1: Resolver el siguiente sistema: < x
xr

Se puede aplicar el Teorema chino del resto al sistema ya que 2, 3y 7 son primos
entre siy tiene solucion tnica en Z,, con m = 2 - 3 - 7 = 42. Dicha solucion es:

r=0-q-F+2q F+5¢g P)=0q 21+2 ¢-14+5-q3-6) (mod 42)

donde:

10



2.2. Aritmética Modular

¢1-21=1(mod2) = ¢q1 =1
g2-14=1(mod 3) = 2¢» = 1(mod 3) = o = 2
g3-6=1(mod7) = ¢q3 =06

Por lo tanto la solucion es:

xr=01-1-2142-2-1445-6-6) = (21 4+ 56 + 180) = 257 = 5 (mod 42)
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Capitulo 3
Codigo

En este capitulo se incluye todo el codigo desarrollado para resolver los pro-
blemas mas comunes de la matematica discreta relacionados con la aritmética
entera y modular. Dicho codigo esta escrito en el lenguaje Python y consta de
dos grandes ficheros: discreta_l.py y getPasos.py. El primero de ellos contiene
todo lo relacionado con la resolucion del problema, planteando los algoritmos
descritos en el capitulo del marco tedrico. A lo largo de su resolucion, estos al-
goritmos van recogiendo los valores y resultados mas importantes del proceso
para pasarlos posteriormente a las funciones de getPasos.py. Las funciones de
este fichero toman como parametro los resultados obtenidos y construyen un
JSON de respuesta con los pasos para poder enviarlo a la aplicacion didactica.

EL formato del JSON con la respuesta es similar para todas las funciones. Con-
tiene un valor llamado "pasos” asociado a un array de pasos. Dicho array va a
estar formado por otros JSON con una “descripcién” y un "pasoLatex” cuando
sea necesario. La "descripcion” contiene una explicacion de cada paso y "paso-
Latex” contiene el paso escrito en formato matematico. Cabe destacar que no
todas las respuestas van a tener "pasoLatex”. Ademas del array de pasos, hay
algunas funciones que devuelven otros valores que son usados para algunas
funciones pero que no se van a mostrar en la aplicacion didactica (como por
ejemplo el teorema de Bezout devuelve los valores "m” y "n” que seran usados
para la resoluciéon de ecuaciones diofanticas). Una representacion del formato
es la siguiente:

{

"pasos":

[

"pasoLatex": str,
"descripcion": str

13
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3.1. Cddigo principal

3.1.1. Maximo comun divisor
Algoritmo

def mcd(a, b):

mimin

Comprobacidn previa para el cdlculo del Maximo Comun Divisor
— de dos numeros o polinomios.

Lanza una Exception si no cumplen los requisitos o llama a
— la funcidn

mcd_aux () para su cdalculo. Toma como parametros dos arrays
— que corresponden con los coeficientes

de un polinomio, siendo el primer valor el coeficiente con
— mayor exponente. En caso de querer calcular

el mcd de dos numero enteros se pasarian dos listas con un
— elemento cado uno.

Retorna como resultado el siguiente JSON:

{
"pasos": [
{
"pasoLatex": str,
"descripcion": str
}
{
}
1,
"resultado": str
}

mrmn

# Los parametros no pueden estar vacios
if (a == []) or (b == []):

raise MyException("Los elementos no pueden ser vacios")
# Los parametros no pueden ser nulos
elif (a == [0]) or (b == [0]):

raise MyException("Los elementos no pueden ser nulos")
# Los pardametros deben ser enteros
elif (all(isinstance(x, int) for x in a) is False) or

. (all (isinstance (x, 1int) for x in b) is False):
raise MyException ("Los elementos deben ser enteros")
elif (a[0] == 0) or (b[0] == 0):

raise MyException ("El primer coeficiente de los
— polinomios debe ser un entero distinto de cero")
else:
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3.1. Codigo principal

resultado = mcd_aux(a, b, [(a, b)])
return pasos.mcd(resultado)

def mcd_aux(a, b, array):
Funcidén auxiliar que calcula el maximo comun divisor de dos
< numeros o polinomios.
while (b != []) and (b[0] != 0):
a, b =Db, [al0] % b[0]] if (len(a) == 1 and len(b) == 1)
— else dividir_polinomios(a, b) [1]
array.append((a, b))
return array

El algoritmo que se presenta para calcular el maximo comun divisor de dos nu-
meros o polinomios esta formado por dos funciones: mecd y med_aux. La funcion
mcd recoge los parametros a y b, ambos listas que contienen los coeficientes de
un polinomio (en caso de usar la funcion con dos enteros, los arrays tendran
solamente un elemento). La tarea de dicha funcién es realizar varias comproba-
ciones sobre los parametros introducidos, es decir, que no sean vacios, que los
dos sean distinto de 0 y que todos los coeficientes sean enteros.

Una vez se han pasado todas las comprobaciones, se llama a la funcion med_aux
con los parametros a, b y un array con la tupla (a,b) que se usara para ir guar-
dando todas las iteraciones del calculo de las sucesivos divisores. Esta funcion
itera sobre la variable b hasta que esta sea 0 o vacia, asignando a la variable a la
anterior variable b y a la nueva variable b, el resultado de realizar e mod b'.

La funciéon med_aux devuelve una lista que se usa posteriormente para obtener
los pasos del algoritmo.

Funcién para devolver los pasos

def mcd(resultado) :

json = {}
pasos = []
resFinal = ""
for i in range(len(resultado) - 1):
jsonAux = {}
a = Expression(resultado[i] [0]) .toExpression ()
if a == "":
a = "o"
b = Expression(resultado[i][1]) .toExpression ()
if b == "":
b = "0"
if i+1 < len(resultado) and resultado[i+l] != None:
r = Expression(resultado[i+1][1]) .toExpression ()
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if r == "":

r="o"
jsonAux ["pasoLatex"] = "\mathrm{med} (" + a + ", " + b +
- ") = \mathrm{med} (" + b + ", " + r + ")"
jsonAux["descripcion"] = "El mcd de 'a' y 'b' es igual

— al mcd de 'b' y el resto entre 'a' y 'b'"
pasos.append (JjsonAux)
resFinal = b
if len(resultado[0][0]) == 1 and len(resultado[0][1]) == 1
— and int (resFinal) < 0O:
pasos.append ({"pasoLatex": "\mathrm{med} (" +
— Expression(resultado[0][0]) .toExpression() + ", " +
— Expression(resultado[0][1l]) .toExpression() + ") ="
< + resFinal + " = " 4+ str(abs(int (resFinal))),
"descripcion": "Por definicidén, el mcd de
— dos numeros es positivo por lo gque la
— solucidén serad el valor absoluto"})
resFinal = str (abs (int (resFinal)))
pasos.append ({"pasoLatex": "\mathrm{med} (" +
— Expression(resultado[0][0]) .toExpression() + ", " +
— Expression(resultado[0][1l]) .toExpression() + ") = " +
<~ resFinal,
"descripcion": "Resultado del madximo comun
— divisor"})
json["pasos"] = pasos
json["resultado"] = resFinal

return json

La funcion med toma como parametro la variable resultado, un array que con-
tiene los numeros a y b iniciales y una lista de tuplas que contiene los sucesivos
calculos del algoritmo de Euclides (en cada tupla tenemos el divisor y el resto de

la tupla anterior).

Por cada iteracion del parametro resultado, se construye una cadena de texto
de la forma mcd(a,b) = mcd(,r) y se anade a un JSON auxiliar, junto con una

descripcion. Finalmente se annade una variable mas al JSON llamada resultado

en el que se incluye s6lamente el resultado final, ya que va a ser utilizado por

otras funciones como por ejemplo para el calculo de los coeficientes de Bezout.

Cabe destacar que todas las variables se representan usando la clase Expression,

que construye una expresion matematica tomando una lista de coeficientes.

3.1.2. Teorema de Bezout
Algoritmo

def bezout (a, b):

mrmn
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3.1. Codigo principal

Funcidén que comprueba si se puede aplicar el teorema de
Bezout para calcular los coeficientes

dando como pardmetros dos arrays que corresponden con 1os
coeficientes de un polinomio,

siendo las variables que representan ax + by = d, con d =
mcd(a, b). En caso de cumplir las

condiciones llama a la funcidn 'bezout_enteros()' si se
pasan enteros como pardametros o a

la funcidén 'bezout_polinomios' si se pasan polinomios.

Retorna como resultado el siguiente JSON:

{
"basos": [
{
"pasoLatex": str,
"descripcion": str
}
{
}
]/
"m": str,
"n": str
}

mrmn

# Los parametros no pueden ser vacios
if (a == []) or (b == []):

raise MyException("Los elementos no pueden ser vacios")

# Los parametros no pueden ser nulos
elif (a == [0]) or (b == [0]):
raise MyException("Los elementos deben ser no nulos")
# Los parametros deben ser enteros
elif (all(isinstance(x, int) for x in a) is False) or

. (all (isinstance (x, 1int) for x in b) is False):
raise MyException("Los elementos deben ser enteros")
elif (a[0] == 0) or (b[0] == 0):

raise MyException("El primer coeficiente de los

— polinomios debe ser un entero distinto de cero")
else:

if (len(a) > 1 or len(b) > 1):

resultado = bezout_polinomios(a, b)
return pasos.bezout_polinomios (resultado)
elif (len(a) == 1 and len(b) == 1):

resultado = bezout_enteros(al[0], b[0])
return pasos.bezout_enteros (resultado)
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Capitulo 3. Cédigo

# Funcidén auxiliar para calcular los coeficientes del teorema de

—

—

def

Bezout para enteros después de comprobar que a y b son
correctos

bezout_enteros(a, b):

mimn

Funcidén auxiliar que realiza el algoritmo para obtener 1los
coeficientes

del teorema de Bezout para enteros.

mrmn

# Inicializamos las variables

vO = (1, 0)

vl = (0, 1)

g = [

r =as%b

resultado = [(a, g, v0), (b, a // b, vl)]

# Realizamos el segundo algoritmo para el calculo de los
—~ coeficientes

while r != 0:
q=a//b
r =as%b

# Vk+1 = Vk-1 - Qk+Vk
av = (q = v1[0], g = v1[1])

v = (vO[0] - gv[0], vO[1l] — qv[1])
a, b =D>b, r

v0, vl = vl, v

if (r !'= 0):

resultado.append((b, a // b, v))
return resultado

# Funcidn auxiliar para calcular los coeficientes del teorema de

—

—

Bezout para polinomios después de comprobar que a y b son
correctos

def bezout_polinomios(a, b):

mmn
Funcioén auxiliar que realiza el algoritmo para obtener 1los

coeficientes

del teorema de Bezout para polinomios.
mimin

# Inicializamos las variables

v0 = ([11, [01])

vl = ([0], [1])

q =[]

r = dividir_polinomios(a, b) [1]

resultado = [(a, gq, v0), (b, dividir_polinomios(a, b)[0],
o vl)]
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# Realizamos el segundo algoritmo para el calculo de los
— coeficientes
while r[0] != O:

g = dividir_polinomios(a, Db) [0]

r dividir_polinomios(a, b) [1]

# Vk+1 = Vk-1 - Qk#Vk

gv = (multiplicar pollnomlos(q v

— multiplicar_polinomios(q, 17

v o= (restar_polinomios(vO[O], v [

— restar_polinomios(vO[1l], [1

a, b=Db, r

v0, vl = vl, v

if r[0] !'= O:
resultado.append( (b, dividir_ polinomios(a, b) [0],
- V))

return resultado

El algoritmo definido para calcular los coeficientes del teorema de Bezout esta
formado por una funcion llamada bezout que toma como parametros a y b, dos
arrays de enteros (que corresponden a los coeficientes del polinomio). La tarea
principal de esta funcion es comprobar que se cumplen todas las condiciones pa-
ra calcular m y n tales que am + bn = d con d = mcd(a, b). Dichas condiciones son
que los parametros no estén vacios, que no sean nulos y que todos los coeficien-
tes sean enteros. Una vez comprobados, si los parametros a y b tienen solamente
un coeficiente (numeros enteros) se llamara a la funciéon bezout_enteros y en el
caso de que sean polinomios se llamara a bezout_polinomios.

Tanto bezout_enteros como bezout_polinomios utilizan el mismo algoritmo para
calcular los coeficientes del teorema de Bezout (el algoritmo descrito en el marco
tedrico), por lo que solamente se va a explicar el funcionamiento de uno de ellos
(el de bezout_enteros). La unica diferencia entre las funciones es a la hora de
realizar operaciones de division, multiplicacion y resta de elementos. Cuando
estamos trabajando con los polinomios es necesario llamar a unas funciones
auxiliares de operaciones de polinomios, que se explicaran posteriormente.

En cuanto al algoritmo, comenzamos inicializando una serie de variables, donde
una de ellas es r que guarda el resultado del resto de la division entre a y b.
A continuacion se itera sobre r hasta que sea igual a cero. En cada iteracion
guardamos en la variable ¢ el cociente de a entre b y se realiza la siguiente
operacion: Vi1 = Vi1 — Qi - Vi siendo inicialmente V5 = (1, 0) y V; = (0, 1) (como
se describe en el marco tedrico). Una vez realizada la operacion asignamos la
nueva a a la antigua b y la nueva b a la antigua r. Por otra parte asignamos v0 a
la antigua vl y vl a v.

Al final de cada iteracion anadimos el resultado de ese paso a un array, para
posteriormente devolver el objeto JSON con todos los pasos del algoritmo.
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Funcién para devolver los pasos

def bezout_enteros (resultado) :

json = {}

pasos = []

mcd = str(resultado[len(resultado)-1]1[0])
tabla = "\\begin{array}{1|1|1} "

for i in range(len(resultado)):

paso =

mwwn

# AAadimos la primera columna (a, b, r)

paso += str(resultado[i] [0]) + "™ & "

# AAadimos la segunda columna (q)

if resultado[i][1]
paso += "\\text{ } & "

= []:

else:

paso += str(resultado[i][1]) + " & "
# Anadimos la tercera columna (v)
v = (str(resultado[i][2][0]), str(resultado[i] [2]
paso += "\\textbf{v}_" + str(i) + " =" + str(v)
< "\\A\A\"

# AAadimos todos los pasos al array
tabla += paso +
tabla += "0 & \\text/{
tabla += "\\end{array}"

"\\hline \\\\"

& \\text{ } "

pasos.append({"pasoLatex": tabla,

m =
n =

"descripcion":

str(resultado[len (resultado)-1]1[2]1[017)
str(resultado[len (resultado)-11[2]11[11)

if resultado[len(resultado)-11[0] < O:

[
+

11))

"Tabla con el algoritmo para
— calcular los coeficientes de Bezout"})

m = str(int(m) * (-1))
n = str(int(n) = (-1))
mcd = str (abs(resultado[len (resultado)-1][01))
pasos.append ({"pasoLatex": " (" + str(resultado[0][0])
- ") \\cdot (" +m + ") + (" + str(resultado[l][0])
- ") \\cdot (" + n + ") =" + mcd,

"descripcion": "Puesto que segun la

— definicidén el mcd es positivo,

multiplicamos la solucidén por -1"})

pasos.append ({"pasoLatex": " (" + str(resultado[0][0])
< \\cdot (" + m + ") + (" + str(resultado[l][0]) +
< \\cdot (" + n+ ") =" 4+ med, \
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3.1. Codigo principal

def

"descripcion": "Solucién
- Bezout"})

json["pasos"] = pasos
Json["m"] = m
json["n"] = n

return json

bezout_polinomios (resultado) :
json = {}

pasos = []

tabla "\\begin{array} {111} "

for i in range(len(resultado)):

final del teorema de

paso =

# Anadimos la primera columna (a, b,

paso += Expression (resultado[i][0]) .toExpression ()
n

o

# Anadimos la segunda columna (q)
if resultado[i] [1] == []:
paso += "\\text{ } & "

else:
paso += Expression (resultado[i][1l]) .toExpression ()
- "s "
# ARadimos la tercera columna (v)
v = (Expression(resultado[i][2][0]) .toExpression ()
— Expression(resultado[i] [2][1]) .toExpression())
paso += "\\textbf{v}_" + str(i) + " = + str(v) +
< "\\\\"
# AAdadimos todos los pasos al array
tabla += paso + "\\hline \\\\"
tabla += "0 & \\text{ } & \\text{ } "
tabla += "\\end{array}"
pasos.append ({"pasolLatex": tabla,
"descripcion": "Tabla con el algoritmo para

< calcular los coeficientes de Bezout"})

m =
— Expression(resultado[len(resultado)-1][2][0]) .toExpression ()
n =

— Expression(resultado[len(resultado)-1][2][1]) .toExpression()
pasos.append ({"pasoLatex": " (" +

— Expression(resultado[0][0]) .toExpression() + ")

o (" 4+ m+ ")+ ("
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+ Expression(resultado[1][0]) .toExpression() + ") \\cdot ("
- + n + ") ="\
+ Expression(resultado[len (resultado)-1][0]) .toExpression(),
-\

"descripcion": "Solucién del teorema de Bezout"})
json["pasos"] = pasos
Jjson["m"] = m
json["n"] = n

return json

Como se ha mencionado anteriormente, para la resolucion del teorema de Be-
zout se han creado dos funciones: bezout_enteros y bezout_polinomios. Depen-
diendo del numero de coeficientes que tengan los parametros iniciales se llamara
a una funcion u otra. Ambas funciones realizan los mismos pasos y la tnica di-
ferencia es que tratando con polinomios se usaran funciones auxiliares para
operar con ellos. Por eso se va a explicar el funcionamiento de bezout_enteros,
ya que se aplica también a bezout_polinomios.

La funcion bezout_enteros toma como parametro un array llamado resultado que
contiene los elementos de las columnas de la tabla descrita en el marco teorico
para su resolucion. Por ello lo primero que hace el codigo es iterar sobre ese
array recogiendo cada elemento y concatenandola a una cadena de texto que
construye una tabla en formato latex. Por cada iteracion del bucle se crea un
paso, por lo que se repetira tantas veces como filas tenga la tabla.

En el caso de que alguno de los valores iniciales sea negativo, se ha anadido un
paso para multiplicar la ecuacion por —1 de modo que se tiene el maximo comun
divisor positivo, de acuerdo con su definicion.

A continuacion se recogen los ultimos valores de la tabla formada y se conca-
tenan en una cadena de texto conteniendo la solucion. Dicha cadena se anade
posteriormente al array de pasos.

Finalmente se crean dos variables adicionales en el JSON conteniendo las so-
luciones m y n que se han obtenido de la ecuacion. Estos pasos son necesarios
ya que se van a usar en otro momento para la resolucion de las ecuaciones
diofanticas.

3.1.3. Divisibilidad
Algoritmo
def divisible(a, b):

Funcidén para comprobar si un numero es divisible por otro.
— Se dan como parametros

dos numeros enteros. En el caso de que el divisor tenga un
— criterio de divisibilidad
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(2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 o 10), se dara una explicacidén de
— dicho criterio.

Retorna como resultado el siguiente JSON:

{
"pasos": [
{
"descripcion": str
}
{
}
]
}
mimn
if (type(a) != int or type(b) != int):
raise MyException("Los elementos deben ser enteros")
resultado = [a $ b == 0, a, Db]

return pasos.divisible (resultado)

La funcion divisible toma como parametros dos valores enteros, a y b. Este al-
goritmo primero comprueba el tipo de los parametros, en caso de no ser ambos
enteros lanza una excepcion. A continuacion crea un array con tres valores: un
booleano (True o False), para comprobar si a y b son divisibles, y los mismos a
y b. Dicho array se usa posteriormente para obtener los pasos del algoritmo que
se pasaran a la aplicacion didactica.

Funcion para devolver los pasos

def divisible(resultado) :
json = {}
esDivisible = resultado[0]
a = resultado[1l]
b = resultado[2]
pasos = []
explicacion = ""

b = abs (b)

match b:
case 2:
explicacion = "Un numero es divisible entre 2 si es
< un numero par, es decir, que termina en 0, 2, 4,
— 6, u 8."

case 3:
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explicacion = "Un numero es divisible entre 3 si la
— suma de sus digitos es igual a 3 o a un multiplo
—~ de 3."

case 4:
explicacion = "Un numero es divisible entre 4 cuando

— sus uUltimos dos digitos son 0 o multiplo de 4."
case 5:

explicacion = "Un numero es divisible entre 5 cuando
— su Ultimo digito en 0 o 5."

case 6:
explicacion = "Un numero es divisible entre 6 cuando

— cumple con los criterios de divisibilidad del 2
— vy del 3, es decir, "\
"que sea un numero par y que la suma de sus digitos
<~ sea multiplo de 3."

case 7:
explicacion = "Para saber si un numero es divisible
— entre 7 hacemos lo siguiente: se debe
— multiplicar el ultimo digito "\
"por 2 y restarlo al numero que conforman los demas
— digitos. Esto, hasta que gqueda un numero de solo
< un digito. Si este "\
"es un 0 o un 7, entonces el numero es divisible
— entre 7."

case 8:
explicacion = "Un numero es divisible entre 8 si los
— Ultimos tres digitos son multiplos de 8 o
— 1lguales a 0."

case 9:
explicacion = "Un numero es divisible entre 9 si la
— suma de sus digitos es un maltiplo de 9."

case 10:

explicacion = "Un numero es divisible entre 10 si
— termina en 0."

case _
explicacion = ""

if explicacion != "":

pasos.append({"descripcion":

if esDivisible:

pasos.append({"descripcion":

-~ " + str(b)})
else:

pasos.append({"descripcion":

-~ por " + str(b)})
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json["pasos"] = pasos

return json

El parametro que recibe la funcion divisible para devolver los pasos consta de
una lista con tres valores: a, b y un booleano que representa True en caso de que
a sea divisible entre b y False en caso contrario.

En primer lugar se comprueba si el parametro b tiene algun tipo de criterio de
divisibilidad mediante un switch (lamado match en Python), en cuyo caso se
guarda en una cadena de texto y se anade como un paso extra a JSON de los
pasos.

Finalmente, se annade un paso con una respuesta que dice si a es divisible por b.

3.1.4. Ecuaciones diofanticas lineales
Algoritmo

def ecDiofantica(a, b, c):

mimin

Funcidén que resuelve ecuaciones diofdnticas. Los parametros
— que admite son

tres enteros a, b y ¢ que representan la ecuacidén diofantica
— lineal

ax + by = c.

Retorna como resultado el siguiente JSON:

{
"pasos": [
{
"pasoLatex": str,
"descripcion": str
}
{
}
1,
"valores": [str]
}

mimin

# Comprobamos que se cumple que el mcd(a, b) divide c

if(type(a) '= int or type(b) != int or type(c) != int):
raise MyException ("Los elementos deben ser enteros")

# Aplicamos el algoritmo
# E1 resultado a pasar sera: [a, b, ¢, mcd(a, b), m, n, x1,
- yil, x2, y2]
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resultado = []
mcdLocal = int (mcd([abs(a)], [abs(b)]) ["resultado"])
if(c % mcdLocal != 0):

resultado = [a, b, ¢, mcdLocal]

return pasos.ecDiofantica(resultado)

if (a < 0) * (b < 0):
mcdLocal = mcdLocal * (—-1)

# Aplicamos Bezout para obtener m y n
m, n = int (bezout ([a], [b])["m"]), int (bezout ([a],
= [b])["n"])

# Calculamos la solucidn
# x = (mc/mcdLocal) + (bt/mcdLocal), y =
. (nc/mcdLocal) — (at/mcdLocal)

x1l = int((m * c) / mcdLocal)

yl = int((n % c) / mcdLocal)

x2 = int (b / mcdLocal)

y2 = int((a = (-1)) / mcdLocal)

resultado = [a, b, ¢, mcdLocal, m, n, x1, yl, x2, y2]

return pasos.ecDiofantica(resultado)

# Ecuaciones diofanticas con restricciones
def ecDiofantica_res(a, b, ¢, resX, resY):

mrmn

Algoritmo para resolver ecuaciones diofdnticas con
restricciones. Los parametros

a, b y ¢ son enteros que representan la ecuacidén diofantica
lineal ax + by = c.

Los parametros resX y resY corresponden a arrays con las
restricciones

de X y de Y: [mayorQue, menorQue, mayorIgualQue,
menorIgualQue]

Retorna como resultado el siguiente JSON:

{
"pasos": [
{
"pasoLatex": str,
"descripcion": str
}
{
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]
}
if (resX[0] != None and resX[1l] != None and resX[0] ==
— resX[1l]) or (resY[0O] != None and resY[1l] != None and
— resY[0] == res¥Y[1l]):

raise MyException ("Esa restriccidén no es posible")
elif (resX[2] != None and resX[3] != None and resX[2] ==
< resX[3]) or (resY[2] != None and resY[3] != None and
— resY[2] == resY[3]):

raise MyException("La resticcidén tiene que ser un

— intervalo")
elif (resX[0] != None and resX[l] != None and resX[0] >
— resX[1l]) or (resY[0O] != None and resY[1l] != None and

— resY[O] > resY[1l]):

raise MyException("Esa restriccidén no es posible")
elif (resX[2] != None and resX[3] != None and resX[2] >
< resX[3]) or (resY[2] != None and resY[3] != None and
— resY[2] > resY[3]):

raise MyException ("Esa restriccidén no es posible™)
elif (resX[0] != None and resX[3] != None and resX[0] >
— resX[3]) or (resY[0O] != None and resY[3] != None and
< resY[0] > resY([3]):

raise MyException("Esa restriccidén no es posible")
elif (resX[1l] != None and resX[2] != None and resX[1l] <
— resX[2]) or (resY[l] != None and resY[2] != None and
— resY[1l] < resY[2]):

raise MyException("Esa restriccidén no es posible")

resultado = [a, b, ¢, [1, [1] # [a, b, ¢, coeficientes
— diofantica, intervalo t]

# Recogemos la solucioén (si la tiene) de la ecuacion

« diofantica

pasosDiofantica = ecDiofantica(a, b, c) ["pasos"]

valEcuaciones = ecDiofantica(a, b, c) ["valores"]

if valEcuaciones != []:
x1 = valEcuaciones
yl = valEcuaciones
x2 = valEcuaciones
y2 = valEcuaciones
resultado[3] = [x1, yl, x2, y2]

else:
return pasos.ecDiofantica_res (resultado,
- pasosDiofantica)
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# Calculamos las t para los valores de x e y

intervaloT_x = [None, None, None, None] # [mayorQue,
— menorQue, mayorIgualQue, menorIgualQue]
intervaloT_y = [None, None, None, None]
for i in range(len(resX)) :
if resX[i] is not None:
x1l = x1 = (-1)
X = resX/[i]
x = x + x1
t =x // x2
tAux = x / x2
if (tAux == t):
if (x > 0 and x2 >= 0) or (x >= 0 and x2 < 0):
intervaloT_x[1] = t
elif (x < 0 and x2 >= 0) or (x < 0 and x2 < 0):
if (i == 0):
intervaloT_x[1] = t
elif (i == 1):
intervaloT_x[0] = t
elif (i == 2):
intervaloT_x[3] =t
else:
intervaloT_x[2] = t
else:
if (x >= 0) and (x2 >= 0):
if (i == 0):
intervaloT_x[2] = t + 1
elif (i == 1):
intervaloT x[3] =t + 1
else:
intervaloT x[i] =t + 1
elif (x >= 0) and (x2 < 0)
if (i == 0):
intervaloT_x[2] = t
elif (i == 1):
intervaloT_x[3] = t
else:
intervaloT_x[1] = t
elif (x >= 0) and (x2 < 0)
if (i == 0):
intervaloT_x[2] = t - 1
elif (i == 1):
intervaloT_x[3] =t - 1
elif (i == 2):
intervaloT_x[3] =t - 1
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else:

intervaloT_x[2]
else:

if (i == 0):
intervaloT_x[3]

elif (i == 1):
intervaloT_x[2]

elif (i == 2):
intervaloT x[3]

else:
intervaloT_x[2]

for i in range(len(resY)):
if resY[i] is not None:
vyl =yl » (-1)

y = resY[i]
y =y t vyl
t =y // y2
tAux =y / y2
if (tAux == t):
if (y >= 0 and y2 >= 0)
intervaloT_y[i] = t
elif (y < 0 and y2 >= 0
if (i == 0):
intervaloT_y[1]
elif (i == 1):
intervaloT_y[0]
elif (i == 2):
intervaloT_y[3]
else:
intervaloT_y[2]
else:
if (y >= 0) and (y2 >= 0):
if (1 == 0):
intervaloT_y[2]
elif (i == 1):
intervaloT_y[3]
else:

intervaloT_y[i]

elif (y >= 0) and (y2 <

if (1 == 0):
intervaloT_y[2]

elif (i == 1):
intervaloT_y[3]

else:
intervaloT_y[i]

elif (y >= 0) and (y2 <
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if (i == 0):

intervaloT _y[2] = t — 1
elif (i == 1):

intervaloT_yI[3] = t - 1
elif (i == 2):

intervaloT_y[3] = t - 1
else:

intervaloT_y[2] = t — 1

else:

if (1 == 0):

intervaloT _y[3] =t
elif (i == 1):

intervaloT y[2] =t
elif (i == 2):

intervaloT_y[3] = t
else:

Il
o+

intervaloT_y[2]

# Agrupamos los intervalos de la t en un mismo array
intervalosT = [] # [mayorQue, menorQue, mayorIgualQue,
— menorIgualQue]

for i in range(len(intervaloT_x)):

if (intervaloT_x[i] == None and intervaloT_y[i] ==
— None) :

intervalosT.append (None)
elif (intervaloT_x[i] != None and intervaloT y[i] ==
— None) :

intervalosT.append(intervaloT_x[i])
elif (intervaloT_x[i] == None and intervaloT_y[i] !=
— None) :

intervalosT.append (intervaloT _y[i])
else:

if (1 == 0 or 1 == 2):

if (intervaloT_x[i] >= intervaloT_y[i]):
intervalosT.append(intervaloT x[i])

else:
intervalosT.append(intervaloT_y[i])

else:

if (intervaloT_x[i] <= intervaloT_yI[i]):
intervalosT.append(intervaloT_x[i])

else:
intervalosT.append(intervaloT _y[i])

resultado[4] = intervalosT

# En el caso de que tenga soluciones finitas, las imprimimos

values = []
valoresT = []
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for elem in intervalosT:
if elem != None:
values.append (elem)

# Anadir todos los posible valores
if len(values) >= 2:
for number in range(values[0], wvalues[1l] + 1):
valoresT.append (number)
# Quitar los valores que esten en mayorQue o menorQue
for number in valoresT:
if number == intervalosT[0] or number ==
— intervalosT[1l]:
valoresT.remove (number)

resultado.append(valoresT)
return pasos.ecDiofantica_res (resultado, pasosDiofantica)

El algoritmo para resolver ecuaciones diofanticas lineales comienza con la lla-
mada a la funciéon ecDiofantica que toma como parametros a, by ¢, los corres-
pondientes a la ecuacion ax + by = c.

En primer lugar se comprueba que todos los parametros sean enteros, por lo
que se lanza una excepcion si no lo son. A continuacién se comprueba si se
verifica que el mcd(a,b) = d divide a ¢ ya que es la tnica condicion para que la
ecuacion tenga solucién. Si se cumple, calculamos m y n, los coeficientes del
teorema de Bezout tales que am + bn = d. Finalmente construimos el sistema
de ecuaciones asignando los siguientes valores: z = z1 + 22t e y = yl — y2¢, con

rl = "¢, 12 = g, yl = ¥ e y2 = 5. Este resultado se pasa como array para crear

el JSON de respuesta con los pacllsos del algoritmo.

En el caso de que se quiera resolver una ecuacion diofantica con una serie de
restricciones, se llama a la funcién ecDiofantica_res, cuya diferencia con ecDio-
Jantica es que se anaden dos parametros extra, la restriccion para z y la restric-
cion para y. Ambos parametros son arrays con el mismo tipo de contenido (ma-
yorQue, menorQue, mayorlgualQue, menorlgualQue) y son valores enteros, que
representan su resstriccion dependiendo de la posicion en la que se encuentran.

Antes de empezar con su resolucion, se comprueba que los parametros resX
y resY son posibles restricciones, en caso contrario se lanza una excepcion.
Se comprueba, por ejemplo, que no haya restricciones del tipo x > 0, z < 0 o
y < 2,y >= 3 ya que no tendrian solucion. Por ello se han cubierto todas las
posibles combinaciones.

Una vez pasadas las comprobaciones, primero se resuelve la ecuacion diofantica
sin restricciones haciendo uso de la funcion ecDiofantica, creando las variables
xl, 22, yl e y2. Segundo, se crean dos arrays con los intervalos de las soluciones
de z e y con el mismo formato que el de los parametros (mayorQue, menorQue,
mayorlgualQue, menorlgualQue). Se realizan posteriormente dos bucles iterando
sobre resX y resY y en cada iteracion se despeja la t de la ecuacion diofantica
dependiendo si existe una restriccion (en este paso se tiene en cuenta todas las
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posibilidades en cuanto a los signos de la inecuacion, es decir, cuando ambas
partes son positivas, una negativa y otra positiva, y ambas negativas).

En este punto tenemos dos arrays para los intervalos en los que existe una
solucion en funcién de t, por lo que realizamos otro bucle para agrupar ambos
arays en uno. Para ello, por cada posicion de los arrays primero comprobamos
si ambos son de tipo None, en cuyo caso anadimos None al array final; segundo,
en el caso de que uno tenga None y el otro tenga un valor, introducimos el
valor; y tercero, en el caso de que tengamos dos valores, los separamos en dos
tipos: los de las posiciones O y 2 y los de las posiciones 1 y 3 (agrupamos los
‘mayores que’ por una parte y los ‘'menores que’ en otra). Cuando estamos en
las posiciones O y 2, elegimos el mayor valor de los dos y lo introducimos en el
array y cuando estamos en las posiciones 1 y 3 elegimos el menor valor. Por lo
tanto ahora tenemos un array de cuatro posiciones en el que como maximo hay
dos posiciones con valores (uno para ‘'mayor’ o para ‘mayor o igual’ y otro para
‘menor’ o para ‘'menor o igual’.

Teniendo ahora un array con ls posibles intervalos de t, podemos tener dos
tipos de soluciones: una solucion finita o infinita. En el caso de tener infinitas
soluciones (se puede dar en el caso de que s6lo haya un intervalo de t o ninguno)
se imprime solamente el intervalo de x e y que tenga solucion. En el caso de que
sean finitas, se imprimen dichas soluciones sustituyendo los posibles valores de
t en la solucion inicial.

Funcion para devolver los pasos

def ecDiofantica (resultado) :

json = {}
pasos = []
if len(resultado) == 4:
pasos.append ({"descripcion": "La ecuacidén no tiene
— solucidén ya que el S$S\mathrm{med} (" +
—~ str(abs(resultado[0])) + ", "™ +
- str(abs(resultado[l])) + ") =" +
< str(abs(resultado[3])) + "$ no divide a " +

< str(resultado[2])})

json["pasos"] = pasos
json["valores"] = []
else:
pasos.append ({"pasoLatex": "\mathrm{med} (" +
— str(abs(resultado[0])) + ", "™ +
— str(abs (resultado[l])) + ") =" +
— str(abs(resultado[3])) + " \\mid " +
< str(resultado(2]), \

"descripcion": "La ecuacidén tiene solucidn
— ya que se verifica que:"})
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def

pasos.append({"pasolLatex": "m = " + str(resultado[4])

< " \\text{, } n =" + str(resultado[5]), \
"descripcion": "Aplicamos el teorema de
— Bezout para " + str(resultado[0])

-~ vy " + str(resultado[l]) + " para
— Obtener los valores m y n:"})

expresionl "x + str(resultado[6])

expresion2 = "y = " + str(resultado[7])

if resultado[8] < O:
expresionl += " - "
else:
expresionl += " +

if resultado[9] < O:
expresionz += " -

else:
expresion2 += " + "

expresionl += str(abs(resultado[8])) + "t"

expresion2 += str(abs(resultado[9])) + "t"

pasos.append ({"pasoLatex": "\\begin{cases} " +

— expresionl + "\\\\" + expresion2 + " \\end{cases}",
"descripcion": "Las soluciones de la
< ecuacidédn diofdntica lineal son:"})

json["pasos"] = pasos

json["valores"] = [resultado[6], resultadol[7],

— resultado[8], resultado[9]] # NO USAR PARA LA
— RESPUESTA, se usa para ecDiofantica_res

return Jjson
ecDiofantica_res (resultado, pasosDiofantica):
json = {}

pasos = []

if resultado[3] == []:

pasos.append ({"descripcion”: "La ecuacidén no tiene
< solucidén ya que el S$\mathrm{med} (" +

— str(abs(resultado[0])) + ", "™ +

< str(abs(resultado[1l])) + ")$ no divide a " +
— str(resultado[2]) })

else:
for paso in pasosDiofantica:
pasos.append (paso)
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expresionl = "x
expresionz2 = "y ="

if resultado[3]1[2] < O:
expresionl += " - "
else:
expresionl += " + "

if resultado[3][3] < O:
expresion2 += " - "

" + str(resultado[3][0])
+ str(resultado[3][1])

else:

expresion2 += " + "
expresionl += str(abs(resultado([3][2])) + "t"
expresion2 += str(abs(resultado[3][3])) + "t"

if resultado[4] != [1]:

intervalo = resultado[4]

valoresT = ""

for i in range(len(intervalo)) :

if intervalo[i] != None:

if 1 ==
valoresT += ("t > " + str(intervalol[i]))
- + ", "

elif 1 ==
valoresT += ("t < " 4+ str(intervalo[i]))
— + " 7 "

elif i ==
valoresT += ("t >= " +
- str(intervalo[i])) + ", "

else:
valoresT += ("t <= " +
-~ str(intervalo[i])) + ", "

valoresT = valoresT[:-2]

pasos.append ({"pasoLatex":

"descripcion":
< los cuales existe solucidn:"})

valoresX []

valoresY []
for t in resultado]|

x = int ((t = resultado[3]1[2])
y = int ((t = resultado[3][3])

5]:

valoresX.append (x)
valoresY.append (y)
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if (len(valoresX) != 0) or (len(valoresY) != 0):
valoresVariableX = ""
valoresVariableY =

for i in range(len(valoresX)):

if i == 0:
valoresVariableX += "x = ({"
valoresVariableX += str(valoresX[i])
if i != len(valoresX) — 1:
valoresVariableX += ", "
else:
valoresVariableX += "}"
for i in range(len(valoresY)):
if 1 == 0:
valoresVariableY += "y = ("
valoresVariableY += str(valoresY[i])
if i != len(valoresY) - 1:
valoresVariableY += ", "
else:
valoresVariableY += "}"
pasos.append ({"pasoLatex": valoresVariableX + ",
— " 4+ valoresVariableY, \
"descripcion": "Posibles soluciones

< de las variables X e Y"})

json["pasos"] = pasos
return json

La funcién para devolver los pasos de la resolucion de ecuaciones diofanticas
sin restricciones se llama ecDiofantica y toma como parametro un array llamado
resultado. En funcion de la longitud de dicho array se comprueba si la ecuacion
tiene solucion. Por ello se comprueba en primer lugar si la longitud es cuatro,
en cuyo caso se devuelve un paso explicando que la ecuacion no tiene solucion
debido a que el mcd(a, b) no divide a ¢ (teniendo una ecuacion de la forma ax+by =
a.

En el caso de que la longitud del array resultado sea mayor que cuatro, €l primer
paso que se anade es que la ecuacion tiene solucion. El siguiente paso explica
como se aplica el teorema de Bezout para obtener los coeficientes m y n. A con-
tinuacion se comienza a construir el sistema con las soluciones en funcién de ¢.
Para ello se toman las posiciones 6, 7, 8 y 9 del array resultado, que correspon-
den respectivamente con los coeficiente de la solucion representadas por ci, co, 3
ycgenx = c;+cot € y = cs+c4t. Dependiendo del signo que tengan los coeficientes
se van a construir las cadenas de texto con la solucién de una manera u otra,
que finalmente se van a anadir al paso final.

Por otro lado tenemos la funcion que contruye los pasos para la resolucion de
ecuaciones diofanticas con restricciones llamada ecDiofantica_res. Esta funcion
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es similar a ecDiofantica ya que lo primero que realiza es comprobar la lon-
gitud del parametro resultado. En caso de que la longitud sea igual a tres, el
codigo entiende que no hay solucion, por lo que ese sera el tinico paso que se
devuelva. En caso contrario, utiliza los mismos pasos para contruir la solucion
de la ecuacion que sin restricciones. Para representar los intervalos en los que
se encuentra la ¢, se toma la posicion 4 del array resultado, que contiene una
lista con dichos intervalos de la forma [mayorQue, menorQue, mayorigualQue,
menorlgualQue]. Iterando sobre dicho array se contruyen cadenas de texto para
representar dichos intervalos e incluirlos en un paso. Finalmente, en el caso de
que el intervalo de ¢ sea finito, se sustituyen las posibles soluciones para obtener
los respectivos x e y para poder incluirlos en un paso adicional.

3.1.5. Numeros primos
Algoritmo

def esPrimo (n) :

mrmn

Algoritmo para comprobar si un numero es primo. Toma como
— parametro
un numero entero.

Retorna como resultado el siguiente JSON:

{
"pasos": [
{
"descripcion": str
}
]/
"esPrimo": boolean
}

nn
if n <= 1:
raise MyException ("El numero introducido tiene que ser
— mayor que 1")
elif type(n) != int:
raise MyException("El numero introducido debe ser un
< numero natural")
else:
isPrime = sympy.isprime (n)
return pasos.esPrimo(n, isPrime)

La funcién esPrimo toma como parametro un numero entero y comprueba si este
es primo o compuesto. Inicialmente se comprueba si este parametro es mayor
que 1 o es un entero, en caso contrario lanza una excepcion. Una vez que pasa
las comprobaciones, se hace uso de la libreria sympy que incluye un método
para comprobar si un numero es primo, guardando el resultado en la variable
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isPrime. Finalmente se pasan el numero y la variable a la funcion para devolver
los pasos.

Funcion para devolver los pasos

def esPrimo(n, resultado):

json = {}

pasos = []

if resultado == False:
pasos.append ({"descripcion”: "El numero " + str(n) + "
<~ no es primo, es compuesto"})

else:
pasos.append ({"descripcion": "El numero " + str(n) + "

— es primo"})

json["pasos"] = pasos
json["esPrimo"] = resultado

return Jjson

La funcién esPrimo para devolver los pasos toma como parametro una n, que
corresponde con el niumero que se quiere comprobar, y una variable booleana
resultado, cuyo valor es True si n es primo y False si es compuesto.

Para cada uno de los casos se crea un JSON con una “descripcién” que va a
contener la respuesta de si es primo o compuesto. Ademas se anade una variable
al JSON llamada .eSPrimo”, conteniendo el valor booleano correspondiente a la
solucion. Esta variable se va a usar posteriormente en el teorema fundamental
de la aritmética.

3.1.6. Teorema fundamental de la aritmética
Algoritmo

def tfAritmetica (n):

non

Funcidén que comprueba si se cumplen las condiciones para
— calcular la descomposicidn

en factores primos de un numero. En tal caso llama a la
< funcidn auxiliar tfAritmetica_aux/()

para realizar el calculo. Toma como pardmetro un entero n.

Retorna como resultado el siguiente JSON:
"pasos": [
{

"pasoLatex": str,

37



13
14
15
16
17
18
19
20
21

22

23

24

25
26
27
28

29

30
31

32

33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

46

Capitulo 3. Cédigo

"descripcion": str

~

}

mmn

if n <= 1:

raise MyException ("El numero introducido tiene que ser

— mayor que 1")
elif type(n) != int:
raise MyException("El numero introducido debe
< numero natural")
else:
resultado = tfAritmetica_aux(n)
return pasos.tfAritmetica(n, resultado)

primos

def tfAritmetica_aux(n):

mrmn

Funcion auxiliar que calcula la descomposicidén en

primos de n.
mmn

divisoresPrimos = []

divisor = 2
while n != 1:
if n % divisor == 0:
n = n / divisor

divisoresPrimos.append (divisor)
else:

isPrime = False

while isPrime == False:
divisor = divisor + 1
if esPrimo (divisor) ["esPrimo"]:

isPrime = True
return divisoresPrimos

ser un

# Funcidn auxiliar para calcular la descomposicidon en factores

factores

El algoritmo para calcular la descomposiciéon en factores primos de un nimero
esta formado por dos funciones, tfAritmetica y tfAritmetica_aux.

La primera es una funcién que comprueba que se cumplan las condiciones para
descomponer un numero en factores primos. Para ello recibe el parametro n y
comprueba si es mayor que 1 y que sea un numero entero.

Una vez pasa las comprobaciones, se llama a la funcioén tfAritmetica_aux con
el mismo parametro. Esta funcion itera sobre n hasta que esta sea igual a 1.
En cada iteracion se comprueba si n es divisible entre el primer numero primo
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guardado en la variable divisor y en tal caso se asigna a n el valor de la division
entre n y el divisor. En caso de que no sea divisible, se realiza un bucle para
encontrar el siguiente namero primo a partir de divisor.

En cada iteracion del bucle principal en el que se halla encontrado un divisor
primo, este se introducia en un array que posteriormente se usa para construir
el JSON de respuesta con los pasos del algoritmo.

Funcién para devolver los pasos

def tfAritmetica(n, resultado):

json = {}
pasos = []
bases = []
repeticiones = []

# Buscamos todas las bases sin repetir
for base in resultado:
if base not in bases:
bases.append (base)

# Contamos cudntas veces aparece una base
for base in bases:
contador = 0
for i in resultado:
if base == 1i:
contador = contador + 1
repeticiones.append (contador)

# Agrupamos las potencias y las multiplicamos

expresion = ""
expresionLatex = ""
for i in range(len(bases)):
expresion = expresion + str(bases[i]) + """ +
— str(repeticiones[i]) + " % "
expresionlLatex = expresionlLatex + str(bases[i]) + "~ {" +
— str(repeticiones[i]) + "} \\cdot "
expresion = expresion[0:len (expresion)—3]
expresion = expresion.replace(""”1", "")

expresion += ""

expresionLatex = expresionlLatex[0:len (expresionlLatex)—-7]
expresionlLatex = expresionlLatex.replace("~{1}", "")
expresionLatex += ""

if expresion == str(n):
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pasos.append ({"descripcion”": "El numero " + str(n) + "
— es primo, por lo que no tiene descomposicidn"})
else:
respuesta = str(n) + " = " + expresionLatex
pasos.append ({"pasoLatex": str(n) + " =" +
— expresionlatex,
"descripcion": "La descomposicidn
— factorial de "™ + str(n) + " es: "})
json["pasos"] = pasos

return Jjson

La funciéon para obtener los pasos del teorema fundamental de la aritmética se
llama tfAritmetica y toma como parametros dos valores: n y resultado. El namero
n es el valor sore el cual se quiere representar como una descomposicién en
valores primos y resultado es una lista con dichos nimeros primos.

Lo primero que hace la funcion es tomar ese array y guardar todos los primos
que son distintos en una lista. Por cada uno de los primos se vuelve a recorrer
resultado contando las instancias en las que aparece cada primo. En este mo-
mento tenemos dos listas: una con los numeros primos y otra con las veces que
aparece, es decir, su potencia.

Recorriendo ambos arrays concatenamos en una cadena de texto los primos con
la potencia que le corresponde y posteriormente eliminar las partes del texto que
son irrelevantes o redundantes (como elevar un nuimero a 1).

Finalmente construimos el JSON con la respuesta anadiendo la cadena de texto
al "pasoLatex”, ademas de una descripcion. En el caso de que el numero inicial
n sea primo, se anade una respuesta explicando que el numero es primo y por
lo tanto no tiene descomposicion.

3.1.7. Sistemas de numeracion en base b
Algoritmo

def base(n, b):

mon

Funcidén que comprueba si un numero puede ser representado en
— base a otro.

En tal caso llama a la funcidn auxiliar base_aux () para
— realizar el algoritmo.

Toma como parametros dos enteros: un numero y la base en la
— que se qulere representar.

Retorna como resultado el siguiente JSON:
"pasos": [
{
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"pasoLatex": str,

"descripcion": str
}
{
}
1
}
mon
if b < 2:
raise MyException("La base tiene que ser mayor o igual
- que 2")
elif type(b) != int:
raise MyException("La base tiene que ser un numero
— natural")
elif type(n) != int:

raise MyException("El nUmero tiene que ser natural")
else:

resultado = base_aux(n, b)

return pasos.base(n, b, resultado)

# Funciodn auxiliar para calcular n en base t
def base_aux(n, Db):

mrmn

Funcidén auxiliar para calcular un numero en una base

determinada.

o

resultado = []

while n >= 2:
resto = n $ b
resultado.insert (0, resto)
n=mn//Db

ifn % b != 0:
resultado.insert (0, n % b)

return resultado

El algoritmo para calcular un niumero n en base b comienza con la funcion base,
que toma como parametros dichas variables. Esta funcion comprueba que la
base b sea mayor o igual que 2 y que tanto n como b sean enteros.

Una vez las comprobaciones son correctas, se llama a la funcién base_aux con
los mismos parametros. Esta funcion itera sobre la variable n hasta que sea me-
nor que 2. En cada iteracion se calcula el médulo entre n y by se guarda en una
variable llamada resto, que se anade a un array de resultados. A continuacion
asignamos a la variable n el valor del cociente de la division entre n y b. Final-
mente anadiremos el modulo entre n y b al array de respuestas, en caso de que
sea distinto de cero al terminar el bucle.

Posteriormente, este array de resultados se pasa a la funcion para obtener los
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pasos completos del algoritmo.

Funcion para devolver los pasos

def base(n, b, resultado):

json = {}
pasos = []
abecedario = "ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ"

# Cambiamos los valores que sean mayores a 10
resultadoNuevo = []
for i in range(len(resultado)):
if resultado[i] >= 10:
letra = resultado[i] - 10
resultadoNuevo.append (abecedario[letral)
else:
resultadoNuevo.append (resultado[i])

# Concatenamos todos los elementos del array
resultadoATexto = "".join([str(_) for _ in resultadoNuevo])

# Establecemos los valores del abecedario
valores = []
for 1 in range(len(resultadoNuevo)) :
if resultadoNuevo[i] !'= resultado[i]:
valores.append ( (resultadoNuevo([i], resultado[i]))

# AAadimos los valores del abecedario al JSON si los hay
if len(valores) != 0:
explicacionLatex = ""
for i in valores:
valor = 1[0] + " =" 4+ str(i[l])
explicacionLatex += valor + ", "
explicacionlLatex = explicacionLatex[:-2]
pasos.append ({"pasoLatex": explicacionLatex, \
"descripcion": "Los valores del abecedario
<~ que se van a usar son:"})

#Anadimos el paso resultado al JSON

pasos.append ({"descripcion”": "El numero " + str(n) + " en
— base " + str(b) + " es igual a " + resultadoATexto})
json["pasos"] = pasos

return json

La funcion base para obtener los pasos toma como parametros el namero inicial
n, la base en la que se quiere calcular b y un array resultado con los digitos de n
en base b.
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En primer lugar el algoritmo recorre todas las posiciones del array resultado y
cambia los valores que sean mayores que 10. Para ello usa una cadena de texto
llamada abecedario, obteniendo la letra que le corresponde segun su posicion
comenzando a contar por 10. A continuacion concatenamos todos los elementos
del array y lo guardamos en una variable llamada resultadoATexto.

Posteriormente, se comprueba si se ha tenido que cambiar algun digito por un
elemento de abecedario. Para ello se recorre el nuevo array y se compara posicion
a posicion con el array original. En el caso de encontrar un elemento distinto, se
anade ese elemento a la lista de los valores del abecedario usados. De esta forma
obtenemos una cadena de texto con las letras y sus valores correspondientes y
lo anadimos a un nuevo paso.

Por ultimo, anadimos el abecedario (en caso de haberlo usado) y el resultado en
dos pasos distintos, explicados con un "pasoLatex”y una “descripcion”.

3.1.8. Unidades
Algoritmo
def esUnidad(a, m):

Funcidén para calcular si un numero es un elemento inversible
— O unidad en Zm.

Toma como parametros un entero y el médulo en el que se
— encuentra 2.

Retorna como resultado el siguiente JSON:

{
"pasos": [
{
"descripcion": str
}
]
}

mmn

if a > m or a < 0O:
raise MyException("El numero " + str(a) + " no pertenece
< a Zz" 4+ str(m))

# Calculamos si es unidad

unidad = False

i =0

while not unidad and i < m:
if (a » 1) % == 1:

unidad = True
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i+=1
return pasos.esUnidad(a, m, unidad)

La funcion esUnidad se usa para comprobar si un numero es un elemento in-
versible o unidad en Z,,. Por ello se pasan como parametros un numero a y
m.

Lo primero que hace el algoritmo es comprobar las excepciones. En este caso la
unica posibilidad de excepcion es que a > m o que a < 0.

En caso de que no salte la excepcion, se itera sobre la variable booleana unidad
hasta que sea verdadera o que hayamos recorrido todas las posibilidades hatsa
m. En cada iteracion comprobamos la definicion de unidad (a -i%m = 1) y en
caso de que se cumpla cambiamos la variable booleana unidad a True, en caso
contrario seguimos iterando.

Finalmente devolvemos los pasos del algoritmo pasando como parametros la a,
la m y la variable unidad.

Funcion para devolver los pasos

def esUnidad(a, 2z, unidad):
json = {}
pasos = []
jsonAux = {}

if unidad:
jsonAux["descripcion"] = "El numero $\\overline{" +
— str(a) + "}$ es un elemento inversible 6 unidad en
«  $\\mathbb{Z}_{" + str(z) + "}s"

else:
jsonAux["descripcion"] = "El numero $\\overline{" +
— str(a) + "}$ no es un elemento inversible 6 unidad
< en S\\mathbb{Z} {" + str(z) + "}S$"

pasos.append (jsonAux)
json["pasos"] = pasos

return Jjson

La funcion esUnidad para devolver los pasos toma como parametros el nimero
a que se quiere comprobar, el conjunto z y una variable booleana unidad cuyo
valor es True si a es una unidad en Z, y False en caso contrario.

En ambos casos se crea un JSON con una “descripcion” que contiene la compro-
bacion de la unidad escrito en formato Latex.
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3.1.9. Divisores de cero
Algoritmo

def esDivisorDeCero(a, m):

mrmn

Funcidén para calcular si un numero es un divisor de cero en
— zZm.

Toma como parametros un entero y el médulo en el que se
— encuentra Z.

Retorna como resultado el siguiente JSON:

"pasos": [

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

20

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

31

{

"descripcion": str

}

mmn

if m <= 1:

raise MyException("Z no puede ser menor o igual que 1")

if a > m or a < 0:
raise MyException("El numero " + str(a) +
-~ a 2" + str(m))

# Calculamos si es divisor de cero
divisor = False

i =1
while not divisor and i < m and a != 0:
if (a » 1) $ m == O:
divisor = True
i+=1

return pasos.esDivisorDeCero(a, m, divisor)

" no pertenece

La funcion esDivisorDeCero toma como parametros a y m para comprobar si el
numero a es un divisor de cero en 7Z,,.

Para ello inicialmente comprueba si m es mayor que 1 y que a sea menor que m
y mayor que 0. En el caso de que no se cumpla una de las condiciones se lanza
una excepcion. En caso contrario se crea una variable i que va a actuar como
iterador y una variable llamada divisor en la que se guarda un valor booleano
True si a es divisor de cero. A continuacion comenzamos un bucle while cuyas
condiciones son que divisor sea False, que i sea menor que m 'y que a sea distinto
de 0. En cada iteracion comprobamos si (a-i) %m = 0y si se cumple cambiamos
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la variable divisor a True.

Cuando termina el bucle usamos las variables a, m y divisor para construir el
JSON con los pasos del algoritmo.

Funcion para devolver los pasos

def esDivisorDeCero(a, z, divisor):
json = {}
pasos = []
jsonAux = {}

if divisor:

jsonAux["descripcion"] = "El numero $\\overline{" +
< str(a) + "}$ es un divisor de cero en
< $\\mathbb{Z}_{" + str(z) + "}s"
else:
jsonAux["descripcion"] = "El numero $\\overline{" +

< str(a) + "}$ no es un divisor de cero en
<  $\\mathbb{Z} {" + str(z) + "}s"

10

11

12

13

14

pasos.append
json["pasos"

return json

(jsonAux)
] = pasos

La funcién esDivisorDeCero para devolver los pasos toma como parametros el
numero a que se quiere comprobar, el conjunto z y una variable booleana divisor
cuyo valor es True si a es divisor de cero en Z, y False en caso contrario.

En ambos casos se crea un JSON con una "descripcion” que contiene la compro-
bacion para saber si es un divisor de cero escrito en formato Latex.

3.1.10. Inversos
Algoritmo

def inverso(a, m):
mmn

Calculo del inverso de un numero en Zm si lo tiene. Toma
— como parametros un entero y
el médulo en el que se encuentra Z.

Retorna como resultado el siguiente JSON:
"pasos": [
{

"descripcion": str

46



12
13
14
15
16
17
18
19
20

21

22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

33

3.1. Codigo principal

I,

"resultado": str

}

mmn

ifm <= 1:
raise MyException("Z no puede ser menor o igual que 1")
if a > m or a < 0:
raise MyException("El numero " + str(a) + " no pertenece
— a 72" 4+ str(m))

# Calculamos el inverso de a
unidad = False

i=20

while not unidad and i < m:

if (a » 1) $ m == 1:
unidad = True
break

i+=1

return pasos.inverso (i, unidad, a, m)

Para calcular el inverso de un namero a en Z,, se va a usar la funcién inverso,
que toma a y m como parametros.

El algoritmo es similar al algoritmo de la funciéon esDivisorDeCero, ya que com-
prueba que m sea mayor que 1 y que a sea menor que m y mayor que 0. Luego
usa el mismo bucle, comprobando si (a - i) %m = 1 con i inicialmente a 0. En el
caso de que se cumpla la condicién, se guarda la variable i que se usara para
construir el JSON con los pasos del algoritmo.

Funcién para devolver los pasos

def inverso (i, unidad, a, 2z):
Jjson = {}
pasos = []
jsonAux = {}

if not unidad:
jsonAux["descripcion"] = "El numero $\\overline{" +
— str(a) + "}S en $\\mathbb{Z}_ " + str(z) + "$ no
— tiene inverso"

else:
jsonAux ["descripcion"] = "El inverso de S$\\overline{" +
— str(a) + "}S$S en S\\mathbb{Z}_ {" + str(z) + "}$ es:
<  S\\overline{" + str(a) + "}"{-1} = \\overline{" +

— str(i) + "}sS"
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La funciéon inverso para devolver los pasos toma como parametros el niumero
a cuyo inverso se quiere calcular, el conjunto z, una variable booleana unidad
cuyo valor es True si a es unidad en Z, y False en caso contrario y una variable

pasos.append (jsonAux)
json["pasos"] = pasos

if not unidad:
json["resultado"] = ""

else:
json["resultado"]

str(i)

return json

i que es el resultado del inverso de a en Z,.

En ambos casos se crea un JSON con una "descripcion” que contiene la compro-

bacion para saber si a tiene inverso en z escrito en formato Latex.

Por ultimo, en caso de tener inverso, se crea una variable adicional llamada
resultado” en el que se guarda el valor actual de dicho inverso. Este paso es im-
portante ya que se va a tener que usar al calcular ecuaciones o sistema lineales

de congruencias.

3.1.11. Ecuaciones lineales de congruencias

Algoritmo

def ecuacion(xIzquierda, valoresIzquierda, xDerecha,

—

valoresDerecha, z):

mimin

Funcidén para resolver ecuaciones lineales de congruencias.
Toma como parametros

cuatro arrays que corresponden, respectivamente, a 1los
coeficientes a la izquierda

de la ecuacidén acompanados de una X, coeficientes a la
izquierda que no estdan

acompanados, coeficientes a la derecha acompanados de una X
y coeficientes

a la derecha no acompanados. Por uUltimo también recibo como
parametro el médulo

en el que se encuentra Z.

Retorna como resultado el siguiente JSON:
"pasos": [

{

"pasoLatex": str,
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"descripcion": str

}

mmn

# Comprobacidén de condiciones

if z <= 1:
raise MyExcepti

on("E1l médulo tiene gque ser mayor que 1")

# Operamos y dejamos las X a un lado
simplificado = False

if (len(xIzguierda)
— (len (xDerecha)
simplificado =

+ len(valoresIzquierda))
+ len(valoresDerecha)) > 1:
True # Para anadir un paso de

— simplificaciodn

a = sum(xIzquierda)

b = sum(valoresDerecha)

— sum (xDerecha)
- sum(valoresIzguierda)

# Comprobamos que la ecuacidn tiene soluciodn

mcdLocal = mcd([a]l, [z]) ["resultado"]
tieneSolucion = True
if b % int (mcdLocal) != 0:
tieneSolucion = False
az = 0
bz = 0
x =[]

resultado = False

else:
# Calculamos a
az = a % z
bz = b % z

y b en Zm

# Resolvemos la ecuaciodn

x = []

xX.append("x ="

inverso_az = int (inverso (az,

x.append("x = "

multiplicacion

+ str(az) + "*"{-1} » " 4+ str(bz))

z) ["resultado"])
+ str(inverso_az)

= inverso_az * bz

resultado = multiplicacion

x.append("x = "

+ str(multiplicacion))
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if multiplicacion >= z:
multiplicacionEnZ = multiplicacion % z
resultado = multiplicacionEnZ
x.append("x = " + str(multiplicacionEnZ))
return pasos.ecuacion(simplificado, a, b, z, mcdLocal,

< tieneSolucion, az, bz, X, resultado)

La funcién para resolver ecuaciones lineales de congruencias de llama ecuacion
que toma cinco parametros: xlzquierda, valoreslzquierda, xDerecha, valoresDe-
recha y z. Los cuatro primeros son arrays que corresponden con los coeficientes
a la izquerda de la ecuacion que estan acompanados de una z (xlzquierda), los
coeficientes a la izquierda que no estan acompanados de una x (valoreslzquier-
da), los coeficientes a la derecha acompanados de x (xDerecha) y los coeficientes
a la derecha no acompanados (valoresDerecha).

El algoritmo primero comprueba que z sea un valor mayor que 1 ya que es el
modulo en el que se va a operar en la ecuacion. Después se comienza a despejar
la ecuacion dejando la x a la izquierda, por lo que tenemos una ecuacion de la
forma ax = b (mod z). Para que la ecuacion tenga solucion se comprueba que
mcd(a, z) divida a b, en cuyo caso se despeja a pasandola al otro lado de la ecua-
cién mediante el calculo de su inverso (usand la funcién inverso). Finalmente el
inverso de a se multiplica a b y se calcula el resultado en modulo z.

Todas las variables que se han usado se pasan a una funcién para calcular e
imprimir los pasos del algoritmo en formato JSON.

Funcion para devolver los pasos

def ecuacion(simplificado, a, b, 2z, mcdLocal, tieneSolucion, az,
—~ bz, x, resultado):

json = {}

pasos = []

if simplificado:

pasos.append ({"pasoLatex": str(a) + "x = " + str(b) + "\
<~ (\mathrm{mod}\ " + str(z) + ")", \
"descripcion": "Siplificando la ecuacidn

< tenemos:"})

if not tieneSolucion:

pasos.append ({"pasoLatex": "\mathrm{med} (" + str(a) + ",
- " + str(z) + ") =" + mcdLocal + " \\nmid " +
« str(b), \
"descripcion": "La ecuacidén $" + str(a) +
<  "x \\equiv " + str(b) + "\
— (\mathrm{mod}\ " + str(z) + ")S$ no

— tiene solucidén porque:"})
else:
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pasos.append ({"pasoLatex": "\mathrm{med} (" + str(a) + ",
— " 4+ str(z) + ") =" 4+ mcdLocal + " \\mid " + str(b),
=\

"descripcion": "La ecuacidén $" + str(a) +

= "x \\equiv " + str(b) + "\
< (\mathrm{mod}\ " + str(z) + ")$ tiene
— solucidén porque:"})

pasos.append ({"pasoLatex": str(a) + "x = " + str(b) + "\
< (\mathrm{mod}\ " + str(z) + ") \\Longleftrightarrow
— " 4+ str(az) + "x \\equiv " + str(bz) + " \\in
<  \\mathbb{Z}_{" + str(z) + "}", \

"descripcion": "Representamos la igualdad

— en la Z que le corresponde"})

despejado = ""
for paso in x:
despejado += paso + " \\implies "
despejado = despejado[:-10]
pasos.append ({"pasoLatex": despejado, \
"descripcion": "Despejamos la x de la
— ecuacién"})

pasos.append({"pasoLatex": "x = " + str(resultado) + " +
o " + str(z) + "t \\quad t \\in \\mathbb{zZ}", \
"descripcion": "Representamos la solucidn

— en S\\mathbb{Z}s$"})

pasos.append ({"pasoLatex": "x = " + str(resultado), \
"descripcion": "Solucidén de la ecuacidn en
—  $\\mathbb{Z}_{" + str(z) + "}s$"})

json["pasos"] = pasos

return json

La funciéon para devolver los pasos de la resolucion de ecuaciones lineales de
congruencias se llama ecuacion y toma diez parametros: simplificado, que es un
booleano que indica si la ecuacion se ha tenido que simplificar; a, el coeficiente
que acompana a la z; b, el coeficiente que no acompana a la z y que se encuen-
tra en el lado derecho de la ecuacion; z, el modulo en el que hay que resolver la
ecuacion; medLocal, que representa el maximo comun divisor de a y z; tieneSolu-
cion, un booleano que indica si la ecuacion tiene solucion; az, la representacion
de a en modulo z; bz, la representacion de b en modulo z; x, un array con los
pasos para despejar la = de la ecuacion y calcular la solucién; y resultado, un
entero que representa la solucion.

La funcion comienza comprobando el parametro simplificado para comprobar si

51



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

Capitulo 3. Cédigo

se ha tenido que simplificar la solucion. En tal caso se annade un paso represen-
tando la nueva ecuacion simplificada.

A continuacion se comprueba el parametro tieneSolucion. En caso de ser False,
se anade un unico paso explicando que la ecuacion no tiene soluciéon debido a
que el maximo comun divisor de a 'y z, es decir mcdLocal, no divide a b. En caso
de tener solucion, comienza explicando que si la tiene porque cumple con la con-
dicion necesaria y suficiente. A continuacion se anade otro paso representando
la ecuacion en la Z,, indicada en el problema.

Por ultimo se itera sobre el parametro x para concatenar la secuencia de pasos
para despejar la z de la ecuacion, representando posteriormente dicha solucion
enzyen Zy,.

3.1.12. Sistemas lineales de congruencias
Algoritmo

def sistema (ecuaciones):
mimin
Funcidn para resolver sistemas lineales de congruencias
— mediante
el teorema chino del resto. La funcidn toma como parametro
— un array
llamado 'ecuaciones' que contiene listas [c, a, pl,
respresentando el sistema de la siguiente forma:

cl = al (mod pl)
c2 a2z (mod pZ2)

cn = an (mod pn)

Retorna como resultado el siguiente JSON:

"pasos": [
{
"pasoLatex": str,
"descripcion": str
}
{
}
]
}
mon
resultado = [ecuaciones]
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# Comprobamos que todos los numeros son enteros
for i in range(len(ecuaciones)) :

if type(ecuaciones[i][0]) != int or

— type(ecuaciones[i][1]) != int or

— type(ecuaciones[i] [2]) != int:
raise MyException("Los elementos en la ecuacidén "
— str(i) + " tienen que ser enteros")

# Comprobamos que los médulos son mayores que 1
for i in range(len(ecuaciones)) :
if ecuaciones[1i][2] <= 1:
raise MyException ("El médulo en la ecuacidén " +
— str(i) + " tiene que ser mayor que 1")

# Comprobamos si los mdédulos son primos entre si
numeros = []
for ecuacion in ecuaciones:

numeros.append (ecuacion[2])

resultado.append (numeros)
combinaciones = list (combinations (numeros, 2))

for pares in combinaciones:
i = pares|[0]

j = pares[1]
mcdLocal = mcd([i], [J]) ["resultado"]
if mcdLocal != "1":

raise MyException("Los médulos no son primos entre
— si, no se puede aplicar el teorema chino del
« resto")

# Quitamos los coeficientes de las x
newEcuaciones = []
for ecuacion in ecuaciones:
if ecuacion[0] == 1:
newEcuaciones.append (ecuacion)
else:
newInverso = int (inverso (ecuacion[0],
— ecuacion[2]) ["resultado"])
multiplicacion = (newlInverso * ecuacion[l]) %
< ecuacion[2]
newEcuacion = [1l, multiplicacion, ecuacion[2]]
newEcuaciones.append (newEcuacion)
ecuaciones = newkcuaciones
resultado.append (newEcuaciones)

53



69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

Capitulo 3. Cédigo

# Aplicamos el teorema

pFinal = 1

for ecuacion in ecuaciones:
pFinal = pFinal * ecuacion[2]

resultado.append (pFinal)

qg =[]
for ecuacion in ecuaciones:
n = (pFinal / ecuacion[2]) % ecuacion[2]
inversoLocal = int (inverso(n, ecuacion[2]) ["resultado"])

g.append (inversoLocal)
resultado.append (q)

xFinal = 0

for i in range(len(ecuaciones)) :
xFinal += int (ecuaciones[i][1] * g[i] * (pFinal /
— ecuaciones[i] [2]))

resultado.append (xFinal)

xModulo = int (xFinal) % pFinal
resultado.append (xModulo)

return pasos.sistema (resultado) # resultado = [ecuaciones,
— numeros, newEkEcuaciones, pFinal, q, xFinal, xModulo]

La funcién para resolver sistemas lineales de congruencias mediante el teroema
chino del resto se llama sisterna, que recibe un array de ecuaciones como para-
metro. Dichas ecuaciones son otros arrays de la forma [c, a, p] que corresponde
con una ecuacion del tipo ¢ = a (mod p).

Primero mediente un bucle se comprueba que todos los elementos de las ecua-
ciones son enteros y que todos los modulos sean mayores que 1, en caso con-
trario se lanza una excepcion. A continuaciéon se comprueba la condiciéon para
aplicar el teorema chino de resto, es decir, que los médulos sean primos entre
si. Para ello se usa la funcion combinations de la libreria itertools.

El siguiente paso es despejar las ecuaciones para que sean de la forma =z = a
(mod p) de una manera similar a como se hacia en la funciéon ecuacion (pasando
la ¢ a la derecha de la ecuacion calculando su inverso). Este proceso se realiza
en un bucle para que sea aplicado a todas las ecuaciones del sistema.

En este momento tenemos las ecuaciones del sistema de la forma z = a (mod p)
por lo que se procede a aplicar el teorema chino del resto. para ello calculamos
el moédulo que va a tener la solucion multilicando todos los médulos de las
ecuaciones (se va a guardar en la variable pFinal). A continuaciéon se aplica
el algoritmo para calcular la g correspondiente a cada ecuacion de la forma en
la que se explica en la teoria.

Para obtener el resultado final se realiza un bucle para realizar las sucesivas

sumas de aiqi% para cada una de las ecuaciones. Esta suma se guarda en la
T
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variable xFinal al que finalmente se le aplica el modulo pFinal, guardandolo en
la variable xModulo.

Finalmente todos las variables se recogen en un array para constuir los pasos
del algoritmo.

Funcion para devolver los pasos

def sist
json
paso
modu
solu
para
divi

ema (resultado) :
= {}

s = []

los = ""
cionPLatex = ""

mQLatex = ""
siones = []

sistemalLatex = "\\begin{cases}"

solu

cionLatex = ""

# AAdadimos si se ha simplificado el sistema o no

if r

—

esultado[0] != resultado[2]: # Las ecuaciones se han

simplificado
ecuacioneslLatex
i =1

mwmn

for ecuacion in resultado[2]:
ecuacioneslLatex += "x \\equiv " + str(ecuacion[l]) +
— "\ (\mathrm{mod}\ " + str(ecuacion([2]) +

= ")\\\\"
i+=1
ecuacionesLatex

ecuacioneslLatex[:-2]

pasos.append ({"pasoLatex": "\\begin{cases} " +
— ecuacioneslLatex + " \\end{cases}", \
"descripcion": "Simplificando las

—

—

ecuaciones tenemos el siguiente
sistema:"})

# Anadimos la comprobacidén de si son primos entre si

for i in range(len(resultadol[l]))
modulos += str(resultado[l][1i

)

]
if (i '= len(resultado[l]) - 2) and (1 !=
1

< len(resultado[l]) -

modulos += "

4

) e

"

elif (i1 == len(resultado[l]) - 2):

modulos += "

y n

pasos.append({"descripcion”": "Puesto que " + modulos + " son

—

—

primos entre si,
resto."})

se puede aplicar el teorema chino del
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# Anadimos la solucidén unica en Zp
for i in range(len(resultado[l])):
solucionPLatex += str(resultado[l][i])

if (i !'= len(resultado[l]) - 1):
solucionPLatex += " \\cdot "
pasos.append ({"descripcion”": "El sistema tiene solucion
< unica en S$\\mathbb{Z}_p$, con $p = " + solucionPLatex +
— " =" 4+ str(resultado[3]) + "S$"})

# Cadena con la solucidén en funcidn de g
paramQLatex += "x = ("
for i in range(len(resultado[2])):

paramQLatex += str(resultado[2][i][1]) + "g_ " + str(i+l)
< + " \\cdot \\frac{" + str(resultado[3]) + "}{" +
< str(resultado[2][i]1[2]) + ""
if (i != len(resultado[2]) - 1):
paramQLatex += " + "

paramQLatex += ") = ("

for i in range(len(resultado[2])):
division = int (resultado[3] / resultado[2][1i][2])
divisiones.append(division)

paramQLatex += str(resultado[2][i][1]) + "g_ " + str(i+l)
— 4+ " \\cdot " + str(division)
if (i != len(resultado[2]) - 1):
paramQLatex += " + "
paramQLatex += ") \ (\mathrm{mod}\ " + str(resultado[3])

AN ") "

pasos.append ({"pasoLatex": paramQLatex, \

"descripcion": "Representacidén de la solucidn

- en funcidén de g"})

# AAadimos el sistema para calcular las g
for i in range(len(resultado[2])):

auxLatex = ""

auxLatex += "g_ " + str(i+l) + " \\cdot " +

« str(divisiones[i]) + " \\equiv 1 \ (\mathrm{mod}\
< + str(resultado([2][i]1([2]) + ") \\Rightarrow "
divisionMod = divisiones[i] % resultado[2][i][2]

if (divisionMod != 1):
auxlatex += str(divisionMod)
auxLatex += "g " + str(i+l) + " \\equiv 1 \
< (\mathrm{mod}\ " + str(resultado[2][i][2]) + ™)
< \\Rightarrow g_" + str(i+l) + " =" +
— str(resultado[4][1i])
sistemalatex += auxLatex + "\\\\"
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sistemalatex = sistemalatex[:-2] + "\\end{cases}"
pasos.append ({"pasoLatex": sistemalatex, \
"descripcion": "Sistema y pasos para calcular

< cada una de las g"})

# AAadimos el calculo de la solucidn

solucionLatex += "x \\equiv ("

for i in range(len(resultado[2])):
solucionlLatex += str(resultado[2][11[1]1) + " \\cdot " +
— str(resultado[4][i]) + "™ \\cdot " +
— str(divisiones([i])
if (i '= len(resultado[2]) - 1):

solucionlLatex += " + "

solucionlLatex += ") = ("

for i in range(len(resultado[2])):
multiplicacion = int (resultado[2][i][1] =
< resultado[4][i] * divisiones[i])
solucionlLatex += str(multiplicacion)

if (i '= len(resultado[2]) - 1):
solucionlLatex += " + "
solucionLatex += ") = " + str(resultado[5]) + " \\equiv " +
< str(resultado[6]) + "\ (\mathrm{mod}\ " +
— str(resultado[3]) + ")"
pasos.append ({"pasoLatex": solucionLatex, \
"descripcion": "Célculo de la solucidn del

— sSistema"})

pasos.append ({"pasoLatex": "x = " + str(resultado[6]) + "\
< (\mathrm{mod}\ " + str(resultado[3]) + ")",

"descripcion": "Solucidén del sistema})
json["pasos"] = pasos

return json

La funcién sistema para devolver los pasos de la resolucion de sistemas de con-
gruencias mediante el teorema chino del resto toma como parametro un array
llamado resultado que contiene las ecuaciones iniciales, los médulos de las ecua-
ciones, unas nuevas ecuaciones en caso de que el sistema haya tenido que ser
simplificado, el médulo final de la solucion, las ecuaciones para resolver las ¢; y
el resultado.

Lo primero que hace el algoritmo es anadir un paso en el caso de que se haya
tenido que simplificar el sistema, recorriendo con un bucle las diferentes ecua-
ciones y concatenandolas para dar lugar al nuevo sistema. El siguiente bucle
recorre los modulos de las ecuaciones y crea un paso explicando la existencia
de la solucion, anadiendola en una cadena de texto. A continuacion, se recorren
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las ecuaciones de nuevo para representar la solucién multiplicando cada uno de
los moédulos.

La siguiente parte del codigo utiliza bucles y concatenaciones de cadenas de
texto para explicar el comienzo del calculo de la solucion segun se vio el el marco
teorico. De esta forma se representa la solucion en funcion de las diferentes g;,
cuya resoluciéon se muestra a continuacion creando las diferentes ecuaciones
para despejar dichas variables q.

La ultima parte del codigo crea una cadena de texto donde se sustituyen las di-
ferentes ¢; que se han obtenido en la solucion expuesta previamente, anadiendo
a su vez la solucién en la Z que se ha determinado inicialmente en el problema.

3.2. Librerias y funciones auxiliares

3.2.1. Librerias

Para el desarrollo del codigo se han usado tres librerias externas. La primera de
ellas es la libreria sympy que se ha usado en el calculo de los niimeros primos de
la funcioén esPrimo [3]. Esta libreria se ha usado principalmente porque ya tiene
una funcioén para comprobar si un numero es primo, siendo esta una funcion
optimizada para numeros elevados.

La segunda libreria es itertools en la que se ha usado el método combinations
[4]. Este método se usa unicamente en la resolucién de sistemas lineales de
congruencias mediante el teorema chino del resto, en la que la condicion pa-
ra la existencia de solucion es que los modulos sean primos entre si. Usando
combinations generamos todas las combinaciones de pares posibles para poder
comprobar si son primos dos a dos.

La tercera y ultima libreria es la llamada Fractions [5] que se ha usado en el
fichero de operaciones_polinomios.py para poder manejar facilmente fracciones
cuando estan presentes en las operaciones.

3.2.2. Fichero operaciones_polinomios.py

Division de polinomios
def dividir_polinomios (dividendo, divisor):
cociente = []

while len (dividendo) >= len(divisor):

cocienteAux = Fraction (dividendo[0], divisor[0])
cociente.append(cocienteAux)

temporal = []
for i in range(len(divisor)):

temporal .append(cocienteAux * Fraction(divisor([i]))
newCeros = len(dividendo) - len (temporal)
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for i in range (newCeros) :
temporal .append (0)

newDividendo = []

for i in range(len (temporal)):
newDividendo.append (Fraction (dividendo[i] -
— temporal[i]))

dividendo = newDividendo

while len (dividendo) >= 1 and dividendo[0] == O:
dividendo.pop (0)

resto = dividendo

Il
o

while len(resto) > 0 and resto[0] =
resto.pop (0)

if resto == []:
resto.append (0)

return cociente, resto

Esta funcion se usa para realizar divisiones de polinomios tomando como pa-
rametros un dividendo y un divisor. Como se ha visto, dichos parametros son
arrays de enteros en el que cada numero corresponde con un coeficiente de
una expresion matematica (por ejemplo, el array [3, —6,1, 4] corresponderia con
la expresion 3z3 — 622 4 x + 4).

En esta funcion se itera con un while mientras se cumpla la condicion de que
la longitud del array del dividendo sea mayor o igual que el del divisor. En cada
iteracion se calcula el cociente de la division entre el elemento con mayor expo-
nente del dividendo entre el mayor exponente del divisor. Una vez se tiene este
cociente, se va multiplicando por cada coeficiente de divisor, anadiendo la expre-
sion resultante un un array temporal, anadiendo con ceros las posiciones que
no se han llenado. En este momento se realiza una resta de polinomios entre el
dividendo y el array temporal, dando resultado a una nueva expresion.

Repitiendo este proceso y eliminando con otro bucle todos los ceros que se en-
cuentran a la izquierda del resto, se da como resultado un cociente y un resto
que se devolveran en el return.

Resta de polinomios

def restar_polinomios(a, b):

resultado = [0] * max(len(a), len (b))

for i in range(len(a)) :
resultado[i] += ali]

for i in range(len(b)):
resultado[i] —= bli]

while len(resultado) > 1 and resultado[-1] == 0:
resultado.pop ()
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return resultado

Esta funcion se usa para realizar una resta de polinomios pasando como para-
metros a y b, dos arrays de numeros que corresponden con sus coeficientes.

Primero se crea una variable resultado que va a ser un array con la misma
longitud que el array de a, solo que todo ceros. Luego iteramos sobre b, restando
cada coeficiente a los coeficientes de resultado. Por ultimo se eliminan todos los
elementos que sean ceros empezando por la izquierda.

Multiplicacién de polinomios

def multiplicar_polinomios(a, b):
resultado = [0] * (len(a) + len(b) - 1)
for i in range(len(a)) :
for j in range(len(b)):
resultado[i + j] += al[i] % b[7]
while len(resultado) > 1 and resultado[-1] == 0:
resultado.pop ()
return resultado

Esta funcion se usa para multiplicar polinomios usando los parametros a y b,
dos arrays de numeros que corresponden con sus coeficientes.

Primero creamos un array de ceros con una longitud igual a la longitud de a
mas la longitud de b menos 1. A continuacion, se itera de manera simultanea
sobre a y b, multiplicando sus posiciones iy j y sumandolo al array de resultado.
Por ultimo se eliminan todos los elementos que sean ceros empezando por la
izquierda.

3.2.3. Fichero Expression.py

class Expression:
def _ init_ (self, coefs: list):
self.coefs = coefs

def toExpression(self):

exponente = len(self.coefs) - 1
expresion = ""
for i in range(len(self.coefs)):
if self.coefs[i] != O:
expresion += " + " + str(self.coefs[i]) + "x*" +
— str (exponente)
exponente —-= 1
expresion = expresion[3:]
expresion = expresion.replace("x”0", "")
expresion = expresion.replace("1x", "x")
expresion = expresion.replace("x”1", "x")
(

expresion = expresion.replace("+ -", "- ")

if expresion == "":
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expresion += "0O"
return expresion

La clase Expression sirve para convertir un array de coeficientes en una expre-
sion matematica con sus variables. Esta clase tiene un método llamado toEx-
pression, que se usa para realizar dicha conversion.

Lo primero que hace el método es guardar en la variable exponente el exponente
de la expresion, cuyo valor va a ser la longitud del array de coeficientes menos 1.
A continuacion, se itera sobre los coeficientes, concatenando en cada iteracion
el valor del coeficiente con un '+’ y una 'z’ elevado a una potencia (dependiendo
de su posicion en el array).

Por ultimo se modifica el resultado eliminando las partes del string que quedan
incoherentes o innecesarias, como z°, sustituir 1z por = o z!' por z.

3.2.4. Fichero MyException.py

class MyException (Exception) :
pass

La clase MyException se usa en las funciones del fichero del cédigo principal
para lanzar excepciones cuando no se cumplen con unas condiciones. Dicha
excepcion va acompanada de un texto explicativo.
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Capitulo 4

Resultados

En este capitulo se van a exponer los pasos que devuelven los algoritmos me-
diante varios ejemplos. Cada una de las secciones de este capitulo representa
una funcioén del codigo de Python y que contiene uno o dos ejemplos de su lla-
mada para visualizar la respuesta.

Como se ha mencionado en el capitulo 3 sobre el codigo, una vez los algoritmos
resuelven los problemas y obtienen una solucion, llevan esa solucion a un cédigo
adicional para construir los pasos. Dichos pasos tienen un formato JSON similar
a la siguiente forma:

{
"pasos":
[
{
"pasoLatex": str,
"descripcibén": str

}

Para facilitar el entendimiento del lector, se ha descrito cada paso en un formato
que sea comprensible, anadiendo finalmente una captura de lo que se obtiene
en la web de la aplicacion didactica que se ha mencionado a lo largo de este TFG.

4.1. Maximo comun divisor

Ejemplo 1: Llamada a la funcién mcd([122], [18]) para el calculo del maximo co-
mun divisor entre 122 y 18.

En primer lugar obtendriamos una secuencia de los sucesivos calculos realiza-
dos mediante el teorema de Euler de la siguiente forma:

mcd(122,18) = mcd(18,14) = mcd(18,14) = mcd(14,4) = mcd(14,4) = mcd(4,2) =
med(4,2) = med(2,0)
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Finalmente se anade una variable mas al JSON de respuesta solamente con la
solucion, es decir, tendriamos lo siguiente:

{

"resultado": "2"

Este paso es necesario ya que se va a tener que recuperar el resultado del maxi-
mo comun divisor en algunos de las siguientes algoritmos.

Pasos

Paso 1:

Elmcd de'a'y 'b' esigual al mcd de 'b' y el resto entre 'a' y 'b’

mecd(122,18) = med(18, 14)

Paso 2:

Elmcdde'a'y'b' esigual al mcd de 'b' y el resto entre 'a' y 'b'
med(18,14) = med(14,4)

Paso 3:

Elmcd de'a'y 'b' esigual al mcd de 'b' y el resto entre 'a' y 'b’
mcd(14,4) = med(4, 2)

Paso 4:

Elmcd de'a'y 'b' esigual almcd de 'b' y el resto entre 'a' y 'b'
med(4,2) = med(2, 0)

Paso 5:

Resultado del méaximo comun divisor

mcd(122,18) = 2

Figura 4.1: Resultado en la web para mcd([122], [18])

Ejemplo 2: Llamada a la funcion mcd([1,4,—5,1],[1,—-3,1]) para el calculo del
maximo comun divisor de los polinomios z3 + 422 — 5z + 1y 22 — 3z + 1.
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En este caso el resultado va a estar en el mismo formato que en el ejemplo 1,
por lo que obtendremos esta secuencia:

med (23 +422 — 5241, 22 —32+1) = med(2? -3z +1,152—6) = med(2? -3z +1,152—6) =
med(15z — 6, —1/25) = med(15z — 6, —1/25) = med(—1/25,0)

También obtendremos una ultima variable con el resultado final para su poste-
rior uso:

{
"resultado": "-1/25"

Pasos

Paso 1:

Elmcd de'a'y 'b' esigual al mcd de 'b' y el resto entre 'a' y 'b’

med(z® + 427 — 5z + 1,2% — 3z + 1) = med(2? — 3z + 1,15z — 6)

Paso 2:

Elmcd de'a'y 'b' esigual al mcd de 'b' y el resto entre 'a' y 'b’

med(e? — 3z + 1,152 — 6) = med(15z — 6, —1/25)

Paso 3:

Elmcd de'a'y 'b' esigual al mcd de 'b' y el resto entre 'a' y 'b

med (152 — 6, -1/25) = med(—1/25,0)

Paso 4:

Resultado del maximo comun divisor

med(z® + 42? — 5z 4+ 1,22 — 32 +1) = —1/25

Figura 4.2: Resultado en la web para mcd([1,4, —5,1],[1, -3, 1])

4.2. Teorema de Bezout

Ejemplo 1: Llamada a la funcion bezout([122], [18]) para calcular los coeficientes
de Bezout para 122m + 18n = d con d = mcd (122, 18).

Para este tipo de problemas, la solucion se expone describiendo los elementos
de las columnas y de las filas que se han usado para la resolucion del algoritmo
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segun se ha descrito en el capitulo del marco tedrico. Cada paso se ha escrito en
formato Latex para construir una tabla, resultando de la siguiente forma:

122 vy = (1, 0)
18 | 6|vi=(0,1)
14 1| wy=(1, —6)
4 3 V3 = (—1, 7)
2 2 | vy =4, =27)
0

A continuacion tendiamos otro paso en el que nos da la comprobacion de la
solucion del problema de la siguiente forma:

(122) - (4) + (18) - (=27) = 2

Finalmente obtenemos dos variables mas que son, respectivamente, el valor de
la m y el valor de la n que se van a usar posteriormente en la resolucion de las
ecuaciones diofanticas lineales. Para este ejemplo se obtendria:

n LU n "
m" : 4

llnll: "_2’7"
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Pasos

Paso 1:

Tabla con el algoritmo para calcular los coeficientes de Bezout

122 vo = (10

18 |6 |v;=(0/1)

14 1]|va={1/-6)

4 |3|vs=(-1/7)

22| vg= (4] -27)

0

Paso 2:

Solucidn final del teorema de Bezout

(122) - (4) + (18) - (—27) = 2

Figura 4.3: Resultado en la web para bezout([122],[18])

Ejemplo 2: Llamada a la funcién bezout([1,5, 7], [1,2]) para calcular los coeficien-
tes de Bezout para (22 + 52 + 7)m + (z + 2)n = d con d = med(2? + 5z + 7, + 2).

En este caso de llama a la misma funcion pero para el calculo con polinomios.
De la misma forma que en el ejemplo anterior, los pasos se dan describiendo las
columnas de la tabla resultante:

2+ 5c+7 vy = (1, 0)

T+ 2 r+3 v =(0,1)

1 r+2 | vy=(1, —x —3)
0

Por lo tanto en el siguiente paso tendriamos:
(2?2 +52+7)- () +(x+2)-(—z—-3) =1

Finalmente las ultimas dos entradas del JSON que corresponden con los valores
m 'y n serian:

{

"m" : "l"
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Pasos

Paso 1:

Tabla con el algoritmo para calcular los coeficientes de Bezout

22+ B+ 7 v = ('1)0')
z+2 z+3 | v =(01)

1 z2+2 |ve=(1-2-3)
0

Paso 2:

Solucién del teorema de Bezout

(2 4+52+7)-()+(z+2)-(-2-3)=1

Figura 4.4: Resultado en la web para bezout([1,5,7],[1,2])

4.3. Divisibilidad

Ejemplo 1: Llamada a la funcion divisible(245,7) para comprobar si el numero
245 es divisible entre 7.

En este caso se devuelve un JSON unicamente con dos pasos. EL primero de
ellos contiene la explicacion del criterio de divisibilidad del 7 por lo que se devol-
veria:

Para saber si un numero es divisible entre 7 hacemos lo siguiente: se debe multi-
plicar el ultimo digito por 2 y restarlo al niimero que conforman los demadas digitos.
Esto, hasta que queda un niimero de solo un digito. Si este es un O o un 7, entonces
el ntimero es divisible entre 7.

El segundo paso simplemente dice si un numero es divisible entre otro, por lo
tanto en este ejemplo tenemos la siguiente respuesta:

245 es divisible por 7.
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Pasos

Paso 1:

Para saber si un numero es divisible entre 7 hacemos lo siguiente: se debe multiplicar el dltimo digito por 2 y restarlo
al nimero que conforman los demas digitos. Esto, hasta que queda un nimero de solo un digito. Si este es un 0 o un
7, entonces el nimero es divisible entre 7.

Paso 2:
245 es divisible por 7

Figura 4.5: Resultado en la web para divisible(245,7)

Ejemplo 2: Llamada a la funcién divisible(5,3) para comprobar si el nimero 5 es
divisible entre 3.

Este caso seria igual que el anterior ejemplo. Se devuelve en primer lugar el
criterio de divisibilidad del 3 y luego si 5 es divisible entre 3:

Un numero es divisible entre 3 si la suma de sus digitos es igual a 3 o a un multiplo
de 3.

5 no es divisible por 3.

Pasos

Paso 1:

Un ndmero es divisible entre 3 si la suma de sus digitos es igual a 3 o0 a un multiplo de 3.

Paso 2:

5 no es divisible por 3

Figura 4.6: Resultado en la web para divisible(5, 3)

4.4. Ecuaciones diofanticas sin restricciones

Ejemplo 1: Llamada a la funcién ecDiofantica(165,48, —6) para obtener las solu-
ciones a la ecuacion 165m + 48n = —6.
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La resolucion de este problema comenzaria con un paso exponiendo si la ecua-
cion tiene o no solucion. En este caso, al tener solucion, el primer paso seria:

La ecuacion tiene solucion.

A continuacion, en el segundo paso se tendria la explicacion de por qué la ecua-
cion tiene solucion:

Se verifica que el med(165, 48) = 3 divide a -6

El algoritmo que imprime los pasos se detendria en este punto en el caso de
que la ecuacion diofantica no tuviese solucion. En este caso, como la solucion
es existente, se continuaria con el calculo de los coeficientes de Bezout:

Aplicando el teorema de Bezout para 165 y 48 obtenemos m=7 y n=-24

Tomando entonces los coeficiente de Bezout y aplicando el algoritmo descrito en
el marco tedrico respecto a la resolucion de ecuaciones diofanticas lineales se
obtendria la siguiente solucion:

Las soluciones a la ecuacién son x = -14 + 16t, y = 48 - 55t

Por ultimo, el JSON con los pasos contendria una entrada adicional llamada
"valores'"que consta de un array con los valores de los coeficientes de la solucion
(en este caso [—14, 48,16, —55]). Estos valores son necesarios a la hora de resolver
ecuaciones diofanticas con restricciones.

Pasos

Paso 1:

La ecuacion tiene solucion ya que se verifica que:
med(165,48) = 3 | —6
Paso 2:
Aplicamos el teorema de Bezout para 165 y 48 para obtener los valores m y n:
m=7n=-24
Paso 3:
Las soluciones de la ecuacion diofantica lineal son:

z=—14+16t
y =48 — 55t

Figura 4.7: Resultado en la web para ecDiofantica(165,48, —6)
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4.5. Ecuaciones diofanticas con restricciones

Ejemplo 1: Llamada a la funcion ecDiofantica_res(19, 5,100, [0, None, None, None], |
0, None, None, None|) para obtener las soluciones a la ecuacién 19m + 5n = 100
restringidoa xz >0 ey > 0.

El algoritmo comienza con la resolucion de la ecuacion diofantica lineal ignoran-
do las restricciones, por lo que los primeros pasos los mismos pasos que en las
ecuaciones diofanticas lineales sin restricciones:

La ecuacion tiene solucion ya que se verifica que el med(19, 5) = 1 divide a 100

Aplicando el teorema de Bezout obtenemos m=-1yn=4

La ecuacion diofantica tiene como solucion: x = -100 + 5t, y = 400 - 19t con t
perteneciente a Z.

A continuacion se anadiria un paso exponiendo los intervalos de t en los que
existe una solucion, teniendo:

t>20, t<=21.

Por ultimo, teniendo en cuenta esos intervalos para ¢, el algoritmo comprueba si
las soluciones son infinitas o finitas. En este caso, al tener soluciones finitas se
anadiria el siguiente paso con las soluciones para z e y:

x=5y=1
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Pasos

Paso 1:

La ecuacion tiene solucién ya que se verifica que:

med(19,5) = 1| 100

Paso 2:

Aplicamos el teorema de Bezout para 19 y 5 para obtener los valores my n:

m=-1,n=4

Paso 3:

Las soluciones de la ecuacion dioféantica lineal son:

z = —100 + 5t
y = 400 — 19¢

Paso 4:

Los valores de t en los cuales existe solucion:

t>20,t<=21

Paso 5:

Posibles soluciones de las variables X e Y

z=5y=1

Figura 4.8: Resultado en la web para ecDiofantica_res(19, 5,100, [0, None, None, None], |
0, None, None, None))

4.6. Numeros primos

Ejemplo 1: Llamada a la funcion esPrimo(365) para comprobar si el numero 365
€S un numero primo.

La respuesta de los pasos para comprobar si un nimero es primo es muy sen-
cilla siendo de la siguiente forma:

El numero 365 no es primo, es compuesto.
Por ultimo se anadiria una variable al JSON con un booleano que respresenta

si el nimero es primo. Este paso no se imprime pero se usa para otros calculos,
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siendo de la siguiente forma:

{

"esPrimo": False

Pasos

Paso 1:

El nimero 365 no es primo, es compuesto

Figura 4.9: Resultado en la web para esPrimo(365)

Ejemplo 2: Llamada a la funcién esPrimo(11) para comprobar si el nimero 11
€S un numero primo.

En este caso, al ser el 11 un numero primo obtendriamos la siguiente respuesta:
El numero 11 es primo.

AL igual que el anterior ejemplo, se anade una variable adicional al JSON con la
respuesta.

Pasos

Paso 1:

El nimero 11 es primo

Figura 4.10: Resultado en la web para esPrimo(11)

4.7. Teorema fundamental de la aritmeética

Ejemplo 1: Llamada a la funcion ¢ f Aritmetica(100) para comprobar si el numero
100 se puede descomponer en factores primos.

Esta funcion devuelve unicamente un paso, que seria la descomposicion en fac-
tores primos del niumero pasado como parametro. En nuestro caso, el paso que
se devuelve es el siguiente:
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La descomposicioén en factores primos de 100 es: 100 = 22 x 52,

Pasos

Paso 1:

La descomposicion factorial de 100 es:

100 = 2* - 5

Figura 4.11: Resultado en la web para tf Aritmetica(100)

Ejemplo 2: Llamada a la funcion tf Aritmetica(89) para comprobar si el numero
89 se puede descomponer en factores primos.

Al ser el numero 89 un numero primo, el tnico paso que se devuelve es el si-
guiente:

El numero 89 es primo, por lo que no tiene descomposicion.

Pasos

Paso 1:

El ndmero 89 es primo, por lo que no tiene descomposicién

Figura 4.12: Resultado en la web para tf Aritmetica(89)

4.8. Sistemas de numeracion en base b

Ejemplo 1: Llamada a la funcién base(26, 16) para representar el nimero 26 en
base 16.

El primer paso que devuelve la funcion es el abecedario que se ha usado en la
representacion (en caso de tener letras). Por lo tanto en este ejemplo se tendria:

Los valores del abecedario que se han usado son: A = 10.

El segundo paso que devuelve es la representacion del numero dado, en este
caso 26, en base 16. El paso contendria el siguiente texto:

El numero 26 en base 16 es igual a 1A
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Pasos

Paso 1:

Los valores del abecedario que se van a usar son:

A=10

Paso 2:

El nimero 26 en base 16 es igual a 1A

Figura 4.13: Resultado en la web para base(26, 16)

4.9. Unidades

Ejemplo 1: Llamada a la funcién esUnidad(5,6) para comprobar si el namero 5
es una unidad en Zg.

Dado que esta funcion se encarga simplemente de indicar si un numero es o no
invertible en un Z determinado, el iinico paso que se obtiene es el siguiente:

El numero 5 es un elemento inversible 6 unidad en Zg.

Pasos

Paso 1:

El nlimero 5 es un elemento inversible 6 unidad en Zg

Figura 4.14: Resultado en la web para esUnidad(5, 6)

Ejemplo 2: Llamada a la funcion esUnidad(3,6) para comprobar si el namero 3
es una unidad en Zg.

En este caso, al ser el 3 un elemento que no es inversible en Zg obtendriamos el
siguiente paso:

El numero 3 no es un elemento inversible 6 unidad en Zg
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Pasos

Paso 1:

El ntimero 3 no es un elemento inversible 6 unidad en Zg

Figura 4.15: Resultado en la web para esUnidad(3,6)

4.10. Divisores de cero

Ejemplo 1: Llamada a la funcién esDivisor DeCero(3,6) para comprobar si el
numero 3 es un divisor de cero en Zg.

Al igual que la funcion esUnidad, esta funcion simplemente indica si un nume-
ro es o no divisor de cero en un determinado Z. Por lo tanto en este caso se
obtendria:

El numero 3 es un divisor de cero en Zg.

Pasos

Paso 1:
El ntimero 3 es un divisor de cero en Zg

Figura 4.16: Resultado en la web para esDivisor DeCero(3,6)

Ejemplo 2: Llamada a la funcién esDivisorDeCero(5,6) para comprobar si el
numero 5 es un divisor de cero en Zg.

En este caso, al no ser un divisor de cero, se obtendria el siguiente paso:

El numero 5 no es un divisor de cero en Zg
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Pasos

Paso 1:

El ntimero 5 no es un divisor de cero en Zg

Figura 4.17: Resultado en la web para esDivisor DeCero(5,6)

4.11. Inversos

Ejemplo 1: Llamada a la funcién inverso(2,7) para comprobar el inverso del
nuamero 2 en Zry.

A diferencia de la funcion esUnidad, esta funcion indica cual es exactamente el
inverso del nimero dado, por lo que en este caso se tendria:

Elinversode2 enZ; es: 2 ' =14.

Esta funcién devuelve una variable adicional que se va a requerir para la reso-
lucion de ecuaciones y sistemas lineales de congruencias. En ella se obtiene el
resultado directamente como se puede observar a continuacion:

{

"resultado": "4"

Pasos

Paso 1:

Elinverso de 2 en Z es: 7'=1

Figura 4.18: Resultado en la web para inverso(2,7)

Ejemplo 2: Llamada a la funcién inverso(3,6) para comprobar el inverso del
nuamero 3 en Zg.

Como se comprob6 en el apartado 4.9 en el ejemplo 2, el niumero 3 no es una
unidad en Zg, por lo que se obtendria el siguiente resultado:

El numero 3 en Zg no tiene inverso.
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Pasos

Paso 1:

El ntmero 3 en Zg no tiene inverso

Figura 4.19: Resultado en la web para inverso(3,6)

4.12. Ecuaciones lineales de congruencias

Ejemplo 1: Llamada a la funcion ecuacion([7], [1],[2], [4],7) para resolver la ecua-
cion 7z +1 = 2z + 4 (mod 7).

El algoritmo que resuleve las ecuaciones lineales de congruencias comienza sim-
plificando la ecuacion en caso de ser posible. Al ser este el caso, el primer paso
seria:

Simplificando la ecuacion obtenemos: 5x = 3 (mod 7).

A continuacion se comprueba si la ecuacion tiene solucion devolviendo un paso
como el siguiente:

La ecuacién 5z = 3 (mod 7) tiene solucién porque el med(5,7) = 1 divide a 3.

Siguiendo con el algoritmo, se representa la ecuacion en funciéon de Z, por lo que
se obtendria esta respuesta:

bx = 3 (mod 7) es equivalente a bx = 3 en Zr.

El siguiente paso contendria la resolucion directa del algoritmo despejando la x
de la ecuacion:

r=51'%3,2=3%x3, =9,z =2.

Finalmente se representa la solucion de la ecuacion en Z7 y en Z:
EnZ;:xz=2.

EnZ:x=2+7ttecZ.
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Pasos

Paso 1:

Siplificando la ecuacién tenemos:

5z = 3 (mod 7)

Paso 2:

La ecuacion 5z = 3 (mod 7) tiene solucion porque:
med(5,7) =13
Paso 3:

Representamos la igualdad en la Z que le corresponde

52 =3 (mod7) <= 5z =3 € Z;

Paso 4:

Despejamos la x de la ecuacion

r=5'43 — =843 — £=9 — =2

Paso 5:

Representamos la solucion en Z

r=24Tt t€Z

Paso 6:

Solucién de la ecuacién en Zy

Figura 4.20: Resultado en la web para ecuacion([7], 1], [2], [4],7)

4.13. Sistemas lineales de congruencias

Ejemplo 1: Llamada a la funcién sistema([[1,2,5],[2,1,7],[3,4,11]]) para resolver
z = 2 (mod 5)

el sistema: < 2z =1 (mod 7)
3z = 4 (mod 11)
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El primer paso que realiza el algoritmo es simplificar y despejar las = de las
ecuaciones, como se da en este ejemplo, devolviendo un array de ecuaciones
que crean el siguiente sistema:

z = 2 (mod 5)
z =4 (mod 7)
z =5 (mod 11)

A continuacion, el siguiente paso comprueba si el sistema tiene soluciony da
una explicacion de por qué existe dicha solucion:

Puesto que 5, 7 y 11 son primos entre si, se puede aplicar el teorema chino del
resto.

El sistema tiene solucion tinica en Z,, conp =5-7-11 = 385

Siguiendo el algoritmo descrito en el marco teérico para resolver sistemas me-
diante el teorema chino del resto, el siguiente paso seria calcular la soluciéon en
funcion de los parametros ¢;:

= (2q1 - 32 +4go - 32 + 5g3 - 28) = (2¢1 - T7 + 4q2 - 55 + 5g3 - 35) (mod 385).

De tal forma que se seguiria con la resolucion de los valores de ¢;. Este paso
devuelve un array con las diferentes ecuaciones para calcular las ¢ por lo que
agrupandolas en un sistema quedaria de tal forma:

g1 *77=1mod 5 — 2¢; =1 (mod 5 — ¢ =3
@2*55=1mod7) = 6 =1mod7) = ¢ =6
g3*35=1(mod 11) = 2¢3 =1 (mod 11) = ¢3 =6

En el siguiente y ultimo paso se sustituyen las ¢ en la solucion de z descrita,
calculando el resultado final:

x=1(2-3-TT4+4-6-554+5-6-35) = (462 + 1320 + 1050) = 2832 = 137 (mod 385).
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4.13. Sistemas lineales de congruencias

Pasos

Paso 1:

Simplificando las ecuaciones tenemos el siguiente sistema:

z = 2 (mod 5)
z=4(mod7)
z =5 (mod 11)

Paso 2:

Puesto que 5, 7 y 11 son primos entre si, se puede aplicar el teorema chino del resto.

Paso 3:

El sistema tiene solucion unicaen Zy, conp = 5- 7- 11 = 385

Paso 4:

Representacion de la solucion en funcion de q

385 385 385
z=(2q - ?+4q2 o + 5g3 - F) = (2g1 - 77 + 4g2 - 55 + 5g3 - 35) (mod 385)

Paso 5:

Sistema y pasos para calcular cada una delas g
¢1-77T=1(mod5) = 2¢; = 1 (mod5) = ¢ =3

g2:55=1(mod7) = 6ga=1(mod7) => g2 =6
g3+35=1(mod 11) = 2g3 = 1 (mod 11) => q3 = 6

Paso 6:
Céleulo de la solucién del sistema

£=(2-3-T7T+4-6-55+5-6-35) = (462 + 1320 + 1050) = 2832 = 137 (mod 385)

Paso 7:

Solucién del sistema

z = 137 (mod 385)

Figura 4.21: Resultado en la web para sistema([[1,2,5], [2,1,7],[3,4, 11]])
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Capitulo 5

Analisis de impacto

La Agenda 2030 es un plan de accion global creado por las Naciones Unidas
para abordar los problemas mundiales (sociales, econémicos y ambientales) con
el fin de alcanzar unos objetivos para el anno 2030. En este capitulo se analizara
el impacto de este TFG en dichos objetivos, también conocidos como Objetivos
de Desarrollo Sostenible u ODS.

Como se explico en el capitulo de ‘Introduccion’, este TFG forma parte de un pro-
yecto llamado 'Proyecto calculadora’ en el que varios alumnos desarrollan una
plataforma para resolver problemas y ejercicios de las diferentes asignaturas del
grado de Matematicas e Informatica, apoyandose en el codigo perteneciente a
los diferentes trabajos de fin de grado. El simple hecho de estar desarrollando
una plataforma didactica se relaciona con el objetivo numero cuatro de los ODS,
’Educacion de calidad’. Esta plataforma se ha pensado para su uso por parte de
los alumnos que necesiten ayuda resolviendo problemas matematicos, promo-
viendo una educacion inclusiva al ser accesible para todos (cumpliendo también
co el objetivo numero 10, 'Reduccion de las desigualdades’). Ademas, facilita el
aprendizaje de los alumnos en el campo de las matematicas discretas debido al
énfasis de describir los pasos necesarios para resolver los problemas.

El codigo desarrollado en este TFG cumple con el objetivo nimero 9 de los ODS,
‘Industria, innovacion e infraestructura’ debido a que se va a integrar en una
plataforma mas amplia, por lo que se contribuye al desarrollo de infraestructu-
ras digitales para el aprendizaje. Por otra parte este TFG promueve la innovacion
al brindar una alternativa para que los alumnos puedan resolver y entender pro-
blemas relacionados con la aritmética entera y modular.
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