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Resumen

El presente Trabajo Fin de Grado se centra en el desarrollo de un software ma-
tematico enfocado en los sistemas de ecuaciones diferenciales de 2 ecuaciones
de primer orden linealmente independientes.

Este trabajo forma parte de un proyecto liderado por el Grupo de Innovacion
Educativa del departamento DMATIC de la Escuela Técnica Superior de Ingenie-
ros Informaticos, con el objetivo de mejorar la comprension y el aprendizaje de
los estudiantes universitarios. La aplicacion desarrollada permite a los alumnos
acceder a una calculadora que resuelve ejercicios de diferentes materias relacio-
nadas con las carreras de nuestra facultad.

El desarrollo de la herramienta se divide en dos partes: el frontend y el backend.
El frontend de la aplicacion esta a cargo de los alumnos en practicas que se en-
cargan de disenar la interfaz del usuario. Por otro lado, el backend y la conexion
de la aplicacion son desarrollados por los estudiantes de Trabajo Fin de Gra-
do. Estos alumnos nos encargamos de implementar los algoritmos de resolucion
de las asignaturas, en mi caso, Ecuaciones Diferenciales, utilizando como len-
guaje de programacion Python. Nuestro principal objetivo es proporcionar unos
paquetes de resolucion que permitan resolver mediantes pasos detallados los
diferentes ejercicios planteados por los usuarios.

A través de la implementacion de estos algoritmos y el uso de tecnologias mo-
dernas, como Angular o Python, hemos logrado desarrollar esta aplicacion, que
fomenta el estudio y la comprension de las disciplinas matematicas. Asimismo,
la colaboracion entre los estudiantes, profesores y tutores ha permitido la crea-
cion de esta herramienta alineada con los Objetivos de Desarrollo Sostenible.
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Abstract

The present Bachelor’s Thesis focuses on the development of mathematical soft-
ware focused on systems of differential equations with two linearly independent
first-order equations.

This work is part of a project led by the Educational Innovation Group of the
DMATIC department at the Escuela Técnica Superior de Ingenieros Informati-
cos, with the aim of improving the understanding and learning of university
students. The developed application allows students to access a calculator that
solves exercises from different subjects related to our faculty’s programs.

The development of the tool is divided into two parts: the frontend and the bac-
kend. The frontend of the application is handled by Practicum students res-
ponsible for designing the user interface. On the other hand, the backend and
the application’s connection are developed by the students working on their Ba-
chelor’s Thesis. In my case, I have implemented resolution algorithms specific
to the Differential Equations subject, using the Python programming language.
Our main objective is to provide resolution packages that allow users to solve
different exercises step by step with detailed explanations.

Through the implementation of these algorithms and the use of modern tech-
nologies such as Angular and Python, we have successfully developed this ap-
plication, which promotes the study and understanding of mathematical disci-
plines. Furthermore, the collaboration between students, professors, and tutors
has facilitated the creation of this tool aligned with the Sustainable Development
Goals.
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Capitulo 1

Introduccion

El presente Trabajo Fin de Grado forma parte del proyecto “Desarrollo de Tecno-
logias en la Ensenanza de las Matematicas”, liderado por el Grupo de Innovacion
Educativa (GIE) del Departamento de Matematica Aplicada a las TIC (DMATIC)
de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros Informaticos. El objetivo principal
de este proyecto consiste en crear un software que facilite el aprendizaje de las
distintas disciplinas matematicas a los estudiantes de nuestra universidad. Para
ello, se ha previsto el desarrollo de diferentes paquetes de resolucion de proble-
mas correspondientes a cada una de las asignaturas de las titulaciones. De esta
manera, se desarrollara una pagina web que servira como herramienta de estu-
dio, que permitira a los estudiantes profundizar en los contenidos y mejorar su
comprension.

El proyecto se divide en dos partes: el frontend y el backend de la aplicacion
web. El frontend es desarrollado por alumnos en practicas supervisados por
miembros del DMATIC, mientras que del backend se encargan los estudiantes
del TFG. En concreto, los alumnos de TFG eligen una asignatura del plan de
estudios y programan en Python la resolucion de los ejercicios correspondientes
a esa asignatura, ademas de coordinarse con los estudiantes en practicas y
conectar las dos capas de la aplicacion.

La asignatura escogida para implementar en este Trabajo Fin de Grado es Ecua-
ciones Diferenciales, una asignatura de 2° del Grado de Matematicas e Infor-
matica. En particular, se desarrollaran los codigos para resolver los sistemas de
ecuaciones autonomos lineales de dos ecuaciones con matriz de coeficientes con
determinante no nulo.

Estudiar sistemas autonomos lineales de dos ecuaciones es importante por va-
rias razones. En primer lugar, estos sistemas son comunes en la fisica, la eco-
nomia y otras areas de la ciencia, por lo que entenderlos es fundamental para
comprender los modelos matematicos que se utilizan en estas disciplinas. En
segundo lugar, el analisis de sistemas auténomos lineales de dos ecuaciones
también proporciona una base sélida para comprender sistemas mas complejos
y no lineales. Muchos sistemas no lineales se pueden aproximar por sistemas
lineales en una vecindad de un punto de equilibrio, por lo que el estudio de sis-
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temas lineales de dos ecuaciones es importante para entender la dinamica de
sistemas mas complejos.

Este trabajo se encuentra estructurado en distintas secciones que abordan dife-
rentes aspectos relacionados con los sistemas de ecuaciones diferenciales auto-
nomos lineales y su implementacion en una aplicacion informatica. En el Capi-
tulo 1, se introduce el proyecto de Desarrollo de Tecnologias en la Ensenanza de
las Matematicas y se describe el objetivo principal del proyecto: la creacion de
un software que facilite el aprendizaje de las distintas disciplinas matematicas a
los estudiantes de la universidad. Ademas, se explica la estructura del trabajo y
se justifica la eleccion de la asignatura de Ecuaciones Diferenciales como objeto
de estudio en este Trabajo Fin de Grado.

En el Capitulo 2 se profundiza en el marco tedrico en el que se basa el trabajo,
examinando de manera detallada el proceso para obtener soluciones explicitas
de un sistema. Ademas, se aborda el calculo de los puntos de equilibrio del pro-
blema y su clasificacion. Se explora la representacion grafica de las soluciones
mediante la visualizacion del diagramas de fases, que permite observar grafica-
mente el comportamiento de un sistema en el espacio de fases, y finalmente se
estudian las conjugaciones topologicas.

Posteriormente, en el Capitulo 3, se describe la estructuracion del codigo de-
sarrollado, incluyendo céomo se ha logrado la conexién entre el frontend y el
backend. Se muestran los pseudocodigos de los algoritmos de resolucion imple-
mentados, se presentan las librerias externas utilizadas y se justifica su uso.

En el Capitulo 4 se presentan los resultados obtenidos a través la aplicacion de-
sarrollada, asi como su funcionamiento y propuestas de uso en el aula. Ademas,
se sugieren posibles mejoras y extensiones en la direccion del trabajo realizado
para futuros proyectos.

Por ultimo, en el Capitulo 5, se realiza un analisis critico del impacto del trabajo
en relacion con los Objetivos de Desarrollo Sostenible establecidos en la Agen-
da de 2030. Se identifican los aspectos en los que el proyecto contribuye a la
consecucion de dichos objetivos.



Capitulo 2

Marco teorico

Como hemos mencionado en la Introduccion, en este Trabajo Fin de Grado nos
centraremos en estudiar los sistemas 2 x 2 diferenciales homogéneos lineales de
la forma:

' = ax + by,
y' = cx+dy,

donde a, b, c y d son constantes reales.

Denotaremos la matriz de coeficientes como

a b
A=(e )
y la matriz de incégnitas como X = (z,y)’. Asi, podemos expresar el sistema

lineal como
X' = AX.

En un sistema de ecuaciones diferenciales, un punto de equilibrio es un punto
en el espacio de fases del sistema donde ninguna variable cambia con el tiempo.
En otras palabras, es un punto donde las derivadas de todas las variables son
iguales a cero (véase [1]).

El punto de origen (0,0) es siempre un punto de equilibrio para del sistema
X' = AX y para encontrar otros puntos de equilibrio resolvemos el sistema ho-
mogéneo asociado:

ax + by =0,
cx +dy = 0.

Segun el Teorema de Rouché-Frobenius (véase [2]), el sistema tiene una solucion
distinta del vector cero si y solo si det(A) = 0. Por tanto, se pueden dar los
siguientes dos casos:

» Si det(A) = 0, existe una recta que pasa por el origen y todos sus puntos
son soluciones del sistema.

» Si det(A) # 0, el inico punto de equilibrio es el punto de origen.
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2.1. Solucion explicita

Para resolver el caso det(A) = 0, seria necesario la intervencion humana (véase
[1]) y en este trabajo, no contemplaremos resolver sistemas con multiples solu-
ciones. Entonces, a los sistemas que vamos a estudiar annadimos la restriccion
de que det(A) # 0.

En conclusion, en este trabajo se estudiaran los sistemas de ecuaciones dife-
renciales homogéneos de dos variables y dos ecuaciones, con coeficientes reales,
cuyo determinante asociado a la matriz de coeficientes es distinto de cero.

En las siguientes secciones se abordara como obtener la solucion explicita de
estos sistemas en funcién de sus autovalores, se explorara la transformacion de
ecuaciones diferenciales de segundo orden a sistemas, se analizaran las clasifi-
caciones de los puntos de equilibrio y se estudiara el concepto de conjugacion
topolégica. Para mas informacion sobre la base tedrica del presente trabajo, re-
ferimos al lector a [1, 3, 4, 5, 6, 7, 2], en las que se basa el contenido de este
capitulo

2.1. Solucién explicita

En esta seccion se explicara como obtener explicitamente las soluciones genera-
les de un sistema. Para ello, se deberan considerar varios casos dependiendo de
si la matriz de coeficientes As. 2 asociada al sistema es diagonalizable o no, y de
como sean los autovalores. Los casos a estudiar son los siguientes:

1. Diagonalizable.
a) Autovalores reales y distintos.
b) Autovalores reales e iguales.
¢) Autovalores complejos.
2. No diagonalizable: autovalores reales e iguales.
Pero antes de adentrarnos en estos casos, daremos un par de definiciones.

Definicion 1 (Matriz fundamental). Una matriz_fundamental asociada al sistema
X' = AX es cualquier matriz cuadrada ¢(t) cuyas columnas son soluciones de
X' = AX linealmente independientes en R (véase [7]).

Observacion 1. Si ¢(t) una matriz_fundamental del sistema X' = AX, se cumple
que:

1. ¢/(t) = A¢(t) para todo t € R, ya que ¢(t) esta formado por soluciones del
sistema X' = AX.

2. det(¢(t)) # 0 para todo t € R. Como las soluciones fundamentales que con-
Sforman la matriz_fundamental son linealmente independientes, se garantiza
que la matriz_fundamental es una base del espacio de soluciones del sistema
de ecuaciones.

Definicion 2 (Wronskiano). El Wronskiano de un conjunto de funciones diferen-
ciables z1,...,x, se define como sigue:



Marco teédrico

1 (t) y(t 7 (t)
Wlz1,...,x,)(t) = : , : ,
IO O BRI )
donde ml(.k) (t) denota la k-ésima derivada de la funcion z;(t) evaluada en t (vedse
[7]).

Definicion 3. Sea M, (K) el conjunto de matrices de dimension n en el cuerpo K
de los numeros reales o de los niimeros complejos, y sea A € M, (K). Se define
la aplicacién matricial exponencial et : R — M,,(K) que para todo t € R le hace
corresponder:

At > Aktk‘

e — T
k=0

Teorema 1 (Féormula de Jacobi). Sea I un intervalo abierto. Si xi(t),...,x,(t) son
soluciones del sistema X' = AX. Entonces, se verifica

W(t) = W(to)eftto Tr(A(s))ds
para cualquier ty € I y siendo W{zy,...,z,|(t) el wronskiano definido en la Defini-
cion 2 (véase [7]).
La demostracion de este teorema se deja en el Anexo A.

Una vez enunciados los teoremas, definiciones y observaciones necesarias pode-
mos proseguir buscando las soluciones explicitas de los sistemas diferenciales
lineales X’ = AX de dos ecuaciones. Se cumple la siguiente proposicion.

Proposicién 1. Sea el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden X' =
AX, se verifica que:

1. e es una matriz_fundamental.

2. La solucion general es de la forma:

C1
X)) =ete, c=]: G eERi=1,...,n. (2.1)
() ? . ) (2 I Y 9

Cn

Demostracién. Comencemos demostrando que e’ es una matriz fundamental.

Recordemos la definicion matriz fundamental, indicado en la Observacion 1.
d
Por una parte, se cumple que %e/‘t = Ae??. Por otra, veamos que det(¢(t)) # 0.

Utilizando la formula de Jacobi, enunciada en el Teorema 1, tenemos que
— Ji, Tr(A(s))ds
W(t) = W(tg)e'to ,
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2.1. Solucion explicita

con W (t) = W[Yi,...,Y,](t) el Wronskiano. Entonces,
det(ed) = W(t) = det(eA'O)ef(fTr(A(S))ds — (A

de donde det(e4?) = T £ 0,

A

Ahora, veamos que la solucion general tiene la forma X (¢) = e*!¢, como indican

las ecuaciones (2.1).

Puesto que e es una matriz fundamental, sus columnas son un sistema fun-

damental de soluciones. La combinacion lineal de soluciones es otra solucion
del sistema. Para demostrar esto, consideremos la funcion Z(t) = aX;(t) + 8Xa(t)
donde X (t), X2(t) son soluciones de X' = AX. Veamos que Z(t) también es solu-
cion:

Z'(t) = aXi(t) + BX5(D),

y por ser X;(t) y X2(t) soluciones del sistema,
Z'(t) = aAX1(t) + BAX().
Ademas, por la linealidad de las matrices podemos concluir con que

Z'(t) = A(aX1(t) + SXa(t)).

Hemos demostrado que Z'(t) = AZ(t) y por tanto, la solucién general se puede
expresar como una combinacién lineal de las columnas de e, esto es, X (t) =
e/’c donde c es un vector de constantes. O

Dependiendo de como sea la matriz A, diagonalizable o no diagonalizable, con

autovalores reales y distintos, iguales o complejos, la expresion ¢! de la solucion

general variara. En las préximas secciones estudiaremos de qué forma es e4?.

2.1.1. Diagonalizable. Autovalores reales y distintos

Sea A una matriz diagonalizable con dos autovalores A\, \; € R tal que A; es dife-
rente de )2 y con autovectores v, v2 (que existen porque los autovalores son sim-
ples) asociados a A\; y Ay, respectivamente. Entonces, tenemos que A = PDP~!,

con
.
B /a0
P = fU’l ’U|2 , D = <0 )\2>

En consecuencia,

6At — GPDP_lt. (22)

Teorema 2. En las condiciones previamente descritas se tiene que
et = pePtpl,

6



Marco teédrico

Demostracion. Comencemos estudiando cémo son las potencias de PAP™!.
(PAP™1)2 = PAP™'PAP™! = PA(P 'P)AP ' = PA.1-AP™' = pA’P~L
Elevandolo a la k-potencia tenemos que
(PAP™Y .. ... (PAP™Y) = pAFpP~L,
Utilizando la Definicion 3 de elevar al nimero e la matriz A,

o0 —1\kk
o(PDPV)t _ Z (PDP™)"t

!
P k!
PDP~'t (PDP')*t? (PDP1)ktk
=1+ + tot
1! 2! k!
g PAP~'t PA?P1{? P Ak p~1ik
I TR R Y *
At A2 AFk .
—I+P<1|+2! gt )P
At A% Akth
_ -1 i -1
= PIP +P<1!+ 51 T )P
At A%? AFk .
R e L
= pelip!

- -1 _
Queda asi demostrado que e’PP7 't = pePtp—1,

Teorema 3. Si

A1
D =
An
es una matriz diagonal, entonces
6)\1t
oDt —
ent
Demostraciéon. Es claro que si
A M
D= se tiene que DF = ) , conkeZ",
An Ak
y en consecuencia,
kik
k=0 k! 6)\1t
eDt = =
SEa At
= K



2.1. Solucion explicita

O

Entonces, siguiendo con la ecuacion (2.2),

At
A -1 _ € 0 —
e t ePDP t PeDtP 1 P ( 0 6)\22‘/) P 1.

Ahora, teniendo en cuenta que ¢(t) = e/*P~! es otra matriz fundamental, la
solucion general es de la forma:

X(t) = eftte = peP? (Cl> ,
C2

es decir,

X (t) = c1eMoy 4+ cpe*?tvy,  siendo ¢p,¢p € R.

2.1.2. Diagonalizable. Autovalores reales e iguales

Supongamos que ahora A tiene un tnico autovalor real A, con multiplicidad (al-
gebraica) 2 y que dim(ker(A — A\I)) = 2. Es decir, que la multiplicidad algebraica
coincida con la geométrica para que la matriz sea diagonalizable. La tinica ma-
nera que esto ocurra es que A ya sea una matriz diagonal, ya que de otra forma
no podriamos encontrar ninguna matriz P tal que A = PDP~! con D una matriz
diagonal.

Entonces, A tiene que ser de la forma
A0
4= 3)
M0
eAt = ( 0 eAt) .

Entonces, la solucion general es similar al caso anterior:

y por tanto,

X(t) = eAt <cl> =M <Zl> , dondecy,co € R.

C2 2

Otra manera de resolver el problema, es desarrollando el sistema, obteniendo

que

' = \x,

Yy = My.
Teorema 4. Todas las soluciones de la ecuacion z'(t) = az(t) cona € R son de la
forma

z(t) = ke™, conk € R.
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Marco teédrico

Demostracion. Vemos primero que es solucion. Esto es directo ya que
o' (t) = ake™ = ax(t).

Ademas, veamos que es la Unica solucién. Para ello, veamos que si u(¢) es una
solucion cualquiera de la ecuacion z/(t) = ax(t), entonces existe una constante
¢ € R de manera que:

u(t) = ce™ = u(t)e ™ = c.

Derivando en funcion de ¢, obtenemos

d —at\ __ ./ at —at
77 (u(Me™ ™) =/ (D)™ + ut)(—ae™®).

Como u(t) es solucion de la ecuacion, entonces u/(t) = au(t) y por tanto

Luego como %u(t)e_“t =0, se tiene que ¢ = u(t)e~, por lo que es una constante.
Asi, queda demostrado que todas las soluciones de la ecuacion z/(t) = ax(t) son
de la forma u(t) = ke® con k € R alguna constante. O

Entonces, resolviendo cada ecuacion por separado, obtenemos directamente la
solucion:

z(t) = c1eM, conecy €R,
y(t) = c2eM, concy € R.

2.1.3. Diagonalizable. Autovalores complejos

Ahora supongamos que la matriz de coeficientes A del sistema lineal de ecua-
ciones diferenciales X’ = AX tiene dos autovalores complejos, que denotaremos
como A = p+iqgy A = p —iq. Ademas, denotemos v = u + iw y ¥ = u — iw, con
u,w € R2, los autovectores asociados a A y ), respectivamente.

Proposicion 2. En las condiciones del parrafo anterior, se tiene que A puede
expresarse como A = PBP~!, siendo

|
P=lu w y B:(p q).
’ ‘ —q D

Demostracion. Como v = u + iw,
Av = A(u +iw) = Au + iAw.
Teniendo en cuenta la definicion de autovalor:
Av =X = (p+iq)(u+iw) = pu + iqu + ipw — qw = pu — qw + i(qu + pw).

9



2.1. Solucion explicita

Igualando las partes reales por un lado y las imaginarias por otro:

Au = pu — qw,
Aw = qu + pw.

Entonces, podemos denotar como B a la matriz asociada a A en la base u,w,
como
-2, 2)
-q p
y se cumple que A = PBP~!, O

Hemos demostrado que A = PBP~!, entonces con esta expresion y utilizando lo
demostrado en el Teorema 2

—1 _
eAt — ePBP t: PeBtP 1'

Veamos cémo expresar ¢!, Podemos escribir B como B = D + @, con

_(p O (0 ¢
b= (2 v o= (" ). 29

Proposicion 3. Si () estd definida como en (2.3), se tiene que

St _ < cos(qt) Sen(qt)>.

—sen(qt) cos(qt)

Demostracion. Las potencias de la matriz (Q para n € Z* son de la forma:

" 1" 2n 0 " 0 —_1)" 2n+1
Q2 = (( z)q (_1)nq2n> y Q2 = ((_1)n+1q2n+1 ( )Oq )

Entonces, por definiciéon de exponencial de una matriz,

kpk
Qt _ Q"t
€ Z ko

k=0

Separando el sumatorio y utilizando los valores de las potencias de )", tenemos

o0 2k 42k o0 2k+142k+1
o Q2 Q1
=D am +§ 2k 1 1)

k=0

i~ 752]4: < kq2k > t2k+l < 0 (_1)kq2k+1>
->5 )+ o

! k el k+1,2k+1
£ (2k)! S 2k + 1! \(-1)* g 0
2 (D (e 0 $2 (D (@)™
_|i=0 (2k) =0 (2k+1)!
= 00 I<:+1 2k+1
=0 :0 2k: +1)!

10
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Ahora, recordando los desarrollos de Taylor del seno y el coseno, sabemos que

00 _1)" 0o _1)"
sinz = 7;) ())!xQnH y cosx = nz;) ((271;! z*"  para todo z € R,

con lo que

St < cos(qt) Sen(qt)>.

—sen(qt) cos(qt)

Veamos c6mo expresar ebt = e(P+Q)t,
Proposicion 4. Sean D y ) dos matrices cuadradas de la misma dimensioén y
conmutan, es decir, DQ = QD, entonces ¢(PTQ)t = ¢DtcQt
Demostracion. Sea Z(t) = e(P+Q)t _ Dt
Como D y @ conmutan, es claro que ¢! y  también. Entonces,
Z'(t) = (D + Q)ePHQt _ DeDte@t _ (Dt @t
= (D +Q)(ePr V" = cP1e)
— (D+Q)Z(1).

Ademas, como Z(0) = 0, queda demostrado que Z(¢) = 0 para todo ¢ € R. Enton-
ces, queda demostrado que (P+@)t = ¢DteQt, O

Entonces, como las matrices D = (g 2) yQ= (_Oq g) cumplen que

pa-(5 ) (2, 0= )= (5 8@ ) -en

B

podemos expresar e?! como:

eBt . €(D+Q)t o eDtBQt o ept 0 COS(qt) sen(qt)
= = = ¢
0 e? —sen(qt) cos(qt)
[ ePtcos(qt)  eP'sen(qt)
— \—ePlsen(qt) ePlcos(qt))’
Asi,
At — ePBpflt — PeBtP—l

_p ePlcos(qt)  ePlsen(qt) p-1
7\ —ePlsen(qt) eP!cos(qt) '

(&

Y por tanto, la soluciéon general es de la forma

X(t) = eAte = peBt <21> , concgce €R,
2
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2.1. Solucion explicita

o equivalentemente,

X (t) = cre*(cos(qt)u — sen(qt)w) + coeP (sen(qt)u + cos(qt)w), con ¢y, co € R.

2.1.4. No diagonalizable. Autovalor real e igual

En dimension 2, una matriz A no es diagonalizable tiinicamente cuando A tiene
un autovalor A\ doble con dim(ker(A — A\I)) = 1. Como la multiplicidad algebraica
no coincide con la geométrica, A no es diagonalizable, lo que quiere decir que no
podemos escribir A como A = PDP~! con D alguna matriz diagonal. Por tanto,
utilizaremos una matriz que, aunque no es una matriz diagonal, es lo suficien-
temente sencilla como para poder usarla comodamente, que denotaremos como
la matriz de Jordan J y cumple que A = PJP~!.

La cadena de Jordan asociada al autovalor A de longitud 2 se halla de la siguiente
manera (véase [6]):

vo Eker((A— M%) y wo ¢ ker(A— M),
v1 = (A — X)vy € ker(A — M) \ {0},

y por consiguiente,

A’Ul = /\’1)17
Avy = Avg + 1.

Se cumple que {v1,v2} son linealmente independientes, y que la forma canénica
de Jordan de A es de la manera A = PJP~!, con

.
Al
P = V1 Vg y JZ(O >\>
.

Entonces, con la forma canénica de Jordan de A, tenemos que

(At _ GPIPY _ podt p—1 _ pit ((1) i) Pl

con lo que ¢(t) = Pe’' es una matriz fundamental del sistema. Entonces, la
solucion general del sistema X’ = AX es de la forma

X (t) = Pet ) —eMp A con ci,co € R,
C2 01 Co

que es equivalente a

X(t) = eM(cv1 + ea(vit 4+ v9))  con ¢, e € R.

12
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2.2. Clasificacion de orbitas y puntos por autovalores

Se denomina diagrama de fases a la representacion en el plano zy del campo
vectorial asociado al sistema y de algunas de sus orbitas. El estudio de los dia-
gramas de fases es util porque nos permite examinar de manera cualitativa el
sistema planteado sin obtener las soluciones explicitas, observando la relacion
entre las dos variables.

Como mencionamos al principio del trabajo, nos hemos centrado en aquellos
sistemas de coeficientes reales cuyo determinante de la matriz de coeficientes es
distinto del cero. Dependiendo de si la matriz es diagonalizable y de como sean
los autovalores A\, A2 de la matriz de coeficientes A, el diagrama de fases tiene
una forma u otra. En las proximas secciones estudiaremos qué forma tienen,
separando los siguientes casos:

1. Dos autovalores reales diferentes.
= Nodo estable: A\j, Ay e Ry A2 < A\ <0.
= Nodo inestable: A\j, A\ e Ry 0 < A2 < ;.
= Punto de silla: A\, s e Ry Ay <0 < Aj.
2. Autovalor doble (reales).
= Punto estelar: diagonalizable.
= Nodo impropio: no diagonalizable.
3. Autovalores complejos.
= Centro estable: A\, A2 € Cy Re(A1) = Re(A\2) = 0.
= Foco estable: A\, A\ € Cy Re(A;) = Re(A2) < 0.
» Foco inestable: A\, Ao € Cy Re(A1) = Re(\2) > 0.

Notamos que en una matriz de dimension 2 y existen sus autovalores, estos
seran o los dos reales o los dos complejos, y que solo aquellos autovalores con
multiplicidad mayor que 1 pueden ser no diagonalizables. Por lo que estan cu-
biertos todos los casos (véase [8]).

2.2.1. Autovalores reales y distintos

Sea el sistema X’ = AX, donde la matriz de coeficientes A tiene dos autovalores
A1, A2 reales distintos. Entonces, como los autovalores son simples (multiplici-
dad 1), A es diagonalizable. Asi, A se puede expresar como A = PDP~! con

(M0
D_<0 M).

Introduciendo el cambio de variable:

(58) =P <28> o equivalentemente, P! (‘;8) = (2%3) 7 (2.4)

13



2.2. Clasificacion de é6rbitas y puntos por autovalores

el sistema es X' = AX es equivalente a X’ = PDP~!'X. Multiplicando por la
izquierda P~! a ambos lados de la ecuacion, obtenemos que P~'X’ = DP1X,
donde P es la matriz cuyas columnas son los vectores propios v, v2 asociados a
A1, A2. Obtenemos como resultado un sistema que denominaremos como siste-

ma canénico: ,
(d) =2 (&6):

cuyas soluciones son de la forma

(glgiD B <e>(\)1t e?2t> <Z;> =ec, e, eR

Entonces, las ecuaciones de las orbitas de este sistema canonico son de la forma

{fl(t) = Cleklt,

E(t) = caeMl, (2.5)

en el que dependiendo de los valores de ¢, co diferenciamos los siguientes casos:

1. Sici =c2=0, &= (0,0) es el inico punto de equilibrio.

&i(t) =0,

&a(t) = coe™,
los puntos de equilibrio estan formados por el semieje de ordenadas &
positivo cuando ¢z > 0y el semieje de ordenadas &; negativo cuando ¢y < 0.

2. Si (&1 :0,

3. Si C2 :0,

§2(t) =0,

los puntos de equilibrio estan formados por el semieje de abscisas &; posi-
tivo cuando ¢; > 0y el semieje de abscisas & negativo cuando ¢; < 0.

{§1 (t) = Cleklt,

4. Sicp #0y ¢y #0, despejamos t de la primera ecuacion de (2.5), obteniendo
que:
& = e
In(&1) = In(cret?)
hl(fl) = ln(cl) + A\t

1 3!
t=—-In(>=).
N <01>
Sustituyendo en la segunda ecuacion de (2.5), resulta que
A2
§2 =02 <§1> AL
&1

14
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L A1 2 .
Por simplicidad, denotaremos r = wYe= o para expresar la ecuacion
2 1

anterior como:
&2 = c£]. (2.6)

Dependiendo del signo de los autovalores, el punto origen sera un nodo
estable, un nodo inestable o un punto de silla.

2.2.1.1. Nodo estable

A
Sidg <A <0yr= )\—2 > 1, el punto origen (0,0) es un nodo estable y se verifican
1
las siguientes caracteristicas:

» Puesto que A\, Ay < 0, todas las orbitas se acercan al punto (0,0) cuando ¢

tiende al infinito. Esto se ve mediante las siguientes ecuaciones:

lim & (t) = I At = lim &(t) = I A2t = 0,
Ap o =lgact =0y o) =y =0

= Las orbitas descritas en (2.6), & = c£], tienen aspecto de semiparabolas con
el eje &, como eje de la parabola. Como r > 1, tenemos que

d£2 —1 ,
—= =rc€] lim —= = 0.
ag Y

Las orbitas se acercan al origen cuando t — oo tangencialmente al eje de
abscisas &;.

Finalmente, recordamos las ecuaciones de (2.4) y procedemos a hacer un cam-

bio de variable:
i) =7 (E&6) eon 7= ),

] v v . . .
siendo v; = ( 11> yuy = < 12) asociados a los autovalores A1, \2. A continuacion,
V21 V23

estudiemos en qué se transforman el punto (0,0), y en qué se convierten los ejes

517§2~

= El punto (0,0) en las coordenadas de (;,&2) se transforma en (0,0) en los
ejes (z,y).

= El eje & que tiene los puntos de la forma (o, 0) se transforma en

vi1 V12 (@ v11
=« = avq,
vo1 w22/ \0 21
de manera que en las coordenadas originales (z,y), obtenemos el subes-

pacio propio L£(v;). Esta recta, sin el origen, esta formada por dos orbitas
(semiejes) que tienden al origen cuando t — oo.
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2.2. Clasificacion de é6rbitas y puntos por autovalores

= El eje & que tiene los puntos de la forma (0, @) se transforma en

vy viz) (0) _  [vi2)
=« = g,
v21 v22) \ V22
de manera que en las coordenadas originales (z,y), obtenemos el subes-

pacio propio L(v2). Esta recta, sin el origen, esta formada por dos érbitas
(semiejes) que tienden al origen cuando t — oc.

En la Figura 2.1 se muestra el diagrama de fases de un sistema descrito por las
ecuaciones diferenciales:

= =3x+y,
y =x — 3y.

Figura 2.1: Ejemplo nodo estable, 2’ = -3z +y, y =z —3y

En el diagrama de fases, se representa graficamente la evolucion de las variables
del sistema en funcion de sus tasas de cambio. En este caso, se observa que
todas las flechas en el diagrama apuntan hacia el punto de equilibrio en el
origen. Esto indica que todas las soluciones cercanas al punto de equilibrio se
acercan a €l a medida que el tiempo avanza.

El hecho de que todas las flechas se acerquen al origen en el diagrama de fases
indica que el punto de equilibrio en el origen es un nodo estable. Ademas, cuanto
mas cerca esté una solucion del origen, mas rapido se acercara a €l.

2.2.1.2. Nodo inestable

Si0 < A2 < Ap, el punto (0,0) se conoce como nodo inestable. Las orbitas son
del mismo tipo que las del nodo estable (ver Seccion 2.2.1.1), pero en este caso,
todas las orbitas se alejan del origen a medida que ¢ tiende a infinito.
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En la Figura 2.2 representamos el diagrama de fases para un sistema cuyo punto
de equilibrio es un nodo inestable. El sistema esta descrito por las ecuaciones
diferenciales:

Figura 2.2: Ejemplo nodo inestable, 2’ =z, 3 =2y

El hecho de que todas las flechas se alejen del origen en el diagrama de fases
indica que el punto de equilibrio en el origen es un nodo inestable. Es decir,
cualquier perturbacion en las variables x e y cuando estamos en el punto de
equilibrio (0,0) hara que la correspondiente solucion del sistema se aleje del
origen y no regrese a €l.

2.2.1.3. Punto de silla

Denominamos punto de silla al punto origen (0,0) cuando A2 < 0 < A; y por

A
tanto, r = )\—2 < 0. Las orbitas del sistema en coordenadas (¢;,{2) satisfacen que:
1

o0, sic; >0
lim &;(t) = tli)rélo creMt = { !

t—00 —00, sic; <0

y por otro lado,
Mt = 0.

Mg, ) = iy e
= Las dos oOrbitas rectilineas sobre el eje &; se alejan del origen cuando ¢ — cc.
= Las dos orbitas rectilineas sobre el eje & tienden al origen cuando ¢ — cc.
= Las orbitas & = ¢ tienen aspecto de ramas de hipérbolas con asintotas

§1=0y& =0.

17



2.2. Clasificacion de é6rbitas y puntos por autovalores

Sean v1, v2 los vectores propios asociados a los autovalores A, Ao, respectivamen-
te. Las soluciones son

x(t
( ( )> = cleA1t1}1 + 626)\2t1)2, c1,c0 € R.

Como \; < 0 < A;, en las coordenadas (z,y) obtenemos que:

Si ¢; = 2 =0, entonces (z,y) = (0,0) es el unico punto de equilibrio.

Sicp =0y co # 0, las 6rbitas son los dos semiejes de L(v;), eliminando el
origen, que tienden al origen cuando ¢t — oco.

Sico =0y e #0, las orbitas son los dos semiejes de L(v;), eliminando el
origen, que se alejan del origen cuando ¢t — oo.

Si ¢1,c2 # 0, las orbitas toman el aspecto de ramas de hipérbolas, que tien-
den asintéticamente a una de las orbitas rectilineas. Estas son los semiejes
de L(v1) cuando ¢t — oo y los semiejes de L£(v2) cuando ¢t — —oo.

La Figura 2.3 representa el diagrama de fases para un sistema cuyo punto de
equilibrio es un punto de silla, descrito por las ecuaciones diferenciales:

' =2x+vy,
Yy =y

Figura 2.3: Ejemplo punto de silla, 2’ =2z +y, ¢ = -y

2.2.2. Autovalor doble

En el sistema X’ = AX, si la matriz A posee un autovalor doble, podemos dis-
tinguir entre dos casos: cuando A es diagonalizable y cuando no lo es. En el
primer caso, el punto de equilibrio se conoce como punto estelar, y las orbitas
se asemejan a las de un nodo estable o inestable, dependiendo de si el autovalor
€s negativo o positivo, respectivamente.
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Por otro lado, en el segundo caso, cuando A no es diagonalizable y tiene un
autovalor doble real, el punto de equilibrio se llama nodo impropio. En este
caso, las orbitas se acercan o alejan del origen tangencialmente a ciertos ejes. A
continuacion, describiremos con mas detalle cada uno de estos casos y como se
presentan las orbitas y los diagramas de fases.

2.2.2.1. Punto estelar

Como vimos anteriormente en la Seccion 2.1.2, para que la matriz del sistema
X' = AX sea diagonalizable y tenga un autovalor doble ), el sistema debe tener

la siguiente forma:
Z\ (A 0\ [z
y/ - 0 A y ’

y la solucion general del sistema es:
z(t)\  [creM
y(t))  \e2e)”

= Sic; =cp =0, el origen es el inico punto de equilibrio.

Entonces, se cumple que:

m Sicp =0y # 0, las orbitas son los dos semiejes que se obtienen al eliminar
el origen del eje vertical.

= Si ¢; # 0, las orbitas son las semirrectas que se obtienen al eliminar el
. Co
origen de las rectas y = —.
1

Si A < 0, todas las 6rbitas se acercan al origen cuando ¢ tiende al infinito, y se
alejan cuando A > 0.

Figura 2.4: Ejemplo punto estelar, 2/ =2z, y =2y

En la Figura 2.4 se ha mostrado el diagrama de fases de un sistema cuyo punto
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2.2. Clasificacion de é6rbitas y puntos por autovalores

de origen es un punto estelar. El sistema que se ilustraba en la figura era el
siguiente:

' =2z,

y = 2y.

Observamos que en este caso el punto estelar tiene un autovalor doble y positivo,
ya que todas las flechas del diagrama de fases se alejan del origen. Este tipo de
punto estelar se asemeja a un nodo inestable, donde las orbitas se alejan del
origen en el tiempo.

2.2.2.2. Nodo impropio

Sea el sistema X' = AX en el que A tiene un autovalor doble ) y resulta que
dim(ker(A — X)) = 1. Puesto que la multiplicidad algebraica y geométrica no
coinciden, la matriz de coeficientes A no es diagonalizable. En este caso, se utili-
zan dos vectores propios linealmente independientes y una matriz de transicion
para llevar la matriz A a su forma canoénica de Jordan.

Como ya vimos en la seccion de solucion general, podemos expresar la matriz de
coeficientes A como:

A=PJP7!, con J= (3 i) . 2.7)

Introduciendo el cambio de variable (58 > =P (?8) siendo P la matriz que
2

tiene por columnas los vectores v, v, de una cadena de Jordan:

vy € (ker(A — AI)?\ ker(A — \I)), 2.8)
v1 = (A — M)y € (ker(A — XI)\{0}), '
y obtenemos el sistema
X'=PJP7'X o, equivalentemente, P 'X'=JP'X.
Llamaremos a estas ecuaciones sistema canodnico equivalente al sistema
GWOZJGﬁO
§5(t) (1))
cuyas soluciones son de la forma
W\ g (Mt (a
<§2(t) =eve={, o o) c1,co € R,
que es equivalente al sistema
&1(t) = eM(er + tea), 2.9)
fg(t) = CQ@M. )

Diferenciamos los siguientes casos para las orbitas:
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= ¢ = cy =0, el origen es el tinico punto de equilibrio.

= Sicy =0y ¢ # 0, obtenemos el semieje de abscisas {; positivo cuando ¢; > 0
y el semieje de abscisas ¢; negativo si ¢; < 0.

= Si ¢y # 0, eliminando la variable ¢ en la segunda ecuacion de (2.9), ¢t =

1 1 &2 . . . )
—In | == ) y, sustituyendo en la primera ecuacion, obtenemos que:

A C2
3
6 =) (o b (2) )
A C2

6= (os 2 (%))
Co A C

Entonces, suponiendo que &,(t) # 0, podemos aplicar la regla de la cadena:

déy  d& dt dér 1 XeM(erttep) e Mo+ &

A dt d&  dt % AcgeMt Ay
d
de manera que la tangente vertical se calcula igualando d—& = 0. Operando,
2
obtenemos que &, = —\¢;.
Similarmente,
ez _ Acy y aplicando limites, lim ez _ lim e =0

dér (e1 +tea) + co t=oo déy  t—oo (1 +teg) + o

Si A < 0, entonces lim;_,o &1 (t) = lim; o0 £2(t) = 0 y las orbitas se acercan al
origen con tangente horizontal segun el eje &;.

Por el contrario, si A > 0, entonces lim; , |£1(t)| = im0 [€2(f)] = 00 y las
orbitas se alejan del origen con tangente horizontal segun el eje &;.

Entonces, deshaciendo el cambio de variable descrito en (2.7):
= Sic; =cp =0, el origen es el tinico punto de equilibrio.

» Si ¢y =0, las orbitas son los semiejes que se obtienen de £(v;) eliminando el
punto (0,0). Estas orbitas se acercan al origen si A < 0y se alejan si A > 0.

s Si co # 0, las oOrbitas tienen tangente vertical en ax — by = 0, siendo a,b

coeficientes de la matriz A = (Z Z) .

Si A < 0, las orbitas se acercan al origen en direccion de la tangente hori-
zontal segun el eje L£(v1) y se alejan si A > 0 con tangente horizontal segun
el mismo eje L(vy).

La Figura 2.5 presenta el diagrama de fases para un sistema cuyo punto origen
es un nodo impropio. El sistema esta dado por las ecuaciones:

' = —dx + vy,
y = —x—2y.
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2.2. Clasificacion de é6rbitas y puntos por autovalores

Figura 2.5: Ejemplo nodo impropio, 2/ = -4z +y, ¢ =—x—2y

Observamos que todas las flechas se acercan al origen, pero a medida que se
acercan al punto, giran en el sentido de las agujas del reloj. Esto indica que, a
medida que las soluciones se acercan la origen, estas giran alrededor del origen
antes de convenger hacia €l. Este comportamiento es muy diferente a los casos
anteriores (nodo estable, nodo inestable, punto de silla, o punto estelar), y se
debe a la forma canédnica de la matriz A del sistema.

2.2.3. Autovalores complejos

Sea el sistema de 2 ecuaciones diferenciales lineales autonomo X’ = AX, en el
que los autovalores de A son los complejos u =p+igy p=p—ig, conqg >0,y
sea v € ker(A — (p+iq)I) el autovector asociado. Definiendo u = Re(v) y w = Im(v),
podemos expresar la matriz de coeficientes A como:

A= PBP!, siendo B:<p q) y P:(“1 w1>.
—-q D U2 w2

Introduciendo el cambio de variable

<§8> =P <§8> que es equivalente a p! <§E2> = <§;Eg> ,

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones equivalente a X' = AX:

) = plppp! (58)
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Las soluciones son, como vimos en la Seccion 2.1.3 sobre soluciones explicitas
de sistemas con autovalores complejos, de la forma

&) _ c1 cos(qt) + casen(qt)
(52@)) =< (‘Cl sen(qt) + c2 cos(qt)) , L ER

Sea ¢ >0y v € (m, x|, definimos

S s

sen(y) =

)

al8 ole

Entonces, sustituyendo las expresiones anteriores, y recordando las ecuaciones
trigonométricas para las restas:

{sen(a — ) = sen(«) cos() — cos(a) sen(p),
cos(a — 3) = cos(a) cos(B) + sen(a) sen(3),

obtenemos que:

£1(t) = el (cy cos(qt) + cosen(qt))
= eP!(ccos(y) cos(qt) + csen(y) sen(qt))
= ePlecos(y — qt),

Y que

&(t) = eP'(—cy sen(qt) + ca cos(qt))
= eP'(—ccos(y) sen(qt) + csen(7y) cos(qt))
= ePlesen(y — qt).

Entonces, de las dos anteriores expresiones obtenemos que

§1(t) = eP'ccos(y — qt),
&(t) = ePlesen(y — qt).

Introducimos el cambio de variable a polares, siendo ¢ € (—o0, ):

ywqm kmm%%WWCFmﬂmmw»
O(t) =~ —qt &a(t) = r(t) sen(6(2)),

y se cumple que

() = VEOP + Q0P tan(o(t) = £
Observamos que si 0(t) pertenece al intervalo ((2n — 1)m, (2n+ 1)7] C (—o0, 00) con
n € Z, entonces

6(t) — 2mn € (—m, 7.
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2.2. Clasificacion de é6rbitas y puntos por autovalores

Por tanto, r(t) y 6(¢) representan las coordenadas polares del punto (£;(t),&2(t)).
Despejando t en la ecuacion 6§ = v — ¢t, tenemos
1
t=—(v—0
;0 =0)

y sustituyendo en r = ceP’, obtenemos
r= ce%h*g). (2.10)

Estas curvas son circunferencias si p = 0 y en caso contrario, espirales loga-
ritmicas. Ademas, cabe destacar que todas estas trayectorias se recorren en el
sentido horario, ya que hemos considerado ¢ >0y 6 = v — ¢t.

Para clasificar el punto de equilibrio (0,0) en el caso de autovalores complejos
distinguiremos 3 casos, dependiendo del signo de p, la parte real del autovalor

p=ptiqy p=p-—1iq.
s Centro estable: p = 0.
= Foco estable: p < 0.

» Foco inestable: p > 0.

2.2.3.1. Centro estable

Si p =0, la ecuacion (2.10) queda reducida a la forma r = ¢. Entonces, recordan-
do que estamos coordenadas polares, las 6rbitas son circunferencias centradas

2
en el origen y de radio c. Ademas, éstas son periodicas con periodo —. En este
q

caso decimos que el punto (0,0) es un centro estable.

/ J—

Figura 2.6: Ejemplo centro estable, ' = -2z + 4y, y = -2z —2y

La Figura 2.6 representa el diagrama de fases para un sistema cuyo punto origen
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es un centro estable. El sistema esta dado por las siguientes ecuaciones.

¥ = —2x + 4y,
y = —2x — 2y.

Observamos que las flechas describen curvas cerradas en forma de elipses cen-
tradas en el origen.

2.2.3.2. Foco estable

Si p < 0, entonces th r(t) = 0 y las orbitas distintas del origen son espirales
—00

logaritmicas, que se mantienen cerca del origen para ¢t — oo. Decimos entonces
que el punto (0,0) es un foco estable.

En la Figura 2.7, se muestra el diagrama de fases para un sistema cuyo punto
origen es un foco estable. El sistema esta dado por las ecuaciones diferenciales

¥ = —2x — 3y,
y = 3x — 2.

Figura 2.7: Ejemplo foco estable, 2/ = -2z — 3y, ¢’ =3z — 2y

Podemos observar que las flechas describen curvas suaves en espiral alrededor
del origen. El punto (0,0) es un punto de equilibrio estable, lo que quiere decir
que cualquier perturbacion del sistema en el origen provocara una evolucion
hacia el origen, a lo largo de las orbitas en espiral asintoticamente estables.

2.2.3.3. Foco inestable

Si p > 0, entonces th r(t) = oo y las orbitas distintas del origen son espira-
— 00

les logaritmicas, que se alejan de un entorno del origen para ¢t — oco. Decimos
entonces que el punto (0,0) es un foco inestable.
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2.2. Clasificacion de é6rbitas y puntos por autovalores

La Figura 2.8 muestra el diagrama de fases para un sistema cuyo punto origen
es un foco inestable. El sistema esta descrito por las ecuaciones diferenciales

' = 2z + 3y,
y' = =3z +2y.

Figura 2.8: Ejemplo foco inestable, ' = 2z + 3y, 3 = -3z + 2y

Podemos observar en La Figura 2.6 que todas las flechas del diagrama de fases
se alejan del origen, lo que indica que el sistema se aleja del origen a medida que
evoluciona.

Tabla resumen

A continuacion, en la Tabla 2.1 se resumen los diferentes tipos de estabilidad
en funcion de como son los autovalores (reales y diferentes, reales e iguales o
complejos), el signo de los autovalores y si la matriz de coeficientes es diagona-
lizable.

Tipo de autovalores | Condiciones Tipo de estabilidad
A< A <0 Nodo estable
Reales y diferentes | 0 < A2 < Ay Nodo inestable
Ay <0< N\ Punto de silla
Diagonalizable Punto estelar

Reales e iguales
No diagonalizable | Nodo impropio

Re(A1) = Re(A2) =0 | Centro estable

Complejos Re(A1) = Re(A\2) > 0 | Foco inestable

Re(A1) = Re(M\2) < 0 | Foco estable

Tabla 2.1: Tabla resumen tipos de estabilidad en referencia a los autovalores
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2.3. Clasificacion de puntos por traza y determinante
En esta seccion estudiaremos otra forma de clasificar los puntos de equilibrio,

sin necesidad de buscar los autovalores. Determinaremos la estabilidad del sis-
tema unicamente mediante la traza y determinante de la matriz de coeficientes.

4=(c )

cuyo polinomio caracteristico asociado se obtiene resolviendo la ecuacion

Sea la matriz

a— A\ b

gl )\’ =0 ydesarrollando, \?— (a+ d)\+ (ad — bc) = 0.

Entonces, el polinomio caracteristico p()\) asociado al autovalor A se puede es-
cribir como
p(A) = A2 — (Tr A)X + det A,

siendo Tr A y det A la traza y el determinante de la matriz A, respectivamente.

Entonces podemos hallar los autovalores A, A2 resolviendo el polinomio caracte-
ristico mediante la férmula cuadratica, obteniendo

 TrA+/(TrA)2 —4det A

\ TrA—/(TrA)2 —4det A
5 = .

A1 2 5

Observamos a continuacion que la suma de autovalores es igual que la traza, y
que el producto de autovalores es equivalente al determinante de la matriz:

TrA+ +/(TrA)2 —4det A N TrA—/(TrA)2 —4det A

A1+ A= 5 5
(TrA+TrA)+ (\/(TrA)2 —4det A — /(Tr A)2 —4detA)
2
_ QT;A A

<TrA—|— V/(Tr A)2 —4detA> (TrA— /(Tr A)2 —4detA>
AL = 2 2

(Tr A)? — <\/(TrA)2 ~ 4det A)2

22
_ (TrA)? — (Tr A)? + 4det A
- 4
- 4dZtA — det A. 2.11)
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2.3. Clasificacion de puntos por traza y determinante

Y también notaremos 7' :=Tr Ay D = det A.

Entonces, demostraremos que podemos clasificar la dinamica del correspon-
diente sistema diferencial estudiando los valores de la traza y el determinante
de la matriz A.

Los autovalores se pueden expresar como

T+ T?—4D
5 .

A=
Estudiando el signo del discriminante, podemos sacar las siguientes conclusio-
nes (véase [1]):
1. Si T? — 4D > 0, los autovalores son reales y distintos.
2. Si T? — 4D = 0, los autovalores son reales e iguales.

3. Si T? — 4D < 0, los autovalores son complejos (y diferentes).

2.3.1. Autovalores reales y distintos
Si T? — 4D > 0, diferenciamos los siguientes casos:
1. Si D < 0, el punto de origen (0,0) es un punto de silla

Si D < 0, T? < T? — 4D. Aplicando la raiz cuadrada a ambos lados de la

expresion:
VT? < \/T? - 4D,

+T </T?—4D. (2.12)

que es equivalente a:

Esto es, por una parte,

T <\T?—-4D porloque T —+/T?—-4D <0,

y por otro lado,
—T < /T?—-4D ydespejando, T+ /T2 —4D > 0.

Por tanto,

T -T2 —4D T+ VT2 —4D
M= <0y = >0,

Entonces los autovalores tienen distinto signo, y por la Seccion 2.2.1.3,
concluimos que el origen es un punto de silla.

Otra manera de estudiar los signos de los autovalores, es recordando que,
como demostramos en (2.11), el producto de los dos autovalores es igual
a D, es decir, \; - A, = D. Entonces, como D < 0, A\; y Ay tienen que tener
distinto signo.
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2.8 D >0yT <0, el punto de origen (0,0) es un nodo estable
Si D > 0, entonces T? > T? — 4D, obteniendo |T| > T2 — 4D. Entonces,
como T' < 0, se tiene que

T++\T?—-4D < 0.

Los dos autovalores son reales y negativos, entonces por la Seccion 2.2.1.1,
el punto (0,0) es un nodo estable.

3.8iD>0yT >0, el punto de origen (0,0) es un nodo inestable

Si D > 0, entonces T2 > T? — 4D con lo cual se tiene que |T| > /T2 — 4D.
Entonces, como 7' > 0
T4+\T?—-4D > 0.

Los dos autovalores son reales y negativos, entonces por la Seccion 2.2.3.3,
el punto (0,0) es un nodo inestable.

2.3.2. Autovalores reales e iguales

T
Si T? — 4D = 0, entonces el autovalor es doble y es de la forma \ = 3

Recordamos que para matrices 2 x 2 con autovalor doble, el punto de equilibrio
(0,0) podia ser un punto estelar o un nodo impropio, dependiendo de si es dia-
gonalizable o no (Seccion 2.2.2). No podemos determinar qué tipo de punto de
equilibrio es sabiendo tinicamente el valor de la traza y el determinante.

Para este caso nos tendremos que fijar ademas en los valores de la matriz
a b
A= .
(¢ )
Como ya vimos anteriormente, A solo es diagonalizable con autovalor doble si A

ya es una matriz diagonal, es decir, b = ¢ = 0. Entonces,

1. Si b= ¢ =0, la matriz es diagonalizable y el punto (0,0) es un punto estelar
(ver Secciéon 2.2.2.1).

2. Sib #0606 c+#0, la matriz no es diagonalizable y el punto (0,0) es un nodo
impropio (ver Seccion 2.2.1.2).
2.3.3. Autovalores complejos

Si T? — 4D < 0, los autovalores son complejos de la forma

\_ T+iy/~(T2 D)

2 )

con

_ 2 _
g y  Im(\) == (1; 4D).
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2.3. Clasificacion de puntos por traza y determinante

Entonces, por la Seccion 2.2.3, estudiando el signo de la parte entera concluimos
que:

1. SiT =0, Re(\) =0y el punto (0,0) es un centro estable.
2. SiT >0, Re(A) > 0y el punto (0,0) es un foco inestable.
3. SiT <0, Re(\) < 0y el punto (0,0) es un foco estable.

A continuacion se muestra en la Figura 2.9 un resumen visual de las relaciones
de traza y determinante. No se muestran las condiciones para encontrar un
punto estelar y un nodo impropio, ya que hemos determinado que ademas de
la traza y el determinante, era necesario estudiar los valores de los coeficientes.
Estos dos puntos se encontrarian sobre la parabola 72 = 4D.

Det

nodo estable nodo inestable

centro estable

foco estable foco inestable

punto de silla

Figura 2.9: Plano traza-determinante

Tabla comparativa sobre la clasificacion mediante autovalores y por
traza-determinante

En la Tabla 2.2 se presenta una comparativa de las clasificaciones de los puntos
de equilibrio de un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden que tenga matriz de coeficientes con determinante no nulo. Para deter-
minar la clasificacién, se pueden utilizar diferentes criterios, como los valores
de los autovalores o los signos de la traza y del determinante de la matriz de
coeficientes.
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Condiciones traza
Tipo de autovalores | Discriminante Condiciones autovalores Tipo de estabilidad
y determinante
D>0yT<0 A2 <A1 <0 Nodo estable
Reales y diferentes | 72 —4D >0 D>0yT>0 0< A< Nodo inestable
D <0 Ao <0< Ay Punto de silla
b=c=0 Diagonalizable Punto estelar
Reales € iguales T2 -4D =0
b#006c#0 No diagonalizable Nodo impropio
T=0 Re(A1) = Re(A2) =0 Centro estable
Complejos T2 -4D <0 T>0 Re(A1) = Re(A2) >0 Foco inestable
T<0 Re(A1) = Re(A2) <0 Foco estable

Tabla 2.2: Tabla con ambas clasificaciones

2.4. Clasificacion dinamica

En este seccion, daremos una clasificacion mas dinamica de los sistemas de
primer orden lineales.

Desde la perspectiva de los sistemas dinamicos, es importante comprender el
comportamiento de las soluciones de las ecuaciones diferenciales a largo plazo.
Decimos que dos soluciones son equivalentes si tienen el mismo destino.

Para destacar la dependencia de las soluciones del tiempo y las condiciones
iniciales X, se utilizara la notacion ¢.;(Xy) para denotar la solucién del sistema
X' = AX que parte de la condicion inicial Xy, es decir, ¢g(Xy) = Xj. La funcion
o(t, Xo) = ¢:(Xp) se denomina el flujo de la ecuacion diferencial, y ¢; se conoce
como la aplicacion del flujo en el tiempo. Por lo tanto, el flujo es una funcion
que depende tanto del tiempo como de los valores iniciales (véase [1]).

Dos sistemas son dinamicamente equivalentes si existe una funciéon h que
relaciona los correspondientes flujos y que ademas, es un homeomorfismo, esto
es, que sea una funcion biyectiva, continua y su inversa también es continua
(véase [1]). Asi, veremos la definicion de conjugacion topologica:

Definicién 4 (Conjugacion topolégica). Sean los sistemas X' = AX y X' = BX
con los flujos ¢ y ¢, respectivamente. Dichos sistemas son topolégicamente con-
jugados si existe un homeomorfismo h : R? — R? tal que:

" (t, h(Xo0)) = h(¢" (¢, X0)).

El homeomorfismo h se denomina conjugacion y lleva las curvas solucion del sis-
tema X' = AX alas del sistema X' = BX.

La idea detras de la conjugacion topologica es transformar la ecuacion diferen-
cial original en otra ecuacion mas facil de analizar mediante un homeomorfismo
adecuado, y luego estudiar las propiedades de la ecuacion conjugada para obte-
ner informacion sobre la ecuacion original.
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2.5. Transformacion de ecuacion de segundo orden en sistema de primer
orden

Definicion 5 (Matriz hiperbdlica). Se dice que una matriz A es hiperbdlica si
ninguno de sus autovalores tiene parte real igual a cero. Ademdas, denominaremos
a los sistemas X' = AX con matriz hiperbdlica como sistemas hiperbdlicos.

Teorema 5. Sean A, As dos matrices hiperbdlicas de orden 2. Los sistemas li-
neales X' = A1 X y X' = A, X son conjugados si, y solo si, ambas matrices tienen
el mismo nuimero de autovalores con parte real negativa (véanse [1, 8]).

La demostracion de este teorema se deja en el Anexo A.

Asi, dos sistemas se consideran conjugados si pertenecen a la misma categoria:
1. Un autovalor positivo y otro negativo.
2. Ambos autovalores positivos.

3. Ambos autovalores negativos.

2.5. Transformacion de ecuacion de segundo orden en
sistema de primer orden

Hasta ahora hemos estudiado sistemas diferenciales lineales de primer orden
cuya matriz de coeficientes tiene determinante no nulo. No obstante, si nos en-
contramos ante una ecuacion diferencial de segundo orden homogénea, pode-
mos transformarla en un sistema de dos ecuaciones lineales de primer orden
y, siempre que se cumplan las condiciones necesarias (es decir, matriz de coefi-
cientes con determinante no nulo...) entonces es posible aplicar todo lo anterior
(véase [1]).

Sea la ecuacion lineal de orden 2
ax” +bx' +cx =0 cona,b,ceRya##0. (2.13)

Podemos transformar la ecuacion en un sistema de 2 ecuaciones de primer or-
den. Para ello introducimos el cambio de variable

/
T =Y,

y despejando z” en (2.13) obtenemos que

c b
' =——z— -1
a a
Entonces, recordando que 2/ = y y por tanto, z” = 3/, obtenemos el sistema
autéonomo:
/
r =Y,
, c b
y'=——x— -y,
a a

resultando en un sistema auténomo homogéneo, con determinante distinto de
0 siempre que ¢ # 0.
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Capitulo 3
Cadigo

En este capitulo, se detallara el codigo creado para el desarrollo del Back de la
aplicacion, en concreto de los contenidos desarrollados en el capitulo anterior.
Los ejercicios que se resuelven en dicha aplicacion estan estructurados en tres
categorias principales y se han implementado los algoritmos de resolucion en
base a la informacioén obtenida en la Seccién 2 de Marco Tedrico. Los codigos
estan escritos en Python y se han utilizado algunas librerias externas, de las
que hablaremos mas tarde.

Los ejercicios que se resuelven actualmente en la aplicacion son los siguientes:

1. Resolucion de sistemas de dos ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden (cuya matriz de coeficientes tiene determinante no nulo) y ecuaciones
diferenciales de segundo orden.

= Obtener el Sistema Fundamental de Soluciones.
= Encontrar la solucion explicita del sistema.

» Transformar una ecuacion de segundo orden a un sistema de dos
ecuaciones diferenciales de primer orden.

2. Clasificacion y visualizacion de la estabilidad de los correspondientes sis-
temas diferenciales.

= En funcioén de los autovalores.
= En funcion de la traza y el determinante.
= Representacion del diagrama de fases.

3. Determinacion de si dos sistemas son conjugados topologicamente.

3.1. Estructura cédigo

El codigo se ubica en el repositorio de GitHub denominado Proyecto-Calculadora—-
Backend. Este es el servidor de backend del Proyecto-Calculadora, que integra
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3.1. Estructura cédigo

las librerias creadas como parte de los TFGs de varios alumnos, incluido el mio,
en la rama LJ-main.

A continuacion se muestra el arbol de ficheros.

& modules
ecsdif_api.py
& ccsdif
README .md
& src
& auxiliar
L,externalFunctions.py
classifyautoval.py
classifytracedet.py
& comprobaciones
comprobaciones.py
conjugadas.py
diagramaphases.py
& cxc
L,Exceptions.py
explicitSFS.py
& resp
definirPasos.py
& obj
Paso.py
Pasos.py
secondorder.py
sfs.py

En la carpeta principal se encuentra el archivo ecsdif_api.py, que actia como
conector entre la interfaz de usuario y el motor que realiza los calculos. En el
directorio & ecsdif se encuentran los archivos restantes, que contienen las
funciones necesarias para realizar los ejercicios de la asignatura. En particular,
esta carpeta esta dividida en cuatro subcarpetas.

En la subcarpeta & comprobaciones se encuentran las funciones auxiliares
que verifican que los parametros proporcionados al sistema sean validos y no
den lugar a resultados inesperados. Por ejemplo, se comprueba que el determi-
nante no sea nulo y que los parametros que se pasan como cadenas de texto
puedan ser transformados en numeros. De esta manera, se evitan errores y se
evita la duplicidad de codigo.

En el directorio @ resp se ubican las clases que generan los pasos para resolver
los ejercicios en un formato especifico. En particular, se encuentran las clases
Paso.py Yy Pasos.py. Estas clases facilitan la comprension de la resolucion de
los problemas y ayudan a visualizar los pasos realizados.

En & exc se situan las clases que gestionan los distintos tipos de excepciones
que pueden surgir durante la ejecucion del codigo. Estas excepciones estan di-
senadas para ser descriptivas y ayudar al usuario a entender el problema que
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se ha producido. Algunas de estas excepciones son ExceptionNotANumber O
ExceptionDetZero, que indican que los datos introducidos no son numeros, o
que el determinante de la matriz asociada al sistema que se quiere resolver es
nula.

Finalmente, en la subcarpeta & auxiliar se localizan las funciones que utilizan
librerias externas. Estas funciones son necesarias para realizar calculos mas
complejos y para hacer posible la representacion grafica de los diagramas de
fases.

Ademas de los archivos mencionados anteriormente, en la carpeta & ecsdif
se almacenan los ficheros que permiten resolver los diferentes tipos de ejerci-
cios relacionados con la asignatura de Ecuaciones Diferenciales. Entre ellos, se
encuentran los archivos para resolver ecuaciones explicitas, transformar ecua-
ciones de segundo orden a sistemas o representar diagramas de fases.

3.2. Conexion Front-End y Back-End

El archivo principal del proyecto es ecsdif_api.py y su funcién principal es
establecer un vinculo entre el Front-End y el Back-End. Este fichero se encuentra
en la carpeta & modules, junto con la carpeta que contiene el resto de los
documentos: & ecsdif.

Para la conexion entre el Front-End y el Back-End se utiliza la libreria f1ask de
Python. Mas especificamente, se usan los objetos Blueprint y Response.

Blueprint permite organizar las vistas de una aplicacion web en modulos reuti-
lizables, por lo que es posible crear uno para cada modulo de la aplicacion (cada
asignatura) y luego agregarlo a la aplicacién principal. Mas informacion sobre el
funcionamiento de flask y Blueprint se puede encontrar en [9, 10].

from flask import Blueprint
bp = Blueprint ("ecsdif", _ name_ , url_prefix="/ecsdif")

@bp.route ("/info/sistemas", methods=['GET'])
def ecsdif _info_sistemas() :
return
"titulo": "Resolucidén de sistemas",
"descripcion": "Obtener el Sistema Fundamental de Soluciones y las\
soluciones explicitas de sistemas.",

"algoritmo": "Se obtiene el SFS mediante el estudio de los
— autovalores\

y se recurre a estas para encuentran las soluciones explicitas."

Codigo fuente 1: Llamada a la pagina de informacion del contenido Resolver

El Cédigo Fuente 1 muestra como se ha creado un Blueprint con el prefijo
/ecsdif para redirigir cualquier ruta que comience con ese prefijo a llamadas
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3.2. Conexion Front-End y Back-End

del archivo ecsdif_api.py.

Es importante destacar que ademas del prefijo de la ruta, también se especifica
el resto de la ruta encima de cada funcion. En este caso, la pagina de presenta-
cion de la asignatura de Ecuaciones Diferenciales se puede acceder mediante la
ruta /ecsdif/info.

Otro aspecto interesante es que todas las funciones definidas en el archivo
ecsdif_api.py comienzan con el prefijo ecsdif. Esto se hace para evitar po-
sibles conflictos si dos funciones de distintas asignaturas tuvieran el mismo
nombre. Al afiadir un prefijo a cada funcion, se asegura que el nombre completo
sea unico.

Por udltimo, para las funciones que requieren parametros, se utilizan cadenas
de texto para pasar los valores a través de la URL. Por ejemplo, la funcion
ecsdif_get_sfs requiere cuatro parametros a,b,cy d, que corresponden a los
coeficientes de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas. Estos
parametros se pasan como parte de la URL en el siguiente formato:

<param-l>&<param-2>&...&<param-n>.

@bp.route ("/sist/sfs/<a>&<b>&<c>&<d>", methods=['GET'])
def ecsdif_get_sfs(a: str, b: str, c: str, d: str):

# resto de cdédigo

Codigo fuente 2: Cabecera de una llamada que recibe parametros

Los parametros se reciben sin los simbolos de menor y mayor. Por ejemplo, una
posible peticion a esta llamada, seria la siguiente: /sist/sfs/1&3&2&2.

En el desarrollo de la aplicacion mencionada, es importante destacar que se
lleva a cabo un proceso de conversion de parametros, ya que estos se envian
como cadenas de texto y es necesario transformarlos a numeros para poder
realizar los calculos pertinentes. Para ello, se utiliza la funcion string2float,
implementada en el archivo comprobaciones.py, que se encarga de transformar
una cadena de texto en un numero, ya sea fraccion o real, siempre y cuando sea
posible. En caso contrario, se lanzaria una excepcion.

Cabe mencionar que, para introducir fracciones en los parametros, se utiliza el
signo de dos puntos : en lugar de la barra inclinada /, ya que esta ultima se
interpreta como una subruta y puede generar confusiones.

Por otro lado, al recibir una solicitud del cliente, se utiliza la clase Response
para enviar una respuesta. En caso de que se produzca un error, se devuelve
un codigo de estado 400 si el error se debe a una accion del cliente, como por
ejemplo introducir letras en lugar de nimeros, y un cédigo de estado 500 si el
error se debe a un fallo en el servidor.

En cambio, si todo ha ido correctamente, se devuelve un JSON que sera inter-
pretado por el front-end para ser mostrado al usuario de manera clara y visual.
Este JSON consta de un diccionario con una unica clave ‘pasos’, que contiene
una lista de diccionarios. Cada uno de estos diccionarios incluye las claves ‘pa-
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so’, ‘pasoLatex’ y ‘explicacion’, que representan el calculo en formato Python, el
mismo calculo en formato KIgX y una explicacion del proceso, respectivamente.

Es importante destacar que, para convertir las operaciones en formato Python a
KX, se han utilizado las librerias latexifier y pytexit, que permiten trans-
formar los calculos a un formato que KIgX pueda entender. Sin embargo, estas
librerias presentan algunas limitaciones, como por ejemplo la imposibilidad de
transformar matrices. Por lo tanto, se ha tenido que desarrollar varios métodos
propios para escribir matrices, vectores y otras operaciones mas complejas.

A continuacion, se ensena el codigo fuente de uno de los métodos, concretamen-
te el de pasar una matriz a BIgX. Observamos que seguimos apoyandonos en
la libreria latexifier, puesto que la transformacion de cada elemento se hace
con ella.

def matrix2latex (matrix) —> str:
res = "\\begin{pmatrix}\n"
for row in matrix:

for elem in row:

res += latexify(elem) + ' & '
res = res[:-3] + "\\\\\n'
return res[:-3] + "\n\\end{pmatrix}"

Codigo fuente 3: Funcion auxiliar que transforma una matriz de Python a
formato BIEX

3.3. Pseudocodigo y algoritmos

En esta seccion explicaremos el pseudocodigo de los procedimientos utilizados
para obtener las soluciones de cada ejercicio. Para ello, se ha basado en la in-
formacion recopilada en el Marco Tedrico - Solucion Explicita 2.1 y se apoya en
informacion expuesta en [11, 12, 13, 14, 15, 16]. Asimismo, mostraremos algu-
nos de los fragmentos mas relevantes del codigo fuente. Se deja en el Anexo C
una seleccion mas extensa de los codigos desarrollados.

3.3.1. Sistema Fundamental de Soluciones

El Sistema Fundamental de Soluciones (SFS) es un conjunto de soluciones li-
nealmente independientes de una ecuacion o sistema diferencial. Estas solu-
ciones forman la base del espacio de soluciones, lo que significa que cualquier
solucion de la ecuacion puede ser escrita como una combinacion lineal de los
elementos del Sistema Fundamental de Soluciones.

Para ver como es el SFS, primero tenemos que encontrar las soluciones del
sistema. En la Seccion 2.1, vimos como se calculan las soluciones explicitas en
funcion de los autovalores y autovectores asociados. Estas soluciones eran unas
constantes por expresiones. Entonces, es facil darse cuenta de que el SFS esta
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formado por cada una de las expresiones que acompanan a las constantes ¢y, co
o c. Se recogen estos resultados en la Tabla 3.1.

Tipo autovalor Solucion SFS
AL, ERY A # X X(t) = creMtv; + cae 2o, (M, Mty )
ALA €R, A =Xy Y At
matriz diagonalizable X(t) = ce {e™)
AL A2 €R, A= Aoy X (t) = eM(civy + ca(vit + v2)) {eMuy, eM(v1t +v2)}

matriz no diagonalizable

)\1,)\2 eC

X (t) = crePt(cos(qt)u — sen(gt)w) | {ePt(cos(qt)u — sen(qt)w),
+coePt(sen(qt)u + cos(qt)w) el (sen(qt)u + cos(qt)w)}

Tabla 3.1: Sistema Fundamental de Soluciones en funcion de los autovalores

Asi, los pasos del algoritmo para obtener el Sistema Fundamental de Soluciones
dado un sistema queda como en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Sistema Fundamental de Soluciones

Entrada: «,b, ¢, d <+ coeficientes matriz
aVal + lista de autovalores
aValy + primer autovalor
t < simbolo Sympy
if aVal, es real then {Si el primer autovalor es real, el segundo también}
if m.a(aValy) =1 then {m.a = multiplicidad algebraica, autovalores reales y
simples}
aValy + segundo autovalor
aVect, <+ primer autovector
aVecty < segundo autovector
sfs < exp(aValy xt) xaVect,, exp(aValy xt) * aVects

else {autovalor real doble}
if m.a(aVali) = m.g(aVal;) then {m.g = multiplicidad geométrica}
sfs <+ exp(aValy *t) x aVect;
else {Matriz no diagonalizable}
sfs < exp(aValy xt) xaVect), exp(aValy xt) * aVect; * (1 +1t)
end if
end if
else {Autovalores complejos}

p < Re(aValy)

1 < Im(aValy)

aVect < autovector asociado a aVal

u + Re(aVect)

w < Im(aVect)

sfs < exp(pt) * cos(qt)u — sin(qt)w, exp(pt)sin(qt)u + cos(qt)w

end if
Salida: sfs
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3.3.2. Soluciones Explicitas

Para obtener las soluciones explicitas de un sistema podemos reutilizar los
calculos para hallar el Sistema Fundamental de Soluciones. De esta manera,
el procedimiento se reduce a obtener el SFS y multiplicar cada elemento por
constantes. Entonces, el pseudocodigo para obtener las soluciones explicitas es
el que se muestra a continuacion.

Algoritmo 2 Soluciones explicitas

Entrada: «,b,c,d < coeficientes matriz

sistfs < sfs(a,b,c,d)

sols < (c1,co)t x sistfs {(c1,c2)! es la traspuesta de (ci, c2)}
Salida: sols

3.3.3. Ecuacion de segundo orden a sistema

Dada una ecuacion de segundo grado homogénea, la transformaremos en un
sistema mediante los pasos indicados en la Seccion 2.5 y posteriormente, la
resolveremos recurriendo a la llamada de obtener la solucion explicita.

Algoritmo 3 Ecuaciones de segundo grado

Entrada: q,b,c < coeficientes de az” + bz’ + cx =0
coefi + 0
coefo 1
coefs < —c/a
coefy + —b/a
sol <+ sol-explicita(coe f1, coe fa, coe f3, coe fy)
Salida: sol

3.3.4. Clasificacion puntos de equilibrio mediante los autovalores

Algoritmo 4 Clasificacion puntos de equilibrio mediante los autovalores

Entrada: «,b,c,d < coeficientes matriz
aValy < primer autovalor
if aVal; es real then {Si el primer autovalor es real, el segundo también}
if m.a(aVal;) =1 then {m.a = multiplicidad algebraica, autovalores reales y
simples}
aValy < segundo autovalor
aVecty,aVects < primer y segundo autovector
if aValy <0< aValy 0 aVal; > 0 > aVals then
tipo < punto de silla
else if aVall,aVal2 < 0 then
tipo < punto estable
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else
tipo < punto inestable
end if
else
if m.a(aValy) = m.g(aVal;) then
tipo < punto estelar
else
if aValy > 0 then
tipo <— nodo impropio inestable
else
tipo <— nodo impropio estable
end if
end if
end if
else
if Re(aVal;) < 0 then
tipo < foco estable
else if Re(aVal;) > 0 then
tipo < foco inestable
else
tipo < centro estable
end if
end if
Salida: tipo

{autovalor real doble}
{matriz diagonalizable}

{Autovalores complejos}

Cabe destacar que, aunque por los pseudocodigos parezca que el algoritmo es
una unica funcion, esta esta dividida y organizada en funciones mas atémicas.
Ademas, en cada paso se anade una explicacion utilizando Paso.py 0 Pasos.py,
como se ha explicado anteriormente en la Seccion 3.2. A continuacion, mostra-
mos un fragmento del codigo de clasificar_punto_autoval, omitiendo las

comprobaciones y verificaciones iniciales.

def clasificar_punto_autoval(a, b, c, d):

# ... Comprobaciones

aVal = autovalores (A)

aVect = autovectores (A)

avVall = next (iter (aval)) # primer autovalor
keys = list (avVal.keys())

if esReal (avall) : # real

pasos.append (getPaso (keys,

"Hallamos los autovalores asociados al

< sistema"))
if avall[aVall] == 1:

pasos.append(c_p_a_real_distinto (aVect))

# autovalor simple

else: # autovalor doble
if matrizDiagonalizable (A7) :

pasos.append(c_p_a_doble_diag(avVall))
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else: # autovalor doble, no diagonalizable
pasos.append(c_p_a_doble_no_diag(avVall))
else: # complejo

pasos = pasos + c_p_a_complejo (aVect)

return Pasos (pasos) .todson ()

Codigo fuente 4: Funcion que clasifica el origen dependiendo de los autovalores

Asimismo, se muestra como seria una de las funciones auxiliares que se llaman
desde este método. En concreto, se presenta la funcion c_p_a_complejo.

def c_p_a_complejo(aVect) -> list[Paso]:
aVal = aVect[0] [0]
alpha = re(aval)

signo = "menor que" if alpha < 0 else ("mayor que" if alpha > 0 else
— "igual a")
tipo = "foco estable" if alpha < 0 else ("foco inestable" if alpha > 0

< else "centro estable")
pasos = [getPaso(avVal, "Como los autovalores son complejos nos fijamos en
— la parte real"),

getPaso (alpha, "Como la parte real es {} cero, el punto (0,0) es

— un {}".format (signo, tipo))]

return pasos

Codigo fuente 5: Método auxiliar para determinar la estabilidad del punto origen
cuando el autovalor es complejo

3.3.5. Clasificacion puntos de equilibrio mediante la traza y el de-
terminante

Veremos que este pseudocodigo tiene una estructura muy similar a la clasifica-
cion anterior. Esto era de esperar, ya que esta clasificacion se puede considerar
como una variante de la clasificacion anterior, en el que no tenemos que hallar
los autovalores y autovectores, que aumentan la complejidad del algoritmo. En
este caso, utilizaremos solo la traza, el determinante y los valores de los para-
metros b, c para determinar el tipo de estabilidad de los puntos de equilibrio.

Algoritmo 5 Clasificacion del origen mediante la traza y el determinante

Entrada: «,b,c,d < coeficientes matriz
T,D,disc < a+ d,ad — be, T?> — 4D
if disc < 0 then {complejos}
if T < 0 then
tipo + foco estable
else if 7' > 0 then
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tipo + foco inestable
else
tipo < centro estable
end if
else if disc > 0 then
if D < 0 then
tipo <— punto de silla
else
if 7 > 0 then
tipo < punto inestable
else
tipo < punto estable
end if
end if
else
if b =c=0then
tipo < punto estelar
else if 7" > (0 then
tipo < nodo impropio inestable
else
tipo < nodo impropio estable
end if
end if

Salida: tipo

{reales y distintos}

{reales e iguales}
{diagonalizable}

3.

3.6. Representar diagramas de fases

Para representar diagramas de fases recurrimos a la libreria Plotly pertene-
ciente a Matplotlib. Ademas, permitimos que el usuario elija los limites de los
ejes, asi como la precision de la representacion.

import plotly.figure_ factory

as ff

# otras importaciones
def diagramaFase(a, b, c, d, delta, xlimInf,
comprobarCoeficientes(a, b, c, d)

xrange = arange (xlimInf, xlimSup + delta,

yrange = arange (ylimInf,
X, Y =

U, Vv =

ylimSup + delta,
meshgrid (xrange,
a~ X + b xY,

yrange)

c x» X +d Y
fig = ff.create_quiver (X, Y, U, V,
return getResponseGraph (fig)

x1limSup,

line=dict (width=0.75,

ylimInf, ylimSup, col):

delta)
delta)

color="#"+col))

Codigo fuente 6: Codigo fuente para la representacion diagrama de fases
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3.3.7. Conjugaciones topolégicas

Algoritmo 6 Determinacion de si dos sistemas son conjugados topologicos

Entrada: «,b1,c1,d; + coeficientes matriz 1
Entrada: -, bo, c2, dy < coeficientes matriz 2
not Hyperbolicy, not Hyperbolicy + determinar
if alguno de los sistemas no es hiperboélico then
conjugados < False
else
negativosi, negativosy <— Numero de autovalores negativos del sistema 1y 2
if negativos, # negativos, then
conjugados < False
else
conjugados <+ True
end if
end if
Salida: conjugados

3.4. Librerias externas

Ademas de las bibliotecas mencionadas anteriormente, flask, pytexity latexifier
para la conexion y matplotlib para la representacion, se han utilizado dos bi-
bliotecas numeéricas adicionales: sympy y numpy. El objetivo final del proyecto es
crear paquetes retroalimentativos que no dependan de bibliotecas matematicas
externas. La creacion de paquetes matematicos internos no solo reducira la de-
pendencia de bibliotecas externas, sino que también aumenta la seguridad de

la herramienta, minimizando el riesgo de posibles vulnerabilidades de seguridad

en estas bibliotecas y mejorando su robustez y fiabilidad.

No obstante, dado que este es el primer anio de desarrollo de la herramienta, no
es factible tener las librerias numéricas internas ya implementadas. Por lo tan-
to, se ha creado un archivo denominado externalFunctions.py en la carpeta
& auxiliar, que contiene todas las funciones de sympy y numpy que se utilizan
en el codigo. Esto significa que en el futuro, cuando se implementen estas fun-
ciones, tales como la definicion de coseno o el calculo de autovalores, solo sera
necesario modificar este archivo.
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Capitulo 4

Resultados y conclusiones

4.1. Resultados

En esta seccion se mostraran algunas capturas de pantalla del resultado de
la aplicacion en accion, asi como demostraciones de algunos de los calculos y
capturas de error que la herramienta es capaz de realizar.

4.1.1. Listado de ejercicios

El contenido de “Sistemas de Ecuaciones Diferenciales” se encuentra implemen-
tado en su totalidad y ofrece una variedad de ejercicios. En particular, se pueden
encontrar ejercicios que requieren la resolucion de sistemas lineales como los
mencionados a lo largo del trabajo, incluyendo la busqueda de soluciones expli-
citas y del Sistema Fundamental de Soluciones. También se incluyen ejercicios
para determinar la estabilidad de un sistema mediante diferentes métodos, como
el uso de autovalores y autovectores, y la visualizacion grafica de los diagramas
de fases. Ademas, se resuelven ecuaciones de segundo grado y se determinan
las conjugaciones topologicas de sistemas.

Ecuaciones Diferenciales

X x Ry X
/ T
' =ax + by b+ on —
{ , az’ +br' +cx =0 hxll "
=cx+d
+ay X Y xRy —5 Y
Resolucién de
. y o . ”
Resolucnén de ecuaciones de 2 Estabilidad Conjugacién
sistemas grado topolégica
. Clasificacién  de los
SISTEMAS DE ECUACIONES Obtener el  Sistema Transformar una puntos de equilbrio y Determina si  dos
DIFERENCIALES Fundamental de ecuacién de  segundo visualizacién del sistemas son conjugados
Soluciones  y las grado a sistema y diagrama de fases. topolégicamente.
soluciones explicitas de resolver.
sistemas. m m Abrir

Figura 4.1: Contenido “Sistemas de Ecuaciones Diferenciales”

Cabe mencionar que en la seccion de “Ecuaciones Diferenciales de Orden Su-
perior” también se encuentra el ejercicio de “Resolucion de ecuaciones de 2°
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grado”, que es el mismo ejercicio que aparece en la seccion de sistemas, pero
esta categorizado en ambas secciones para facilitar su busqueda.

4.1.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales

En esta seccion se presenta el proceso de resolucion de un sistema de ecuacio-
nes diferenciales utilizando la herramienta. En este caso, se ha seleccionado el
siguiente sistema para ilustrar los calculos de este ejercicio:

' = 2x,
Yy = 3x + 2y.

Para resolver este sistema, se introducen los coeficientes en la herramienta y
se selecciona la opcion de resolver. A continuacion, se muestran las capturas de
pantalla del proceso completo. En la Figura 4.2 vemos la descripcion del ejercicio
y como se introducen los coeficientes del sistema.

Resolucion de sistemas de ecuaciones diferenciales

Dado un sistema X' = AX

z! = az + by,

y' =cz +dy,
cona,b,c,d € R,y

a b

o

se indica el Sistema Fundamental de Soluciones (SFS) y la solucion explicita general.

Algoritmo utilizado v

Introduzca los coeficientes del sistema.

Obtener SFS Obtener soluciones explicitas

Figura 4.2: Enunciado 2/ = 2z,y' = 3x + 2y

En la Figura 4.3 se muestra la solucion explicita del sistema diferencial. Esta
se expresa tanto en formato Python como en estilo KIgX y se permite copiar el
resultado haciendo click en los iconos de portapapeles ubicados a la derecha.
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Solucién

Descripcién:
La solucién explicita es la combinacion lineal de los elementos en el Sistema Fundamental de Soluciones

Forma lineal:

X(t) = ¢l * Matrix([[@], [3.0xexp(2.@xt)]]) + c2 % Matrix([[1.00000000000000], -
[3.0xtkexp(2.0xt)]]) =

En formato LaTeX:

0 1 -
X(t)=a (362,%) +e2 (3te2-0‘) O

Figura 4.3: Solucion =’ = 2z,y' = 3z + 2y

Pulsando en la opcion de “Mostrar Pasos”, se despliega una lista de los procedi-
mientos llevados a cabo para obtener la solucion explicita del sistema.

Pasos

Paso 1: La matriz de coeficientes asociado al sistema es
(20
(3 3)

Paso 2: Hallamos los autovalores asociados al sistema para obtener el Sistema Fundamental de Soluciones

A =2 (doble)

Paso 3: Como el autovalor es doble y la matriz no es diagonalizable, el Sistema Fundamental de Soluciones es:

(o) ()]

Paso 4: La solucion explicita es la combinacion lineal de los elementos en el Sistema Fundamental de

Soluciones
0 1
X(t)=a (362.0:) te <3te2'°‘)

Figura 4.4: Pasos 2/ = 2x,y = 3z + 2y

Ademas, cabe destacar que hay controles de error en todos los ejercicios. Mos-
traremos algunos de los que detecta este ejercicio como ejemplo. En la Figura
4.5, introducimos una matriz nula, por lo que el determinante es 0. Recordamos
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que solo tratamos con sistemas cuyo determinante es distinto del nulo (entre
otras condiciones), por lo que no es posible obtener la solucion del sistema.

Introduzca los coeficientes del sistema.

Obtener SFS Obtener soluciones explicitas

@ Error: el determinante de la matriz de coeficientes no puede ser nula.

Figura 4.5: Determinante nulo

En la siguiente Figura 4.6, nos encontramos ante el caso en el que un usuario
introduce incorrectamente algun coeficiente. En este caso se ha introducido un
caracter en lugar de un numero.

Introduzca los coeficientes del sistema.

Obtener SFS Obtener soluciones explicitas

@ Error: por favor, introduzca niimeros reales

Figura 4.6: Coeficiente no valido

4.1.3. Estabilidad

En esta seccion se estudia la estabilidad del punto origen para cualquier sistema
homogéneo de dos ecuaciones de primer orden y con determinante distinto de
cero. La aplicacion permite visualizar el diagrama de fases y clasificarlo mediante
dos métodos: estudiando los autovalores o fijandose en los valores de la traza y
el determinante.

A continuacion, se muestra unas imagenes del sistema que se va a resolver,

' =z + 3y,

/
y=r—-Yy,
y mostraremos el diagrama de fases. Para la representacion se pueden elegir
los limites inferiores y superiores de los ejes, asi como la precision y el color

de la grafica. Se han escogido los valores por defecto: limites inferiores en -2,
superiores en 2, color dodgeblue (#005A9C) y precision 0.25.
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Estudio estabilidad

Dado un sistema

2’ = az + by,

y =cz +dy,
cona,b,c,d € R,y

a b

se estudia la estabilidad del tnico punto de equilibrio (0, 0).
Ademés, se puede visualizar el diagrama de fases y personalizar los limites de los ejes, el color y la precision de la
representacion.

Algoritmo utilizado v

SO EnoDonan

Elija el tipo de ejercicio que quiera resolver:

Estabilidad Diagrama de fases

Introduzca los coeficientes del sistema.

Y= 1 T+ A y

Introduzca los intervalos de representacion, la precision y el color:

Valor minimo del eje X: -2 Valor méximo del eje X: 2

Valor minimo del eje Y: -2 Valor méximo del eje Y: 2

Precision de la representacién: ~ 0.25 Color del dibujo: -

Figura 4.7: Introduccion coeficientes

Solucidén
La representacion gréfica de la funcién es la siguiente:

W
\\\ \\\W
\\\\\

\\\\\

\\\) 227
\\\ﬂgﬂ/r/’//’
IS S o
////"“‘,,,7////
° /////:::_\\\rr///‘/
s SEZZIIIIINNNIY
“ \\\\'\\ \\
1 &\\‘\\
\\\\\

-15 éé(.is(t"‘%“\\\\

—2

Figura 4.8: Diagrama de fases
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Observando las flechas, observamos que tienden al infinito en una direcciéon y
en otra hacia el centro. Entonces podemos concluir con que es el punto (0,0) es
un punto de silla.

Aun asi, se puede conseguir explicitamente el tipo de estabilidad del origen,
bien mediante la clasificaciéon de autovalores o la de traza y determinante. En
las siguientes figuras mostramos los resultados.

Pasos

Paso 1: Esta es la matriz de coeficientes asociado al sistema
1 3
= 2)

Paso 2: Como el determinante es —4 # 0, el Ginico punto de equilibrio es el origen (0, 0)

det(A) = —4

Paso 3: Hallamos los autovalores asociados al sistema

Paso 4: Como los dos autovalores son reales y de diferente signo, el punto (0, 0) es un punto de silla.

Figura 4.9: Clasificacion por autovalor

Pasos
Paso 1: Recordemos que siendo T’ la traza y D el determinante, los autovalores se pueden expresar como:

_T+yT?—4D

A 2

Paso 2: Los valores de la traza y el determinante son:

T=0, D=-4

Paso 3: El discriminante es A = 16 > 0. Por lo que los autovalores son reales y diferentes

A=T?*-4D=16

Paso 4: Como el determinante D = —4 es menor que 0, los autovalores son de signo contrario, el punto (0, 0) es
un punto de silla.

Figura 4.10: Clasificacion por traza y determinante

4.1.4. Conjugacion topologica

Finalmente, el ultimo tipo de ejercicios que resuelve la aplicacion sobre la asig-
natura de Ecuaciones Diferenciales es determinar si dos sistemas son conjuga-
dos topologicamente.
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Mostraremos un ejemplo utilizando los sistemas

==z r=—z

y =2y Y =y

que facilmente se ve que no son conjugados topolégicamente, ya que los auto-
valores son los dos positivos para el primer sistema, y ambos negativos para el

segundo.

Conjugacion topoldgica

Dados dos sistemas

z' = a1z + by, z' = axz + bay,
Y =az+dy, v Y = coz + doy,

con todos los coeficientes nimeros reales y los determinantes distintos del O, se determina si los sistemas son

conjugados topoldgicos.

Algoritmo utilizado

Introduzca los coeficientes de los sistemas.

Obtener conjugacion

Figura 4.11: Enunciado

Pasos

Paso 1: Dos sistemas son conjugados topoldgicamente si las matrices son hiperbdlicas y tiene mismo niimero de
autovalores negativos. Las matrices asociadas a los sistemas son:

10 -1 0
we(on) 2e(0 )

Paso 2: Obtenemos los autovalores de ambas matrices:

Autovalores de la primera matriz: Al =1, A\ =2
Autovalores de la segunda matriz : A2 = —1, A2 =—1

Paso 3: Las dos matrices tienen diferente nimero de autovalores negativos. Mientras que el primer sistema tiene 0
autovalores negativos, el segundo tiene 2, luego los dos sistemas no son conjugados topoldgicos.

Figura 4.12: Solucion
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4.1. Resultados

4.1.5. Ecuaciones de segundo orden

En este apartado se muestra el funcionamiento de la herramienta con ecuacio-
nes diferenciales de segundo orden. En particular, se muestra como resolver la
ecuacion 22" + 2’ — x = 0.

Asimismo, se presentan capturas de pantalla que muestran todo el proceso de
resolucion, incluyendo la introduccion de la ecuacion de segundo orden en la
herramienta y la seleccion de la opcion "Mostrar Pasos", la cual permite ver una
lista detallada de los procedimientos utilizados para resolver la ecuacion.

Resolucion de ecuaciones diferenciales de 2° grado

Dada una ecuacion
az” + bz’ +cz =0 cona,bccR,

se transforma la ecuacién en un sistema de 2 ecuaciones de primer orden X' = AX.
Ademas, se permite resolver la ecuacion si la matriz de coeficientes del sistema resultante tiene
determinante distinto de 0.

Algoritmo utilizado Y%

Introduzca los coeficientes de la ecuacion de segundo grado.

2 24+ 1 '+ | z=0

Resolver Transformar a sistema

Solucién

Descripcion:
Sabiendo que y = 0.447214¢1€"% + 0.745356c2e % y deshaciendo el cambio de variable &’ =y,

Forma lineal:

x=0.894427190999916%C 1xexp(0.5%t) - @.74535599249993C2xexp(-1. Bxt) e
En formato LaTeX:

z = 0.894427c1¢-5 — 0.745356c0¢ 10t .

Figura 4.13: Solucién de 22" + 2’ —x =0

Los pasos detallados de la resolucion de la ecuacion de segundo grado se mues-
tran en la Figura 4.14.
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Pasos

Paso 1: Introducimos el cambio de variable

Paso 2: Entonces, 2" = ¥/, y despejando z"”

Paso 3: El sistema equivalente a la ecuacién de segundo grado es
z = Yy
V=5-%

Paso 4: La matriz de coeficientes asociado al sistema es

0 1
A=(1 —1)
3 T

Paso 5: Hallamos los autovalores asociados al sistema para obtener el Sistema Fundamental de
Soluciones

Paso 6: Como los autovalores son reales y distintos, el Sistema Fundamental de Soluciones es:

0.894427¢%-54\  (—0.745356¢~ -0
0.447214¢%% | 1 | 074535610

Paso 7: La solucién explicita es la combinacién lineal de los elementos en el Sistema Fundamental de
Soluciones

0.894427¢0-5 —0.745356¢ -0t
X0 = et { g.44721405t | T2 | . 745356¢ 10t

Paso 8: Sabiendo que ¢ = 0.447214¢1e%% + 0.745356¢2e =% y deshaciendo el cambio de variable
=y,

= 0.894427c16%% — 0.745356c0e 10
Figura 4.14: Pasos resolucién 22" + 2/ — 2 =0

4.2. Propuestas de uso y extension

La aplicacion software que hemos desarrollado esta dirigida a los estudiantes de
la ETSIINF que deseen estudiar o repasar conceptos de matematicas impartidos
en las clases. Esta herramienta les permitira verificar la solucién correcta de un
ejercicio y visualizar como se resuelve un tipo de pregunta especifica.

Ademas, nuestra aplicacion puede ser utilizada como una herramienta com-
plementaria en el aula. Por ejemplo, en la asignatura opcional de cuarto curso
“Ecuaciones en Derivadas Parciales y Simulacion Numeérica”, a menudo se re-
quiere resolver sistemas de ecuaciones diferenciales que verifican las condicio-
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4.2. Propuestas de uso y extension

nes de los tratados en este trabajo. Nuestra herramienta habria sido de gran
ayuda al permitir a los estudiantes obtener rapidamente las soluciones a estos
sistemas, ahorrando tiempo valioso en el aula y aumentando la eficiencia del
aprendizaje.

En cuanto a las propuestas de extension, durante el desarrollo de este traba-
jo, me he dado cuenta de la necesidad de una libreria completa y exhaustiva
que permita la transformacion de féormulas de Python a KlEX. Aunque existen
paquetes como latexifier y pytexit que realizan esta tarea, tienen limita-
ciones importantes, como la incapacidad de procesar matrices con variables o
con constantes en formato KIjgX. Para superar esta limitacion, he creado varios
métodos que permiten realizar estas transformaciones. Para el futuro, se podria
plantear el desarrollo de un compilador general de férmulas en Python que con-
vierta automaticamente el cédigo en un formato compatible con EIEX, como una
extension de latexifier o pytexit.

Ademas, hay una oportunidad de ampliar el contenido actual de la aplicacion
mediante la inclusion de temas como la resolucion de ejercicios de primer orden,
ecuaciones lineales de ordenes superiores a 2 o algoritmos avanzados como el
Método de Variacion de Parametros o Ricatti. En definitiva, es importante cubrir
todos los contenidos de la asignatura para desarrollar enteramente el proyecto.

Otra propuesta es la de incorporar la capacidad de graficar érbitas superpuestas
a los diagramas de fases. Actualmente, las limitaciones de plotly y meshgrid
han impedido la inclusién de esta funcion en el presente Trabajo Fin de Grado,
pero se puede investigar otras opciones y métodos para resolver esta limitacion
en futuras actualizaciones.

En lo que respecta al disenio de la interfaz de la aplicacién, se sugiere que los
proximos estudiantes de Practicum reconsideren algunos aspectos. Por ejemplo,
resulta un tanto extrano que, al reducir el tamano de la ventana, los contenidos
se alineen a la derecha.

Ecuaciones Diferenciales

/
= " /
T a‘x—’_by ar” +bz' +cx=0
/
Yy =cx+dy
Resolucién de
i6 i ecuaciones de 2° grado -
Resolucién de sistemas g Estabilidad
SISTEMAS DE ECUACIONES Obtener el Sistema Transformar una ecuacion de Clasificacion de los puntos de
Fundamental de Soluciones y segundo grado a sistema y
DIFERENCIALES equilibrio y visualizacién del
las soluciones explicitas de resolver.
o diagrama de fases.
sistemas.
=
rir
X xRy —— X
hxI l Jh
Y xRy —5— Y
Conjugacion topoldgica
Determina si dos sistemas son
conjugados topoldgicamente.

Figura 4.15: Contenidos centrados a la derecha



Resultados y conclusiones

Por otra parte, se considera innecesario que se permita la introduccion de fun-
ciones cuando solo se esperan numeros reales. En consecuencia, se propone
eliminar esta opcion.

Resolucion de ecuaciones diferenciales de 2° grado

Dada una ecuacion
az”" +bz'+cx =0 cona,bc€eR,

se transforma la ecuacién en un sistema de 2 ecuaciones de primer orden X’ = AX.
Ademéds, se permite resolver la ecuacion si la matriz de coeficientes del sistema resultante tiene determinante distinto
deO.

Algoritmo utilizado v

Introduzca los coeficientes de la ecuacién de segundo grado.

0 '+ 0 '+ 0 z=0

Transformar a sistema

Figura 4.16: Contenidos centrados a la derecha

En conclusion, aunque he mantenido una comunicacion constante con los res-
ponsables de la visualizacion de la pagina durante la realizacion de mi Trabajo
Fin de Grado, no tuvieron tiempo para realizar mas cambios. Por esta razon, se
recomienda que los estudiantes futuros vuelvan a examinar estos aspectos.

Por ultimo, seria deseable unificar el formato de todos los cdédigos utilizados en
todas las asignaturas y en todos los repositorios del proyecto. Esto permitiria
una mejor vision del proyecto en conjunto. Para lograr esto, es necesario esta-
blecer pautas de formato comunes y seguir una misma estructura de codigo en
todas las asignaturas.

4.3. Conclusion

El desarrollo del backend que permite mostrar los pasos para la resolucion de
ejercicios sobre los contenidos teodricos tratados en este trabajo representa un
logro importante en la integracion de las Matematicas y la Informatica. Esta
herramienta ofrece una solucién practica y util para los estudiantes del Grado
en Matematicas e Informatica, ya que les permitira mejorar su comprension de
los conceptos y la metodologia para la resolucion de problemas de Ecuaciones
Diferenciales.

Ademas, este proyecto ha sido una oportunidad para unir los conocimientos de
Matematicas e Informatica en un proyecto interdisciplinar. Durante el desarrollo
del trabajo, he podido comprender mejor el funcionamiento de una pagina web
y la conexion entre el backend y el frontend, lo cual ha sido muy enriquecedor
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para mi formacion profesional y académica.

En cuanto a la coordinacion entre el desarrollo del frontend y el backend, ha sido
un desafio mantener una sincronizacion fluida debido a la ejecucion en paralelo
de ambos procesos. Frecuentemente, he tenido que realizar modificaciones en
los métodos ya completados debido a cambios de ultimo momento en ciertos
aspectos del proyecto.

Este trabajo servira como guia para futuros alumnos interesados en participar
en proyectos de este tipo, tanto en el marco de un Practicum como en un TFG.
También puede ser de gran utilidad para aquellos usuarios que tengan curio-
sidad y que deseen comprender el funcionamiento de la aplicacion y la base
teorica detras de ella.

Por ultimo, cabe destacar que este proyecto también queda como documentacion
del codigo utilizado en el backend de la aplicacion. Esto permitira que los desa-
rrolladores futuros puedan revisar el codigo y utilizarlo como base para nuevas
versiones de la aplicacion o para proyectos similares.
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Capitulo 5

Analisis de impacto

Los Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS) son unos objetivos de desarrollo
establecidos por las Naciones Unidas para abordar de manera integral los pro-
blemas de desarrollo en tres dimensiones: social, econémica y ambiental, desde
2015 hasta 2030, con ¢l objetivo de avanzar hacia un camino de desarrollo sos-
tenible (véase [17, 18]).

Para lograr el desarrollo sostenible, es necesario la coordinacion de tres aspec-
tos fundamentales: el crecimiento econémico, la inclusion social y la proteccion
del medio ambiente. Para ello, se han establecido exactamente 17 metas y 169
indicadores en areas como €l crecimiento economico.

En este capitulo se llevara a cabo un analisis del impacto potencial de los resul-
tados obtenidos durante la realizacion del Trabajo Fin de Grado.

La pandemia COVID-19 ha transformado significativamente el sector educativo
y se ha demostrado la importancia de la educacion en linea. Aunque la Organi-
zacion Mundial de la Salud ha decretado el fin de la emergencia internacional
por la pandemia, el impacto de la pandemia ha sido permanente.

En este contexto, el ODS 4: “Educacién de calidad”, ha
adquirido una importancia atiin mayor en la promocion
de oportunidades de aprendizaje para todos, garantizan-
do una educacion inclusiva y equitativa de calidad. En es-
te Trabajo Fin de Grado, se ha desarrollado un software
matematico que pretende facilitar el aprendizaje de la dis-
ciplina de Ecuaciones Diferenciales. La creacion de esta
herramienta innovadora y efectiva puede mejorar la cali-
dad de la educacion, ya que ofrece a los estudiantes una
alternativa para profundizar en los contenidos y mejorar

EDUCACION
DE CALIDAD

su comprension.

Ademas, el desarrollo de la herramienta de aprendizaje en linea también contri-
buye al logro del ODS 4, al promover la educacion en linea y garantizar oportu-
nidades de aprendizaje permanente para todos. La disponibilidad del software
en linea, en cualquier momento y desde cualquier lugar, hace que sea accesible
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para todos los estudiantes sin importar la ubicacion geografica o la situacion
personal.

Por otro lado, este trabajo también contribuye al logro del objetivo namero 8:
“Trabajo decente y crecimiento econémico”. La realizacion de este proyecto
de forma colaborativa con otros estudiantes nos ha permitido desarrollar nue-
vas habilidades ttiles para nuestra futura carrera laboral, como la gestion de
versiones o la programacion de la conexion del Backend y el Frontend. En es-
te sentido, hemos podido aplicar en practica los conocimientos adquiridos en
nuestra formaciéon académica en el ambito de las matematicas y la informatica.

Asimismo, el proyecto también al cumplimiento del ODS 9: “Industria, inno-
vacion e infraestructura”. La elaboracion del software matematico se enmarca
dentro de un contexto de innovacion tecnolégica, en el que hemos empleado las
ultimas tecnologias como Python o Angular. Ademas, este proyecto puede con-
siderarse una iniciativa de investigacion y desarrollo (I+D). Tal como lo senala la
ONU (véase [17]), las inversiones en proyectos en [+D estan creciendo, pero es
necesario acelerar su implementacion para impulsar el crecimiento econémico y
la innovacion a nivel mundial.

Finalmente, los tres objetivos mencionados anteriormen-
te también contribuyen en la obtencion del objetivo 17:
“Alianzas para lograr los objetivos”. Este ultimo ODS
tiene como objetivo fortalecer la Alianza Mundial para el
Desarrollo Sostenible, mediante el intercambio de conoci-
mientos, tecnologia, capacidad técnica y recursos finan-
cieros. En este caso, la busqueda de los objetivos ODS 4,
8 y 9 mediante en este trabajo en particular, demuestra
nuestro compromiso con la colaboracion y la cooperacion
en la consecucion de la Agenda 2030. A través de alian-
zas entre estudiantes y profesores, estamos trabajando juntos para impulsar el
desarrollo sostenible y alcanzar los objetivos establecidos.

1 ALIANZAS PARA
LOGRAR

LOS OBJETIVOS
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Anexo A

Demostraciones

En este primer anexo demostraremos los teoremas que se han dado por supues-
to, asi como alguna demostracion que era muy extensa.

Proposicién. La aplicacién matricial e* : R — M,,(K) que a cada t le hace corres-
ponder
At B oo Aktk

N k!
k=0

converge uniformemente.

Demostracion. Sea C' C R un intervalo compacto. Sea f; : C — M, (K) definida
por
Aktk
Jr(t) = I

Sea la norma euclidea ||-||, recordamos que es submultiplicativa, queriendo decir
que ||AB|| < ||A]||||B||- Entonces,

AFtk Al|FbF
ka(t)H:H TR ! l|<:' = M), paratodo k € Zy,teC,
donde b = maxcc |t|. Como la serie numérica 3.2°  M;, = ell4ll® — 1 < oo, por el
k sk
t
criterio mayorante de Weierstrass, se concluye con que I, + Y 1o S converge
uniformemente sobre C. ' O
Teorema (Teorema de Jacobi). Sea I un intervalo abierto. Si xz(t),...,z,(t) son
soluciones del sistema X' = AX. Entonces, se verifica
t
W(t) _ W(to)@fto Tr(A(s))ds
para cualquier ty € I y siendo W{zy,...,x,|(t) el wronskiano definido en la Defini-

cion 2.
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Demostracién. Demostraremos el teorema para n = 2, por lo que

En este caso, dadas dos soluciones del sistema X' = A(t)X
_ (=ult) _ (zu()

o= (200) vy o= (29).

se tiene que
zhy (1)) _ (a(t)zn(t) b(t)za () zho(t)\ _ (a(t)ria(t)  b(t)zaa(t)

o)~ ( ) v (6) = ( ) @

Entonces,
dW d

V=g

5[711(75) 3312(25)‘
o1 (t) xQQ(t)
d

= %(xll(t)xgz(t) — x12(t)x21(t)

= @y () 22(t) + 211 (1) 90 (1) — 20 (t) w21 (1) — 212(t) 2 (¢)
= (a(t) +d(t)) - (z11(t)z22(t) — z12(t) 721 (%))
= Tr(A(t)W (1),

donde hemos sustituido las ecuaciones de (A.1). Resolviendo entonces la ecua-
cion $W (t) = Tr(A(t))W (t), obtenemos que
W(t) _ Ceftto Tr(A(s))ds'
t
Como W (t) = C., se concluye que W (t) = W (to)elo TAE:, O

Proposicién. Los autovectores asociados a autovalores distintos son linealmente
independientes.

Demostracion. Supongamos que tenemos dos autovalores distintos A\; # \y. por
definiciéon de autovalor, se cumple que

Avl = )\1}1 Yy que Avg = )\’UQ.

Entonces, para ver que son linealmente independientes busquemos una com-
binacion lineal de los vectores que dé como resultado el vector nulo. Sean los
coeficientes c¢1, ¢y € R,

c1v1 + covg = 0. (A.2)

Multiplicando por A en ambos miembros,

0= A(clvl + CQ’UQ)
= c1Avy + caAvg
= 1 A1V1 + CcaA9U9. (A.3)
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Demostraciones

Por otro lado, multiplicando la ecuacion (A.2) por Ay,
Cl>\1U1 + 02)\11)2. (A4)
Restando las ecuaciones (A.2) y (A.4), llegamos a que
CQ)\QUQ - 02)\11)2 = CQ’UQ(/\Q — )\1) =0.
Como hemos establecido que \; # Ao, entonces la diferencia no puede ser nula.
Asi, co = 0y entonces, c¢; = 0.
Luego como ¢; = ¢o = 0, queda demostrado que los autovectores {v;,v2} son

linealmente independientes. O

Proposicion. Una matriz A de dimension 2 con autovalor doble es diagonalizable
si y solo si A es una matriz diagonal.

Demostracion. Sea A una matriz de orden 2, con el autovalor doble A. Entonces
buscamos si esta matriz se puede diagonalizar, de manera que se pueda expresar
como A\ = PAP!,

Multiplicando P~! a la izquierda y P a la derecha, se tiene que
A=P1\DP =\l

Por tanto, se concluye que A es diagonalizable si y solo si A = Al. Es decir, que
A sea diagonal. O]

Teorema. Sean dos matrices 2 x 2 hiperbdlicas A, y As. Los sistemas X' = A1 X
y X' = Ay X son conjugados si y solo si cada matriz tiene el mismo niumero de
autovalores con parte real negativa.

Demostracion. Supondremos que todos nuestros sistemas estan en forma cané-
nica. Entonces, dividiremos la demostracion en tres casos.

Caso 1

Suponemos que tenemos dos sistemas lineales X’ = A1 X y X' = A, X tal que 4;
y A; tienen los autovalores reales A\; < 0 < u; y A2 < 0 < uy respectivamente, por
lo que los dos sistemas tienen un punto de silla en el origen. Para las ecuaciones
¥ = My 2’ = Az existe el flujo conjugado por el siguiente homeomorfismo:
Ao

M siz >0,

hi(z) = Ay B
—lz[*  sixz<O.

Analogamente, definimos la funcién hy para las ecuaciones y' = 1y y v’ = uoy:
#2 Ly >0
H1 S1
—ly|*t siy<O0.
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Asi, la funcion

H(z,y) = (h1(z), h2(y))
es una conjugacion entre los dos sistemas.
Caso 2

Consideremos el sistema X’ = AX y que la matriz A esta en forma canénica con
los autovalores que tienen parte real negativa. Ademas, asumiremos que A no

es de la forma
A1
0 X\

con A < 0. Asi, A es de alguna de las dos siguientes formas:

@ (%) 0wy )

con a, A\, u < 0. Demostraremos que para cualquiera de las formas de A, el siste-
ma es conjugado a X’ = BX, siendo

-1 0
p=(0 4)
ya que de este modo, se concluye con que cualquier sistema de estas formas son

conjugados.

Consideramos la circunferencia unidad S! en el plano, parametrizado por la cur-
va X (0) = (cosf,sinf, con 0 < § < 27. Vemos que los campos vectoriales apuntan
hacia dentro. Para el caso (a), el campo vectorial en S! viene dado por

acost9+,6’sin9>

AX(0) = (B cosf + asinf

Y el vector normal que apunta hacia fuera de S! en X () es de la forma

vo- (39)

Entonces, el producto interno de AX(0) y N(0) satisface que
AX(#-N() = afcos? 0 +sin? 6) < 0,

puesto que a < 0. Esto demuestra que efectivamente, AX(0) apunta al interior
de S'. El caso (b) se demuestra de manera analoga.

Luego cada solucion no nula de X’ = AX corta con S! una tnica vez. Denotemos
como ¢;* al mapeo del tiempo t para este sistema, y sea 7 = 7(z,y) el tiempo en
el que ¢;! se encuentra con S'. Entonces, como S! es la circunferencia unidad,

e (@ 9)] = 1 )

Ahora, sea ¢ el mapeo del tiempo t para el sistema X’ = BX. Claramente, se
tiene que
o (x,y) = (e "z, e y).
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Demostraciones

Definamos una conjugacion H entre estos dos sistemas. Si (z,y) # (0,0), escri-
biremos H como sigue:

H('r7 y) = ¢§T(x,y)¢f(x7y) (.’L‘, y)
y estableciendo que H(0,0) = (0,0).
Veamos que H da una conjugaciéon. Como ¢2 ¢ (z,y) = ¢2(x,y) € S, se tiene
que
T (gb?(mvy)) = T(l'ay) -

Asi, tenemos que

H (63 () = 62,0 (67 (2,1))
= 0707 07 (2,y)
= ¢¢ (H(z,y)).
Luego H es una conjugacion.

Queda ver que H es un homeomorfismo. Podemos construir una inversa G para
H invirtiendo el orden de las composiciones de funciones, es decir:

G(x,y) = 6 (2 D5 (2 (V)

siendo 7 (x,y) = logr, con r? = 2% + y? y estableciendo que G(0,0) = (0,0). Aqui,
71(z,y) es el tiempo necesario para que la solucion de X’ = BX que pasa por
(z,y) interseque con S'.

Asi, es claro que G = H™ !, por lo que H es una funcion inyectiva y sobreyecti-
va. Ademas, G es continua en (z,y) # (0,0) ya que G se puede expresar como
composicion de funciones continuas:

G(z,y) = Qbélogr <§’ g) :

rr

Y para el punto (0,0), supongamos que (x,y) €s un punto muy cercano al ori-
gen, de manera que el radio r es pequeno. Entonces, como r» — 0, se tiene que
—logr — oo. Luego (£,%) es un punto de S' y para un valor de r lo suficiente-
mente pequenio, ¢~ log - lleva ala circunferencia unidad muy cerca del origen. Por
tanto, G también es continua en (0,0).

Finalmente queda demostrar la continuidad de H. Para ello veremos que 7(x,y)
es continua. Recordamos que 7 venia determinada por la ecuacion (A.5)

¢f$,y (x7y)’ = 1

Escribimos qﬁA Y hacemos la derivada parcial de gbA respecto de ¢:

O o] = SR+ D)2




El producto final es distinto de cero cuando ¢t = 7(z,y), ya que el campo vectorial
esta dado por puntos (z/(t),%(t)) interiores de S!. Entonces,

9|4

a ¢T(x7y) (1’, y)‘ # 0

en (7(x,y),z,y). Aplicando el Teorema de la Funcion Implicita, 7 es diferenciable
en (z,y) y por tanto, continua. La continuidad de H en el origen se sigue como
en la demostracion de G = H L.

Queda entonces demostrado que H es un homeomorfismo y por tanto, hemos
encontrado una conjugacion entre los sistemas X’ = AX y X’ = BX. La demos-
tracion es analoga para autovalores con parte real positiva.

Caso 3
Al
=6 1)

con A < 0. El campo vectorial asociado no apunta hacia el centro en este caso.

Pero si definimos
10
r=(p¢):

entonces el campo vectorial viene dado por

Finalmente, supongamos que

Y' = (T71AT)Y

si que tiende al punto (0,0) siempre que ¢ > 0 sea lo suficientemente pequeno.

En efecto,
A €
-1 .
= (3 )

T AT C,OSQ . C,Ose = X+ esinfcosb.
sin sin 0

Entonces, si elegimos ¢ < —\, este producto es negativo. Por tanto, el cambio de
variable con 7 nos deja en la misma situacion que el caso 2. La otra direccion
de la demostracion es inmediata. O

por lo que
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Anexo B

Documentacion codigo

A continuacion, explicamos los diferentes tipos de ejercicios que se han imple-
mentado para la asignatura de Ecuaciones Diferenciales. Actualmente, de las
tres grandes categorias que se han identificado sobre la asignatura, “Ecuaciones
de primer orden”, “Ecuaciones de orden superior” y “Sistemas de dos ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden cuya matriz de coeficientes tiene determi-
nante no nulo”, se ha comenzado a trabajar en los contenidos de los dos tultimos
grupos. Destacamos que la “Resolucion de ecuaciones de segundo orden” se en-
cuentra en ambos grupos, ya que se considera una ecuacion de orden superior
y también un sistema porque se puede resolver mediante una transformacion a
sistema de ecuaciones lineales de primer orden.

B.1. Resolucion ecuaciones y sistemas

®» segundo_orden(a,b,c, solve) — Método que recibe como parametros los
coeficientes a, b, c de la ecuacion ax” + bz’ + cx = 0. Se transforma la ecua-
cion de segundo orden en el sistema

z’ =y,
, c b

y'=——x—-y.
a a

Ademas, en funcion del valor de solve se resuelve opcionalmente el siste-
ma.

» sfs(a,b,c,d, finished) — Método que recibe como parametros los coefi-
cientes a, b, ¢, d del sistema

2’ = ax + by,
Yy = cx +dy,

para obtener el Sistema Fundamental de Soluciones estudiando los auto-
valores de la matriz de coeficientes. El parametro finished indica si hemos
terminado con los calculos, devolviendo el JSON final, o por el contrario, es
el paso intermedio de otro calculo mas extenso, por lo que se retorna como
Paso.

67



B.2. Estabilidad

m sol_explicita(a,b,c,d, finished) — Método que recibe como parame-
tros los coeficientes a, b, c, d del sistema

' = ax + by,

y' = cx + dy,
y devuelve las soluciones explicitas haciendo uso de la funcion sfs. Ade-
mas, el parametro finished indica si hemos terminado con los calculos,

devolviendo el JSON final, o por el contrario, es el paso intermedio de otro
calculo mas extenso, por lo que se retorna como Paso.

B.2. Estabilidad

m clasificar_punto_autoval (a,b,c,d) — Método que recibe como para-
metros los coeficientes a, b, ¢, d del sistema

' = ax + by,
y = cx + dy,

y determina el tipo de estabilidad del punto origen (0, 0) estudiando los tipos
de los autovalores y autovectores asociados a la matriz de coeficientes.

» clasificar_traza_det (a,b,c,d) — Método que recibe como parametros
los coeficientes a, b, ¢, d del sistema

' = ax + by,
y = cx +dy,

y determina el tipo de estabilidad del punto origen (0, 0) estudiando la traza
y el determinante la matriz de coeficientes.

m diagramaFase(a, b, ¢, d, delta, xlimInf, xlimSup, ylimInf, ylimSup,
hex) — Método que recibe como parametros los coeficientes a, b, c,d del
sistema

7' = ax + by,
Yy = cx +dy,
y representa el diagrama de fases con precision delta y con los limites de

ejes en x1imInf, xlimSup, ylimInf, ylimSup en el color hexadecimal
hex.

B.3. Conjugacion topolégica

» conjugates(al, bl, cl, d1, a2, b2, c2, d2) —Método que recibe co-
mo parametros los coeficientes al,bl,cl,dly a2,b2,c2,d2 de los siste-
mas

' = ayx + by, ' = asx + boy,
Yy = cix + dyy, Yy = cox + doy,

para determinar si los dos sistemas son conjugados topologicamente.
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Anexo C

Codigos desarrollados

En esta seccion, presentaremos una seleccion de los codigos mas relevantes para
ilustrar el funcionamiento y la implementacion de nuestra aplicacion. Si bien no
se incluyen todos los codigos debido a la extension, los ejemplos seleccionados
ofreceran una vision clara de las principales funcionalidades y caracteristicas
del sistema.

Codigo Sistema Fundamental de Soluciones

from .auxiliar.externalFunctions import symbols, exp, Matrix, re, im, cos,
— sen, autovalores, autovectores

from .comprobaciones.comprobaciones import esReal, comprobarCoeficientes,
— matrizDiagonalizable

from .resp.obj.Pasos import Pasos

from .resp.definirPasos import getPasoMatriz, getPasoSFSMatrices,

— getPasoAutovaloresComplejos, getPasoAutovalores

""'Sistema fundamental de soluciones'''
cl, c2, t = symbols('cl, c2, t'")

def autovaloresRealesDiagonalizable (aVect) :

El sfs es {e”{lambda_lxt}u, 2"{lambda_2}v}

siendo u, v los autovectores asociados a los autovalores lambda_1 y
— lambda_2 respectivamente.

:param aVect:

:return:

soll = exp(round(aVect[0][0],5) %= t) * Matrix(aVect[0][2])

sol2 = exp(round(aVect[1][0],5) %= t) * Matrix(aVect[1l][2])

return [soll, sol2]
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def autovalorNoDiagonalizable (A,

def

def

mmon

El sfs es {e”{lambdaxt}*u,
siendo u el autovector asociado al autovalor lambda (doble)

:param aVect:

:return:

moon

sfs

# forma candnica

P, J = Matrix(A).jordan_form()

vl, v2 =

autovector

Plg,0], P[s,1L]

soll = exp (round(aVect[0][0],5)
sol2 = exp(round(aVect[1][0],5)

return [soll, sol2]

autovalorComplejo (aVect) :

mon

El sfs es {e’{pt} (cos(qt)u-sin(qt)w),

:param aVect:

:return:

mon

sfs

autovector

p = round(re(aVect[0][0]), 5)
g = round(im(aVect [0][0]), 5)
avect [0]1[21)))

u = Matrix(list (map (re,

w = Matrix(list (map (im,

aVect) :

e{lambdaxt} (1+t)u}

* t) x» vl

* t) » vl x t + v2

avect [0][2])))
soll = exp(p * t) *= (cos(g *» t)

sol2 = exp(p * t) * (sen(g * t)

return [soll, sol2]

sfs(a, b,

mmon

Funcidén que dada una matriz retorna el Sistema Fundamental de Soluciones

:param
:param
:param

:param

Q QO o o

c, d, finished):

coeficiente
coeficiente
coeficiente

coeficiente

12
la
2a
2a

fila
fila
fila
fila

|
25
1a
2&

* u — sen(qg x t)

* u + cos(g x t)

columna
columna
columna

columna

:param finished: False si es un paso Iintermedio

:return:

moon

JSON del sfs si finished==True, si no,

A = comprobarCoeficientes (a,

pasos = [getPasoMatriz (A,

— es")]

avVal = autovalores (A)

aVect = autovectores (A)

b,
"La matriz de coeficientes asociado al sistema

c, d)
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e*{pt} (sin(gt)u+cos (qt)w) }
siendo aVect = p+iq y u,v autovectores asociados
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85
86
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89
90

91
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Cédigos desarrollados

aVall = next (iter (aVal)) # primer autovalor

keys = list (avVal.keys())

if esReal (avVall) : # real
pasos.append (getPasoAutovalores (keys,
"Hallamos los autovalores asociados al sistema
< para obtener el Sistema Fundamental de
< Soluciones"))
if avallaVall] == 1: # autovalor simple
res = autovaloresRealesDiagonalizable (aVect)
pasos.append (getPasoSFSMatrices (res,
"Como los autovalores son reales
«— vy distintos, el Sistema

— Fundamental de Soluciones

— es:"))
else: # autovalor doble
if matrizDiagonalizable (A): # autovalor doble diagonalizable
res = autovaloresRealesDiagonalizable (aVect)

pasos.append (getPasoSFSMatrices (res,
"Como el autovalor es doble y
— la matriz es
diagonalizable, el
Sistema Fundamental de
Soluciones se calcula

igual que en el caso de

rLr el

autovalores reales
< distintos:"))
else: # autovalor doble, no diagonalizable
res = autovalorNoDiagonalizable (A, aVect)
pasos.append (getPasoSFSMatrices (res,
"Como el autovalor es doble y
— la matriz no es
diagonalizable, el

Sistema Fundamental de

reae

Soluciones es:"))
else: # complejo
pasos.append (getPasoAutovaloresComplejos (list (avVal.keys()),
"Hallamos los autovalores
— asociados al sistema
para obtener el Sistema

Fundamental de

£ rd

Soluciones"))

res = autovalorComplejo (aVect)

pasos.append (getPasoSFSMatrices (res,
"Como los autovalores son complejos,
— el Sistema Fundamental de

< Soluciones es:"))
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return Pasos (pasos) .toJdson () if finished else (pasos, res)

Codigo solucion explicita

from .comprobaciones.comprobaciones import comprobarCoeficientes
from .resp.obj.Pasos import Pasos
from .sfs import sfs

from .resp.definirPasos import getPasoSolExplicita

def sol_explicita(a: float, b: float, c: float, d: float, finished: bool):
wnn
Funcidén que obtiene las soluciones explicitas en funcidn de unas
— constantes.
Para ello utiliza el método que obtiene los Sistemas Fundamentales de
— Soluciones
:param a: coeficiente 12 fila 12 columna
:param b: coeficiente 12 fila 22 columna
:param c: coeficiente 22 fila 12 columna
:param d: coeficiente 22 fila 22 columna
:param finished: False si es un paso intermedio

:return: JSON si finished==True, y Pasos en caso contrario, ya que se

mon

comprobarCoeficientes(a, b, c, d)
sistfs = sfs(a, b, ¢, d, False) # pasamos coeficientes e indicamos que
— buscamos la sol. explicita
pasos, sols = sistfs[0], sistfs[1]
pasos.append (getPasoSolExplicita(sols[0], sols[1l],
"La solucidén explicita es la combinacién
< lineal de los elementos en el
<« Sistema Fundamental de Soluciones"))

return Pasos (pasos) .toJdson () if finished else (pasos, sols)

Codigo clasificacion mediante autovalores

from latexifier import latexify

from .auxiliar.externalFunctions import re, autovalores, autovectores,
— det_matriz

from .comprobaciones.comprobaciones import comprobarCoeficientes, esReal,

— matrizDiagonalizable
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Cédigos desarrollados

from .resp.definirPasos import getPasoMatriz, getPaso, getPasoAutovalores,
— getPasoAutovaloresComplejos
from .resp.obj.Paso import Paso

from .resp.obj.Pasos import Pasos

def c_p_a_real_distinto(aVect) -> Paso:

wn

Clasificacién del punto de equilibrio cuando los autovalores son reales y
— distintos

:param aVect: autovalores, multiplicidad y autovectores

:return: paso

wn

avVall = aVect[0][0]

aval2 = aVect[1][0]

if (avall < 0 < avVal2) or (avall > 0 > aVal2):

signo, tipo = "de diferente signo", "punto de silla"
elif avall < 0 and avalz < 0:
signo, tipo = "negativos", "punto estable"
else:
signo, tipo = "positivos", "punto inestable"
pasos = Paso('', '', "Como los dos autovalores son reales y {}, el punto
— $(0,0)$ es un {}.".format (signo, tipo))

return pasos

def c_p_a_complejo(aVect) —-> list[Paso]:

mmmn

Clasificacidén del punto de equilibrio cuando los autovalores son
— complejos (y distintos)

:param aVect: autovalores, multiplicidad y autovectores

:return: paso

mmmn

aVal = aVect[0][0]

alpha = re(aval)

signo = "menor que" if alpha < 0 else ("mayor que" if alpha > 0 else
— "igual a")

tipo = "foco estable" if alpha < 0 else ("foco inestable" if alpha > 0
< else "centro estable")

paso = 'Re(lambda_1)=Re (lambda_2)={}"'.format (latexify (alpha))
pasoLatex = '{} (\\lambda_1)={} (\\lambda_2) =

— {}'.format ('\\operatorname{Re}', '\\operatorname{Re}',
— latexify(alpha))
pasos = [Paso(paso, pasolatex, "Como los autovalores son complejos nos
— fijamos en la parte real"),
Paso('', '', "Como la parte real es {} cero, el punto $(0,0)$ es

— un {}.".format (signo, tipo))]
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def

def

def

return pasos

c_p_a_doble_diag() :
wnn
Clasificacidén del punto de equilibrio cuando los autovalores iguales y la
matriz diagonalizable
:param aVal: autovalores, multiplicidad y autovectores
:return: paso
o
pasos = Paso('', '',
"Como el autovalor $\\lambda$ es doble y la matriz S$AS es
— diagonalizable, el punto $(0,0)$ es un punto estelar.")

return pasos

c_p_a_doble_no_diag(aval) :

o

Clasificacidén del punto de equilibrio cuando los autovalores son iguales

vy la matriz no es diagonalizable

:param aVal: autovalores, multiplicidad y autovectores

:return: paso

o

signo = "positivo" if aval > 0 else "negativo"

tipo = "inestable" if aval > 0 else "estable"

pasos = Paso('',''",
"Como el autovalor $\\lambda$ es doble, la matriz S$AS no
< es diagonalizable y el autovalor \\lambda={} es {},
— el punto $(0,0)$ es un nodo impropio {}.".format (

latexify(aVal), signo, tipo))

return pasos

clasificar_punto_autoval(a, b, c, d):

nwn

Indica el tipo de punto de equilibrio que es el origen en funcidén de cdémo
es el autovalor

:param a: coeficiente 12 fila 12 columna

:param b: coeficiente 1@ fila 22 columna
:param c: coeficiente 22 fila 12 columna
:param d: coeficiente 2@ fila 22 columna
:return: JSON

moon

A = comprobarCoeficientes(a, b, c, d)

74



85
86

87
88
89
90

91

92
93
94
95
96
97
98

99

100
101
102
103
104
105
106
107
108

109

110
111

112

Qe W N

~

10

Cédigos desarrollados

det = det_matriz (A)
pasos = [getPasoMatriz (A, "Esta es la matriz de coeficientes asociado al

— sistema")]

paso = 'det={}"'.format (latexify (det))
pasoLatex = '\\det (A)={}"'.format (latexify (det))
pasos.append (Paso (paso, pasolatex,
"Como el determinante es ${}\\neq 0$, el tGnico punto de
< equilibrio es el origen $(0,0)$".format (
latexify(det))))

aVal = autovalores (A)
aVect = autovectores (A)
avVall = next (iter (avVal)) # primer autovalor

keys = list (avVal.keys())
if esReal (avall): # real
pasos.append (getPasoAutovalores (keys,
"Hallamos los autovalores asociados
«— al sistema"))
if avallaVall] == 1: # autovalor simple
pasos.append(c_p_a_real_ distinto(aVect))
else: # autovalor doble
if matrizDiagonalizable (A): # autovalor doble diagonalizable
pasos.append (c_p_a_doble_diag())
else: # autovalor doble, no diagonalizable
pasos.append (c_p_a_doble_no_diag(avall))
else: +# complejo
pasos.append (getPasoAutovaloresComplejos (keys,
"Hallamos los autovalores
<+ asocilados al sistema"))

pasos = pasos + c_p_a_complejo (aVect)

return Pasos (pasos) .toJdson ()

Codigo clasificacion mediante traza y determinante
from latexifier import latexify

from .comprobaciones.comprobaciones import comprobarCoeficientes
from .resp.definirPasos import getPasoMatriz

from .resp.obj.Paso import Paso
from .resp.obj.Pasos import Pasos
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def clasif_ complejos(T: float, disc: float):

def

mmon

Clasificacién para cuando los autovalores son complejos

:param

T: traza

:param disc: discriminante

:return

moon

: pasos

Por lo que los

T > 0 else

paso = 'disc={}"'.format (latexify (disc))
pasolatex = '\\Delta = T72-4D = {}'.format (latexify(disc))
pasos = [Paso (paso, pasolatex,

"El discriminante es $\\Delta = {} < 0S.

— autovalores son complejos".format (

latexify(disc))) ]

signo = "menor que" if T < 0 else ("mayor que" if T > 0 else "igual a")
tipo = "foco estable" if T < 0 else ("foco inestable" if
« "centro estable")
aVal = "negativa" if T < 0 else ("positiva" if T > 0 else "igual a 0")

pasos.append (

Paso('', '', "Como el determinante S$T

— del autovalor serd {} y por tanto,

tipo)))

\

{}1S$ es {} O,

el punto $(0,0)$ es un {}.".format (latexify(T),

return pasos

clasif_reales_distintos (T: float, D:

mon

float,

disc:

float) :

la parte real

signo, aVval,

Clasificacidén para cuando los autovalores son reales y distintos

:param

T: traza

:param D: determinante

:param disc: discriminante

:return

mmon

: pasos

if D < 0 else

paso = 'disc={}"'.format (latexify (disc))
pasoLatex = '\\Delta = T"2-4D = {}'.format (latexify(disc))
pasos = [Paso(paso, pasolatex, "El discriminante es $\\Delta ={} > 0S.
< Por lo que los autovalores son reales \
y diferentes".format (latexify(disc)))]
signo = "el determinante $D={}$ es menor que 0".format (D)
"el determinante $D={}$ y la traza $T={}$ son mayores que
— O0".format (D, T) if T > 0 else
"el determinante $D={}$ es mayor que 0 y la traza S$T={}$
— negativa".format (D, T))
tipo = "punto de silla" if D < 0 else (

"punto inestable" if T > 0 else "punto estable")

aVal = "de signo contrario" if D < 0 else

"positivos" if T > 0 else "negativos")
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Cédigos desarrollados

52 pasos.append(Paso('', '', "Como {}, los autovalores son {}, el punto
— $(0,0)$ es un {}.".format (signo, aval, tipo)))

53 return pasos

54

55

56 def clasif_reales_iguales(T: float, disc: float, b: float, c: float, A):

57 o

58 Clasificacidén para cuando los autovalores son reales e iguales

59 :param T: traza

60 :param disc: discriminante

61 :param b: coeficiente fila 1 columna 2

62 :param c: coeficiente fila 2 columna 1

63 :param A: matriz

64 :return: pasos

65 o

66 paso = 'disc={}"'.format (latexify(disc))

67 pasoLatex = '\\Delta = T"2-4D = {}'.format (latexify(disc))

68 pasos = [

69 Paso (paso, pasolatex, "El discriminante $\\Delta {} = 0$. Por lo que
— los autovalores son reales e iguales."),

70 getPasoMatriz (A, "Esta es la matriz de coeficientes y nos fijamos en
— los valores de la diagonal secundaria.")

71 ]

72

73 if == 0 and == 0:

74 pasos.append (Paso('', '', "Como $b=c=0$, la matriz es diagonalizable
— vy el punto $(0,0)S$ es un punto estelar."))

75 else:

76 cond_b = "S$b={}\\neqg 0S$".format (b) if b != 0 else ""

77 cond_c = "$Sc={}\\neqg 0$".format (c) if c != 0 else ""

78 pasolatex = cond_b + (' y " if b != 0 and ¢ != 0 else '') + cond_c

79 tipo = "inestable" if T > 0 else "estable"

80

81 Tsigno = '>0' if T > 0 else '<0'

82 pasos.append(Paso('', '', "Como {} la matriz no es diagonalizable, y
— puesto que ST = {} {}$, el punto \

83 $(0,0)$ es un nodo impropio {}.".format (pasolatex, T,

— Tsigno, tipo)))

84 return pasos

85

86

87 def clasificar_traza_det(a: float, b: float, c: float, d: float):

88 e

89 Indica el tipo de punto de equilibrio que es el origen en funcidn de la
— traza y el determinante de la matriz

90 :param a: coeficiente 12 fila 12 columna

91 :param b: coeficiente 12 fila 29 columna

92 :param c: coeficiente 22 fila 12 columna
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:param d: coeficiente 22 fila 22 columna
:return: JSON

mon

A = comprobarCoeficientes(a, b, c, d)
T =a + d # traza

D=ax*d-Db *« c # determinante

paso = 'T={}, D={}'.format (latexify(T), latexify (D))

pasoLatex = 'T={}, \\quad D={}'.format (latexify(T), latexify (D))
pasos = [Paso('lambda = T xx 2 — 4 x D', '\\lambda = \\dfrac{T \\pm

<  \\sqrt{T"2-4D}}{2}"',

"Recordemos que siendo $T$ la traza y $D$ el determinante,

— los autovalores se pueden expresar como:".format (
round (T, 3), round(D, 3))),

Paso (paso, pasolatex, "Los valores de la traza y el determinante

— son:")]
disc = T »x 2 — 4 « D

if disc < 0:

pasos = pasos + clasif_ complejos (T, disc)
elif disc > O:

pasos = pasos + clasif_reales_distintos (T, D, disc)
else: # disc = 0

pasos = pasos + clasif_reales_iguales (T, disc, b, c, A)

return Pasos (pasos) .toJdson ()

Codigo para determinar si son conjugadas

from .resp.definirPasos import autovallist2latex
from .resp.obj.Paso import Paso
from .resp.obj.Pasos import Pasos

from .auxiliar.externalFunctions import Matrix, autovalores, re

"""Determina si dos sistemas son conjugados topoldgicamente"""

def notHyperbolic (aVals) -> bool:

mmon

Determina si una matriz es hiperbdlica
:param aVals: lista de autovalores

:return: True si se encuentra algun autovalor con parte real nula

moon

return any(re(n) == 0 for n in aVals)
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def

def

countNegativeEigenValues (aVals) —-> int:
mmwumn

Cuenta el numero de autovalores negativos
:param aVals: lista de autovalores
:return: numero de autovalores negativos

mmon

return sum(l for i in aVals if re(i) < 0)

conjugates(al: float, bl: float, cl: float, dl: float, a2: float, b2:
float, c2: float, d2: float):

Determina si dos sistemas son conjugados topoldgicos

:param al: coeficiente 12 fila 12 columna del primer sistema

:param bl: coeficiente 12 fila 22 columna del primer sistema

:param cl: coeficiente 22 fila 12 columna del primer sistema

:param dl: coeficiente 22 fila 22 columna del primer sistema

:param aZ: coeficiente 12 fila 12 columna del segundo sistema

:param b2: coeficiente 12 fila 2@ columna del segundo sistema

:param c2: coeficiente 22 fila 12 columna del segundo sistema

:param d2: coeficiente 22 fila 22 columna del segundo sistema
:return: JSON

wnn

paso = 'ALl = [[{},{}], [{},{}]]1, '.format(al, bl, cl, dl) + 'A2 =

— [[{},{}1, [{},{}1]'.format (a2, b2, c2, d2)

pasoLatex = 'A_1 = \\begin{{pmatrix}} {} & {} \\\\ {} & {}

—  \\end{{pmatrix}}, \\quad '.format (al, bl, cl, dil)

pasolLatex = pasolLatex + 'A_2 = \\begin{{pmatrix}} {} & {} \\\\ {} & {}
— \\end{{pmatrix}}'.format (a2, b2, c2, d2)

pasos = [Paso(paso, pasolatex, "Dos sistemas son conjugados
< topolégicamente si las matrices son hiperbdlicas \
y tiene mismo numero de autovalores negativos. Las matrices
asociadas a los sistemas son:")]
Al, A2 = Matrix([[al, bl], [cl, d1]1]), Matrix([[a2, b2], [c2, d2]1])

aValsl, aVals2 = autovalores (Al), autovalores (A2)

1 _avalsl, 1_avals2 = [], []
for a in aValsl.keys():
1 _aux = [a] * aValsl[a]
1 _aValsl = 1_aValsl + 1_aux

for a in aVals2.keys():
1 _aux = [a] * aVals2[a]
1 avals2 = 1_aVals2 + 1_aux

notHyperbolicl, notHyperbolic2 = notHyperbolic(l_aVvalsl),
— notHyperbolic (l_aVals2)
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paso = 'Autovalores de la primera matriz = {}. Autovalores de la segunda
— matriz = {}'.format (1_aValsl, 1_aVals2)

pasoLatex = '\\text{{Autovalores de la primera matriz : }} {} \\\\

— \\text{{Autovalores de la segunda matriz : }} {}'.format (

autovallist2latex (1_aValsl, 1), autovallList2latex(l_aVals2, 2))
pasos.append (Paso (paso, pasolatex, 'Obtenemos los autovalores de ambas

— matrices: "))

if notHyperbolicl and notHyperbolic2:
pasos.append (Paso (paso, pasolatex, 'Ninguna de las matrices son
— hiperbdlicas, luego no podemos hablar de \
conjugaciones topoldgicas.'))
return Pasos (pasos) .toJdson ()
elif notHyperbolicl:
pasos.append (Paso (paso, pasolatex, 'La primera matriz no es
< hiperbdlica, luego no podemos hablar de \
conjugaciones topoldgicas.'))
return Pasos (pasos) .toJdson ()
elif notHyperbolic2:
pasos.append (Paso (paso, pasolatex, 'La segunda matriz no es
< hiperbdlica, luego no podemos hablar de \
conjugaciones topoldgicas.'))

return Pasos (pasos) .toJdson ()

negativosl, negativos2 = countNegativeEigenValues (l_aValsl),

— countNegativeEigenValues (1_aVals2)

explConj = "Ambas matrices tienen el mismo numero de autovalores
< negativos: ${}$, " \
"luego los sistemas son conjugados
— topoldgicos.".format (negativosl)
explNoConj = "Las dos matrices tienen diferente numero de autovalores
< negativos. " \
"Mientras que el primer sistema tiene ${}$ autovalores
< negativos, el segundo tiene ${}$, " \

"luego los dos sistemas no son conjugados

— topoldgicos.".format (negativosl, negativos2)
expl = explConj if negativosl == negativos2 else explNoConj
pasos.append (Paso('', "', expl))

return Pasos (pasos) .toJdson ()
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Cédigos desarrollados

Codigo para la resolucion de ecuaciones de segundo orden

from latexifier import latexify

import sympy as sy

from .auxiliar.externalFunctions import integrar
from .explicitSFS import sol_explicita

from .resp.obj.Paso import Paso

from .resp.obj.Pasos import Pasos

def segundo_orden(a: float, b: float, c: float, solve: bool):

mmn

Dada la ecuacidén: ax''+bx'+cx = 0
T

Transformamos en el sistema x' =y
y' = —(c/a)x—(b/a)y

:param a: coeficiente acompanando al término x''
:param b: coeficiente acompanando al término x'
:param c: coeficiente acompanando al término x
:param solve: True si se quiere resolver el sistema
:return: JSON con pasos

mmon

X, y, cl, c2, t = sy.symbols('x, y, cl, c2, t')

pasos = [Paso('x\'=y', 'x\'=y', "Introducimos el cambio de variable"),

Paso('x\'\' = —(c/a)x—(b/a)y"',
—  '"x\'\'=—-\\dfrac{c}{a}x-\\dfrac{b}{a}x\'",
'Entonces, $x\'\'=y\'S$, y despejando $x\'\'S$"')]

sist = latexify(-(c / a) » x — (b / a) * y)

pasoLatex = '\\begin{cases} x\'=y \\\\ y\'= ' + sist + '"\\end{cases}'

pasos.append (
Paso('x\' = vy, y\' = —(c/a)x—(b/a)y', pasolLatex, 'El sistema
— equivalente a la ecuacién de segundo grado es'))

if solve:
rpasos, sol = sol_explicita(0, 1, -¢ / a, -b / a, False)
pasos = pasos + rpasos
ysol = ¢l x sol[0][1] + c2 %= sol[1l][1]

ysol_int = integrar(ysol, t)
pasolatex = 'x =' + latexify(ysol_int)
paso = 'x={}"'.format (str(ysol_int))

pasos.append (Paso (paso, pasolatex, 'Sabiendo que $y={}$ y deshaciendo

— el cambio de variable $x\'=y$,'.format (latexify(ysol))))
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return Pasos (pasos) .toJdson ()

Conexiones

A continuacion una seleccion del archivo ecsdif_api.py, el cual contiene la
implementacion de la API para la resolucion de ecuaciones diferenciales.

from flask import Blueprint

from flask import Response

from sympy import Matrix

from .ecsdif.src.auxiliar.externalFunctions import det_matriz

from .ecsdif.src.classifyautoval import clasificar_punto_autoval

from .ecsdif.src.classifytracedet import clasificar_traza_det

from .ecsdif.src.comprobaciones.comprobaciones import string2float

from .ecsdif.src.conjugadas import conjugates

from .ecsdif.src.diagramphases import diagramaFase

from .ecsdif.src.exc.Exceptions import ExceptionDetZero

from .reader import transform

from .ecsdif.src.sfs import sfs

from .ecsdif.src.explicitSFS import sol_explicita

from .ecsdif.src.secondorder import segundo_orden

bp

@bp.

def

Blueprint ("ecsdif", _ name_ , url_prefix="/ecsdif")

route ("/info", methods=['GET'])
ecsdif_info_general () :

"""Informacidén de la asignatura"""

return {
"titulo": "Sistemas de Ecuaciones Diferenciales",
"descripcion": "Obtiene las soluciones explicitas de los sistemas de

— ecuaciones diferenciales de primer \
orden de 2 ecuaciones de primer orden cuyo
determinante no es nulo. También clasifica las soluciones en \
funcién del tipo de punto de equilibrio, mostrando el
plano de fases.",
"algoritmo": "Las soluciones explicitas se obtienen hallando primero
— el Sistema Fundamental de Soluciones.\n \
La clasificacién del punto de equilibrio se puede
realizar tanto estudiando los autovalores, como \
estudiando la traza y el determinante.\n \
Se representa el diagrama de fases mediante una

libreria de Python, Plotly y el usuario puede \
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—

@bp.

def

@bp.

def

@bp.

establecer los limites de los ejes, asi como la
precisién de la grafica."

}

route ("/info/sistemas", methods=['GET'])
ecsdif_info_sistemas() :

"""Contenido resolver: sfs y solucidén explicita"""

return {
"titulo": "Resolucidén de sistemas de ecuaciones diferenciales",
"descripcion": "Dado un sistema $X'=AXS$S $$\\begin{cases} x\'=ax+by,

< \\\\ y\'=cx+dy, \\end{cases}S$$ con S$a,b,c,d\\in\\mathbb RS, \
y $S\\begin{vmatrix} a & b \\\\ c &
d\\end{vmatrix}\\neqg 0,5$ \
se indica el Sistema Fundamental de Soluciones (SFS)
y la solucidén explicita general.",
"algoritmo": "Se estudian los autovalores de la matriz de
< coeficientes asociados al sistema para obtener la SFS. \
La solucién explicita es la combinacidén lineal del
Sistema Fundamental de Soluciones."

}

route ("/info/conjugacion", methods=['GET'])
ecsdif_info_conjugacion () :

"""Contenido determinar conjugaciones topoldgicas"""

return {
"titulo": "Conjugacidédn topoldgica",
"descripcion": "Dados dos sistemas \

$$\\begin{cases} x\'=a_1lx+b_1ly, \\\\ y\'=c_1x+d_ly,
\\end{cases} \\quad \\text{y} \\quad \
\\begin{cases} x\'=a_2x+b_2y, \\\\ y\'=c_2x+d_2y,
\\end{cases} $$ \
con todos los coeficientes numeros reales y los
determinantes distintos del 0, \
se determina si los sistemas son conjugados
topoldégicos.",
"algoritmo": "Dos sistemas son conjugados topoldgicos si sus matrices
— de coeficientes lo son. \
Se comprueba que las matrices sean hiperbdlicas y que
tengan el mismo numero de autovalores negativos."

}

route ("/sist/sfs/explicit/<a>&<b>&<c>&<d>", methods=['GET'])
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def

@bp.

def

ecsdif_explicitSolution(a:

mmon

Llamada para obtener las

str, b:

str, c: str, d: str):

soluciones explicitas

:param a: coeficiente 12 fila 12 columna
:param b: coeficiente 12 fila 22 columna
:param c: coeficiente 22 fila 12 columna
:param d: coeficiente 22 fila 22 columna
:return: Response

wn

try:

a, b, ¢, d = string2float(a), string2float (b), string2float (c),

— string2float (d)
except Exception:

return Response ("Error:
if det_matriz([[a, b],
return Response ('Error:

< no puede ser nula.',

try:
return sol_explicita(a,

except Exception:

return Response ("Error interno del servidor",

[c, d

por favor, introduzca numeros reales", 400)

11) == 0s
el determinante de la matriz de coeficientes
400)

b, ¢, d, True)

500)

route ("/paint/phases—-diagram/<a>&<b>&<c>&<d>&<delta>&<xlimInf>&<xlimSup>&

<ylimInf>&<ylimSup>&<hex>",

methods=['GET"'])

ecsdif_ get_diagramaFases(a: str, b: str, c: str, d: str, delta: str,
x1limInf: str, xlimSup: str, ylimInf: str,
ylimSup: str, hex: str):

wwn
Llamada para pintar el diagrama de fases
:param a: coeficiente 12 fila 12 columna
:param b: coeficiente 12 fila 22 columna
:param c: coeficiente 22 fila 12 columna
:param d: coeficiente 2@ fila 22 columna
:param delta: precisidén de la representacion
:param xlimInf: limite inferior del eje de abscisas
:param xlimSup: limite superior del eje de abscisas
:param ylimInf: limite inferior del eje de ordenadas
:param ylimSup: limite superior del eje de ordenadas
:param hex: color en hexadecimal '#-—————- !
:return: Response
wnn
try:

a, b, ¢, d = string2float(a), string2float(b), string2float (c),

— string2float (d)
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delta =

x1limInf, xlimSup =
ylimInf, ylimSup =

except Exception:

return Response ("Error:

string2float (x1imInf),
string2float (ylimInf),

string2float (delta)

string2float (x1imSup)
string2float (ylimSup)

por favor, introduzca numeros reales", 400)

== 0:

el determinante de la matriz de coeficientes

introduzca limites correctamente')

if det_matriz([[a, bl, [c, dl])
return Response ('Error:
< no puede ser nula.', 400)

if x1limInf >= x1limSup or ylimInf >= ylimSup:
return Response ('Error: por favor,

try:

return diagramaFase (a,
— ylimSup, hex)

except Exception:

return Response ("Error interno del servidor",

b,

c, d, delta, xlimInf, xlimSup, ylimInf,

500)
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