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Resumen

El presente Trabajo Fin de Grado se centra en el desarrollo de un software ma-
temático enfocado en los sistemas de ecuaciones diferenciales de 2 ecuaciones
de primer orden linealmente independientes.

Este trabajo forma parte de un proyecto liderado por el Grupo de Innovación
Educativa del departamento DMATIC de la Escuela Técnica Superior de Ingenie-
ros Informáticos, con el objetivo de mejorar la comprensión y el aprendizaje de
los estudiantes universitarios. La aplicación desarrollada permite a los alumnos
acceder a una calculadora que resuelve ejercicios de diferentes materias relacio-
nadas con las carreras de nuestra facultad.

El desarrollo de la herramienta se divide en dos partes: el frontend y el backend.
El frontend de la aplicación está a cargo de los alumnos en prácticas que se en-
cargan de diseñar la interfaz del usuario. Por otro lado, el backend y la conexión
de la aplicación son desarrollados por los estudiantes de Trabajo Fin de Gra-
do. Estos alumnos nos encargamos de implementar los algoritmos de resolución
de las asignaturas, en mi caso, Ecuaciones Diferenciales, utilizando como len-
guaje de programación Python. Nuestro principal objetivo es proporcionar unos
paquetes de resolución que permitan resolver mediantes pasos detallados los
diferentes ejercicios planteados por los usuarios.

A través de la implementación de estos algoritmos y el uso de tecnologías mo-
dernas, como Angular o Python, hemos logrado desarrollar esta aplicación, que
fomenta el estudio y la comprensión de las disciplinas matemáticas. Asimismo,
la colaboración entre los estudiantes, profesores y tutores ha permitido la crea-
ción de esta herramienta alineada con los Objetivos de Desarrollo Sostenible.
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Abstract

The present Bachelor’s Thesis focuses on the development of mathematical soft-
ware focused on systems of differential equations with two linearly independent
first-order equations.

This work is part of a project led by the Educational Innovation Group of the
DMATIC department at the Escuela Técnica Superior de Ingenieros Informáti-
cos, with the aim of improving the understanding and learning of university
students. The developed application allows students to access a calculator that
solves exercises from different subjects related to our faculty’s programs.

The development of the tool is divided into two parts: the frontend and the bac-
kend. The frontend of the application is handled by Practicum students res-
ponsible for designing the user interface. On the other hand, the backend and
the application’s connection are developed by the students working on their Ba-
chelor’s Thesis. In my case, I have implemented resolution algorithms specific
to the Differential Equations subject, using the Python programming language.
Our main objective is to provide resolution packages that allow users to solve
different exercises step by step with detailed explanations.

Through the implementation of these algorithms and the use of modern tech-
nologies such as Angular and Python, we have successfully developed this ap-
plication, which promotes the study and understanding of mathematical disci-
plines. Furthermore, the collaboration between students, professors, and tutors
has facilitated the creation of this tool aligned with the Sustainable Development
Goals.

v





Tabla de contenidos

1. Introducción 1

2. Marco teórico 3
2.1. Solución explícita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.1.1. Diagonalizable. Autovalores reales y distintos . . . . . . . . . 6
2.1.2. Diagonalizable. Autovalores reales e iguales . . . . . . . . . . 8
2.1.3. Diagonalizable. Autovalores complejos . . . . . . . . . . . . . 9
2.1.4. No diagonalizable. Autovalor real e igual . . . . . . . . . . . . 12

2.2. Clasificación de órbitas y puntos por autovalores . . . . . . . . . . . 13
2.2.1. Autovalores reales y distintos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2.1.1. Nodo estable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2.1.2. Nodo inestable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2.1.3. Punto de silla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2.2. Autovalor doble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.2.2.1. Punto estelar . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2.2.2. Nodo impropio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.3. Autovalores complejos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.2.3.1. Centro estable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.2.3.2. Foco estable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2.3.3. Foco inestable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.3. Clasificación de puntos por traza y determinante . . . . . . . . . . . 27
2.3.1. Autovalores reales y distintos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.3.2. Autovalores reales e iguales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.3.3. Autovalores complejos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.4. Clasificación dinámica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.5. Transformación de ecuación de segundo orden en sistema de pri-

mer orden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3. Código 33
3.1. Estructura código . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2. Conexión Front-End y Back-End . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.3. Pseudocódigo y algoritmos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.3.1. Sistema Fundamental de Soluciones . . . . . . . . . . . . . . 37
3.3.2. Soluciones Explícitas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.3.3. Ecuación de segundo orden a sistema . . . . . . . . . . . . . 39
3.3.4. Clasificación puntos de equilibrio mediante los autovalores . 39

vii



TABLA DE CONTENIDOS

3.3.5. Clasificación puntos de equilibrio mediante la traza y el de-
terminante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.3.6. Representar diagramas de fases . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.3.7. Conjugaciones topológicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.4. Librerías externas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4. Resultados y conclusiones 45
4.1. Resultados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.1.1. Listado de ejercicios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.1.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales . . . . . . . . . . . . . . 46
4.1.3. Estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
4.1.4. Conjugación topológica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.1.5. Ecuaciones de segundo orden . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.2. Propuestas de uso y extensión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
4.3. Conclusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

5. Análisis de impacto 57

Bibliografía 60

A. Demostraciones 61

B. Documentación código 67
B.1. Resolución ecuaciones y sistemas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
B.2. Estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
B.3. Conjugación topológica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

C. Códigos desarrollados 69

viii



Capítulo 1

Introducción

El presente Trabajo Fin de Grado forma parte del proyecto “Desarrollo de Tecno-
logías en la Enseñanza de las Matemáticas”, liderado por el Grupo de Innovación
Educativa (GIE) del Departamento de Matemática Aplicada a las TIC (DMATIC)
de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros Informáticos. El objetivo principal
de este proyecto consiste en crear un software que facilite el aprendizaje de las
distintas disciplinas matemáticas a los estudiantes de nuestra universidad. Para
ello, se ha previsto el desarrollo de diferentes paquetes de resolución de proble-
mas correspondientes a cada una de las asignaturas de las titulaciones. De esta
manera, se desarrollará una página web que servirá como herramienta de estu-
dio, que permitirá a los estudiantes profundizar en los contenidos y mejorar su
comprensión.

El proyecto se divide en dos partes: el frontend y el backend de la aplicación
web. El frontend es desarrollado por alumnos en prácticas supervisados por
miembros del DMATIC, mientras que del backend se encargan los estudiantes
del TFG. En concreto, los alumnos de TFG eligen una asignatura del plan de
estudios y programan en Python la resolución de los ejercicios correspondientes
a esa asignatura, además de coordinarse con los estudiantes en prácticas y
conectar las dos capas de la aplicación.

La asignatura escogida para implementar en este Trabajo Fin de Grado es Ecua-
ciones Diferenciales, una asignatura de 2º del Grado de Matemáticas e Infor-
mática. En particular, se desarrollarán los códigos para resolver los sistemas de
ecuaciones autónomos lineales de dos ecuaciones con matriz de coeficientes con
determinante no nulo.

Estudiar sistemas autónomos lineales de dos ecuaciones es importante por va-
rias razones. En primer lugar, estos sistemas son comunes en la física, la eco-
nomía y otras áreas de la ciencia, por lo que entenderlos es fundamental para
comprender los modelos matemáticos que se utilizan en estas disciplinas. En
segundo lugar, el análisis de sistemas autónomos lineales de dos ecuaciones
también proporciona una base sólida para comprender sistemas más complejos
y no lineales. Muchos sistemas no lineales se pueden aproximar por sistemas
lineales en una vecindad de un punto de equilibrio, por lo que el estudio de sis-
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temas lineales de dos ecuaciones es importante para entender la dinámica de
sistemas más complejos.

Este trabajo se encuentra estructurado en distintas secciones que abordan dife-
rentes aspectos relacionados con los sistemas de ecuaciones diferenciales autó-
nomos lineales y su implementación en una aplicación informática. En el Capí-
tulo 1, se introduce el proyecto de Desarrollo de Tecnologías en la Enseñanza de
las Matemáticas y se describe el objetivo principal del proyecto: la creación de
un software que facilite el aprendizaje de las distintas disciplinas matemáticas a
los estudiantes de la universidad. Además, se explica la estructura del trabajo y
se justifica la elección de la asignatura de Ecuaciones Diferenciales como objeto
de estudio en este Trabajo Fin de Grado.

En el Capítulo 2 se profundiza en el marco teórico en el que se basa el trabajo,
examinando de manera detallada el proceso para obtener soluciones explícitas
de un sistema. Además, se aborda el cálculo de los puntos de equilibrio del pro-
blema y su clasificación. Se explora la representación gráfica de las soluciones
mediante la visualización del diagramas de fases, que permite observar gráfica-
mente el comportamiento de un sistema en el espacio de fases, y finalmente se
estudian las conjugaciones topológicas.

Posteriormente, en el Capítulo 3, se describe la estructuración del código de-
sarrollado, incluyendo cómo se ha logrado la conexión entre el frontend y el
backend. Se muestran los pseudocódigos de los algoritmos de resolución imple-
mentados, se presentan las librerías externas utilizadas y se justifica su uso.

En el Capítulo 4 se presentan los resultados obtenidos a través la aplicación de-
sarrollada, así como su funcionamiento y propuestas de uso en el aula. Además,
se sugieren posibles mejoras y extensiones en la dirección del trabajo realizado
para futuros proyectos.

Por último, en el Capítulo 5, se realiza un análisis crítico del impacto del trabajo
en relación con los Objetivos de Desarrollo Sostenible establecidos en la Agen-
da de 2030. Se identifican los aspectos en los que el proyecto contribuye a la
consecución de dichos objetivos.
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Capítulo 2

Marco teórico

Como hemos mencionado en la Introducción, en este Trabajo Fin de Grado nos
centraremos en estudiar los sistemas 2× 2 diferenciales homogéneos lineales de
la forma: {

x′ = ax+ by,

y′ = cx+ dy,

donde a, b, c y d son constantes reales.

Denotaremos la matriz de coeficientes como

A =

(
a b
c d

)
,

y la matriz de incógnitas como X = (x, y)t. Así, podemos expresar el sistema
lineal como

X ′ = AX.

En un sistema de ecuaciones diferenciales, un punto de equilibrio es un punto
en el espacio de fases del sistema donde ninguna variable cambia con el tiempo.
En otras palabras, es un punto donde las derivadas de todas las variables son
iguales a cero (véase [1]).

El punto de origen (0, 0) es siempre un punto de equilibrio para del sistema
X ′ = AX y para encontrar otros puntos de equilibrio resolvemos el sistema ho-
mogéneo asociado: {

ax+ by = 0,

cx+ dy = 0.

Según el Teorema de Rouché-Frobenius (véase [2]), el sistema tiene una solución
distinta del vector cero si y solo si det(A) = 0. Por tanto, se pueden dar los
siguientes dos casos:

Si det(A) = 0, existe una recta que pasa por el origen y todos sus puntos
son soluciones del sistema.

Si det(A) 6= 0, el único punto de equilibrio es el punto de origen.
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2.1. Solución explícita

Para resolver el caso det(A) = 0, sería necesario la intervención humana (véase
[1]) y en este trabajo, no contemplaremos resolver sistemas con múltiples solu-
ciones. Entonces, a los sistemas que vamos a estudiar añadimos la restricción
de que det(A) 6= 0.

En conclusión, en este trabajo se estudiarán los sistemas de ecuaciones dife-
renciales homogéneos de dos variables y dos ecuaciones, con coeficientes reales,
cuyo determinante asociado a la matriz de coeficientes es distinto de cero.

En las siguientes secciones se abordará cómo obtener la solución explícita de
estos sistemas en función de sus autovalores, se explorará la transformación de
ecuaciones diferenciales de segundo orden a sistemas, se analizarán las clasifi-
caciones de los puntos de equilibrio y se estudiará el concepto de conjugación
topológica. Para más información sobre la base teórica del presente trabajo, re-
ferimos al lector a [1, 3, 4, 5, 6, 7, 2], en las que se basa el contenido de este
capítulo

2.1. Solución explícita

En esta sección se explicará cómo obtener explícitamente las soluciones genera-
les de un sistema. Para ello, se deberán considerar varios casos dependiendo de
si la matriz de coeficientes A2×2 asociada al sistema es diagonalizable o no, y de
cómo sean los autovalores. Los casos a estudiar son los siguientes:

1. Diagonalizable.

a) Autovalores reales y distintos.

b) Autovalores reales e iguales.

c) Autovalores complejos.

2. No diagonalizable: autovalores reales e iguales.

Pero antes de adentrarnos en estos casos, daremos un par de definiciones.

Definición 1 (Matriz fundamental). Una matriz fundamental asociada al sistema
X ′ = AX es cualquier matriz cuadrada φ(t) cuyas columnas son soluciones de
X ′ = AX linealmente independientes en R (véase [7]).

Observación 1. Si φ(t) una matriz fundamental del sistema X ′ = AX, se cumple
que:

1. φ′(t) = Aφ(t) para todo t ∈ R, ya que φ(t) está formado por soluciones del
sistema X ′ = AX.

2. det(φ(t)) 6= 0 para todo t ∈ R. Como las soluciones fundamentales que con-
forman la matriz fundamental son linealmente independientes, se garantiza
que la matriz fundamental es una base del espacio de soluciones del sistema
de ecuaciones.

Definición 2 (Wronskiano). El Wronskiano de un conjunto de funciones diferen-
ciables x1, . . . , xn se define como sigue:
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Marco teórico

W [x1, . . . , xn](t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x1(t) x2(t) · · · xn(t)
x′1(t) x′2(t) · · · x′n(t)

...
...

...
x
(n−1)
1 (t) x

(n−1)
2 (t) · · · x

(n−1)
n (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
donde x(k)i (t) denota la k-ésima derivada de la función xi(t) evaluada en t (veáse
[7]).

Definición 3. Sea Mn(K) el conjunto de matrices de dimensión n en el cuerpo K
de los números reales o de los números complejos, y sea A ∈ Mn(K). Se define
la aplicación matricial exponencial eAt : R −→ Mn(K) que para todo t ∈ R le hace
corresponder:

eAt =
∞∑
k=0

Aktk

k!
.

Teorema 1 (Fórmula de Jacobi). Sea I un intervalo abierto. Si x1(t), . . . , xn(t) son
soluciones del sistema X ′ = AX. Entonces, se verifica

W (t) = W (t0)e
∫ t
t0

Tr(A(s))ds

para cualquier t0 ∈ I y siendo W [x1, . . . , xn](t) el wronskiano definido en la Defini-
ción 2 (véase [7]).

La demostración de este teorema se deja en el Anexo A.

Una vez enunciados los teoremas, definiciones y observaciones necesarias pode-
mos proseguir buscando las soluciones explícitas de los sistemas diferenciales
lineales X ′ = AX de dos ecuaciones. Se cumple la siguiente proposición.

Proposición 1. Sea el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden X ′ =
AX, se verifica que:

1. eAt es una matriz fundamental.

2. La solución general es de la forma:

X(t) = eAtc, c =

c1...
cn

 , ci ∈ R, i = 1, . . . , n. (2.1)

Demostración. Comencemos demostrando que eAt es una matriz fundamental.
Recordemos la definición matriz fundamental, indicado en la Observación 1.

Por una parte, se cumple que
d

dt
eAt = AeAt. Por otra, veamos que det(φ(t)) 6= 0.

Utilizando la fórmula de Jacobi, enunciada en el Teorema 1, tenemos que

W (t) = W (t0)e
∫ t
to

Tr(A(s))ds,
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2.1. Solución explícita

con W (t) = W [Y1, . . . , Yn](t) el Wronskiano. Entonces,

det(eAt) = W (t) = det(eA·0)e
∫ t
0 Tr(A(s))ds = eTr(A)t,

de donde det(eAt) = eTr(A)t 6= 0.

Ahora, veamos que la solución general tiene la forma X(t) = eAtc, como indican
las ecuaciones (2.1).

Puesto que eAt es una matriz fundamental, sus columnas son un sistema fun-
damental de soluciones. La combinación lineal de soluciones es otra solución
del sistema. Para demostrar esto, consideremos la función Z(t) = αX1(t)+βX2(t)
donde X1(t), X2(t) son soluciones de X ′ = AX. Veamos que Z(t) también es solu-
ción:

Z ′(t) = αX ′1(t) + βX ′2(t),

y por ser X1(t) y X2(t) soluciones del sistema,

Z ′(t) = αAX1(t) + βAX2(t).

Además, por la linealidad de las matrices podemos concluir con que

Z ′(t) = A(αX1(t) + βX2(t)).

Hemos demostrado que Z ′(t) = AZ(t) y por tanto, la solución general se puede
expresar como una combinación lineal de las columnas de eAt, esto es, X(t) =
eAtc donde c es un vector de constantes.

Dependiendo de cómo sea la matriz A, diagonalizable o no diagonalizable, con
autovalores reales y distintos, iguales o complejos, la expresión eAt de la solución
general variará. En las próximas secciones estudiaremos de qué forma es eAt.

2.1.1. Diagonalizable. Autovalores reales y distintos

Sea A una matriz diagonalizable con dos autovalores λ1, λ2 ∈ R tal que λ1 es dife-
rente de λ2 y con autovectores v1, v2 (que existen porque los autovalores son sim-
ples) asociados a λ1 y λ2, respectivamente. Entonces, tenemos que A = PDP−1,
con

P =

 | |
v1 v2
| |

 , D =

(
λ1 0
0 λ2

)
.

En consecuencia,
eAt = ePDP

−1t. (2.2)

Teorema 2. En las condiciones previamente descritas se tiene que

eAt = PeDtP−1.
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Marco teórico

Demostración. Comencemos estudiando cómo son las potencias de PAP−1.

(PAP−1)2 = PAP−1PAP−1 = PA(P−1P )AP−1 = PA · I ·AP−1 = PA2P−1.

Elevándolo a la k-potencia tenemos que

(PAP−1) · . . . · (PAP−1) = PAkP−1.

Utilizando la Definición 3 de elevar al número e la matriz A,

e(PDP
−1)t =

∞∑
k=0

(PDP−1)ktk

k!

= I +
PDP−1t

1!
+

(PDP−1)2t2

2!
+ · · ·+ (PDP−1)ktk

k!
+ · · ·

= I +
PAP−1t

1!
+
PA2P−1t2

2!
+ · · ·+ PAkP−1tk

k!
+ · · ·

= I + P

(
At

1!
+
A2t2

2!
+ · · ·+ Aktk

k!
+ · · ·

)
P−1

= PIP−1 + P

(
At

1!
+
A2t2

2!
+ · · ·+ Aktk

k!
+ · · ·

)
P−1

= P

(
I +

At

1!
+
A2t2

2!
+ · · ·+ Aktk

k!
+ · · ·

)
P−1

= PeAtP−1.

Queda así demostrado que ePDP
−1t = PeDtP−1.

Teorema 3. Si

D =

λ1 . . .
λn


es una matriz diagonal, entonces

eDt =

e
λ1t

. . .
eλnt

 .

Demostración. Es claro que si

D =

λ1 . . .
λn

 se tiene que Dk =

λ
k
1

. . .
λkn

 , con k ∈ Z+,

y en consecuencia,

eDt =


∞∑
k=0

λk1t
k

k!
. . .

∞∑
k=0

λknt
k

k!

 =

e
λ1t

. . .
eλnt

 .
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2.1. Solución explícita

Entonces, siguiendo con la ecuación (2.2),

eAt = ePDP
−1t = PeDtP−1 = P

(
eλ1t 0

0 eλ2t

)
P−1.

Ahora, teniendo en cuenta que φ(t) = eAtP−1 es otra matriz fundamental, la
solución general es de la forma:

X(t) = eAtc = PeDt
(
c1
c2

)
,

es decir,

X(t) = c1e
λ1tv1 + c2e

λ2tv2, siendo c1, c2 ∈ R.

2.1.2. Diagonalizable. Autovalores reales e iguales

Supongamos que ahora A tiene un único autovalor real λ, con multiplicidad (al-
gebraica) 2 y que dim(ker(A − λI)) = 2. Es decir, que la multiplicidad algebraica
coincida con la geométrica para que la matriz sea diagonalizable. La única ma-
nera que esto ocurra es que A ya sea una matriz diagonal, ya que de otra forma
no podríamos encontrar ninguna matriz P tal que A = PDP−1 con D una matriz
diagonal.

Entonces, A tiene que ser de la forma

A =

(
λ 0
0 λ

)
y por tanto,

eAt =

(
eλt 0
0 eλt

)
.

Entonces, la solución general es similar al caso anterior:

X(t) = eAt
(
c1
c2

)
= eλt

(
c1
c2

)
, donde c1, c2 ∈ R.

Otra manera de resolver el problema, es desarrollando el sistema, obteniendo
que {

x′ = λx,

y′ = λy.

Teorema 4. Todas las soluciones de la ecuación x′(t) = ax(t) con a ∈ R son de la
forma

x(t) = keat, con k ∈ R.

8
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Demostración. Vemos primero que es solución. Esto es directo ya que

x′(t) = akeat = ax(t).

Además, veamos que es la única solución. Para ello, veamos que si u(t) es una
solución cualquiera de la ecuación x′(t) = ax(t), entonces existe una constante
c ∈ R de manera que:

u(t) = ceat =⇒ u(t)e−at = c.

Derivando en función de t, obtenemos

d

dt

(
u(t)e−at

)
= u′(t)eat + u(t)(−ae−at).

Como u(t) es solución de la ecuación, entonces u′(t) = au(t) y por tanto

d

dt

(
u(t)e−at

)
= au(t)e−at − au(t)e−at = 0.

Luego como d
dtu(t)e−at = 0, se tiene que c = u(t)e−at, por lo que es una constante.

Así, queda demostrado que todas las soluciones de la ecuación x′(t) = ax(t) son
de la forma u(t) = keat con k ∈ R alguna constante.

Entonces, resolviendo cada ecuación por separado, obtenemos directamente la
solución: {

x(t) = c1e
λt, con c1 ∈ R,

y(t) = c2e
λt, con c2 ∈ R.

2.1.3. Diagonalizable. Autovalores complejos

Ahora supongamos que la matriz de coeficientes A del sistema lineal de ecua-
ciones diferenciales X ′ = AX tiene dos autovalores complejos, que denotaremos
como λ = p + iq y λ̄ = p − iq. Además, denotemos v = u + iw y v̄ = u − iw, con
u,w ∈ R2, los autovectores asociados a λ y λ̄, respectivamente.

Proposición 2. En las condiciones del párrafo anterior, se tiene que A puede
expresarse como A = PBP−1, siendo

P =

 | |
u w
| |

 y B =

(
p q
−q p

)
.

Demostración. Como v = u+ iw,

Av = A(u+ iw) = Au+ iAw.

Teniendo en cuenta la definición de autovalor:

Av = λv = (p+ iq)(u+ iw) = pu+ iqu+ ipw − qw = pu− qw + i(qu+ pw).

9



2.1. Solución explícita

Igualando las partes reales por un lado y las imaginarias por otro:{
Au = pu− qw,
Aw = qu+ pw.

Entonces, podemos denotar como B a la matriz asociada a A en la base u,w,
como

B =

(
p q
−q p

)
,

y se cumple que A = PBP−1.

Hemos demostrado que A = PBP−1, entonces con esta expresión y utilizando lo
demostrado en el Teorema 2

eAt = ePBP
−1t = PeBtP−1.

Veamos cómo expresar eBt. Podemos escribir B como B = D +Q, con

D =

(
p 0
0 p

)
y Q =

(
0 q
−q 0

)
. (2.3)

Proposición 3. Si Q está definida como en (2.3), se tiene que

eQt =

(
cos(qt) sen(qt)
− sen(qt) cos(qt)

)
.

Demostración. Las potencias de la matriz Q para n ∈ Z+ son de la forma:

Q2n =

(
(−1)nq2n 0

0 (−1)nq2n

)
y Q2n+1 =

(
0 (−1)nq2n+1

(−1)n+1q2n+1 0

)
.

Entonces, por definición de exponencial de una matriz,

eQt =
∞∑
k=0

Qktk

k!
.

Separando el sumatorio y utilizando los valores de las potencias de Qn, tenemos

eQt =

∞∑
k=0

Q2kt2k

(2k)!
+

∞∑
k=0

Q2k+1t2k+1

(2k + 1)!

=

∞∑
k=0

t2k

(2k)!

(
(−1)kq2k 0

0 (−1)kq2k

)
+

∞∑
k=0

t2k+1

(2k + 1)!

(
0 (−1)kq2k+1

(−1)k+1q2k+1 0

)

=


∞∑
k=0

(−1)k(qt)2k

(2k)!
0

0
∞∑
k=0

(−1)k(qt)2k

(2k)!

+

 0
∞∑
k=0

(−1)k(qt)2k+1

(2k + 1)!
∞∑
k=0

(−1)k+1(qt)2k+1

(2k + 1)!
0

 .
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Ahora, recordando los desarrollos de Taylor del seno y el coseno, sabemos que

sinx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 y cosx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n para todo x ∈ R,

con lo que

eQt =

(
cos(qt) sen(qt)
− sen(qt) cos(qt)

)
.

Veamos cómo expresar eBt = e(D+Q)t.

Proposición 4. Sean D y Q dos matrices cuadradas de la misma dimensión y
conmutan, es decir, DQ = QD, entonces e(D+Q)t = eDteQt.

Demostración. Sea Z(t) = e(D+Q)t − eDteQt.

Como D y Q conmutan, es claro que eDt y Q también. Entonces,

Z ′(t) = (D +Q)e(D+Q)t −DeDteQt − eDtQeQt

= (D +Q)(e(D+Q)t − eDteQt)
= (D +Q)Z(t).

Además, como Z(0) = 0, queda demostrado que Z(t) = 0 para todo t ∈ R. Enton-
ces, queda demostrado que (D+Q)t = eDteQt.

Entonces, como las matrices D =

(
p 0
0 p

)
y Q =

(
0 q
−q 0

)
cumplen que

DQ =

(
p 0
0 p

)(
0 q
−q 0

)
=

(
pq 0
−pq p

)
=

(
0 q
−q 0

)(
p 0
0 p

)
= QD,

podemos expresar eBt como:

eBt = e(D+Q)t = eDteQt =

(
ept 0
0 ept

)(
cos(qt) sen(qt)
− sen(qt) cos(qt)

)
=

(
ept cos(qt) ept sen(qt)
−ept sen(qt) ept cos(qt)

)
.

Así,

eAt = ePBP
−1t = PeBtP−1

= P

(
ept cos(qt) ept sen(qt)
−ept sen(qt) ept cos(qt)

)
P−1.

Y por tanto, la solución general es de la forma

X(t) = eAtc = PeBt
(
c1
c2

)
, con c1, c2 ∈ R,
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2.1. Solución explícita

o equivalentemente,

X(t) = c1e
pt(cos(qt)u− sen(qt)w) + c2e

pt(sen(qt)u+ cos(qt)w), con c1, c2 ∈ R.

2.1.4. No diagonalizable. Autovalor real e igual

En dimensión 2, una matriz A no es diagonalizable únicamente cuando A tiene
un autovalor λ doble con dim(ker(A − λI)) = 1. Como la multiplicidad algebraica
no coincide con la geométrica, A no es diagonalizable, lo que quiere decir que no
podemos escribir A como A = PDP−1 con D alguna matriz diagonal. Por tanto,
utilizaremos una matriz que, aunque no es una matriz diagonal, es lo suficien-
temente sencilla como para poder usarla cómodamente, que denotaremos como
la matriz de Jordan J y cumple que A = PJP−1.

La cadena de Jordan asociada al autovalor λ de longitud 2 se halla de la siguiente
manera (véase [6]):{

v2 ∈ ker((A− λI)2) y v2 /∈ ker(A− λI),

v1 = (A− λI)v2 ∈ ker(A− λI) \ {0},

y por consiguiente, {
Av1 = λv1,

Av2 = λv2 + v1.

Se cumple que {v1, v2} son linealmente independientes, y que la forma canónica
de Jordan de A es de la manera A = PJP−1, con

P =

 | |
v1 v2
| |

 y J =

(
λ 1
0 λ

)
.

Entonces, con la forma canónica de Jordan de A, tenemos que

eAt = ePJP
−1

= PeJtP−1 = Peλt
(

1 t
0 1

)
P−1,

con lo que φ(t) = PeJt es una matriz fundamental del sistema. Entonces, la
solución general del sistema X ′ = AX es de la forma

X(t) = PeJt
(
c1
c2

)
= eλtP

(
1 t
0 1

)(
c1
c2

)
con c1, c2 ∈ R,

que es equivalente a

X(t) = eλt(c1v1 + c2(v1t+ v2)) con c1, c2 ∈ R.
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2.2. Clasificación de órbitas y puntos por autovalores

Se denomina diagrama de fases a la representación en el plano xy del campo
vectorial asociado al sistema y de algunas de sus órbitas. El estudio de los dia-
gramas de fases es útil porque nos permite examinar de manera cualitativa el
sistema planteado sin obtener las soluciones explícitas, observando la relación
entre las dos variables.

Como mencionamos al principio del trabajo, nos hemos centrado en aquellos
sistemas de coeficientes reales cuyo determinante de la matriz de coeficientes es
distinto del cero. Dependiendo de si la matriz es diagonalizable y de cómo sean
los autovalores λ1, λ2 de la matriz de coeficientes A, el diagrama de fases tiene
una forma u otra. En las próximas secciones estudiaremos qué forma tienen,
separando los siguientes casos:

1. Dos autovalores reales diferentes.

Nodo estable: λ1, λ2 ∈ R y λ2 < λ1 < 0.

Nodo inestable: λ1, λ2 ∈ R y 0 < λ2 < λ1.

Punto de silla: λ1, λ2 ∈ R y λ2 < 0 < λ1.

2. Autovalor doble (reales).

Punto estelar: diagonalizable.

Nodo impropio: no diagonalizable.

3. Autovalores complejos.

Centro estable: λ1, λ2 ∈ C y Re(λ1) = Re(λ2) = 0.

Foco estable: λ1, λ2 ∈ C y Re(λ1) = Re(λ2) < 0.

Foco inestable: λ1, λ2 ∈ C y Re(λ1) = Re(λ2) > 0.

Notamos que en una matriz de dimensión 2 y existen sus autovalores, estos
serán o los dos reales o los dos complejos, y que solo aquellos autovalores con
multiplicidad mayor que 1 pueden ser no diagonalizables. Por lo que están cu-
biertos todos los casos (véase [8]).

2.2.1. Autovalores reales y distintos

Sea el sistema X ′ = AX, donde la matriz de coeficientes A tiene dos autovalores
λ1, λ2 reales distintos. Entonces, como los autovalores son simples (multiplici-
dad 1), A es diagonalizable. Así, A se puede expresar como A = PDP−1 con

D =

(
λ1 0
0 λ2

)
.

Introduciendo el cambio de variable:(
x(t)
y(t)

)
= P

(
ξ1(t)
ξ2(t)

)
o equivalentemente, P−1

(
x(t)
y(t)

)
=

(
ξ1(t)
ξ2(t)

)
, (2.4)
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2.2. Clasificación de órbitas y puntos por autovalores

el sistema es X ′ = AX es equivalente a X ′ = PDP−1X. Multiplicando por la
izquierda P−1 a ambos lados de la ecuación, obtenemos que P−1X ′ = DP−1X,
donde P es la matriz cuyas columnas son los vectores propios v1, v2 asociados a
λ1, λ2. Obtenemos como resultado un sistema que denominaremos como siste-
ma canónico: (

ξ′1(t)
ξ′2(t)

)
= D

(
ξ1(t)
ξ2(t)

)
,

cuyas soluciones son de la forma(
ξ1(t)
ξ2(t)

)
=

(
eλ1t 0

0 eλ2t

)(
c1
c2

)
= eDtc, c1, c2 ∈ R.

Entonces, las ecuaciones de las órbitas de este sistema canónico son de la forma{
ξ1(t) = c1e

λ1t,

ξ2(t) = c2e
λ2t,

(2.5)

en el que dependiendo de los valores de c1, c2 diferenciamos los siguientes casos:

1. Si c1 = c2 = 0, ξ = (0, 0) es el único punto de equilibrio.

2. Si c1 = 0, {
ξ1(t) = 0,

ξ2(t) = c2e
λ2t,

los puntos de equilibrio están formados por el semieje de ordenadas ξ2
positivo cuando c2 > 0 y el semieje de ordenadas ξ2 negativo cuando c2 < 0.

3. Si c2 = 0, {
ξ1(t) = c1e

λ1t,

ξ2(t) = 0,

los puntos de equilibrio están formados por el semieje de abscisas ξ1 posi-
tivo cuando c1 > 0 y el semieje de abscisas ξ1 negativo cuando c1 < 0.

4. Si c1 6= 0 y c2 6= 0, despejamos t de la primera ecuación de (2.5), obteniendo
que:

ξ1 = c1e
λ1t

ln(ξ1) = ln(c1e
λ1t)

ln(ξ1) = ln(c1) + λ1t

t =
1

λ1
· ln
(
ξ1
c1

)
.

Sustituyendo en la segunda ecuación de (2.5), resulta que

ξ2 = c2

(
ξ1
c1

)λ2
λ1 .
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Por simplicidad, denotaremos r =
λ1
λ2

y c =
c2
c1

para expresar la ecuación

anterior como:
ξ2 = cξr1. (2.6)

Dependiendo del signo de los autovalores, el punto origen será un nodo
estable, un nodo inestable o un punto de silla.

2.2.1.1. Nodo estable

Si λ2 < λ1 < 0 y r =
λ2
λ1

> 1, el punto origen (0, 0) es un nodo estable y se verifican

las siguientes características:

Puesto que λ1, λ2 < 0, todas las órbitas se acercan al punto (0, 0) cuando t
tiende al infinito. Esto se ve mediante las siguientes ecuaciones:

ĺım
t→∞

ξ1(t) = ĺım
t→∞

c1e
λ1t = 0 y ĺım

t→∞
ξ2(t) = ĺım

t→∞
c2e

λ2t = 0.

Las órbitas descritas en (2.6), ξ2 = cξr1, tienen aspecto de semiparábolas con
el eje ξ2 como eje de la parábola. Como r > 1, tenemos que

dξ2
dξ1

= rcξr−11 y ĺım
ξ1→0

dξ2
dξ1

= 0.

Las órbitas se acercan al origen cuando t → ∞ tangencialmente al eje de
abscisas ξ1.

Finalmente, recordamos las ecuaciones de (2.4) y procedemos a hacer un cam-
bio de variable: (

x(t)
y(t)

)
= P

(
ξ1(t)
ξ2(t)

)
con P =

(
v11 v12
v21 v22

)
,

siendo v1 =

(
v11
v21

)
y v2 =

(
v12
v22

)
asociados a los autovalores λ1, λ2. A continuación,

estudiemos en qué se transforman el punto (0, 0), y en qué se convierten los ejes
ξ1, ξ2.

El punto (0, 0) en las coordenadas de (ξ1, ξ2) se transforma en (0, 0) en los
ejes (x, y).

El eje ξ1 que tiene los puntos de la forma (α, 0) se transforma en(
v11 v12
v21 v22

)(
α
0

)
= α

(
v11
v21

)
= αv1,

de manera que en las coordenadas originales (x, y), obtenemos el subes-
pacio propio L(v1). Esta recta, sin el origen, está formada por dos órbitas
(semiejes) que tienden al origen cuando t→∞.
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El eje ξ2 que tiene los puntos de la forma (0, α) se transforma en(
v11 v12
v21 v22

)(
0
α

)
= α

(
v12
v22

)
= αv2,

de manera que en las coordenadas originales (x, y), obtenemos el subes-
pacio propio L(v2). Esta recta, sin el origen, está formada por dos órbitas
(semiejes) que tienden al origen cuando t→∞.

En la Figura 2.1 se muestra el diagrama de fases de un sistema descrito por las
ecuaciones diferenciales:

{
x′ = −3x+ y,

y′ = x− 3y.

Figura 2.1: Ejemplo nodo estable, x′ = −3x+ y, y′ = x− 3y

En el diagrama de fases, se representa gráficamente la evolución de las variables
del sistema en función de sus tasas de cambio. En este caso, se observa que
todas las flechas en el diagrama apuntan hacia el punto de equilibrio en el
origen. Esto indica que todas las soluciones cercanas al punto de equilibrio se
acercan a él a medida que el tiempo avanza.

El hecho de que todas las flechas se acerquen al origen en el diagrama de fases
indica que el punto de equilibrio en el origen es un nodo estable. Además, cuanto
más cerca esté una solución del origen, más rápido se acercará a él.

2.2.1.2. Nodo inestable

Si 0 < λ2 < λ1, el punto (0, 0) se conoce como nodo inestable. Las órbitas son
del mismo tipo que las del nodo estable (ver Sección 2.2.1.1), pero en este caso,
todas las órbitas se alejan del origen a medida que t tiende a infinito.
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En la Figura 2.2 representamos el diagrama de fases para un sistema cuyo punto
de equilibrio es un nodo inestable. El sistema está descrito por las ecuaciones
diferenciales:

{
x′ = x,

y′ = 2y.

Figura 2.2: Ejemplo nodo inestable, x′ = x, y′ = 2y

El hecho de que todas las flechas se alejen del origen en el diagrama de fases
indica que el punto de equilibrio en el origen es un nodo inestable. Es decir,
cualquier perturbación en las variables x e y cuando estamos en el punto de
equilibrio (0, 0) hará que la correspondiente solución del sistema se aleje del
origen y no regrese a él.

2.2.1.3. Punto de silla

Denominamos punto de silla al punto origen (0, 0) cuando λ2 < 0 < λ1 y por

tanto, r =
λ2
λ1

< 0. Las órbitas del sistema en coordenadas (ξ1, ξ2) satisfacen que:

ĺım
t→∞

ξ1(t) = ĺım
t→∞

c1e
λ1t =

{
∞, si c1 > 0

−∞, si c1 < 0

y por otro lado,
ĺım
t→∞

ξ2(t) = ĺım
t→∞

c2e
λ2t = 0.

Las dos órbitas rectilíneas sobre el eje ξ1 se alejan del origen cuando t→∞.

Las dos órbitas rectilíneas sobre el eje ξ2 tienden al origen cuando t→∞.

Las órbitas ξ2 = cξr1 tienen aspecto de ramas de hipérbolas con asíntotas
ξ1 = 0 y ξ2 = 0.
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Sean v1, v2 los vectores propios asociados a los autovalores λ1, λ2, respectivamen-
te. Las soluciones son(

x(t)
y(t)

)
= c1e

λ1tv1 + c2e
λ2tv2, c1, c2 ∈ R.

Como λ2 < 0 < λ1, en las coordenadas (x, y) obtenemos que:

Si c1 = c2 = 0, entonces (x, y) = (0, 0) es el único punto de equilibrio.

Si c1 = 0 y c2 6= 0, las órbitas son los dos semiejes de L(v2), eliminando el
origen, que tienden al origen cuando t→∞.

Si c2 = 0 y c1 6= 0, las órbitas son los dos semiejes de L(v1), eliminando el
origen, que se alejan del origen cuando t→∞.

Si c1, c2 6= 0, las órbitas toman el aspecto de ramas de hipérbolas, que tien-
den asintóticamente a una de las órbitas rectilíneas. Estas son los semiejes
de L(v1) cuando t→∞ y los semiejes de L(v2) cuando t→ −∞.

La Figura 2.3 representa el diagrama de fases para un sistema cuyo punto de
equilibrio es un punto de silla, descrito por las ecuaciones diferenciales:

{
x′ = 2x+ y,

y′ = −y.

Figura 2.3: Ejemplo punto de silla, x′ = 2x+ y, y′ = −y

2.2.2. Autovalor doble

En el sistema X ′ = AX, si la matriz A posee un autovalor doble, podemos dis-
tinguir entre dos casos: cuando A es diagonalizable y cuando no lo es. En el
primer caso, el punto de equilibrio se conoce como punto estelar, y las órbitas
se asemejan a las de un nodo estable o inestable, dependiendo de si el autovalor
es negativo o positivo, respectivamente.
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Por otro lado, en el segundo caso, cuando A no es diagonalizable y tiene un
autovalor doble real, el punto de equilibrio se llama nodo impropio. En este
caso, las órbitas se acercan o alejan del origen tangencialmente a ciertos ejes. A
continuación, describiremos con más detalle cada uno de estos casos y cómo se
presentan las órbitas y los diagramas de fases.

2.2.2.1. Punto estelar

Como vimos anteriormente en la Sección 2.1.2, para que la matriz del sistema
X ′ = AX sea diagonalizable y tenga un autovalor doble λ, el sistema debe tener
la siguiente forma: (

x′

y′

)
=

(
λ 0
0 λ

)(
x
y

)
,

y la solución general del sistema es:(
x(t)
y(t)

)
=

(
c1e

λt

c2e
λt

)
.

Entonces, se cumple que:

Si c1 = c2 = 0, el origen es el único punto de equilibrio.

Si c1 = 0 y c2 6= 0, las órbitas son los dos semiejes que se obtienen al eliminar
el origen del eje vertical.

Si c1 6= 0, las órbitas son las semirrectas que se obtienen al eliminar el
origen de las rectas y =

c2x

c1
.

Si λ < 0, todas las órbitas se acercan al origen cuando t tiende al infinito, y se
alejan cuando λ > 0.

Figura 2.4: Ejemplo punto estelar, x′ = 2x, y′ = 2y

En la Figura 2.4 se ha mostrado el diagrama de fases de un sistema cuyo punto
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2.2. Clasificación de órbitas y puntos por autovalores

de origen es un punto estelar. El sistema que se ilustraba en la figura era el
siguiente:

{
x′ = 2x,

y′ = 2y.

Observamos que en este caso el punto estelar tiene un autovalor doble y positivo,
ya que todas las flechas del diagrama de fases se alejan del origen. Este tipo de
punto estelar se asemeja a un nodo inestable, donde las órbitas se alejan del
origen en el tiempo.

2.2.2.2. Nodo impropio

Sea el sistema X ′ = AX en el que A tiene un autovalor doble λ y resulta que
dim(ker(A − λI)) = 1. Puesto que la multiplicidad algebraica y geométrica no
coinciden, la matriz de coeficientes A no es diagonalizable. En este caso, se utili-
zan dos vectores propios linealmente independientes y una matriz de transición
para llevar la matriz A a su forma canónica de Jordan.

Como ya vimos en la sección de solución general, podemos expresar la matriz de
coeficientes A como:

A = PJP−1, con J =

(
λ 1
0 λ

)
. (2.7)

Introduciendo el cambio de variable
(
x(t)
y(t)

)
= P

(
ξ1(t)
ξ2(t)

)
, siendo P la matriz que

tiene por columnas los vectores v1, v2 de una cadena de Jordan:{
v2 ∈ (ker(A− λI)2\ ker(A− λI)),

v1 = (A− λI)v2 ∈ (ker(A− λI)\{0}),
(2.8)

y obtenemos el sistema

X ′ = PJP−1X o, equivalentemente, P−1X ′ = JP−1X.

Llamaremos a estas ecuaciones sistema canónico equivalente al sistema(
ξ′1(t)
ξ′2(t)

)
= J

(
ξ1(t)
ξ2(t)

)
,

cuyas soluciones son de la forma(
ξ1(t)
ξ2(t)

)
= eJtc =

(
eλt teλt

0 eλt

)(
c1
c2

)
, c1, c2 ∈ R,

que es equivalente al sistema{
ξ1(t) = eλt(c1 + tc2),

ξ2(t) = c2e
λt.

(2.9)

Diferenciamos los siguientes casos para las órbitas:
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c1 = c2 = 0, el origen es el único punto de equilibrio.

Si c2 = 0 y c1 6= 0, obtenemos el semieje de abscisas ξ1 positivo cuando c1 > 0
y el semieje de abscisas ξ1 negativo si c1 < 0.

Si c2 6= 0, eliminando la variable t en la segunda ecuación de (2.9), t =
1

λ
ln

(
ξ2
c2

)
y, sustituyendo en la primera ecuación, obtenemos que:

ξ1 = e
λ 1
λ
ln
(
ξ2
c2

)(
c1 +

1

λ
ln

(
ξ2
c2

)
c2

)
ξ1 =

ξ2
c2

(
c1 +

c2
λ

ln

(
ξ2
c2

))
.

Entonces, suponiendo que ξ′2(t) 6= 0, podemos aplicar la regla de la cadena:

dξ1
dξ2

=
dξ1
dt

dt

dξ2
=
dξ1
dt

1
dξ2
dt

=
λeλt(c1 + tc2) + c2e

λt

λc2eλt
=
λξ1 + ξ2
λξ2

,

de manera que la tangente vertical se calcula igualando
dξ1
dξ2

= 0. Operando,

obtenemos que ξ2 = −λξ1.

Similarmente,

dξ2
dξ1

=
λc2

(c1 + tc2) + c2
y aplicando límites, ĺım

t→∞

dξ2
dξ1

= ĺım
t→∞

λc2
(c1 + tc2) + c2

= 0.

Si λ < 0, entonces ĺımt→∞ ξ1(t) = ĺımt→∞ ξ2(t) = 0 y las órbitas se acercan al
origen con tangente horizontal según el eje ξ1.

Por el contrario, si λ > 0, entonces ĺımt→∞ |ξ1(t)| = ĺımt→∞ |ξ2(t)| = ∞ y las
órbitas se alejan del origen con tangente horizontal según el eje ξ1.

Entonces, deshaciendo el cambio de variable descrito en (2.7):

Si c1 = c2 = 0, el origen es el único punto de equilibrio.

Si c2 = 0, las órbitas son los semiejes que se obtienen de L(v1) eliminando el
punto (0, 0). Estas órbitas se acercan al origen si λ < 0 y se alejan si λ > 0.

Si c2 6= 0, las órbitas tienen tangente vertical en ax − by = 0, siendo a, b

coeficientes de la matriz A =

(
a b
c d

)
.

Si λ < 0, las órbitas se acercan al origen en dirección de la tangente hori-
zontal según el eje L(v1) y se alejan si λ > 0 con tangente horizontal según
el mismo eje L(v1).

La Figura 2.5 presenta el diagrama de fases para un sistema cuyo punto origen
es un nodo impropio. El sistema está dado por las ecuaciones:{

x′ = −4x+ y,

y′ = −x− 2y.
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Figura 2.5: Ejemplo nodo impropio, x′ = −4x+ y, y′ = −x− 2y

Observamos que todas las flechas se acercan al origen, pero a medida que se
acercan al punto, giran en el sentido de las agujas del reloj. Esto indica que, a
medida que las soluciones se acercan la origen, estas giran alrededor del origen
antes de convenger hacia él. Este comportamiento es muy diferente a los casos
anteriores (nodo estable, nodo inestable, punto de silla, o punto estelar), y se
debe a la forma canónica de la matriz A del sistema.

2.2.3. Autovalores complejos

Sea el sistema de 2 ecuaciones diferenciales lineales autónomo X ′ = AX, en el
que los autovalores de A son los complejos µ = p + iq y µ̄ = p − iq, con q > 0, y
sea v ∈ ker(A− (p+ iq)I) el autovector asociado. Definiendo u = Re(v) y w = Im(v),
podemos expresar la matriz de coeficientes A como:

A = PBP−1, siendo B =

(
p q
−q p

)
y P =

(
u1 w1

u2 w2

)
.

Introduciendo el cambio de variable(
x(t)
y(t)

)
= P

(
ξ1(t)
ξ2(t)

)
que es equivalente a P−1

(
x(t)
y(t)

)
=

(
ξ1(t)
ξ2(t)

)
,

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones equivalente a X ′ = AX:

P−1
(
x′(t)
y′(t)

)
= P−1PBP−1

(
x(t)
y(t)

)
(
ξ′1(t)
ξ′2(t)

)
= B

(
ξ1(t)
ξ2(t)

)
(
ξ′1(t)
ξ′2(t)

)
=

(
p q
−q p

)(
ξ1(t)
ξ2(t)

)
.
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Las soluciones son, como vimos en la Sección 2.1.3 sobre soluciones explícitas
de sistemas con autovalores complejos, de la forma(

ξ1(t)
ξ2(t)

)
= ept

(
c1 cos(qt) + c2 sen(qt)
−c1 sen(qt) + c2 cos(qt)

)
, c1, c2 ∈ R.

Sea c > 0 y γ ∈ (π, π], definimos

c =
√
c21 + c22,

{
cos(γ) = c1

c ,

sen(γ) = c2
c .

Entonces, sustituyendo las expresiones anteriores, y recordando las ecuaciones
trigonométricas para las restas:{

sen(α− β) = sen(α) cos(β)− cos(α) sen(β),

cos(α− β) = cos(α) cos(β) + sen(α) sen(β),

obtenemos que:

ξ1(t) = ept(c1 cos(qt) + c2 sen(qt))

= ept(c cos(γ) cos(qt) + c sen(γ) sen(qt))

= eptc cos(γ − qt),

y que

ξ2(t) = ept(−c1 sen(qt) + c2 cos(qt))

= ept(−c cos(γ) sen(qt) + c sen(γ) cos(qt))

= eptc sen(γ − qt).

Entonces, de las dos anteriores expresiones obtenemos que{
ξ1(t) = eptc cos(γ − qt),
ξ2(t) = eptc sen(γ − qt).

Introducimos el cambio de variable a polares, siendo t ∈ (−∞,∞):{
r(t) = cept

θ(t) = γ − qt
de lo que se sigue que

{
ξ1(t) = r(t) cos(θ(t)),

ξ2(t) = r(t) sen(θ(t)),

y se cumple que

r(t) =
√

(ξ1(t))2 + ξ2(t))2, tan(θ(t)) =
ξ2
ξ1
.

Observamos que si θ(t) pertenece al intervalo ((2n− 1)π, (2n+ 1)π] ⊂ (−∞,∞) con
n ∈ Z, entonces

θ(t)− 2πn ∈ (−π, π].
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Por tanto, r(t) y θ(t) representan las coordenadas polares del punto (ξ1(t), ξ2(t)).

Despejando t en la ecuación θ = γ − qt, tenemos

t =
1

q
(γ − θ)

y sustituyendo en r = cept, obtenemos

r = ce
p
q
(γ−θ)

. (2.10)

Estas curvas son circunferencias si p = 0 y en caso contrario, espirales loga-
rítmicas. Además, cabe destacar que todas estas trayectorias se recorren en el
sentido horario, ya que hemos considerado q > 0 y θ = γ − qt.

Para clasificar el punto de equilibrio (0, 0) en el caso de autovalores complejos
distinguiremos 3 casos, dependiendo del signo de p, la parte real del autovalor
µ = p+ iq y µ̄ = p− iq.

Centro estable: p = 0.

Foco estable: p < 0.

Foco inestable: p > 0.

2.2.3.1. Centro estable

Si p = 0, la ecuación (2.10) queda reducida a la forma r = c. Entonces, recordan-
do que estamos coordenadas polares, las órbitas son circunferencias centradas

en el origen y de radio c. Además, éstas son periódicas con periodo
2π

q
. En este

caso decimos que el punto (0, 0) es un centro estable.

Figura 2.6: Ejemplo centro estable, x′ = −2x+ 4y, y′ = −2x− 2y

La Figura 2.6 representa el diagrama de fases para un sistema cuyo punto origen
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es un centro estable. El sistema está dado por las siguientes ecuaciones.{
x′ = −2x+ 4y,

y′ = −2x− 2y.

Observamos que las flechas describen curvas cerradas en forma de elipses cen-
tradas en el origen.

2.2.3.2. Foco estable

Si p < 0, entonces ĺım
t→∞

r(t) = 0 y las órbitas distintas del origen son espirales

logarítmicas, que se mantienen cerca del origen para t → ∞. Decimos entonces
que el punto (0, 0) es un foco estable.

En la Figura 2.7, se muestra el diagrama de fases para un sistema cuyo punto
origen es un foco estable. El sistema está dado por las ecuaciones diferenciales{

x′ = −2x− 3y,

y′ = 3x− 2y.

Figura 2.7: Ejemplo foco estable, x′ = −2x− 3y, y′ = 3x− 2y

Podemos observar que las flechas describen curvas suaves en espiral alrededor
del origen. El punto (0, 0) es un punto de equilibrio estable, lo que quiere decir
que cualquier perturbación del sistema en el origen provocará una evolución
hacia el origen, a lo largo de las órbitas en espiral asintóticamente estables.

2.2.3.3. Foco inestable

Si p > 0, entonces ĺım
t→∞

r(t) = ∞ y las órbitas distintas del origen son espira-

les logarítmicas, que se alejan de un entorno del origen para t → ∞. Decimos
entonces que el punto (0, 0) es un foco inestable.
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La Figura 2.8 muestra el diagrama de fases para un sistema cuyo punto origen
es un foco inestable. El sistema está descrito por las ecuaciones diferenciales{

x′ = 2x+ 3y,

y′ = −3x+ 2y.

Figura 2.8: Ejemplo foco inestable, x′ = 2x+ 3y, y′ = −3x+ 2y

Podemos observar en La Figura 2.6 que todas las flechas del diagrama de fases
se alejan del origen, lo que indica que el sistema se aleja del origen a medida que
evoluciona.

Tabla resumen

A continuación, en la Tabla 2.1 se resumen los diferentes tipos de estabilidad
en función de cómo son los autovalores (reales y diferentes, reales e iguales o
complejos), el signo de los autovalores y si la matriz de coeficientes es diagona-
lizable.

Tipo de autovalores Condiciones Tipo de estabilidad

λ2 < λ1 < 0 Nodo estable

0 < λ2 < λ1 Nodo inestableReales y diferentes

λ2 < 0 < λ1 Punto de silla

Diagonalizable Punto estelar
Reales e iguales

No diagonalizable Nodo impropio

Re(λ1) = Re(λ2) = 0 Centro estable

Re(λ1) = Re(λ2) > 0 Foco inestableComplejos

Re(λ1) = Re(λ2) < 0 Foco estable

Tabla 2.1: Tabla resumen tipos de estabilidad en referencia a los autovalores
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2.3. Clasificación de puntos por traza y determinante

En esta sección estudiaremos otra forma de clasificar los puntos de equilibrio,
sin necesidad de buscar los autovalores. Determinaremos la estabilidad del sis-
tema únicamente mediante la traza y determinante de la matriz de coeficientes.

Sea la matriz

A =

(
a b
c d

)
cuyo polinomio característico asociado se obtiene resolviendo la ecuación∣∣∣∣a− λ b

c d− λ

∣∣∣∣ = 0 y desarrollando, λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc) = 0.

Entonces, el polinomio característico p(λ) asociado al autovalor λ se puede es-
cribir como

p(λ) = λ2 − (TrA)λ+ detA,

siendo TrA y detA la traza y el determinante de la matriz A, respectivamente.

Entonces podemos hallar los autovalores λ1, λ2 resolviendo el polinomio caracte-
rístico mediante la fórmula cuadrática, obteniendo

λ1 =
TrA+

√
(TrA)2 − 4 detA

2
y λ2 =

TrA−
√

(TrA)2 − 4 detA

2
.

Observamos a continuación que la suma de autovalores es igual que la traza, y
que el producto de autovalores es equivalente al determinante de la matriz:

λ1 + λ2 =
TrA+

√
(TrA)2 − 4 detA

2
+

TrA−
√

(TrA)2 − 4 detA

2

=
(TrA+ TrA) +

(√
(TrA)2 − 4 detA−

√
(TrA)2 − 4 detA

)
2

=
2 TrA

2
= TrA,

λ1 · λ2 =

(
TrA+

√
(TrA)2 − 4 detA

2

)(
TrA−

√
(TrA)2 − 4 detA

2

)

=
(TrA)2 −

(√
(TrA)2 − 4 detA

)2
22

=
(TrA)2 − (TrA)2 + 4 detA

4

=
4 detA

4
= detA. (2.11)
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Y también notaremos T := TrA y D := detA.

Entonces, demostraremos que podemos clasificar la dinámica del correspon-
diente sistema diferencial estudiando los valores de la traza y el determinante
de la matriz A.

Los autovalores se pueden expresar como

λ =
T ±
√
T 2 − 4D

2
.

Estudiando el signo del discriminante, podemos sacar las siguientes conclusio-
nes (véase [1]):

1. Si T 2 − 4D > 0, los autovalores son reales y distintos.

2. Si T 2 − 4D = 0, los autovalores son reales e iguales.

3. Si T 2 − 4D < 0, los autovalores son complejos (y diferentes).

2.3.1. Autovalores reales y distintos

Si T 2 − 4D > 0, diferenciamos los siguientes casos:

1. Si D < 0 , el punto de origen (0,0) es un punto de silla

Si D < 0, T 2 < T 2 − 4D. Aplicando la raíz cuadrada a ambos lados de la
expresión: √

T 2 <
√
T 2 − 4D,

que es equivalente a:
± T <

√
T 2 − 4D. (2.12)

Esto es, por una parte,

T <
√
T 2 − 4D por lo que T −

√
T 2 − 4D < 0,

y por otro lado,

−T <
√
T 2 − 4D y despejando, T +

√
T 2 − 4D > 0.

Por tanto,

λ1 =
T −
√
T 2 − 4D

2
< 0 y λ2 =

T +
√
T 2 − 4D

2
> 0.

Entonces los autovalores tienen distinto signo, y por la Sección 2.2.1.3,
concluimos que el origen es un punto de silla.

Otra manera de estudiar los signos de los autovalores, es recordando que,
como demostramos en (2.11), el producto de los dos autovalores es igual
a D, es decir, λ1 · λ2 = D. Entonces, como D < 0, λ1 y λ2 tienen que tener
distinto signo.
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2. Si D > 0 y T < 0 , el punto de origen (0,0) es un nodo estable

Si D > 0, entonces T 2 > T 2 − 4D, obteniendo |T | >
√
T 2 − 4D. Entonces,

como T < 0, se tiene que

T ±
√
T 2 − 4D < 0.

Los dos autovalores son reales y negativos, entonces por la Sección 2.2.1.1,
el punto (0, 0) es un nodo estable.

3. Si D > 0 y T > 0 , el punto de origen (0,0) es un nodo inestable

Si D > 0, entonces T 2 > T 2 − 4D con lo cual se tiene que |T | >
√
T 2 − 4D.

Entonces, como T > 0
T ±

√
T 2 − 4D > 0.

Los dos autovalores son reales y negativos, entonces por la Sección 2.2.3.3,
el punto (0, 0) es un nodo inestable.

2.3.2. Autovalores reales e iguales

Si T 2 − 4D = 0, entonces el autovalor es doble y es de la forma λ =
T

2
.

Recordamos que para matrices 2 × 2 con autovalor doble, el punto de equilibrio
(0, 0) podía ser un punto estelar o un nodo impropio, dependiendo de si es dia-
gonalizable o no (Sección 2.2.2). No podemos determinar qué tipo de punto de
equilibrio es sabiendo únicamente el valor de la traza y el determinante.

Para este caso nos tendremos que fijar además en los valores de la matriz

A =

(
a b
c d

)
.

Como ya vimos anteriormente, A solo es diagonalizable con autovalor doble si A
ya es una matriz diagonal, es decir, b = c = 0. Entonces,

1. Si b = c = 0, la matriz es diagonalizable y el punto (0, 0) es un punto estelar
(ver Sección 2.2.2.1).

2. Si b 6= 0 ó c 6= 0, la matriz no es diagonalizable y el punto (0, 0) es un nodo
impropio (ver Sección 2.2.1.2).

2.3.3. Autovalores complejos

Si T 2 − 4D < 0, los autovalores son complejos de la forma

λ =
T ± i

√
−(T 2 − 4D)

2
,

con

Re(λ) =
T

2
y Im(λ) =

±
√
−(T 2 − 4D)

2
.
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Entonces, por la Sección 2.2.3, estudiando el signo de la parte entera concluimos
que:

1. Si T = 0, Re(λ) = 0 y el punto (0, 0) es un centro estable.

2. Si T > 0, Re(λ) > 0 y el punto (0, 0) es un foco inestable.

3. Si T < 0, Re(λ) < 0 y el punto (0, 0) es un foco estable.

A continuación se muestra en la Figura 2.9 un resumen visual de las relaciones
de traza y determinante. No se muestran las condiciones para encontrar un
punto estelar y un nodo impropio, ya que hemos determinado que además de
la traza y el determinante, era necesario estudiar los valores de los coeficientes.
Estos dos puntos se encontrarían sobre la parábola T 2 = 4D.

punto de silla

nodo estable nodo inestable

centro estable

foco estable foco inestable

T 2 = 4D

Det

Tr

Figura 2.9: Plano traza-determinante

Tabla comparativa sobre la clasificación mediante autovalores y por
traza-determinante

En la Tabla 2.2 se presenta una comparativa de las clasificaciones de los puntos
de equilibrio de un sistema de dos ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden que tenga matriz de coeficientes con determinante no nulo. Para deter-
minar la clasificación, se pueden utilizar diferentes criterios, como los valores
de los autovalores o los signos de la traza y del determinante de la matriz de
coeficientes.
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Tipo de autovalores Discriminante
Condiciones traza

y determinante
Condiciones autovalores Tipo de estabilidad

D > 0 y T < 0 λ2 < λ1 < 0 Nodo estable

D > 0 y T > 0 0 < λ2 < λ1 Nodo inestableReales y diferentes T 2 − 4D > 0

D < 0 λ2 < 0 < λ1 Punto de silla

b = c = 0 Diagonalizable Punto estelar
Reales e iguales T 2 − 4D = 0

b 6= 0 ó c 6= 0 No diagonalizable Nodo impropio

T = 0 Re(λ1) = Re(λ2) = 0 Centro estable

T > 0 Re(λ1) = Re(λ2) > 0 Foco inestableComplejos T 2 − 4D < 0

T < 0 Re(λ1) = Re(λ2) < 0 Foco estable

Tabla 2.2: Tabla con ambas clasificaciones

2.4. Clasificación dinámica

En este sección, daremos una clasificación más dinámica de los sistemas de
primer orden lineales.

Desde la perspectiva de los sistemas dinámicos, es importante comprender el
comportamiento de las soluciones de las ecuaciones diferenciales a largo plazo.
Decimos que dos soluciones son equivalentes si tienen el mismo destino.

Para destacar la dependencia de las soluciones del tiempo y las condiciones
iniciales X0, se utilizará la notación φt(X0) para denotar la solución del sistema
X ′ = AX que parte de la condición inicial X0, es decir, φ0(X0) = X0. La función
φ(t,X0) = φt(X0) se denomina el flujo de la ecuación diferencial, y φt se conoce
como la aplicación del flujo en el tiempo. Por lo tanto, el flujo es una función
que depende tanto del tiempo como de los valores iniciales (véase [1]).

Dos sistemas son dinámicamente equivalentes si existe una función h que
relaciona los correspondientes flujos y que además, es un homeomorfismo, esto
es, que sea una función biyectiva, continua y su inversa también es continua
(véase [1]). Así, veremos la definición de conjugación topológica:

Definición 4 (Conjugación topológica). Sean los sistemas X ′ = AX y X ′ = BX
con los flujos φA y φB, respectivamente. Dichos sistemas son topológicamente con-
jugados si existe un homeomorfismo h : R2 −→ R2 tal que:

φB(t, h(X0)) = h(φA(t,X0)).

El homeomorfismo h se denomina conjugación y lleva las curvas solución del sis-
tema X ′ = AX a las del sistema X ′ = BX.

La idea detrás de la conjugación topológica es transformar la ecuación diferen-
cial original en otra ecuación más fácil de analizar mediante un homeomorfismo
adecuado, y luego estudiar las propiedades de la ecuación conjugada para obte-
ner información sobre la ecuación original.
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2.5. Transformación de ecuación de segundo orden en sistema de primer
orden

Definición 5 (Matriz hiperbólica). Se dice que una matriz A es hiperbólica si
ninguno de sus autovalores tiene parte real igual a cero. Además, denominaremos
a los sistemas X ′ = AX con matriz hiperbólica como sistemas hiperbólicos.

Teorema 5. Sean A1, A2 dos matrices hiperbólicas de orden 2. Los sistemas li-
neales X ′ = A1X y X ′ = A2X son conjugados si, y solo si, ambas matrices tienen
el mismo número de autovalores con parte real negativa (véanse [1, 8]).

La demostración de este teorema se deja en el Anexo A.

Así, dos sistemas se consideran conjugados si pertenecen a la misma categoría:

1. Un autovalor positivo y otro negativo.

2. Ambos autovalores positivos.

3. Ambos autovalores negativos.

2.5. Transformación de ecuación de segundo orden en
sistema de primer orden

Hasta ahora hemos estudiado sistemas diferenciales lineales de primer orden
cuya matriz de coeficientes tiene determinante no nulo. No obstante, si nos en-
contramos ante una ecuación diferencial de segundo orden homogénea, pode-
mos transformarla en un sistema de dos ecuaciones lineales de primer orden
y, siempre que se cumplan las condiciones necesarias (es decir, matriz de coefi-
cientes con determinante no nulo...) entonces es posible aplicar todo lo anterior
(véase [1]).

Sea la ecuación lineal de orden 2

ax′′ + bx′ + cx = 0 con a, b, c ∈ R y a 6= 0. (2.13)

Podemos transformar la ecuación en un sistema de 2 ecuaciones de primer or-
den. Para ello introducimos el cambio de variable

x′ = y,

y despejando x′′ en (2.13) obtenemos que

x′′ = − c
a
x− b

a
x′.

Entonces, recordando que x′ = y y por tanto, x′′ = y′, obtenemos el sistema
autónomo: x

′ = y,

y′ = − c
a
x− b

a
y,

resultando en un sistema autónomo homogéneo, con determinante distinto de
0 siempre que c 6= 0.
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Capítulo 3

Código

En este capítulo, se detallará el código creado para el desarrollo del Back de la
aplicación, en concreto de los contenidos desarrollados en el capítulo anterior.
Los ejercicios que se resuelven en dicha aplicación están estructurados en tres
categorías principales y se han implementado los algoritmos de resolución en
base a la información obtenida en la Sección 2 de Marco Teórico. Los códigos
están escritos en Python y se han utilizado algunas librerías externas, de las
que hablaremos más tarde.

Los ejercicios que se resuelven actualmente en la aplicación son los siguientes:

1. Resolución de sistemas de dos ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden (cuya matriz de coeficientes tiene determinante no nulo) y ecuaciones
diferenciales de segundo orden.

Obtener el Sistema Fundamental de Soluciones.

Encontrar la solución explícita del sistema.

Transformar una ecuación de segundo orden a un sistema de dos
ecuaciones diferenciales de primer orden.

2. Clasificación y visualización de la estabilidad de los correspondientes sis-
temas diferenciales.

En función de los autovalores.

En función de la traza y el determinante.

Representación del diagrama de fases.

3. Determinación de si dos sistemas son conjugados topológicamente.

3.1. Estructura código

El código se ubica en el repositorio de GitHub denominado Proyecto-Calculadora-
Backend. Este es el servidor de backend del Proyecto-Calculadora, que integra
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las librerías creadas como parte de los TFGs de varios alumnos, incluido el mío,
en la rama LJ-main.

A continuación se muestra el árbol de ficheros.

g modules
ecsdif_api.py
g ecsdif

README.md
g src

g auxiliar
externalFunctions.py

classifyautoval.py
classifytracedet.py
g comprobaciones

comprobaciones.py
conjugadas.py
diagramaphases.py
g exc

Exceptions.py
explicitSFS.py
g resp

definirPasos.py
g obj

Paso.py
Pasos.py

secondorder.py
sfs.py

En la carpeta principal se encuentra el archivo ecsdif_api.py, que actúa como
conector entre la interfaz de usuario y el motor que realiza los cálculos. En el
directorio g ecsdif se encuentran los archivos restantes, que contienen las
funciones necesarias para realizar los ejercicios de la asignatura. En particular,
esta carpeta está dividida en cuatro subcarpetas.

En la subcarpeta g comprobaciones se encuentran las funciones auxiliares
que verifican que los parámetros proporcionados al sistema sean válidos y no
den lugar a resultados inesperados. Por ejemplo, se comprueba que el determi-
nante no sea nulo y que los parámetros que se pasan como cadenas de texto
puedan ser transformados en números. De esta manera, se evitan errores y se
evita la duplicidad de código.

En el directorio g resp se ubican las clases que generan los pasos para resolver
los ejercicios en un formato específico. En particular, se encuentran las clases
Paso.py y Pasos.py. Estas clases facilitan la comprensión de la resolución de
los problemas y ayudan a visualizar los pasos realizados.

En g exc se sitúan las clases que gestionan los distintos tipos de excepciones
que pueden surgir durante la ejecución del código. Estas excepciones están di-
señadas para ser descriptivas y ayudar al usuario a entender el problema que
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se ha producido. Algunas de estas excepciones son ExceptionNotANumber o
ExceptionDetZero, que indican que los datos introducidos no son números, o
que el determinante de la matriz asociada al sistema que se quiere resolver es
nula.

Finalmente, en la subcarpeta g auxiliar se localizan las funciones que utilizan
librerías externas. Estas funciones son necesarias para realizar cálculos más
complejos y para hacer posible la representación gráfica de los diagramas de
fases.

Además de los archivos mencionados anteriormente, en la carpeta g ecsdif
se almacenan los ficheros que permiten resolver los diferentes tipos de ejerci-
cios relacionados con la asignatura de Ecuaciones Diferenciales. Entre ellos, se
encuentran los archivos para resolver ecuaciones explícitas, transformar ecua-
ciones de segundo orden a sistemas o representar diagramas de fases.

3.2. Conexión Front-End y Back-End

El archivo principal del proyecto es ecsdif_api.py y su función principal es
establecer un vínculo entre el Front-End y el Back-End. Este fichero se encuentra
en la carpeta g modules, junto con la carpeta que contiene el resto de los
documentos: g ecsdif.

Para la conexión entre el Front-End y el Back-End se utiliza la librería flask de
Python. Más específicamente, se usan los objetos Blueprint y Response.

Blueprint permite organizar las vistas de una aplicación web en módulos reuti-
lizables, por lo que es posible crear uno para cada módulo de la aplicación (cada
asignatura) y luego agregarlo a la aplicación principal. Más información sobre el
funcionamiento de flask y Blueprint se puede encontrar en [9, 10].

1 from flask import Blueprint

2

3 bp = Blueprint("ecsdif", __name__, url_prefix="/ecsdif")

4

5 @bp.route("/info/sistemas", methods=['GET'])

6 def ecsdif_info_sistemas():

7 return {

8 "titulo": "Resolución de sistemas",

9 "descripcion": "Obtener el Sistema Fundamental de Soluciones y las\

10 soluciones explícitas de sistemas.",

11 "algoritmo": "Se obtiene el SFS mediante el estudio de los

autovalores\↪→

12 y se recurre a estas para encuentran las soluciones explícitas."

13 }

Código fuente 1: Llamada a la página de información del contenido Resolver

El Código Fuente 1 muestra cómo se ha creado un Blueprint con el prefijo
/ecsdif para redirigir cualquier ruta que comience con ese prefijo a llamadas
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3.2. Conexión Front-End y Back-End

del archivo ecsdif_api.py.

Es importante destacar que además del prefijo de la ruta, también se especifica
el resto de la ruta encima de cada función. En este caso, la página de presenta-
ción de la asignatura de Ecuaciones Diferenciales se puede acceder mediante la
ruta /ecsdif/info.

Otro aspecto interesante es que todas las funciones definidas en el archivo
ecsdif_api.py comienzan con el prefijo ecsdif. Esto se hace para evitar po-
sibles conflictos si dos funciones de distintas asignaturas tuvieran el mismo
nombre. Al añadir un prefijo a cada función, se asegura que el nombre completo
sea único.

Por último, para las funciones que requieren parámetros, se utilizan cadenas
de texto para pasar los valores a través de la URL. Por ejemplo, la función
ecsdif_get_sfs requiere cuatro parámetros a, b, c y d, que corresponden a los
coeficientes de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incógnitas. Estos
parámetros se pasan como parte de la URL en el siguiente formato:

<param-1>&<param-2>&...&<param-n>.

1 @bp.route("/sist/sfs/<a>&<b>&<c>&<d>", methods=['GET'])

2 def ecsdif_get_sfs(a: str, b: str, c: str, d: str):

3 # resto de código ...

Código fuente 2: Cabecera de una llamada que recibe parámetros

Los parámetros se reciben sin los símbolos de menor y mayor. Por ejemplo, una
posible petición a esta llamada, sería la siguiente: /sist/sfs/1&3&2&2.

En el desarrollo de la aplicación mencionada, es importante destacar que se
lleva a cabo un proceso de conversión de parámetros, ya que estos se envían
como cadenas de texto y es necesario transformarlos a números para poder
realizar los cálculos pertinentes. Para ello, se utiliza la función string2float,
implementada en el archivo comprobaciones.py, que se encarga de transformar
una cadena de texto en un número, ya sea fracción o real, siempre y cuando sea
posible. En caso contrario, se lanzaría una excepción.

Cabe mencionar que, para introducir fracciones en los parámetros, se utiliza el
signo de dos puntos : en lugar de la barra inclinada /, ya que esta última se
interpreta como una subruta y puede generar confusiones.

Por otro lado, al recibir una solicitud del cliente, se utiliza la clase Response
para enviar una respuesta. En caso de que se produzca un error, se devuelve
un código de estado 400 si el error se debe a una acción del cliente, como por
ejemplo introducir letras en lugar de números, y un código de estado 500 si el
error se debe a un fallo en el servidor.

En cambio, si todo ha ido correctamente, se devuelve un JSON que será inter-
pretado por el front-end para ser mostrado al usuario de manera clara y visual.
Este JSON consta de un diccionario con una única clave ‘pasos’, que contiene
una lista de diccionarios. Cada uno de estos diccionarios incluye las claves ‘pa-
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so’, ‘pasoLatex’ y ‘explicación’, que representan el cálculo en formato Python, el
mismo cálculo en formato LATEX y una explicación del proceso, respectivamente.

Es importante destacar que, para convertir las operaciones en formato Python a
LATEX, se han utilizado las librerías latexifier y pytexit, que permiten trans-
formar los cálculos a un formato que LATEX pueda entender. Sin embargo, estas
librerías presentan algunas limitaciones, como por ejemplo la imposibilidad de
transformar matrices. Por lo tanto, se ha tenido que desarrollar varios métodos
propios para escribir matrices, vectores y otras operaciones más complejas.

A continuación, se enseña el código fuente de uno de los métodos, concretamen-
te el de pasar una matriz a LATEX. Observamos que seguimos apoyándonos en
la librería latexifier, puesto que la transformación de cada elemento se hace
con ella.

1 def matrix2latex(matrix) -> str:

2 res = "\\begin{pmatrix}\n"

3 for row in matrix:

4 for elem in row:

5 res += latexify(elem) + ' & '

6 res = res[:-3] + '\\\\\n'

7 return res[:-3] + "\n\\end{pmatrix}"

Código fuente 3: Función auxiliar que transforma una matriz de Python a
formato LATEX

3.3. Pseudocódigo y algoritmos

En esta sección explicaremos el pseudocódigo de los procedimientos utilizados
para obtener las soluciones de cada ejercicio. Para ello, se ha basado en la in-
formación recopilada en el Marco Teórico - Solución Explícita 2.1 y se apoya en
información expuesta en [11, 12, 13, 14, 15, 16]. Asimismo, mostraremos algu-
nos de los fragmentos más relevantes del código fuente. Se deja en el Anexo C
una selección más extensa de los códigos desarrollados.

3.3.1. Sistema Fundamental de Soluciones

El Sistema Fundamental de Soluciones (SFS) es un conjunto de soluciones li-
nealmente independientes de una ecuación o sistema diferencial. Estas solu-
ciones forman la base del espacio de soluciones, lo que significa que cualquier
solución de la ecuación puede ser escrita como una combinación lineal de los
elementos del Sistema Fundamental de Soluciones.

Para ver cómo es el SFS, primero tenemos que encontrar las soluciones del
sistema. En la Sección 2.1, vimos cómo se calculan las soluciones explícitas en
función de los autovalores y autovectores asociados. Estas soluciones eran unas
constantes por expresiones. Entonces, es fácil darse cuenta de que el SFS está
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3.3. Pseudocódigo y algoritmos

formado por cada una de las expresiones que acompañan a las constantes c1, c2
o c. Se recogen estos resultados en la Tabla 3.1.

Tipo autovalor Solución SFS
λ1, λ2 ∈ R y λ1 6= λ2 X(t) = c1e

λ1tv1 + c2e
λ2tv2 {eλ1tv1, eλ2tv2}

λ1, λ2 ∈ R, λ1 = λ2 y
matriz diagonalizable

X(t) = ceλt {eλ1t}

λ1, λ2 ∈ R, λ1 = λ2 y
matriz no diagonalizable

X(t) = eλt(c1v1 + c2(v1t+ v2)) {eλtv1, eλt(v1t+ v2)}

λ1, λ2 ∈ C X(t) = c1e
pt(cos(qt)u− sen(qt)w)

+c2e
pt(sen(qt)u+ cos(qt)w)

{ept(cos(qt)u− sen(qt)w),
ept(sen(qt)u+ cos(qt)w)}

Tabla 3.1: Sistema Fundamental de Soluciones en función de los autovalores

Así, los pasos del algoritmo para obtener el Sistema Fundamental de Soluciones
dado un sistema queda como en el Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Sistema Fundamental de Soluciones

Entrada: a, b, c, d← coeficientes matriz
aV al← lista de autovalores
aV al1 ← primer autovalor
t← símbolo Sympy
if aV al1 es real then {Si el primer autovalor es real, el segundo también}

if m.a(aV al1) = 1 then {m.a = multiplicidad algebraica, autovalores reales y
simples}

aV al2 ← segundo autovalor
aV ect1 ← primer autovector
aV ect2 ← segundo autovector
sfs← exp(aV al1 ∗ t) ∗ aV ect1, exp(aV al2 ∗ t) ∗ aV ect2

else {autovalor real doble}
if m.a(aV al1) = m.g(aV al1) then {m.g = multiplicidad geométrica}
sfs← exp(aV al1 ∗ t) ∗ aV ect1

else {Matriz no diagonalizable}
sfs← exp(aV al1 ∗ t) ∗ aV ect1, exp(aV al1 ∗ t) ∗ aV ect1 ∗ (1 + t)

end if
end if

else {Autovalores complejos}
p← Re(aV al1)
1← Im(aV al1)
aV ect← autovector asociado a aV al
u← Re(aV ect)
w ← Im(aV ect)
sfs← exp(pt) ∗ cos(qt)u− sin(qt)w, exp(pt) sin(qt)u+ cos(qt)w

end if
Salida: sfs
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3.3.2. Soluciones Explícitas

Para obtener las soluciones explícitas de un sistema podemos reutilizar los
cálculos para hallar el Sistema Fundamental de Soluciones. De esta manera,
el procedimiento se reduce a obtener el SFS y multiplicar cada elemento por
constantes. Entonces, el pseudocódigo para obtener las soluciones explícitas es
el que se muestra a continuación.

Algoritmo 2 Soluciones explícitas

Entrada: a, b, c, d← coeficientes matriz
sistfs← sfs(a, b, c, d)
sols← (c1, c2)

t ∗ sistfs {(c1, c2)t es la traspuesta de (c1, c2)}
Salida: sols

3.3.3. Ecuación de segundo orden a sistema

Dada una ecuación de segundo grado homogénea, la transformaremos en un
sistema mediante los pasos indicados en la Sección 2.5 y posteriormente, la
resolveremos recurriendo a la llamada de obtener la solución explícita.

Algoritmo 3 Ecuaciones de segundo grado

Entrada: a, b, c← coeficientes de ax′′ + bx′ + cx = 0
coef1 ← 0
coef2 ← 1
coef3 ← −c/a
coef4 ← −b/a
sol← sol-explicita(coef1, coef2, coef3, coef4)

Salida: sol

3.3.4. Clasificación puntos de equilibrio mediante los autovalores

Algoritmo 4 Clasificación puntos de equilibrio mediante los autovalores

Entrada: a, b, c, d← coeficientes matriz
aV al1 ← primer autovalor
if aV al1 es real then {Si el primer autovalor es real, el segundo también}

if m.a(aV al1) = 1 then {m.a = multiplicidad algebraica, autovalores reales y
simples}

aV al2 ← segundo autovalor
aV ect1, aV ect2 ← primer y segundo autovector
if aV al1 < 0 < aV al2 o aV al1 > 0 > aV al2 then
tipo← punto de silla

else if aV al1, aV al2 < 0 then
tipo← punto estable
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else
tipo← punto inestable

end if
else {autovalor real doble}

if m.a(aV al1) = m.g(aV al1) then {matriz diagonalizable}
tipo← punto estelar

else
if aV al1 > 0 then
tipo← nodo impropio inestable

else
tipo← nodo impropio estable

end if
end if

end if
else {Autovalores complejos}

if Re(aV al1) < 0 then
tipo← foco estable

else if Re(aV al1) > 0 then
tipo← foco inestable

else
tipo← centro estable

end if
end if

Salida: tipo

Cabe destacar que, aunque por los pseudocódigos parezca que el algoritmo es
una única función, esta está dividida y organizada en funciones más atómicas.
Además, en cada paso se añade una explicación utilizando Paso.py o Pasos.py,
como se ha explicado anteriormente en la Sección 3.2. A continuación, mostra-
mos un fragmento del código de clasificar_punto_autoval, omitiendo las
comprobaciones y verificaciones iniciales.

1 def clasificar_punto_autoval(a, b, c, d):

2 # ... Comprobaciones ...

3 aVal = autovalores(A)

4 aVect = autovectores(A)

5 aVal1 = next(iter(aVal)) # primer autovalor

6 keys = list(aVal.keys())

7 if esReal(aVal1): # real

8 pasos.append(getPaso(keys,

9 "Hallamos los autovalores asociados al

sistema"))↪→

10 if aVal[aVal1] == 1: # autovalor simple

11 pasos.append(c_p_a_real_distinto(aVect))

12 else: # autovalor doble

13 if matrizDiagonalizable(A): # autovalor doble diagonalizable

14 pasos.append(c_p_a_doble_diag(aVal1))
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15 else: # autovalor doble, no diagonalizable

16 pasos.append(c_p_a_doble_no_diag(aVal1))

17 else: # complejo

18 pasos = pasos + c_p_a_complejo(aVect)

19

20 return Pasos(pasos).toJson()

Código fuente 4: Función que clasifica el origen dependiendo de los autovalores

Asimismo, se muestra cómo sería una de las funciones auxiliares que se llaman
desde este método. En concreto, se presenta la función c_p_a_complejo.

1 def c_p_a_complejo(aVect) -> list[Paso]:

2 aVal = aVect[0][0]

3 alpha = re(aVal)

4 signo = "menor que" if alpha < 0 else ("mayor que" if alpha > 0 else

"igual a")↪→

5 tipo = "foco estable" if alpha < 0 else ("foco inestable" if alpha > 0

else "centro estable")↪→

6 pasos = [getPaso(aVal, "Como los autovalores son complejos nos fijamos en

la parte real"),↪→

7 getPaso(alpha, "Como la parte real es {} cero, el punto (0,0) es

un {}".format(signo, tipo))]↪→

8

9 return pasos

Código fuente 5: Método auxiliar para determinar la estabilidad del punto origen
cuando el autovalor es complejo

3.3.5. Clasificación puntos de equilibrio mediante la traza y el de-
terminante

Veremos que este pseudocódigo tiene una estructura muy similar a la clasifica-
ción anterior. Esto era de esperar, ya que esta clasificación se puede considerar
como una variante de la clasificación anterior, en el que no tenemos que hallar
los autovalores y autovectores, que aumentan la complejidad del algoritmo. En
este caso, utilizaremos solo la traza, el determinante y los valores de los pará-
metros b, c para determinar el tipo de estabilidad de los puntos de equilibrio.

Algoritmo 5 Clasificación del origen mediante la traza y el determinante

Entrada: a, b, c, d← coeficientes matriz
T,D, disc← a+ d, ad− bc, T 2 − 4D
if disc < 0 then {complejos}

if T < 0 then
tipo← foco estable

else if T > 0 then
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tipo← foco inestable
else
tipo← centro estable

end if
else if disc > 0 then {reales y distintos}

if D < 0 then
tipo← punto de silla

else
if T > 0 then
tipo← punto inestable

else
tipo← punto estable

end if
end if

else {reales e iguales}
if b = c = 0 then {diagonalizable}
tipo← punto estelar

else if T > 0 then
tipo← nodo impropio inestable

else
tipo← nodo impropio estable

end if
end if

Salida: tipo

3.3.6. Representar diagramas de fases

Para representar diagramas de fases recurrimos a la librería Plotly pertene-
ciente a Matplotlib. Además, permitimos que el usuario elija los límites de los
ejes, así como la precisión de la representación.

1 import plotly.figure_factory as ff

2 # ... otras importaciones ...

3

4 def diagramaFase(a, b, c, d, delta, xlimInf, xlimSup, ylimInf, ylimSup, col):

5 comprobarCoeficientes(a, b, c, d)

6

7 xrange = arange(xlimInf, xlimSup + delta, delta)

8 yrange = arange(ylimInf, ylimSup + delta, delta)

9 X, Y = meshgrid(xrange, yrange)

10 U, V = a * X + b * Y, c * X + d * Y

11

12 fig = ff.create_quiver(X, Y, U, V, line=dict(width=0.75, color='#'+col))

13 return getResponseGraph(fig)

Código fuente 6: Código fuente para la representación diagrama de fases
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3.3.7. Conjugaciones topológicas

Algoritmo 6 Determinación de si dos sistemas son conjugados topológicos

Entrada: a1, b1, c1, d1 ← coeficientes matriz 1
Entrada: a2, b2, c2, d2 ← coeficientes matriz 2
notHyperbolic1, notHyperbolic2 ← determinar
if alguno de los sistemas no es hiperbólico then
conjugados← False

else
negativos1, negativos2 ← Número de autovalores negativos del sistema 1 y 2
if negativos1 6= negativos2 then
conjugados← False

else
conjugados← True

end if
end if

Salida: conjugados

3.4. Librerías externas

Además de las bibliotecas mencionadas anteriormente, flask, pytexit y latexifier
para la conexión y matplotlib para la representación, se han utilizado dos bi-
bliotecas numéricas adicionales: sympy y numpy. El objetivo final del proyecto es
crear paquetes retroalimentativos que no dependan de bibliotecas matemáticas
externas. La creación de paquetes matemáticos internos no solo reducirá la de-
pendencia de bibliotecas externas, sino que también aumenta la seguridad de
la herramienta, minimizando el riesgo de posibles vulnerabilidades de seguridad
en estas bibliotecas y mejorando su robustez y fiabilidad.

No obstante, dado que este es el primer año de desarrollo de la herramienta, no
es factible tener las librerías numéricas internas ya implementadas. Por lo tan-
to, se ha creado un archivo denominado externalFunctions.py en la carpeta
g auxiliar, que contiene todas las funciones de sympy y numpy que se utilizan
en el código. Esto significa que en el futuro, cuando se implementen estas fun-
ciones, tales como la definición de coseno o el cálculo de autovalores, solo será
necesario modificar este archivo.
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Capítulo 4

Resultados y conclusiones

4.1. Resultados

En esta sección se mostrarán algunas capturas de pantalla del resultado de
la aplicación en acción, así como demostraciones de algunos de los cálculos y
capturas de error que la herramienta es capaz de realizar.

4.1.1. Listado de ejercicios

El contenido de “Sistemas de Ecuaciones Diferenciales” se encuentra implemen-
tado en su totalidad y ofrece una variedad de ejercicios. En particular, se pueden
encontrar ejercicios que requieren la resolución de sistemas lineales como los
mencionados a lo largo del trabajo, incluyendo la búsqueda de soluciones explí-
citas y del Sistema Fundamental de Soluciones. También se incluyen ejercicios
para determinar la estabilidad de un sistema mediante diferentes métodos, como
el uso de autovalores y autovectores, y la visualización gráfica de los diagramas
de fases. Además, se resuelven ecuaciones de segundo grado y se determinan
las conjugaciones topológicas de sistemas.

Figura 4.1: Contenido “Sistemas de Ecuaciones Diferenciales”

Cabe mencionar que en la sección de “Ecuaciones Diferenciales de Orden Su-
perior” también se encuentra el ejercicio de “Resolución de ecuaciones de 2º
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grado”, que es el mismo ejercicio que aparece en la sección de sistemas, pero
está categorizado en ambas secciones para facilitar su búsqueda.

4.1.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales

En esta sección se presenta el proceso de resolución de un sistema de ecuacio-
nes diferenciales utilizando la herramienta. En este caso, se ha seleccionado el
siguiente sistema para ilustrar los cálculos de este ejercicio:{

x′ = 2x,

y′ = 3x+ 2y.

Para resolver este sistema, se introducen los coeficientes en la herramienta y
se selecciona la opción de resolver. A continuación, se muestran las capturas de
pantalla del proceso completo. En la Figura 4.2 vemos la descripción del ejercicio
y cómo se introducen los coeficientes del sistema.

Figura 4.2: Enunciado x′ = 2x, y′ = 3x+ 2y

En la Figura 4.3 se muestra la solución explícita del sistema diferencial. Esta
se expresa tanto en formato Python como en estilo LATEX y se permite copiar el
resultado haciendo click en los iconos de portapapeles ubicados a la derecha.
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Figura 4.3: Solución x′ = 2x, y′ = 3x+ 2y

Pulsando en la opción de “Mostrar Pasos”, se despliega una lista de los procedi-
mientos llevados a cabo para obtener la solución explícita del sistema.

Figura 4.4: Pasos x′ = 2x, y′ = 3x+ 2y

Además, cabe destacar que hay controles de error en todos los ejercicios. Mos-
traremos algunos de los que detecta este ejercicio como ejemplo. En la Figura
4.5, introducimos una matriz nula, por lo que el determinante es 0. Recordamos
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que solo tratamos con sistemas cuyo determinante es distinto del nulo (entre
otras condiciones), por lo que no es posible obtener la solución del sistema.

Figura 4.5: Determinante nulo

En la siguiente Figura 4.6, nos encontramos ante el caso en el que un usuario
introduce incorrectamente algún coeficiente. En este caso se ha introducido un
caracter en lugar de un número.

Figura 4.6: Coeficiente no válido

4.1.3. Estabilidad

En esta sección se estudia la estabilidad del punto origen para cualquier sistema
homogéneo de dos ecuaciones de primer orden y con determinante distinto de
cero. La aplicación permite visualizar el diagrama de fases y clasificarlo mediante
dos métodos: estudiando los autovalores o fijándose en los valores de la traza y
el determinante.

A continuación, se muestra unas imágenes del sistema que se va a resolver,{
x′ = x+ 3y,

y′ = x− y,

y mostraremos el diagrama de fases. Para la representación se pueden elegir
los límites inferiores y superiores de los ejes, así como la precisión y el color
de la gráfica. Se han escogido los valores por defecto: límites inferiores en -2,
superiores en 2, color dodgeblue (#005A9C) y precisión 0.25.
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Figura 4.7: Introducción coeficientes

Figura 4.8: Diagrama de fases
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Observando las flechas, observamos que tienden al infinito en una dirección y
en otra hacia el centro. Entonces podemos concluir con que es el punto (0, 0) es
un punto de silla.

Aun así, se puede conseguir explícitamente el tipo de estabilidad del origen,
bien mediante la clasificación de autovalores o la de traza y determinante. En
las siguientes figuras mostramos los resultados.

Figura 4.9: Clasificación por autovalor

Figura 4.10: Clasificación por traza y determinante

4.1.4. Conjugación topológica

Finalmente, el último tipo de ejercicios que resuelve la aplicación sobre la asig-
natura de Ecuaciones Diferenciales es determinar si dos sistemas son conjuga-
dos topológicamente.
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Mostraremos un ejemplo utilizando los sistemas{
x′ = x

y′ = 2y
y

{
x′ = −x
y′ = −y

que fácilmente se ve que no son conjugados topológicamente, ya que los auto-
valores son los dos positivos para el primer sistema, y ambos negativos para el
segundo.

Figura 4.11: Enunciado

Figura 4.12: Solución
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4.1.5. Ecuaciones de segundo orden

En este apartado se muestra el funcionamiento de la herramienta con ecuacio-
nes diferenciales de segundo orden. En particular, se muestra cómo resolver la
ecuación 2x′′ + x′ − x = 0.

Asimismo, se presentan capturas de pantalla que muestran todo el proceso de
resolución, incluyendo la introducción de la ecuación de segundo orden en la
herramienta y la selección de la opción "Mostrar Pasos", la cual permite ver una
lista detallada de los procedimientos utilizados para resolver la ecuación.

Figura 4.13: Solución de 2x′′ + x′ − x = 0

Los pasos detallados de la resolución de la ecuación de segundo grado se mues-
tran en la Figura 4.14.
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Figura 4.14: Pasos resolución 2x′′ + x′ − x = 0

4.2. Propuestas de uso y extensión

La aplicación software que hemos desarrollado está dirigida a los estudiantes de
la ETSIINF que deseen estudiar o repasar conceptos de matemáticas impartidos
en las clases. Esta herramienta les permitirá verificar la solución correcta de un
ejercicio y visualizar cómo se resuelve un tipo de pregunta específica.

Además, nuestra aplicación puede ser utilizada como una herramienta com-
plementaria en el aula. Por ejemplo, en la asignatura opcional de cuarto curso
“Ecuaciones en Derivadas Parciales y Simulación Numérica”, a menudo se re-
quiere resolver sistemas de ecuaciones diferenciales que verifican las condicio-
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nes de los tratados en este trabajo. Nuestra herramienta habría sido de gran
ayuda al permitir a los estudiantes obtener rápidamente las soluciones a estos
sistemas, ahorrando tiempo valioso en el aula y aumentando la eficiencia del
aprendizaje.

En cuanto a las propuestas de extensión, durante el desarrollo de este traba-
jo, me he dado cuenta de la necesidad de una librería completa y exhaustiva
que permita la transformación de fórmulas de Python a LATEX. Aunque existen
paquetes como latexifier y pytexit que realizan esta tarea, tienen limita-
ciones importantes, como la incapacidad de procesar matrices con variables o
con constantes en formato LATEX. Para superar esta limitación, he creado varios
métodos que permiten realizar estas transformaciones. Para el futuro, se podría
plantear el desarrollo de un compilador general de fórmulas en Python que con-
vierta automáticamente el código en un formato compatible con LATEX, como una
extensión de latexifier o pytexit.

Además, hay una oportunidad de ampliar el contenido actual de la aplicación
mediante la inclusión de temas como la resolución de ejercicios de primer orden,
ecuaciones lineales de órdenes superiores a 2 o algoritmos avanzados como el
Método de Variación de Parámetros o Ricatti. En definitiva, es importante cubrir
todos los contenidos de la asignatura para desarrollar enteramente el proyecto.

Otra propuesta es la de incorporar la capacidad de graficar órbitas superpuestas
a los diagramas de fases. Actualmente, las limitaciones de plotly y meshgrid
han impedido la inclusión de esta función en el presente Trabajo Fin de Grado,
pero se puede investigar otras opciones y métodos para resolver esta limitación
en futuras actualizaciones.

En lo que respecta al diseño de la interfaz de la aplicación, se sugiere que los
próximos estudiantes de Prácticum reconsideren algunos aspectos. Por ejemplo,
resulta un tanto extraño que, al reducir el tamaño de la ventana, los contenidos
se alineen a la derecha.

Figura 4.15: Contenidos centrados a la derecha
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Por otra parte, se considera innecesario que se permita la introducción de fun-
ciones cuando solo se esperan números reales. En consecuencia, se propone
eliminar esta opción.

Figura 4.16: Contenidos centrados a la derecha

En conclusión, aunque he mantenido una comunicación constante con los res-
ponsables de la visualización de la página durante la realización de mi Trabajo
Fin de Grado, no tuvieron tiempo para realizar más cambios. Por esta razón, se
recomienda que los estudiantes futuros vuelvan a examinar estos aspectos.

Por último, sería deseable unificar el formato de todos los códigos utilizados en
todas las asignaturas y en todos los repositorios del proyecto. Esto permitiría
una mejor visión del proyecto en conjunto. Para lograr esto, es necesario esta-
blecer pautas de formato comunes y seguir una misma estructura de código en
todas las asignaturas.

4.3. Conclusión

El desarrollo del backend que permite mostrar los pasos para la resolución de
ejercicios sobre los contenidos teóricos tratados en este trabajo representa un
logro importante en la integración de las Matemáticas y la Informática. Esta
herramienta ofrece una solución práctica y útil para los estudiantes del Grado
en Matemáticas e Informática, ya que les permitirá mejorar su comprensión de
los conceptos y la metodología para la resolución de problemas de Ecuaciones
Diferenciales.

Además, este proyecto ha sido una oportunidad para unir los conocimientos de
Matemáticas e Informática en un proyecto interdisciplinar. Durante el desarrollo
del trabajo, he podido comprender mejor el funcionamiento de una página web
y la conexión entre el backend y el frontend, lo cual ha sido muy enriquecedor
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para mi formación profesional y académica.

En cuanto a la coordinación entre el desarrollo del frontend y el backend, ha sido
un desafío mantener una sincronización fluida debido a la ejecución en paralelo
de ambos procesos. Frecuentemente, he tenido que realizar modificaciones en
los métodos ya completados debido a cambios de último momento en ciertos
aspectos del proyecto.

Este trabajo servirá como guía para futuros alumnos interesados en participar
en proyectos de este tipo, tanto en el marco de un Practicum como en un TFG.
También puede ser de gran utilidad para aquellos usuarios que tengan curio-
sidad y que deseen comprender el funcionamiento de la aplicación y la base
teórica detrás de ella.

Por último, cabe destacar que este proyecto también queda como documentación
del código utilizado en el backend de la aplicación. Esto permitirá que los desa-
rrolladores futuros puedan revisar el código y utilizarlo como base para nuevas
versiones de la aplicación o para proyectos similares.
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Capítulo 5

Análisis de impacto

Los Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS) son unos objetivos de desarrollo
establecidos por las Naciones Unidas para abordar de manera integral los pro-
blemas de desarrollo en tres dimensiones: social, económica y ambiental, desde
2015 hasta 2030, con el objetivo de avanzar hacia un camino de desarrollo sos-
tenible (véase [17, 18]).

Para lograr el desarrollo sostenible, es necesario la coordinación de tres aspec-
tos fundamentales: el crecimiento económico, la inclusión social y la protección
del medio ambiente. Para ello, se han establecido exactamente 17 metas y 169
indicadores en áreas como el crecimiento económico.

En este capítulo se llevará a cabo un análisis del impacto potencial de los resul-
tados obtenidos durante la realización del Trabajo Fin de Grado.

La pandemia COVID-19 ha transformado significativamente el sector educativo
y se ha demostrado la importancia de la educación en línea. Aunque la Organi-
zación Mundial de la Salud ha decretado el fin de la emergencia internacional
por la pandemia, el impacto de la pandemia ha sido permanente.

En este contexto, el ODS 4: “Educación de calidad”, ha
adquirido una importancia aún mayor en la promoción
de oportunidades de aprendizaje para todos, garantizan-
do una educación inclusiva y equitativa de calidad. En es-
te Trabajo Fin de Grado, se ha desarrollado un software
matemático que pretende facilitar el aprendizaje de la dis-
ciplina de Ecuaciones Diferenciales. La creación de esta
herramienta innovadora y efectiva puede mejorar la cali-
dad de la educación, ya que ofrece a los estudiantes una
alternativa para profundizar en los contenidos y mejorar

su comprensión.

Además, el desarrollo de la herramienta de aprendizaje en línea también contri-
buye al logro del ODS 4, al promover la educación en línea y garantizar oportu-
nidades de aprendizaje permanente para todos. La disponibilidad del software
en línea, en cualquier momento y desde cualquier lugar, hace que sea accesible
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para todos los estudiantes sin importar la ubicación geográfica o la situación
personal.

Por otro lado, este trabajo también contribuye al logro del objetivo número 8:
“Trabajo decente y crecimiento económico”. La realización de este proyecto
de forma colaborativa con otros estudiantes nos ha permitido desarrollar nue-
vas habilidades útiles para nuestra futura carrera laboral, como la gestión de
versiones o la programación de la conexión del Backend y el Frontend. En es-
te sentido, hemos podido aplicar en práctica los conocimientos adquiridos en
nuestra formación académica en el ámbito de las matemáticas y la informática.

Asimismo, el proyecto también al cumplimiento del ODS 9: “Industria, inno-
vación e infraestructura”. La elaboración del software matemático se enmarca
dentro de un contexto de innovación tecnológica, en el que hemos empleado las
últimas tecnologías como Python o Angular. Además, este proyecto puede con-
siderarse una iniciativa de investigación y desarrollo (I+D). Tal como lo señala la
ONU (véase [17]), las inversiones en proyectos en I+D están creciendo, pero es
necesario acelerar su implementación para impulsar el crecimiento económico y
la innovación a nivel mundial.

Finalmente, los tres objetivos mencionados anteriormen-
te también contribuyen en la obtención del objetivo 17:
“Alianzas para lograr los objetivos”. Este último ODS
tiene como objetivo fortalecer la Alianza Mundial para el
Desarrollo Sostenible, mediante el intercambio de conoci-
mientos, tecnología, capacidad técnica y recursos finan-
cieros. En este caso, la búsqueda de los objetivos ODS 4,
8 y 9 mediante en este trabajo en particular, demuestra
nuestro compromiso con la colaboración y la cooperación
en la consecución de la Agenda 2030. A través de alian-
zas entre estudiantes y profesores, estamos trabajando juntos para impulsar el
desarrollo sostenible y alcanzar los objetivos establecidos.
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Anexo A

Demostraciones

En este primer anexo demostraremos los teoremas que se han dado por supues-
to, así como alguna demostración que era muy extensa.

Proposición. La aplicación matricial eA· : R→Mn(K) que a cada t le hace corres-
ponder

eAt =
∞∑
k=0

Aktk

k!

converge uniformemente.

Demostración. Sea C ⊂ R un intervalo compacto. Sea fk : C → Mn(K) definida
por

fk(t) =
Aktk

k!
.

Sea la norma euclídea ||·||, recordamos que es submultiplicativa, queriendo decir
que ||AB|| ≤ ||A||||B||. Entonces,

||fk(t)|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣Aktkk!

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ||A||kbkk!
:= Mk para todo k ∈ Z+, t ∈ C,

donde b = máxt∈C |t|. Como la serie numérica
∑∞

k=1Mk = e||A||b − 1 < ∞, por el

criterio mayorante de Weierstrass, se concluye con que In +
∑∞

k=1

Aktk

k!
converge

uniformemente sobre C.

Teorema (Teorema de Jacobi). Sea I un intervalo abierto. Si x1(t), . . . , xn(t) son
soluciones del sistema X ′ = AX. Entonces, se verifica

W (t) = W (t0)e
∫ t
t0

Tr(A(s))ds

para cualquier t0 ∈ I y siendo W [x1, . . . , xn](t) el wronskiano definido en la Defini-
ción 2.
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Demostración. Demostraremos el teorema para n = 2, por lo que

A(t) =

(
a(t) b(t)
c(t) d(t)

)
.

En este caso, dadas dos soluciones del sistema X ′ = A(t)X

X1(t) =

(
x11(t)
x21(t)

)
y X1(t) =

(
x11(t)
x21(t)

)
,

se tiene que(
x′11(t)
x′21(t)

)
=

(
a(t)x11(t) b(t)x21(t)
c(t)x11(t) d(t)x21(t)

)
y

(
x′12(t)
x′22(t)

)
=

(
a(t)x12(t) b(t)x22(t)
c(t)x12(t) d(t)x22(t)

)
. (A.1)

Entonces,

d

dt
W (t) =

d

dt

∣∣∣∣x11(t) x12(t)
x21(t) x22(t)

∣∣∣∣
=

d

dt
(x11(t)x22(t)− x12(t)x21(t)

= x′11(t)x22(t) + x11(t)x
′
22(t)− x′12(t)x21(t)− x12(t)x′21(t)

= (a(t) + d(t)) · (x11(t)x22(t)− x12(t)x21(t))
= Tr(A(t))W (t),

donde hemos sustituido las ecuaciones de (A.1). Resolviendo entonces la ecua-
ción d

dtW (t) = Tr(A(t))W (t), obtenemos que

W (t) = Ce
∫ t
t0

Tr(A(s))ds
.

Como W (t0) = C, se concluye que W (t) = W (t0)e
∫ t
t0

Tr(A(s))ds
.

Proposición. Los autovectores asociados a autovalores distintos son linealmente
independientes.

Demostración. Supongamos que tenemos dos autovalores distintos λ1 6= λ2. por
definición de autovalor, se cumple que

Av1 = λv1 y que Av2 = λv2.

Entonces, para ver que son linealmente independientes busquemos una com-
binación lineal de los vectores que dé como resultado el vector nulo. Sean los
coeficientes c1, c2 ∈ R,

c1v1 + c2v2 = 0. (A.2)

Multiplicando por A en ambos miembros,

0 = A(c1v1 + c2v2)

= c1Av1 + c2Av2

= c1λ1v1 + c2λ2v2. (A.3)
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Por otro lado, multiplicando la ecuación (A.2) por λ1,

c1λ1v1 + c2λ1v2. (A.4)

Restando las ecuaciones (A.2) y (A.4), llegamos a que

c2λ2v2 − c2λ1v2 = c2v2(λ2 − λ1) = 0.

Como hemos establecido que λ1 6= λ2, entonces la diferencia no puede ser nula.
Así, c2 = 0 y entonces, c1 = 0.

Luego como c1 = c2 = 0, queda demostrado que los autovectores {v1, v2} son
linealmente independientes.

Proposición. Una matriz A de dimensión 2 con autovalor doble es diagonalizable
si y solo si A es una matriz diagonal.

Demostración. Sea A una matriz de orden 2, con el autovalor doble λ. Entonces
buscamos si esta matriz se puede diagonalizar, de manera que se pueda expresar
como λI = PAP−1.

Multiplicando P−1 a la izquierda y P a la derecha, se tiene que

A = P−1(λI)P = λI.

Por tanto, se concluye que A es diagonalizable si y solo si A = λI. Es decir, que
A sea diagonal.

Teorema. Sean dos matrices 2 × 2 hiperbólicas A1 y A2. Los sistemas X ′ = A1X
y X ′ = A2X son conjugados si y solo si cada matriz tiene el mismo número de
autovalores con parte real negativa.

Demostración. Supondremos que todos nuestros sistemas están en forma canó-
nica. Entonces, dividiremos la demostración en tres casos.

Caso 1

Suponemos que tenemos dos sistemas lineales X ′ = A1X y X ′ = A2X tal que A1

y A2 tienen los autovalores reales λ1 < 0 < µ1 y λ2 < 0 < µ2 respectivamente, por
lo que los dos sistemas tienen un punto de silla en el origen. Para las ecuaciones
x′ = λ1x y x′ = λ2x existe el flujo conjugado por el siguiente homeomorfismo:

h1(x) =

x
λ2
λ1 si x ≥ 0,

−|x|
λ2
λ1 si x < 0.

Análogamente, definimos la función h2 para las ecuaciones y′ = µ1y y y′ = µ2y:

h2(x) =

{
y
µ2
µ1 si y ≥ 0,

−|y|
µ2
µ1 si y < 0.
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Así, la función
H(x, y) = (h1(x), h2(y))

es una conjugación entre los dos sistemas.

Caso 2

Consideremos el sistema X ′ = AX y que la matriz A está en forma canónica con
los autovalores que tienen parte real negativa. Además, asumiremos que A no
es de la forma (

λ 1
0 λ

)
con λ < 0. Así, A es de alguna de las dos siguientes formas:

(a)

(
α β
−β α

)
o (b)

(
λ 0
0 µ

)
con α, λ, µ < 0. Demostraremos que para cualquiera de las formas de A, el siste-
ma es conjugado a X ′ = BX, siendo

B =

(
−1 0
0 −1

)
,

ya que de este modo, se concluye con que cualquier sistema de estas formas son
conjugados.

Consideramos la circunferencia unidad S1 en el plano, parametrizado por la cur-
va X(θ) = (cos θ, sin θ, con 0 ≤ θ ≤ 2π. Vemos que los campos vectoriales apuntan
hacia dentro. Para el caso (a), el campo vectorial en S1 viene dado por

AX(θ) =

(
α cos θ + β sin θ
β cos θ + α sin θ

)
.

Y el vector normal que apunta hacia fuera de S1 en X(θ) es de la forma

N(θ) =

(
cos θ
sin θ

)
.

Entonces, el producto interno de AX(θ) y N(θ) satisface que

AX(θ ·N(θ) = α(cos2 θ + sin2 θ) < 0,

puesto que α < 0. Esto demuestra que efectivamente, AX(θ) apunta al interior
de S1. El caso (b) se demuestra de manera análoga.

Luego cada solución no nula de X ′ = AX corta con S1 una única vez. Denotemos
como φAt al mapeo del tiempo t para este sistema, y sea τ = τ(x, y) el tiempo en
el que φAt se encuentra con S1. Entonces, como S1 es la circunferencia unidad,∣∣∣φAτ(x,y)(x, y)

∣∣∣ = 1. (A.5)

Ahora, sea φBt el mapeo del tiempo t para el sistema X ′ = BX. Claramente, se
tiene que

φBt (x, y) = (e−tx, e−ty).
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Demostraciones

Definamos una conjugación H entre estos dos sistemas. Si (x, y) 6= (0, 0), escri-
biremos H como sigue:

H(x, y) = φB−τ(x,y)φ
A
τ(x,y)(x, y)

y estableciendo que H(0, 0) = (0, 0).

Veamos que H da una conjugación. Como φAτ−sφ
A
s (x, y) = φAτ (x, y) ∈ S1, se tiene

que
τ
(
φAs (x, y)

)
= τ(x, y)− s.

Así, tenemos que

H
(
φAs (x, y)

)
= φB−τ+sφ

A
τ−s

(
φAs (x, y)

)
= φBs φ

B
−τφ

A
τ (x, y)

= φBs (H(x, y)) .

Luego H es una conjugación.

Queda ver que H es un homeomorfismo. Podemos construir una inversa G para
H invirtiendo el orden de las composiciones de funciones, es decir:

G(x, y) = φA−τ1(x,y)φ
B
τ1(x,y)

(x, y)

siendo τ1(x, y) = log r, con r2 = x2 + y2 y estableciendo que G(0, 0) = (0, 0). Aquí,
τ1(x, y) es el tiempo necesario para que la solución de X ′ = BX que pasa por
(x, y) interseque con S1.

Así, es claro que G = H−1, por lo que H es una función inyectiva y sobreyecti-
va. Además, G es continua en (x, y) 6= (0, 0) ya que G se puede expresar como
composición de funciones continuas:

G(x, y) = φA− log r

(x
r
,
y

r

)
.

Y para el punto (0, 0), supongamos que (x, y) es un punto muy cercano al ori-
gen, de manera que el radio r es pequeño. Entonces, como r → 0, se tiene que
− log r → ∞. Luego (xr ,

y
r ) es un punto de S1 y para un valor de r lo suficiente-

mente pequeño, φA− log r lleva a la circunferencia unidad muy cerca del origen. Por
tanto, G también es continua en (0, 0).

Finalmente queda demostrar la continuidad de H. Para ello veremos que τ(x, y)
es continua. Recordamos que τ venía determinada por la ecuación (A.5)∣∣∣φAτ(x,y)(x, y)

∣∣∣ = 1.

Escribimos φAτ(x,y) y hacemos la derivada parcial de φAτ(x,y) respecto de t:

∂

∂t

∣∣∣φAτ(x,y)(x, y)
∣∣∣ =

∂

∂t

√
(x(t))2 + (y(t))2

=
1√

(x(t))2 + (y(t))2

(
x(t)x′(t) + y(t)y + (t)

)
=

1∣∣∣φAτ(x,y)(x, y)
∣∣∣
((

x(t)
y(t)

)
·
(
x′(t)
y′(t)

))
.
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El producto final es distinto de cero cuando t = τ(x, y), ya que el campo vectorial
está dado por puntos (x′(t), y′(t)) interiores de S1. Entonces,

∂

∂t

∣∣∣φAτ(x,y)(x, y)
∣∣∣ 6= 0

en (τ(x, y), x, y). Aplicando el Teorema de la Función Implícita, τ es diferenciable
en (x, y) y por tanto, continua. La continuidad de H en el origen se sigue como
en la demostración de G = H−1.

Queda entonces demostrado que H es un homeomorfismo y por tanto, hemos
encontrado una conjugación entre los sistemas X ′ = AX y X ′ = BX. La demos-
tración es análoga para autovalores con parte real positiva.

Caso 3

Finalmente, supongamos que

A =

(
λ 1
0 1

)
con λ < 0. El campo vectorial asociado no apunta hacia el centro en este caso.
Pero si definimos

T =

(
1 0
0 ε

)
,

entonces el campo vectorial viene dado por

Y ′ = (T−1AT )Y

sí que tiende al punto (0, 0) siempre que ε > 0 sea lo suficientemente pequeño.
En efecto,

T−1AT =

(
λ ε
0 λ

)
,

por lo que (
T−1AT

(
cos θ
sin θ

))
·
(

cos θ
sin θ

)
= λ+ ε sin θ cos θ.

Entonces, si elegimos ε < −λ, este producto es negativo. Por tanto, el cambio de
variable con T nos deja en la misma situación que el caso 2. La otra dirección
de la demostración es inmediata.
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Anexo B

Documentación código

A continuación, explicamos los diferentes tipos de ejercicios que se han imple-
mentado para la asignatura de Ecuaciones Diferenciales. Actualmente, de las
tres grandes categorías que se han identificado sobre la asignatura, “Ecuaciones
de primer orden”, “Ecuaciones de orden superior” y “Sistemas de dos ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden cuya matriz de coeficientes tiene determi-
nante no nulo”, se ha comenzado a trabajar en los contenidos de los dos últimos
grupos. Destacamos que la “Resolución de ecuaciones de segundo orden” se en-
cuentra en ambos grupos, ya que se considera una ecuación de orden superior
y también un sistema porque se puede resolver mediante una transformación a
sistema de ecuaciones lineales de primer orden.

B.1. Resolución ecuaciones y sistemas

segundo_orden(a,b,c,solve) – Método que recibe como parámetros los
coeficientes a,b,c de la ecuación ax′′ + bx′ + cx = 0. Se transforma la ecua-
ción de segundo orden en el sistemax

′ = y,

y′ = − c
a
x− b

a
y.

Además, en función del valor de solve se resuelve opcionalmente el siste-
ma.

sfs(a,b,c,d,finished) – Método que recibe como parámetros los coefi-
cientes a,b,c,d del sistema {

x′ = ax+ by,

y′ = cx+ dy,

para obtener el Sistema Fundamental de Soluciones estudiando los auto-
valores de la matriz de coeficientes. El parámetro finished indica si hemos
terminado con los cálculos, devolviendo el JSON final, o por el contrario, es
el paso intermedio de otro cálculo más extenso, por lo que se retorna como
Paso.
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B.2. Estabilidad

sol_explicita(a,b,c,d,finished) – Método que recibe como paráme-
tros los coeficientes a,b,c,d del sistema{

x′ = ax+ by,

y′ = cx+ dy,

y devuelve las soluciones explícitas haciendo uso de la función sfs. Ade-
más, el parámetro finished indica si hemos terminado con los cálculos,
devolviendo el JSON final, o por el contrario, es el paso intermedio de otro
cálculo más extenso, por lo que se retorna como Paso.

B.2. Estabilidad

clasificar_punto_autoval(a,b,c,d) – Método que recibe como pará-
metros los coeficientes a,b,c,d del sistema{

x′ = ax+ by,

y′ = cx+ dy,

y determina el tipo de estabilidad del punto origen (0, 0) estudiando los tipos
de los autovalores y autovectores asociados a la matriz de coeficientes.

clasificar_traza_det(a,b,c,d) – Método que recibe como parámetros
los coeficientes a,b,c,d del sistema{

x′ = ax+ by,

y′ = cx+ dy,

y determina el tipo de estabilidad del punto origen (0, 0) estudiando la traza
y el determinante la matriz de coeficientes.

diagramaFase(a, b, c, d, delta, xlimInf, xlimSup, ylimInf, ylimSup,
hex) – Método que recibe como parámetros los coeficientes a,b,c,d del
sistema {

x′ = ax+ by,

y′ = cx+ dy,

y representa el diagrama de fases con precisión delta y con los límites de
ejes en xlimInf, xlimSup, ylimInf, ylimSup en el color hexadecimal
hex.

B.3. Conjugación topológica

conjugates(a1, b1, c1, d1, a2, b2, c2, d2) – Método que recibe co-
mo parámetros los coeficientes a1,b1,c1,d1 y a2,b2,c2,d2 de los siste-
mas {

x′ = a1x+ b1y,

y′ = c1x+ d1y,
y

{
x′ = a2x+ b2y,

y′ = c2x+ d2y,

para determinar si los dos sistemas son conjugados topológicamente.
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Anexo C

Códigos desarrollados

En esta sección, presentaremos una selección de los códigos más relevantes para
ilustrar el funcionamiento y la implementación de nuestra aplicación. Si bien no
se incluyen todos los códigos debido a la extensión, los ejemplos seleccionados
ofrecerán una visión clara de las principales funcionalidades y características
del sistema.

Código Sistema Fundamental de Soluciones

1 from .auxiliar.externalFunctions import symbols, exp, Matrix, re, im, cos,

sen, autovalores, autovectores↪→

2 from .comprobaciones.comprobaciones import esReal, comprobarCoeficientes,

matrizDiagonalizable↪→

3 from .resp.obj.Pasos import Pasos

4 from .resp.definirPasos import getPasoMatriz, getPasoSFSMatrices,

getPasoAutovaloresComplejos, getPasoAutovalores↪→

5

6 '''Sistema fundamental de soluciones'''

7 c1, c2, t = symbols('c1, c2, t')

8

9

10 def autovaloresRealesDiagonalizable(aVect):

11 """

12 El sfs es {e^{lambda_1*t}u, 2^{lambda_2}v}

13 siendo u, v los autovectores asociados a los autovalores lambda_1 y

lambda_2 respectivamente.↪→

14 :param aVect:

15 :return:

16 """

17 sol1 = exp(round(aVect[0][0],5) * t) * Matrix(aVect[0][2])

18 sol2 = exp(round(aVect[1][0],5) * t) * Matrix(aVect[1][2])

19 return [sol1, sol2]

20

21
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22 def autovalorNoDiagonalizable(A, aVect):

23 """

24 El sfs es {e^{lambda*t}*u, e^{lambda*t}(1+t)u}

25 siendo u el autovector asociado al autovalor lambda (doble)

26 :param aVect: autovector

27 :return: sfs

28 """

29 # forma canónica

30 P, J = Matrix(A).jordan_form()

31 v1, v2 = P[:,0], P[:,1]

32

33 sol1 = exp(round(aVect[0][0],5) * t) * v1

34 sol2 = exp(round(aVect[1][0],5) * t) * v1 * t + v2

35 return [sol1, sol2]

36

37

38 def autovalorComplejo(aVect):

39 """

40 El sfs es {e^{pt}(cos(qt)u-sin(qt)w), e^{pt}(sin(qt)u+cos(qt)w)}

41 siendo aVect = p+iq y u,v autovectores asociados

42 :param aVect: autovector

43 :return: sfs

44 """

45 p = round(re(aVect[0][0]), 5)

46 q = round(im(aVect[0][0]), 5)

47 u = Matrix(list(map(re, aVect[0][2])))

48 w = Matrix(list(map(im, aVect[0][2])))

49 sol1 = exp(p * t) * (cos(q * t) * u - sen(q * t) * w)

50 sol2 = exp(p * t) * (sen(q * t) * u + cos(q * t) * w)

51 return [sol1, sol2]

52

53

54 def sfs(a, b, c, d, finished):

55 """

56 Función que dada una matriz retorna el Sistema Fundamental de Soluciones

57 :param a: coeficiente 1ª fila 1ª columna

58 :param b: coeficiente 1ª fila 2ª columna

59 :param c: coeficiente 2ª fila 1ª columna

60 :param d: coeficiente 2ª fila 2ª columna

61 :param finished: False si es un paso intermedio

62 :return: JSON del sfs si finished==True, si no, Pasos para hallar sfs

63 """

64 A = comprobarCoeficientes(a, b, c, d)

65 pasos = [getPasoMatriz(A, "La matriz de coeficientes asociado al sistema

es")]↪→

66

67 aVal = autovalores(A)

68 aVect = autovectores(A)
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Códigos desarrollados

69 aVal1 = next(iter(aVal)) # primer autovalor

70

71 keys = list(aVal.keys())

72

73 if esReal(aVal1): # real

74 pasos.append(getPasoAutovalores(keys,

75 "Hallamos los autovalores asociados al sistema

para obtener el Sistema Fundamental de

Soluciones"))

↪→

↪→

76 if aVal[aVal1] == 1: # autovalor simple

77 res = autovaloresRealesDiagonalizable(aVect)

78 pasos.append(getPasoSFSMatrices(res,

79 "Como los autovalores son reales

y distintos, el Sistema

Fundamental de Soluciones

es:"))

↪→

↪→

↪→

80 else: # autovalor doble

81 if matrizDiagonalizable(A): # autovalor doble diagonalizable

82 res = autovaloresRealesDiagonalizable(aVect)

83 pasos.append(getPasoSFSMatrices(res,

84 "Como el autovalor es doble y

la matriz es

diagonalizable, el

Sistema Fundamental de

Soluciones se calcula

igual que en el caso de

autovalores reales

distintos:"))

↪→

↪→

↪→

↪→

↪→

↪→

↪→

85 else: # autovalor doble, no diagonalizable

86 res = autovalorNoDiagonalizable(A, aVect)

87 pasos.append(getPasoSFSMatrices(res,

88 "Como el autovalor es doble y

la matriz no es

diagonalizable, el

Sistema Fundamental de

Soluciones es:"))

↪→

↪→

↪→

↪→

89 else: # complejo

90 pasos.append(getPasoAutovaloresComplejos(list(aVal.keys()),

91 "Hallamos los autovalores

asociados al sistema

para obtener el Sistema

Fundamental de

Soluciones"))

↪→

↪→

↪→

↪→

92 res = autovalorComplejo(aVect)

93 pasos.append(getPasoSFSMatrices(res,

94 "Como los autovalores son complejos,

el Sistema Fundamental de

Soluciones es:"))

↪→

↪→
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95

96 return Pasos(pasos).toJson() if finished else (pasos, res)

Código solución explícita

1 from .comprobaciones.comprobaciones import comprobarCoeficientes

2 from .resp.obj.Pasos import Pasos

3 from .sfs import sfs

4 from .resp.definirPasos import getPasoSolExplicita

5

6 '''------------------EXPLÍCITAMENTE------------'''

7

8 def sol_explicita(a: float, b: float, c: float, d: float, finished: bool):

9 """

10 Función que obtiene las soluciones explícitas en función de unas

constantes.↪→

11 Para ello utiliza el método que obtiene los Sistemas Fundamentales de

Soluciones↪→

12 :param a: coeficiente 1ª fila 1ª columna

13 :param b: coeficiente 1ª fila 2ª columna

14 :param c: coeficiente 2ª fila 1ª columna

15 :param d: coeficiente 2ª fila 2ª columna

16 :param finished: False si es un paso intermedio

17 :return: JSON si finished==True, y Pasos en caso contrario, ya que se

18 """

19

20 comprobarCoeficientes(a, b, c, d)

21 sistfs = sfs(a, b, c, d, False) # pasamos coeficientes e indicamos que

buscamos la sol. explícita↪→

22 pasos, sols = sistfs[0], sistfs[1]

23 pasos.append(getPasoSolExplicita(sols[0], sols[1],

24 "La solución explícita es la combinación

lineal de los elementos en el

Sistema Fundamental de Soluciones"))

↪→

↪→

25 return Pasos(pasos).toJson() if finished else (pasos, sols)

Código clasificación mediante autovalores

1 from latexifier import latexify

2

3 from .auxiliar.externalFunctions import re, autovalores, autovectores,

det_matriz↪→

4 from .comprobaciones.comprobaciones import comprobarCoeficientes, esReal,

matrizDiagonalizable↪→
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Códigos desarrollados

5 from .resp.definirPasos import getPasoMatriz, getPaso, getPasoAutovalores,

getPasoAutovaloresComplejos↪→

6 from .resp.obj.Paso import Paso

7 from .resp.obj.Pasos import Pasos

8

9

10 def c_p_a_real_distinto(aVect) -> Paso:

11 """

12 Clasificación del punto de equilibrio cuando los autovalores son reales y

distintos↪→

13 :param aVect: autovalores, multiplicidad y autovectores

14 :return: paso

15 """

16 aVal1 = aVect[0][0]

17 aVal2 = aVect[1][0]

18 if (aVal1 < 0 < aVal2) or (aVal1 > 0 > aVal2):

19 signo, tipo = "de diferente signo", "punto de silla"

20 elif aVal1 < 0 and aVal2 < 0:

21 signo, tipo = "negativos", "punto estable"

22 else:

23 signo, tipo = "positivos", "punto inestable"

24 pasos = Paso('', '', "Como los dos autovalores son reales y {}, el punto

$(0,0)$ es un {}.".format(signo, tipo))↪→

25 return pasos

26

27

28 def c_p_a_complejo(aVect) -> list[Paso]:

29 """

30 Clasificación del punto de equilibrio cuando los autovalores son

complejos (y distintos)↪→

31 :param aVect: autovalores, multiplicidad y autovectores

32 :return: paso

33 """

34 aVal = aVect[0][0]

35 alpha = re(aVal)

36 signo = "menor que" if alpha < 0 else ("mayor que" if alpha > 0 else

"igual a")↪→

37 tipo = "foco estable" if alpha < 0 else ("foco inestable" if alpha > 0

else "centro estable")↪→

38 paso = 'Re(lambda_1)=Re(lambda_2)={}'.format(latexify(alpha))

39 pasoLatex = '{}(\\lambda_1)={}(\\lambda_2) =

{}'.format('\\operatorname{Re}', '\\operatorname{Re}',

latexify(alpha))

↪→

↪→

40 pasos = [Paso(paso, pasoLatex, "Como los autovalores son complejos nos

fijamos en la parte real"),↪→

41 Paso('', '', "Como la parte real es {} cero, el punto $(0,0)$ es

un {}.".format(signo, tipo))]↪→

42
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43 return pasos

44

45

46 def c_p_a_doble_diag():

47 """

48 Clasificación del punto de equilibrio cuando los autovalores iguales y la

matriz diagonalizable↪→

49 :param aVal: autovalores, multiplicidad y autovectores

50 :return: paso

51 """

52 pasos = Paso('', '',

53 "Como el autovalor $\\lambda$ es doble y la matriz $A$ es

diagonalizable, el punto $(0,0)$ es un punto estelar.")↪→

54 return pasos

55

56

57 def c_p_a_doble_no_diag(aVal):

58 """

59 Clasificación del punto de equilibrio cuando los autovalores son iguales

y la matriz no es diagonalizable↪→

60 :param aVal: autovalores, multiplicidad y autovectores

61 :return: paso

62 """

63 signo = "positivo" if aVal > 0 else "negativo"

64 tipo = "inestable" if aVal > 0 else "estable"

65 pasos = Paso('','',

66 "Como el autovalor $\\lambda$ es doble, la matriz $A$ no

es diagonalizable y el autovalor \\lambda={} es {},

el punto $(0,0)$ es un nodo impropio {}.".format(

↪→

↪→

67 latexify(aVal), signo, tipo))

68 return pasos

69

70

71 '''-----------------------------------------------------'''

72

73

74 def clasificar_punto_autoval(a, b, c, d):

75 """

76 Indica el tipo de punto de equilibrio que es el origen en función de cómo

es el autovalor↪→

77 :param a: coeficiente 1ª fila 1ª columna

78 :param b: coeficiente 1ª fila 2ª columna

79 :param c: coeficiente 2ª fila 1ª columna

80 :param d: coeficiente 2ª fila 2ª columna

81 :return: JSON

82 """

83 A = comprobarCoeficientes(a, b, c, d)

84
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Códigos desarrollados

85 det = det_matriz(A)

86 pasos = [getPasoMatriz(A, "Esta es la matriz de coeficientes asociado al

sistema")]↪→

87

88 paso = 'det={}'.format(latexify(det))

89 pasoLatex = '\\det(A)={}'.format(latexify(det))

90 pasos.append(Paso(paso, pasoLatex,

91 "Como el determinante es ${}\\neq 0$, el único punto de

equilibrio es el origen $(0,0)$".format(↪→

92 latexify(det))))

93 aVal = autovalores(A)

94 aVect = autovectores(A)

95 aVal1 = next(iter(aVal)) # primer autovalor

96 keys = list(aVal.keys())

97 if esReal(aVal1): # real

98 pasos.append(getPasoAutovalores(keys,

99 "Hallamos los autovalores asociados

al sistema"))↪→

100 if aVal[aVal1] == 1: # autovalor simple

101 pasos.append(c_p_a_real_distinto(aVect))

102 else: # autovalor doble

103 if matrizDiagonalizable(A): # autovalor doble diagonalizable

104 pasos.append(c_p_a_doble_diag())

105 else: # autovalor doble, no diagonalizable

106 pasos.append(c_p_a_doble_no_diag(aVal1))

107 else: # complejo

108 pasos.append(getPasoAutovaloresComplejos(keys,

109 "Hallamos los autovalores

asociados al sistema"))↪→

110 pasos = pasos + c_p_a_complejo(aVect)

111

112 return Pasos(pasos).toJson()

Código clasificación mediante traza y determinante

1 from latexifier import latexify

2

3 from .comprobaciones.comprobaciones import comprobarCoeficientes

4 from .resp.definirPasos import getPasoMatriz

5 from .resp.obj.Paso import Paso

6 from .resp.obj.Pasos import Pasos

7

8 '''------------------CLASIFICAR PUNTO POR TRAZA Y

DETERMINANTE----------------'''↪→

9

10
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11 def clasif_complejos(T: float, disc: float):

12 """

13 Clasificación para cuando los autovalores son complejos

14 :param T: traza

15 :param disc: discriminante

16 :return: pasos

17 """

18 paso = 'disc={}'.format(latexify(disc))

19 pasoLatex = '\\Delta = T^2-4D = {}'.format(latexify(disc))

20

21 pasos = [Paso(paso, pasoLatex,

22 "El discriminante es $\\Delta = {} < 0$. Por lo que los

autovalores son complejos".format(↪→

23 latexify(disc)))]

24 signo = "menor que" if T < 0 else ("mayor que" if T > 0 else "igual a")

25 tipo = "foco estable" if T < 0 else ("foco inestable" if T > 0 else

"centro estable")↪→

26 aVal = "negativa" if T < 0 else ("positiva" if T > 0 else "igual a 0")

27 pasos.append(

28 Paso('', '', "Como el determinante $T = {}$ es {} 0, la parte real

del autovalor será {} y por tanto, \↪→

29 el punto $(0,0)$ es un {}.".format(latexify(T), signo, aVal,

tipo)))↪→

30 return pasos

31

32

33 def clasif_reales_distintos(T: float, D: float, disc: float):

34 """

35 Clasificación para cuando los autovalores son reales y distintos

36 :param T: traza

37 :param D: determinante

38 :param disc: discriminante

39 :return: pasos

40 """

41 paso = 'disc={}'.format(latexify(disc))

42 pasoLatex = '\\Delta = T^2-4D = {}'.format(latexify(disc))

43 pasos = [Paso(paso, pasoLatex, "El discriminante es $\\Delta ={} > 0$.

Por lo que los autovalores son reales \↪→

44 y diferentes".format(latexify(disc)))]

45 signo = "el determinante $D={}$ es menor que 0".format(D) if D < 0 else (

46 "el determinante $D={}$ y la traza $T={}$ son mayores que

0".format(D, T) if T > 0 else↪→

47 "el determinante $D={}$ es mayor que 0 y la traza $T={}$

negativa".format(D, T))↪→

48 tipo = "punto de silla" if D < 0 else (

49 "punto inestable" if T > 0 else "punto estable")

50 aVal = "de signo contrario" if D < 0 else (

51 "positivos" if T > 0 else "negativos")
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52 pasos.append(Paso('', '', "Como {}, los autovalores son {}, el punto

$(0,0)$ es un {}.".format(signo, aVal, tipo)))↪→

53 return pasos

54

55

56 def clasif_reales_iguales(T: float, disc: float, b: float, c: float, A):

57 """

58 Clasificación para cuando los autovalores son reales e iguales

59 :param T: traza

60 :param disc: discriminante

61 :param b: coeficiente fila 1 columna 2

62 :param c: coeficiente fila 2 columna 1

63 :param A: matriz

64 :return: pasos

65 """

66 paso = 'disc={}'.format(latexify(disc))

67 pasoLatex = '\\Delta = T^2-4D = {}'.format(latexify(disc))

68 pasos = [

69 Paso(paso, pasoLatex, "El discriminante $\\Delta {} = 0$. Por lo que

los autovalores son reales e iguales."),↪→

70 getPasoMatriz(A, "Esta es la matriz de coeficientes y nos fijamos en

los valores de la diagonal secundaria.")↪→

71 ]

72

73 if b == 0 and c == 0:

74 pasos.append(Paso('', '', "Como $b=c=0$, la matriz es diagonalizable

y el punto $(0,0)$ es un punto estelar."))↪→

75 else:

76 cond_b = "$b={}\\neq 0$".format(b) if b != 0 else ""

77 cond_c = "$c={}\\neq 0$".format(c) if c != 0 else ""

78 pasoLatex = cond_b + (' y ' if b != 0 and c != 0 else '') + cond_c

79 tipo = "inestable" if T > 0 else "estable"

80

81 Tsigno = '>0' if T > 0 else '<0'

82 pasos.append(Paso('', '', "Como {} la matriz no es diagonalizable, y

puesto que $T = {} {}$, el punto \↪→

83 $(0,0)$ es un nodo impropio {}.".format(pasoLatex, T,

Tsigno, tipo)))↪→

84 return pasos

85

86

87 def clasificar_traza_det(a: float, b: float, c: float, d: float):

88 """

89 Indica el tipo de punto de equilibrio que es el origen en función de la

traza y el determinante de la matriz↪→

90 :param a: coeficiente 1ª fila 1ª columna

91 :param b: coeficiente 1ª fila 2ª columna

92 :param c: coeficiente 2ª fila 1ª columna
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93 :param d: coeficiente 2ª fila 2ª columna

94 :return: JSON

95 """

96 A = comprobarCoeficientes(a, b, c, d)

97 T = a + d # traza

98 D = a * d - b * c # determinante

99

100 paso = 'T={}, D={}'.format(latexify(T), latexify(D))

101 pasoLatex = 'T={}, \\quad D={}'.format(latexify(T), latexify(D))

102 pasos = [Paso('lambda = T ** 2 - 4 * D', '\\lambda = \\dfrac{T \\pm

\\sqrt{T^2-4D}}{2}',↪→

103 "Recordemos que siendo $T$ la traza y $D$ el determinante,

los autovalores se pueden expresar como:".format(↪→

104 round(T, 3), round(D, 3))),

105 Paso(paso, pasoLatex, "Los valores de la traza y el determinante

son:")]↪→

106

107 disc = T ** 2 - 4 * D

108

109 if disc < 0:

110 pasos = pasos + clasif_complejos(T, disc)

111 elif disc > 0:

112 pasos = pasos + clasif_reales_distintos(T, D, disc)

113 else: # disc = 0

114 pasos = pasos + clasif_reales_iguales(T, disc, b, c, A)

115 return Pasos(pasos).toJson()

Código para determinar si son conjugadas

1 from .resp.definirPasos import autovalList2latex

2 from .resp.obj.Paso import Paso

3 from .resp.obj.Pasos import Pasos

4 from .auxiliar.externalFunctions import Matrix, autovalores, re

5

6 """Determina si dos sistemas son conjugados topológicamente"""

7

8

9 def notHyperbolic(aVals) -> bool:

10 """

11 Determina si una matriz es hiperbólica

12 :param aVals: lista de autovalores

13 :return: True si se encuentra algún autovalor con parte real nula

14 """

15 return any(re(n) == 0 for n in aVals)

16

17
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18 def countNegativeEigenValues(aVals) -> int:

19 """

20 Cuenta el número de autovalores negativos

21 :param aVals: lista de autovalores

22 :return: número de autovalores negativos

23 """

24 return sum(1 for i in aVals if re(i) < 0)

25

26

27 def conjugates(a1: float, b1: float, c1: float, d1: float, a2: float, b2:

float, c2: float, d2: float):↪→

28 """

29 Determina si dos sistemas son conjugados topológicos

30 :param a1: coeficiente 1ª fila 1ª columna del primer sistema

31 :param b1: coeficiente 1ª fila 2ª columna del primer sistema

32 :param c1: coeficiente 2ª fila 1ª columna del primer sistema

33 :param d1: coeficiente 2ª fila 2ª columna del primer sistema

34 :param a2: coeficiente 1ª fila 1ª columna del segundo sistema

35 :param b2: coeficiente 1ª fila 2ª columna del segundo sistema

36 :param c2: coeficiente 2ª fila 1ª columna del segundo sistema

37 :param d2: coeficiente 2ª fila 2ª columna del segundo sistema

38 :return: JSON

39 """

40 paso = 'A1 = [[{},{}], [{},{}]], '.format(a1, b1, c1, d1) + 'A2 =

[[{},{}], [{},{}]]'.format(a2, b2, c2, d2)↪→

41 pasoLatex = 'A_1 = \\begin{{pmatrix}} {} & {} \\\\ {} & {}

\\end{{pmatrix}}, \\quad '.format(a1, b1, c1, d1)↪→

42 pasoLatex = pasoLatex + 'A_2 = \\begin{{pmatrix}} {} & {} \\\\ {} & {}

\\end{{pmatrix}}'.format(a2, b2, c2, d2)↪→

43

44 pasos = [Paso(paso, pasoLatex, "Dos sistemas son conjugados

topológicamente si las matrices son hiperbólicas \↪→

45 y tiene mismo número de autovalores negativos. Las matrices

asociadas a los sistemas son:")]↪→

46 A1, A2 = Matrix([[a1, b1], [c1, d1]]), Matrix([[a2, b2], [c2, d2]])

47

48 aVals1, aVals2 = autovalores(A1), autovalores(A2)

49

50 l_aVals1, l_aVals2 = [], []

51 for a in aVals1.keys():

52 l_aux = [a] * aVals1[a]

53 l_aVals1 = l_aVals1 + l_aux

54

55 for a in aVals2.keys():

56 l_aux = [a] * aVals2[a]

57 l_aVals2 = l_aVals2 + l_aux

58

59 notHyperbolic1, notHyperbolic2 = notHyperbolic(l_aVals1),

notHyperbolic(l_aVals2)↪→
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60

61 paso = 'Autovalores de la primera matriz = {}. Autovalores de la segunda

matriz = {}'.format(l_aVals1, l_aVals2)↪→

62 pasoLatex = '\\text{{Autovalores de la primera matriz : }} {} \\\\

\\text{{Autovalores de la segunda matriz : }} {}'.format(↪→

63 autovalList2latex(l_aVals1, 1), autovalList2latex(l_aVals2, 2))

64 pasos.append(Paso(paso, pasoLatex, 'Obtenemos los autovalores de ambas

matrices: '))↪→

65

66 if notHyperbolic1 and notHyperbolic2:

67 pasos.append(Paso(paso, pasoLatex, 'Ninguna de las matrices son

hiperbólicas, luego no podemos hablar de \↪→

68 conjugaciones topológicas.'))

69 return Pasos(pasos).toJson()

70 elif notHyperbolic1:

71 pasos.append(Paso(paso, pasoLatex, 'La primera matriz no es

hiperbólica, luego no podemos hablar de \↪→

72 conjugaciones topológicas.'))

73 return Pasos(pasos).toJson()

74 elif notHyperbolic2:

75 pasos.append(Paso(paso, pasoLatex, 'La segunda matriz no es

hiperbólica, luego no podemos hablar de \↪→

76 conjugaciones topológicas.'))

77 return Pasos(pasos).toJson()

78

79 negativos1, negativos2 = countNegativeEigenValues(l_aVals1),

countNegativeEigenValues(l_aVals2)↪→

80

81 explConj = "Ambas matrices tienen el mismo número de autovalores

negativos: ${}$, " \↪→

82 "luego los sistemas son conjugados

topológicos.".format(negativos1)↪→

83 explNoConj = "Las dos matrices tienen diferente número de autovalores

negativos. " \↪→

84 "Mientras que el primer sistema tiene ${}$ autovalores

negativos, el segundo tiene ${}$, " \↪→

85 "luego los dos sistemas no son conjugados

topológicos.".format(negativos1, negativos2)↪→

86

87 expl = explConj if negativos1 == negativos2 else explNoConj

88 pasos.append(Paso('', '', expl))

89

90 return Pasos(pasos).toJson()
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Código para la resolución de ecuaciones de segundo orden

1 from latexifier import latexify

2 import sympy as sy

3

4 from .auxiliar.externalFunctions import integrar

5 from .explicitSFS import sol_explicita

6 from .resp.obj.Paso import Paso

7

8 from .resp.obj.Pasos import Pasos

9

10 '''------------------ECUACIÓN DE SEGUNDO ORDEN----------------'''

11

12

13 def segundo_orden(a: float, b: float, c: float, solve: bool):

14 """

15 Dada la ecuación: ax''+bx'+cx = 0

16 Transformamos en el sistema x' = y

17 y' = -(c/a)x-(b/a)y

18

19 :param a: coeficiente acompañando al término x''

20 :param b: coeficiente acompañando al término x'

21 :param c: coeficiente acompañando al término x

22 :param solve: True si se quiere resolver el sistema

23 :return: JSON con pasos

24 """

25 x, y, c1, c2, t = sy.symbols('x, y, c1, c2, t')

26 pasos = [Paso('x\'=y', 'x\'=y', "Introducimos el cambio de variable"),

27 Paso('x\'\' = -(c/a)x-(b/a)y',

'x\'\'=-\\dfrac{c}{a}x-\\dfrac{b}{a}x\'',↪→

28 'Entonces, $x\'\'=y\'$, y despejando $x\'\'$')]

29

30 sist = latexify(-(c / a) * x - (b / a) * y)

31 pasoLatex = '\\begin{cases} x\'=y \\\\ y\'= ' + sist + '\\end{cases}'

32

33 pasos.append(

34 Paso('x\' = y, y\' = -(c/a)x-(b/a)y', pasoLatex, 'El sistema

equivalente a la ecuación de segundo grado es'))↪→

35 if solve:

36 rpasos, sol = sol_explicita(0, 1, -c / a, -b / a, False)

37 pasos = pasos + rpasos

38 ysol = c1 * sol[0][1] + c2 * sol[1][1]

39 ysol_int = integrar(ysol, t)

40 pasoLatex = 'x =' + latexify(ysol_int)

41 paso = 'x={}'.format(str(ysol_int))

42 pasos.append(Paso(paso, pasoLatex, 'Sabiendo que $y={}$ y deshaciendo

el cambio de variable $x\'=y$,'.format(latexify(ysol))))↪→

43
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44

45 return Pasos(pasos).toJson()

Conexiones

A continuación una selección del archivo ecsdif_api.py, el cual contiene la
implementación de la API para la resolución de ecuaciones diferenciales.

1 from flask import Blueprint

2 from flask import Response

3 from sympy import Matrix

4

5 from .ecsdif.src.auxiliar.externalFunctions import det_matriz

6 from .ecsdif.src.classifyautoval import clasificar_punto_autoval

7 from .ecsdif.src.classifytracedet import clasificar_traza_det

8 from .ecsdif.src.comprobaciones.comprobaciones import string2float

9 from .ecsdif.src.conjugadas import conjugates

10 from .ecsdif.src.diagramphases import diagramaFase

11 from .ecsdif.src.exc.Exceptions import ExceptionDetZero

12 from .reader import transform

13

14 from .ecsdif.src.sfs import sfs

15 from .ecsdif.src.explicitSFS import sol_explicita

16 from .ecsdif.src.secondorder import segundo_orden

17

18 bp = Blueprint("ecsdif", __name__, url_prefix="/ecsdif")

19

20

21 @bp.route("/info", methods=['GET'])

22 def ecsdif_info_general():

23 """Información de la asignatura"""

24 return {

25 "titulo": "Sistemas de Ecuaciones Diferenciales",

26 "descripcion": "Obtiene las soluciones explícitas de los sistemas de

ecuaciones diferenciales de primer \↪→

27 orden de 2 ecuaciones de primer orden cuyo

determinante no es nulo. También clasifica las soluciones en \↪→

28 función del tipo de punto de equilibrio, mostrando el

plano de fases.",↪→

29 "algoritmo": "Las soluciones explícitas se obtienen hallando primero

el Sistema Fundamental de Soluciones.\n \↪→

30 La clasificación del punto de equilibrio se puede

realizar tanto estudiando los autovalores, como \↪→

31 estudiando la traza y el determinante.\n \

32 Se representa el diagrama de fases mediante una

librería de Python, Plotly y el usuario puede \↪→
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33 establecer los límites de los ejes, así como la

precisión de la gráfica."↪→

34 }

35

36

37 @bp.route("/info/sistemas", methods=['GET'])

38 def ecsdif_info_sistemas():

39 """Contenido resolver: sfs y solución explícita"""

40 return {

41 "titulo": "Resolución de sistemas de ecuaciones diferenciales",

42 "descripcion": "Dado un sistema $X'=AX$ $$\\begin{cases} x\'=ax+by,

\\\\ y\'=cx+dy, \\end{cases}$$ con $a,b,c,d\\in\\mathbb R$, \↪→

43 y $$\\begin{vmatrix} a & b \\\\ c &

d\\end{vmatrix}\\neq 0,$$ \↪→

44 se indica el Sistema Fundamental de Soluciones (SFS)

y la solución explícita general.",↪→

45 "algoritmo": "Se estudian los autovalores de la matriz de

coeficientes asociados al sistema para obtener la SFS. \↪→

46 La solución explícita es la combinación lineal del

Sistema Fundamental de Soluciones."↪→

47 }

48

49

50 # ...

51

52 @bp.route("/info/conjugacion", methods=['GET'])

53 def ecsdif_info_conjugacion():

54 """Contenido determinar conjugaciones topológicas"""

55 return {

56 "titulo": "Conjugación topológica",

57 "descripcion": "Dados dos sistemas \

58 $$\\begin{cases} x\'=a_1x+b_1y, \\\\ y\'=c_1x+d_1y,

\\end{cases} \\quad \\text{y} \\quad \↪→

59 \\begin{cases} x\'=a_2x+b_2y, \\\\ y\'=c_2x+d_2y,

\\end{cases} $$ \↪→

60 con todos los coeficientes números reales y los

determinantes distintos del 0, \↪→

61 se determina si los sistemas son conjugados

topológicos.",↪→

62 "algoritmo": "Dos sistemas son conjugados topológicos si sus matrices

de coeficientes lo son. \↪→

63 Se comprueba que las matrices sean hiperbólicas y que

tengan el mismo número de autovalores negativos."↪→

64 }

65

66 # ...

67

68 @bp.route("/sist/sfs/explicit/<a>&<b>&<c>&<d>", methods=['GET'])
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69 def ecsdif_explicitSolution(a: str, b: str, c: str, d: str):

70 """

71 Llamada para obtener las soluciones explícitas

72 :param a: coeficiente 1ª fila 1ª columna

73 :param b: coeficiente 1ª fila 2ª columna

74 :param c: coeficiente 2ª fila 1ª columna

75 :param d: coeficiente 2ª fila 2ª columna

76 :return: Response

77 """

78 try:

79 a, b, c, d = string2float(a), string2float(b), string2float(c),

string2float(d)↪→

80 except Exception:

81 return Response("Error: por favor, introduzca números reales", 400)

82

83 if det_matriz([[a, b], [c, d]]) == 0:

84 return Response('Error: el determinante de la matriz de coeficientes

no puede ser nula.', 400)↪→

85

86 try:

87 return sol_explicita(a, b, c, d, True)

88 except Exception:

89 return Response("Error interno del servidor", 500)

90

91 # ...

92

93 @bp.route("/paint/phases-diagram/<a>&<b>&<c>&<d>&<delta>&<xlimInf>&<xlimSup>&

<ylimInf>&<ylimSup>&<hex>", methods=['GET'])↪→

94 def ecsdif_get_diagramaFases(a: str, b: str, c: str, d: str, delta: str,

xlimInf: str, xlimSup: str, ylimInf: str,↪→

95 ylimSup: str, hex: str):

96 """

97 Llamada para pintar el diagrama de fases

98 :param a: coeficiente 1ª fila 1ª columna

99 :param b: coeficiente 1ª fila 2ª columna

100 :param c: coeficiente 2ª fila 1ª columna

101 :param d: coeficiente 2ª fila 2ª columna

102 :param delta: precisión de la representación

103 :param xlimInf: límite inferior del eje de abscisas

104 :param xlimSup: límite superior del eje de abscisas

105 :param ylimInf: límite inferior del eje de ordenadas

106 :param ylimSup: límite superior del eje de ordenadas

107 :param hex: color en hexadecimal '#------'

108 :return: Response

109 """

110 try:

111 a, b, c, d = string2float(a), string2float(b), string2float(c),

string2float(d)↪→
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112 delta = string2float(delta)

113 xlimInf, xlimSup = string2float(xlimInf), string2float(xlimSup)

114 ylimInf, ylimSup = string2float(ylimInf), string2float(ylimSup)

115 except Exception:

116 return Response("Error: por favor, introduzca números reales", 400)

117

118 if det_matriz([[a, b], [c, d]]) == 0:

119 return Response('Error: el determinante de la matriz de coeficientes

no puede ser nula.', 400)↪→

120

121 if xlimInf >= xlimSup or ylimInf >= ylimSup:

122 return Response('Error: por favor, introduzca límites correctamente')

123

124 try:

125 return diagramaFase(a, b, c, d, delta, xlimInf, xlimSup, ylimInf,

ylimSup, hex)↪→

126 except Exception:

127 return Response("Error interno del servidor", 500)

128

129 # ...
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