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Resumen

Este Trabajo Fin de Grado se engloba dentro del denominado “Proyecto Cal-
culadora” que se desarrolla como parte de la actividad del Grupo de Innova-
cion Educativa “Desarrollo de Tecnologias en la Ensenanza de las Matema-
ticas” en la Universidad Politécnica de Madrid.

Dicho proyecto se centra en la creacion de una aplicacion didactica que
sirva como herramienta de apoyo al aprendizaje de las asignaturas de Mate-
maticas para los estudiantes del Grado en Matematicas e Informatica, que
se imparte actualmente en la Escuela Técnica Superior de Ingenieria Infor-
matica de la Universidad Politécnica de Madrid. Para ello, se esta llevando
a cabo un proyecto en el cual se pretende implementar, mediante algorit-
mos, la resolucion de ejercicios de las asignaturas de Matematicas del grado
mencionado anteriormente.

Mas concretamente, el presente trabajo se enfoca en la implementacion de
algoritmos de resolucion numérica de integrales, con el fin de que los es-
tudiantes puedan practicar con ayuda de un software especializado, y asi,
mejorar tanto su aprendizaje como el desarrollo de las competencias de las
diferentes asignaturas en las que se aborden los conocimientos que aqui se
desarrollan.



Abstract

This Final Degree Project is part of the so-called “Proyecto Calculadora” de-
veloped as part of the activities of the Educational Innovation Group “Desa-
rrollo de Tecnologias en la Ensenanza de las Matematicas” at the Universi-
dad Politécnica de Madrid.

The project focuses on creating an educational application that serves as a
learning support tool for Mathematics subjects for students in the Mathe-
matics and Computer Science degree program, currently taught at the Uni-
versidad Politécnica de Madrid. To achieve this, a project is being carried
out to implement, through algorithms, the solution of exercises from the
aforementioned Mathematics subjects.

Specifically, this work focuses on the implementation of numerical integra-
tion algorithms, so that students can practice using specialized software,
thereby improving both their learning and the development of competencies
in the different subjects that address the knowledge presented here.



Capitulo 1

Introduccion

Este Trabajo Fin de Grado se engloba dentro del denominado “Proyecto Cal-
culadora” que se desarrolla como parte de la actividad del Grupo de Innova-
cion Educativa “Desarrollo de Tecnologias en la Ensenanza de las Matema-
ticas” en la Universidad Politécnica de Madrid.

Dicho proyecto se centra en la creacion de una aplicacion didactica que
sirva como herramienta de apoyo al aprendizaje de las asignaturas de Mate-
maticas para los estudiantes del Grado en Matematicas e Informatica, que
se imparte actualmente en la Escuela Técnica Superior de Ingenieria Infor-
matica de la Universidad Politécnica de Madrid. Para ello, se esta llevando
a cabo un proyecto en el cual se pretende implementar, mediante algorit-
mos, la resolucion de ejercicios de las asignaturas de Matematicas del grado
mencionado anteriormente.

Mas concretamente, el presente trabajo se enfoca en la implementacion de
algoritmos de resoluciéon numérica de integrales, con el fin de que los es-
tudiantes puedan practicar con ayuda de un software especializado, y asi,
mejorar tanto su aprendizaje como el desarrollo de las competencias de las
diferentes asignaturas en las que se aborden los conocimientos que aqui se
desarrollan.

De esta forma, proporcionaremos los codigos necesarios para llevar a ca-
bo diferentes algoritmos sobre integracion numérica, codigos que deben ser
implementados en una aplicacion web que esta siendo a su vez disehada y
creada por otros estudiantes, bajo la supervision de los miembros del Grupo
de Innovacion Educativa al que hemos hecho referencia previamente.



Introduccion

En concreto, en este trabajo se abordaran los siguientes métodos de inte-
gracion numerica:

¢ Formula de los rectangulos compuesta.
¢ Formula del punto medio compuesta.

* Formula del trapecio compuesta.

¢ Formula de Simpson compuesta.

* Formula del trapecio recursiva.

* Método de Romberg.

* Método adaptativo de Simpson.

La implementacion de dichos algoritmos se ha llevado a cabo en el lenguaje
de programacion Python, con el objetivo de hacerlos mas accesibles y faciles
de utilizar para cualquier usuario. Asimismo, en esta memoria se explicara
el funcionamiento de cada uno de los algoritmos, asi como las bases tedricas
en las que se sustentan.

Por ultimo, también se ha llevado a cabo un proceso de armonizacion del
codigo con la aplicacion web desarrollada, de modo que el resultado sea
operativo y funcione correctamente.



Capitulo 2

Marco Teorico

La integracion numérica es una herramienta que proporcionan las Mate-
maticas y que nos permite obtener formulas que nos ayudan a calcular de
forma aproximada integrales definidas. Esto es especialmente util en aque-
llos casos en los que la integral definida no puede obtenerse analiticamente
y, ademas, nos permite hacer uso de ordenadores para realizar todos los
calculos de forma bastante precisa y en relativamente poco tiempo.

El contenido de este capitulo esta basado, esencialmente, en las referen-
cias [1, 2, 3], donde pueden encontrarse ademas demostraciones rigurosas
de los resultados que se comentan en las siguientes secciones y ejemplos
detallados sobre cada uno de los métodos de integracion numeérica que se
abordan.

2.1. Formulas de cuadratura. Orden

Las formulas para estimar el valor de una integral definida se denominan
formulas de cuadratura. En su forma mas simple, estas formulas aproximan
el area bajo una curva por el area de un paralelogramo. Sin embargo, esta
aproximacion solo es precisa cuando la base del paralelogramo es pequena.
Por lo tanto, las formulas mas efectivas estiman la integral mediante la suma
de areas de varios paralelogramos con bases pequenas.

En general, las formulas de cuadratura se pueden escribir en la forma:

I'(f) = onf(ar) (2.1)
k=1
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variando unas de otras en la forma de elegir los puntos z; < ... < z, en el in-
tervalo [q, b] y los coeficientes (también llamados pesos) oy, donde k = 1,...,n.

Para determinar el grado de exactitud de una féormula de cuadratura, es
decir, el error que se comete al sustituir la integral definida por la suma
finita,

B() = 1)~ T'(N = [ fladde = Y awfm) 2.2

se suele utilizar el concepto de orden.

Se dice que una formula de cuadratura es de orden m € N (o que es exacta
para polinomios de grado m € N) si el error de dicha féormula verifica que
E(2%) =0 para todo k =0,...,my E(xz™") £ 0.

Esto implica que la féormula en particular produce el resultado preciso de la
integral definida si se aplica a una funciéon f que es un polinomio de grado
igual o inferior a m, pero no necesariamente proporciona el resultado exacto
para polinomios de grado superior a m.

2.2. Formulas de cuadratura elementales

En este apartado se expondran las cuatro formulas de cuadratura elemen-
tales en las que se sustenta este trabajo:
1. Formula de los Rectangulos

La formula de cuadratura mas sencilla es la formula de los rectangulos:

[ reex nn =0-as@. [ fades b7 = 0-afo). @3

En el primer caso se aproxima la integral por el area del rectangulo de
base [a,b] y altura f(a) y en el segundo por el de altura f(b). Ambas son
de orden cero, es decir, exactas para polinomios constantes.

2. Formula del Punto Medio

La formula elemental del punto medio también usa el area de un rec-
tangulo pero tomando como altura el valor de f en el punto medio del
intervalo:
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b
[t s i =0-ar (*57). 2.4
Esta formula es de orden 1, a modo de ejemplo:
b
B(1) :/ de — Iy(1) = (b—a) — (b—a) = 0, (2.5)
b
E(z) = / vde — Iy(x) = %(zﬂ _ @) — W _0, (2.6

b2 — a?)(a+b)
4

B(z?) = /b 22z — Ly(a?) = %(b?’ _ gy 0. @7

Por tanto queda comprobado que la formula del punto medio es de
orden 1.

3. Formula del Trapecio

La siguiente formula elemental es la del trapecio, la integral se aproxi-
ma por el area de un trapecio, esta formula también es de orden 1.

[ a1 =5 5@ + s, 2.8

p)= [ ar- 1 = 6-a- [£50] <o 2.9

E(z) = /abxdx L) = B(zﬂ - az)] - {@(a i b)} —0,  (2.10)
B = [ atar- 1) = [0 -] - [0 - 052 20 2

Por tanto queda comprobado que la formula del trapecio es de orden 1.
4. Formula de Simpson

La ultima de las formulas elementales es la formula de Simpson donde
se aproxima la integral de f por el area encerrada bajo un arco de
parabola que coincide con f en tres puntos: los extremos del intervalo
la,b] y su punto medio (véase Figura 2.1):
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b
[t 1 = O (@ Fh v s0)) . @12

A f )

g S

i »
b

Figura 2.1: Ejemplo de arco de parabola (en rojo) para usar la formula de
Simpson y aproximar el area bajo la funcion f(z) en [a, b].

Y S
3

Razonando es posible deducir que la féormula elemental de Simpson de orden
3.

Podriamos continuar obteniendo nuevas féormulas de cuadratura similares
a las presentadas en esta seccion. Para ello basta usar el valor de la funcion
cuya area se quiere aproximar en mas puntos o bien elegir dichos puntos de
forma que la formula de cuadratura obtenida tenga el mayor orden posible.
Para mas informacion, véase [1] y [2].

2.3. Formulas de cuadratura compuestas

Si el namero de puntos elegidos en el intervalo [a, b] se incrementa, las for-
mulas de cuadratura simples mencionadas anteriormente no suelen brindar
estimaciones de la integral muy precisas. Por consiguiente, en la practica se
utilizan las féormulas de cuadratura compuestas, las cuales descomponen la
integral definida en una suma de integrales sobre subintervalos “pequenos”
y aplican las formulas previas en cada uno de ellos.
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Seana =1z < 23 < ... <z, = bun conjunto de puntos en el intervalo [a, b]. Por
las propiedades de la integral se tiene:

/ab f(z)dz = /:2 f(z)dz + /:3 fle)de + ...+ /:n flz)dz = nz:l/ll+1 f(z)dz. (2.13)

i=1"vTi

Usando alguna de las formulas elementales en cada subintervalo:

b n—1 Tit1 n—1
[ @t =3 [ fene = Y nisi ), 214

donde I;(f;[z;, x;11]) denota una cierta formula de cuadratura elemental de
orden k aplicada para aproximar la integral de f en el intervalo [z;, z;1].

En las siguientes secciones se presentaran individualmente cada una de las
formulas de cuadratura compuesta.

2.3.1. Formula de los Rectangulos Compuesta

La primera férmula de integracion numérica compuesta que se elaborara
en este Trabajo Fin de Grado es la Formula de los Rectangulos Compuesta,
que se apoya en la formula de cuadratura elemental de los rectangulos. En
ella podemos distinguir dos casos, con subintervalos con igual longitud o
subintervalos con distinta longitud:

- Con subintervalos de distinta longitud:

b
/ flx)de =~ I7(f) = Z I(f; [o win]) = D (@i — ) f(w2), (2.15)

b n—1
/ f(x)dz =~ I5(f) = Z[2<f; [T, Ti41]) = : (Tip1 — 25) f(Tig1). (2.16)

- Con subintervalos de misma longitud (véanse Figura 2.2 y Figura 2.3):

—

n— n—1 n—1

L(f) =Y (@i —x) (@) = Y hf(x) =h)_ flz), (2.17)

1 i=1 i=1

7
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Figura 2.2: Formula de los rectangulos compuesta I{ con subintervalos de
igual longitud para aproximar la integral de f(z) = In(x) en el intervalo [1, 3].

Figura 2.3: Formula de los rectangulos compuesta /5 con subintervalos de
igual longitud para aproximar la integral de f(z) = In(x) en el intervalo [1, 3].

—

n—1

L(f) =) (v — i) f(wi1) = th(xi-i-l) = hZf({Ei_H). (2.18)

1 i=1

n—

%

En ambos casos se divide el intervalo en subintervalos y se aplica la féormula
de rectangulos a cada uno de ellos, sumando los resultados.

2.3.2. Formula del Punto Medio Compuesta

La segunda féormula de integracion numérica compuesta que se elaborara en
este Trabajo Fin de Grado es la Formula del Punto Medio Compuesta, que
se apoya en la formula de cuadratura elemental del punto medio. Respecto
a su formula compuesta:

10
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b n—1 n-l T + x;
[ #a)de = 150) = 3 B o ia]) = i — ) f ( 5
a =1

=1

) . (2.19)

En caso de que los intervalos tengan igual longitud la formula del punto
medio compuesto seria:

b — Ti T Tit+1 — Ti T Tit+1
/ fla)de = () = Y hf <%) SO <%) . (2.20)

Figura 2.4: Formula del punto medio compuesta para aproximar la integral
de f(z) = In(z) en el intervalo [1, 3].

La formula del punto medio compuesta divide el intervalo [q, b] en subinter-
valos de menor longitud y aplica la formula del punto medio elemental en
cada uno de dichos subintervalos (véase Figura 2.4).

2.3.3. Formula de los Trapecios Compuesta

La tercera formula de integracion numeérica compuesta que se elaborara en
este Trabajo Fin de Grado es la Formula de los Trapecios Compuesta, que
se apoya en la formula de cuadratura elemental del trapecio. Respecto a su
formula compuesta queda asi:

11
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En caso de que los subintervalos sean de igual longitud:

[y

-1

@)+ f(@in) o, f@) + flzia)
2 =2_h 2

n—

Lf(f) = (i1 — l’z)

1

h(f(xi) + f(wig1)) =

i=1

(f(:m) + Qif(xi) + f(:vn)) . (2.22)

=2

<.

Il
: [l
|

I
N | >
N | >

—1

Figura 2.5: Formula del trapecio compuesta para aproximar la integral de
f(z) = In(z) en el intervalo [1, 3].

La formula del trapecio compuesta consiste en aproximar el area bajo la cur-
va de una funcion aplicando la correspondiente formula elemental a subin-
tervalos del intervalo original (véase Figura 2.5).

Error de Analisis

Sea el intervalo [a,b] dividido en M subintervalos [z, x| de longitud h =
(b —a)/M. La férmula del trapecio compuesta puede escribirse como:

h

M—-1

(f(a)+ fb)+ 1> flaw), (2.23)
k=1

que es una aproximacion de la integral:

b
/ F@)dz = T(f,h) + Br(f,h), (2.24)

donde Er(f,h) denota el error al aproximar la integral de f en [a, b] usando la
formula de los trapecios compuesta con todos los subintervalos de longitud
h.

12
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Ademas, puede demostrarse que si f € C?[a,b] existe un valor c con a < ¢ < b
de tal forma que el error Er(f,h) viene dado por:

(b —a) FD ()2
Er(fh) = = g O _ o2, (2.25)

2.3.4. Formula de Simpson Compuesta

La cuarta formula de integracion numérica compuesta que se elaborara en
este Trabajo Fin de Grado es la Formula de Simpson Compuesta, que se
apoya en la formula de cuadratura elemental de Simpson. Respecto a su
formula compuesta se escribe:

b
/ f(x)dr ~ 215 [z, 1))

n—1
=Y —36”16_ L (f(xi) +4f <%) + f($z‘+1)) : (2.26)

[ 1 +22fo + f(zn) +4Zf(m)], (2.27)

donde % es la longitud de cada subintervalo, es decir, h = (b — a)/n, x; son
los puntos de la particion del intervalo [a,b], es decir, x; = a + ih, y n es el
numero total de subintervalos.

2.3.4.1. Férmula Alternativa

Dado el intervalo [q, b] dividido en 2M subintervalos [z, z;.1] de longitud h =
(b —a)/2M. La formula de Simpson compuesta para 2M sub-intervalos se
puede expresar como:

13
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M
§Z (wop—2) +4f (vor—1) + (7o)
k=1
M—1 M
=§um> URE DINCIRE DN X

En la regla de Simpson compuesta, se divide el intervalo [a,b] en n subin-
tervalos y se aplica la regla de Simpson elemental a cada subintervalo. La
aproximacion de la integral en el intervalo [a, b] se obtiene sumando las apro-
ximaciones en cada subintervalo.

La formula de Simpson compuesta es mas precisa que la regla del trapecio
compuesta para el mismo numero de puntos, ya que utiliza una aproxima-
cion polinomica de segundo grado, en lugar de una aproximacion lineal.

Analisis del error

Sea el intervalo [a,b] dividido en 2M sub-intervalos [z, x;.1] de tamano h =
(b—a)/2M. La formula de Simpson compuesta es:

—1 M
S = 2@+ 100+ 2 Y )+ Y o) @220
k=1 k=1
que aproxima la integral:
[ e =strm + Es(rm, 2.30

donde FEg(f,h) denota el error que se comete al aproximar la integral de f
en el intervalo [a, b] haciendo uso de la férmula de Simpson compuesta con
subintervalos de igual longitud h.

Ademas, si f € C*[a, b] entonces existe un valor ¢ con a < ¢ < b tal que el error
Er(f,h) viene dado como:

—(b—a)f I ()h*
12

Er(f h) = = O(h%). (2.31)

2.3.5. Formula de los Trapecios Recursiva

A continuacion, una vez que hemos conocido las formulas de cuadratura
compuestas en base a las formulas de cuadratura elementales, se expon-
dran nuevas formulas y métodos mas precisos que las ya mencionadas.

14
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En esta seccion se describe como calcular aproximaciones de Simpson me-
diante una combinacion especial de reglas trapezoidales, con el objetivo de
obtener una mayor precision al utilizar un mayor numero de subintervalos.
Para determinar cuantos subintervalos se deben utilizar, se emplea un pro-
ceso secuencial que comienza con dos subintervalos y se va incrementando
hasta alcanzar la precision deseada.

Para ello, se genera una secuencia de aproximaciones de las reglas trape-
zoidales. Cada vez que se duplica el namero de subintervalos, se duplica
también aproximadamente el numero de valores de la funcién, ya que es
necesario evaluar la funcion en todos los puntos anteriores y en los puntos
medios de los subintervalos anteriores. Este método resulta util para op-
timizar el calculo de las aproximaciones de Simpson y obtener resultados
precisos.

Dado un J > 1 y dados los puntos z; = a + kh que subdividen el intervalo
[a,b] en 27 = 2M subintervalos de misma longitud h = (b—a)/2’. Las formulas
del trapecio T'(f,h) y T(f,2h) cumplen la relacion:

7051 = T2 33 s 2.52
k=1

Ahora pasamos a dividir el intervalo [a,b] en el namero de subintervalos
deseados en funcion de la precision deseada. Para ello definimos 7'(0) =
(h/2)(f(a)+ f(b)) que es la formula del trapecio en el intervalo [a, b] de longitud
h = b — a. Después para cada J > 1 definimos 7'(J) = T'(f,h), donde T(f,h) es
la regla del trapecio sobre un intervalo de longitud h = (b — a)/27.

Por tanto, comenzando por 7'(0), la sucesion de férmulas del trapecio 7'(.J)
se calcula con la siguiente formula recursiva:

M
T(J) = y + 0> (flxap-1) paraJ=1.2,. .. (2.33)
k=1

donde h = (b—a)/2’ y 2, = a + kh.

2.3.5.1. Relacion con la formula de Simpson

Cuando se usa la formula del trapecio utilizando longitudes de intervalo
2h y h, el resultado es T(f,2h) y T(f,h), respectivamente. Estos valores se

15
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combinan para obtener la regla de Simpson:

s — AT ;T(f,Zh).

Sea ahora {7'(J)} la sucesion de formulas del trapecio generadas por recur-
sividad. Si J > 1y S(J) es la formula de Simpson para 27 subintervalos de
[a,b], entonces se tiene la siguiente relacion:

AT(J) = T(J = 1)
3

(2.34)

S(J) = para J =1,2,... (2.35)

2.3.6. Método de Romberg

En las secciones anteriores vimos que los términos de error Er(f,h) Es(f, h)
para la formula del trapecio compuesta y la formula de Simpson compuesta
son de orden O(h?) y O(h*) , respectivamente. Por lo tanto:

/ f(z )+ O(h?), (2.36)

/ flx S(f,h)+O(hY). (2.37)

Supongamos que se utiliza una férmula de cuadratura con longitudes de
intervalo h y 2h y luego se lleva a cabo una manipulacion algebraica de
las dos para producir una aproximacion mejorada. Cada nivel sucesivo de
mejora aumenta el orden del término de error de O(h*N) a O(h**?). Este
proceso es llamado integracion de Romberg.

La ventaja del método de Romberg es que todos los pesos son positivos y las
abscisas igualmente espaciadas son faciles de calcular. Sin embargo, una
desventaja computacional de la integracion de Romberg es que se requiere
el doble de evaluaciones de las funciones para reducir el error de O(h?")
a O(h*N*+%), Para mantener el numero de calculos bajo, se pueden utilizar
reglas secuenciales. El desarrollo de la integracion de Romberg se basa en
la suposicion tedrica de que, si f € CV|a,b] para todo N, entonces el término
de error para la formula del trapecio compuesta se puede representar en
una serie que solo involucra potencias pares de h:

/ f(@)de = T(f, h) + Ex(f,h), 2.38)

donde
ET(f, h) = a1h2 + CLQh4 -+ a3h6 + ... (239)

16
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2.3.6.1. Integracion con mejora de Richardson

La mejora de Richardson para la integracion de Romberg es un proceso ite-
rativo que implica el calculo de féormulas de cuadratura mejoradas mediante
la eliminacion de términos de error de 6rdenes pares sucesivos. El proceso
comienza con la aplicacion de la regla trapezoidal con dos longitudes de in-
tervalo diferentes, y luego se utiliza la manipulacion algebraica de las dos
aproximaciones para obtener otra mejorada. Este proceso se repite sucesi-
vamente para eliminar términos de error de ordenes pares cada vez mas
altos. Como resultado, se generan formulas de cuadratura que solo invo-
lucran potencias pares de h, lo que permite obtener una convergencia mas
rapida y precisa. Este proceso se conoce como integracion de Romberg con
mejora de Richardson. La primera mejora que se obtiene con este proceso
es la regla de Simpson para 2M intervalos, utilizando como punto de partida
las formulas T'(f,2h) y T(f, h) y las ecuaciones:

/ f(z T(f,2h) + a14h* + a316h* 4 a364h° + (2.40)

/ f(x T(f, )+ a1h® + ayh* + ash® + (2.41)
Multiplicando (2.41) por 4 obtenemos:
4 /b f(x)dx = 4T(f, h) + a4h® + ay4h* + asdh® + . .. (2.42)
Eliminando a; restando (2.41) a (2.42) obtenemos:
3 /b f(x)dx = AT(f,h) — T(f,2h) — az12h* — az60R° — ... (2.43)

Dividimos (2.43) entre 3 y renombramos los coeficientes:

Aplicando la relacion que se muestra en el apartado 2.3.5.1, obtenemos:

/ f(x S(f,h) + bih* + byhb + (2.45)

Por tanto, queda demostrado que Es(f, h) involucra solo potencias pares de
h.
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El patron general para la integracion de Romberg es como sigue. Conside-
remos dos aproximaciones R(2h, K —1) Y R(h, K — 1) de la cantidad @ de tal
forma que se tiene

Q= R(h, K — 1)+ ¢ h** + ch®KT2 4 (2.46)

y
Q = R(2h, K — 1) 4 45K 4 cpdBH1p28+2 (2.47)

Una aproximacion mejorada sera de la siguiente forma:

_ 4XR(h,K —1) — R(2h, K — 1)
N 4K — 1

Q + O(h*5+2), (2.48)

Definiendo la sucesion de formulas de cuadratura para f(z) en el intervalo
[a, b] como:
R(J,0)=T(J) para J >0, (2.49)

R(J,1) = S(J) paraJ >1, (2.50)

donde {7'(J)} y {S(J)} son las correspondientes sucesiones de formulas de
los trapecios y de Simpson, respectivamente.

La sucesion {R(J,0)} se usa para generar la primera mejora {R(J,1)}. La
formula general para construir mejoras viene dada entonces como:

AKR(W, K —1)— R(J—1,K — 1)

R(J,K) = P

para J > K. (2.51)

2.3.6.2. Precision de la integracion de Romberg

Dada f € C**2[q, 1], el error del método de Romberg viene dado por la for-
mula:

b
/ f(@)dx = R(J, K) + b h* 52 f2K52) (¢ ) = R(J, K) + O(h**+2), (2.52)

donde h = (b —a)/2’, by es una constante que depende de K y c;x € [a,b].

2.3.7. Método adaptativo de Simpson

Para reglas de cuadratura compuestas se utilizan intervalos pequenos de
longitud h uniformemente en todo el intervalo de integracion, para garan-
tizar la precision general. Sin embargo, esto no tiene en cuenta que algu-
nas partes de la curva pueden tener grandes variaciones que requieren mas
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atencion que otras. Es util introducir un método que ajuste el tamano de de
la longitud de los intervalos de la particion del intervalo de integracion, te-
niendo en cuenta los subintervalos donde la funcion a integrar tenga mayor
variacion. Esta técnica se llama cuadratura adaptativa y se basa en la re-
gla de Simpson, que utiliza dos subintervalos sobre el subintervalo genérico

[ak, bk]
h

g(f(ak) +4f(ck) + f(br)), (2.53)

donde ¢, = 1(a), + bi) es el punto medio del intervalo [ay, by y h = (b — ax)/2.
Ademas si f € C4ay, by] y existe un punto d; € [a, by tal que:

b (4)
Flado = S(ax,b) — g,

S(ak, bk) =

(2.54)

ag

Para realizar una regla compuesta de Simpson de mayor precision se pueden
utilizar cuatro subintervalos de [ay, b;| mediante la subdivision de este inter-
valo en dos subintervalos iguales [ax1,bk1] ¥V [ako, k2] ¥ aplicando la féormula
(2.53) recursivamente sobre cada uno de los subintervalos nuevos. Solo se
necesitan dos evaluaciones adicionales de f(z) y el resultado es:

Slana,bi) + Slaaa, bia) = (7 awa) + 4 (ein) + F(bia)) + o (a12) + 4F(er2) + S (),

(2.55)
donde ay; = ag, bk = age = g, bka = by , ¢ €s el punto medio de [ax1, br1] ¥ cro
es el punto medio de [ax, br2]. En (2.55) la longitud de los subintervalos es
h/2 por lo que tenemos los factores //6 en su parte de la derecha. Ademas si
f € C*ay, bi], entonces existe un punto d, € [ay, b;] tal que:

by, h5 f 4)(d2)

f(z)dz = S(ar1, bra) + S(anz, bra) — — (2.56)
" 16 90
Asumiendo que f®¥(d;) ~ f®(d,) obtenemos:
D(dy) 16
_ppd ) = (S(ar1, brr) + S(arz, brz) — S(ax, be)). (2.57)

90 15
Como resultado final obtenemos:

1
f( )dSC - (akla bm) - S(ak27bk2> ~ 1—5 ’S(aklabkl) + S(ak27bk2) - S(Gk, bk))\ .
(2.58)

ag
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2.3.7.1. Prueba de Precision

Supongamos que se especifica una tolerancia ¢, > 0 para el intervalo [ay, bx].

Entonces, si se tiene que
1
0 (S(ak1, be1) + S(are, br2) — S(ak, br))| < €, (2.59)

entonces ,
k

f(]?)dl’ — S(akl, bkl) — S(akg, bkg) < €g. (260)

ag

La regla compuesta de Simpson se utiliza para aproximar la integral:
by,

f(x)dx = (S(ak1, br1) + S(are, br2) (2.61)

ak

y la cota de error para esta aproximacion sobre [ay, b;| €s .

La técnica de cuadratura adaptativa se basa en el uso de las reglas de Sim-
pson y se inicia con una terna {[ag, bo|, €0}, donde [ag, by| €s un intervalo y ¢, es
la tolerancia establecida para la cuadratura numérica sobre [a, by|. Este in-
tervalo se divide en dos subintervalos etiquetados como [ag1, bo1] ¥ [ao2, boz]. Si
se supera la prueba de precision (2.59), se aplica la féormula de cuadratura
a [ag, bp] y finalizamos. Si la prueba en (2.59) no se cumple, los subinterva-
los se reetiquetan como [ay,b;] ¥ [as, bs] sobre los que usaremos tolerancias
€ = %eo Yy € = %eo, respectivamente. De esta forma, tenemos dos intervalos
con sus tolerancias asociadas, es decir, las ternas {[a1,b1],e1} y {[az, b2], €2},
que debemos considerar para continuar con el método.

En la siguiente iteracion, considera primero la terna {[a;,b],¢1)} y se divide
el intervalo [a1,b,] en dos subintervalos [a;1,b11] ¥ [a12, b12]. Si ambos subin-
tervalos cumplen la prueba de precision (2.59) con tolerancia ¢;, se aplica la
formula de cuadratura a [a4, b;] y acabamos. Si falla la prueba con tolerancia
€1, cada subintervalo debe ser refinado y probado en la siguiente iteracion
con una tolerancia reducida i¢;. Ademas, en el segundo paso también se
debe considerar la terna {[as, bs],€2)} y se divide el intervalo [as, bs] en [asy, bai]
y [a22, bas]. Si ambos subintervalos cumplen la prueba de precision (2.59) con
tolerancia ¢,, se aplica la formula de cuadratura a [as, b] y acabamos. Si falla
la prueba en (2.59) con tolerancia ¢, cada subintervalo debe ser refinado y

probado en la siguiente iteracion.

La regla de Simpson reduce el error en aproximadamente un factor de 16
cada vez que se divide el intervalo de integracion en subintervalos mas pe-
quenos y se aplica la regla compuesta de Simpson a cada subintervalo. De
esta forma, el proceso finalizara tras un numero finito de pasos.
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Capitulo 3
Codigo

En este capitulo se realizara una explicacion de los codigos implementados
en Python para la realizacion de los distintos métodos de integracion numeé-
rica presentados en el anterior capitulo.

3.1. Librerias utilizadas

import numpy as np

from sympy import sin as sin
from sympy import cos as cos
from sympy import sgrt as sqgrt
from sympy import log as log
from sympy import pi as pi
from sympy import E as E

from sympy import tan as tan

import sympy as sp
X = sp.symbols('x")

En el codigo proporcionado, se importan las siguientes librerias y se asignan
alias a algunas funciones:

1. numpy (importado como np): Es una biblioteca de Python utilizada
para realizar calculos numéricos y trabajar con arreglos multidimen-
sionales (véase [4]). Se utiliza para realizar operaciones matematicas
eficientes en matrices y vectores.

2. sympy: Es una biblioteca de matematicas simbolicas en Python (véase
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[5, 6]). Proporciona herramientas para trabajar con expresiones mate-
maticas simbolicas, realizar calculos simbdlicos, resolver ecuaciones,
derivar e integrar, entre otros.

3. sin, cos, sqrt, log, pi, E, tan: Son funciones especificas importadas
desde la biblioteca SymPy. Estas funciones permiten trabajar con ope-
raciones matematicas simbdlicas, como el seno, coseno, raiz cuadrada,
logaritmo, pi, numero de Euler y tangente.

4. sp (alias para SymPy): Se utiliza para acceder a las funciones y carac-
teristicas de la biblioteca SymPy (véase [5, 6]) mediante el alias sp.

Ademas, se crea un simbolo matematico z utilizando la funcion symbols
de SymPy, que se utilizara posteriormente en construcciones simbodlicas y
calculos matematicos.

3.2. Formula de los Rectangulos Compuesta
def rectangulosCompuesta(f,a,b,n):

pasos=np.zeros ((11,4))
h = (b-a)/float (n)
suma = 0
for i in range (n):
suma += f.subs(x, ath=*i)
if (1i<=9):
pasos[i, :]
< ath=*1i)
if(n>10 and i==(n-1)):
pasos[10, :]=(i+1,a+h*i, float (f.subs (x,
< ath+*1i)), suma)
# Construlir la tabla en latex
res = "\\left[ \\begin{array}{cccececliter & punto & valor
<~ & suma \\ \hline"
for paso in pasos:
res += str(paso[0]) + "&" + str(paso[l]) + "&" +
— str(paso[2]) + "&" + str(paso[3]) +"\\\\ "
res += "\\end{array}\\right]"
resFinal=str (float (suma+h))
resH=str (h)
# Retornar el resultado

=(i+1,ath+i, float (f.subs (x,
) , suma)
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return { "pasos": [{ "descripcion": "Esta es la longitud
— del intervalo", "pasolLatex": resH },
{ "descripcion": "Esta es la taba de
— 1lteraciones", "pasoLatex": res },
{"descripcion": "Multiplicamos suma

— por h y obtenemos el resultado
— final", "pasoLatex":resFinal}] }

El codigo proporcionado define una funcion llamada rectangulosCompues-
ta que realiza la integracion numeérica utilizando el método de rectangulos
compuesta. A continuacion, se explica paso a paso lo que hace este codigo:

1.

def rectangulosCompuesta(f, a, b, n): define la funcion rectangulos-
Compuesta con cuatro parametros: f (la funcion a integrar), a y b (los
limites inferior y superior de integracion) y »n (el namero de subinterva-
los).

. pasos = np.zeros((11, 4)): crea una matriz de ceros de dimensiones

11x4 utilizando la biblioteca NumPy. Esta matriz se utiliza para alma-
cenar los pasos intermedios de la integracion.

. h = (b - a) / float(n): calcula el tamano de cada subintervalo dividiendo

la diferencia entre los limites b y a por el numero de subintervalos n.
La funciéon float () se utiliza para asegurar que la divisién se realice
como una division de punto flotante.

suma = O: inicializa la variable suma en cero, que se utilizara para
acumular las sumas de las evaluaciones de la funciéon en los puntos
intermedios.

. for i in range(n): inicia un bucle for que se repetira n veces, es decir,

una vez para cada subintervalo.

. suma += f.subs(x, a + h * i): acumula el valor de la evaluacion de la

funcion f en el punto medio de cada subintervalo. El método . subs ()
se utiliza para sustituir el simbolo = en la funcién f por el valor corres-
pondiente.

. if (i <= 9): verifica si el indice i es menor o igual a 9, es decir, si es uno

de los primeros 10 subintervalos.

pasosli, :] = (i, a + h * i, float(f.subs(x, a + h * i)), suma): guarda los
pasos intermedios en la matriz pasos. En la fila i, se almacena el indice
i, €l punto medio del subintervalo, el valor de la funcion evaluada en
ese punto medio y la suma acumulada hasta ese momento.
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9. if (i == (n - 1)): verifica si el indice i es igual al numero total de subin-
tervalos menos uno, es decir, si es el altimo subintervalo.

10. pasos[10, :] = (10, a + h * i, float(f.subs(x, a + h * i)) , suma): guar-
da el ultimo paso intermedio en la matriz pasos. En la ultima fila, se
almacena el indice 10, el punto medio del ultimo subintervalo, el valor
de la funcion evaluada en ese punto medio y la suma acumulada hasta
ese momento.

11. La parte final del proceso construye todos los resultados que hemos
obtenido como la longitud del intervalo, la matriz de pasos y el resul-
tado y los devuelve en formato tabla para que asi sea mas visual este
apartado en la aplicacion didactica.

3.3. Formula del Punto Medio Compuesta
def puntoMedioCompuesta(f,a, b, n):

pasos=np.zeros ((11,4))
h = (b-a)/float (n)
Jj = a
suma =0
for i in range (n):
suma += f.subs(x, (j+h+3)/2)

if (i<=9):
pasos([i, :]1=(i+1, (j+h+3) /2, float (f.subs (x, (j+h+3)/2)),suma)
if( n>10 and i==(n-1)):
pasos[10, :1=(i+1, (jJ+h+]) /2, float (f.subs(x, (j+h+3j)/2)), suma)
i 4= h
res = "\\left[ \\begin{array}{ccceccliter & punto & valor &

suma \\ \hline"

for paso in pasos:
res += str(pasol[0]) + "&" + str(paso[l]) + "&" + str(pasol[2])
+ "g" + str(paso[3]) +"\\\\ "

res += "\\end{array}\\right]"

resFinal=str (float (sumaxh))

resH=str (h)

# Retornar el resultado

return { "pasos": [{ "descripcion": "Esta es la longitud

del intervalo", "pasolLatex": resH },
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10.

{ "descripcion": "Esta es la tabla de iteraciones"
, "pasoLatex": res 1},
{"descripcion": "Multiplicamos suma por

h y obtenemos el resultado final", "pasolLatex":resFinal}] }

. def puntoMedioCompuesta(f, a, b, n): define la funcién puntoMedio-

Compuesta con cuatro parametros: f (la funciéon a evaluar), a y b (los
limites inferior y superior del intervalo) y n (el niumero de subinterva-
los).

pasos = np.zeros((11, 4)): inicializa una matriz de ceros de tamarno
11 x 4 utilizando la biblioteca NumPy. Esta matriz se utiliza para al-
macenar los pasos intermedios de la evaluacion de la funcion en cada
subintervalo.

. h = (b-a)/float(n): calcula el tamano de cada subintervalo dividiendo la

diferencia entre b y a por n.

. j = a: inicializa la variable j con el valor de a. Esta variable se utiliza

para iterar sobre los subintervalos.

suma = 0: inicializa la variable suma en cero. Esta variable se utiliza
para acumular la suma de las evaluaciones de la funciéon en cada punto
medio de los subintervalos.

for i in range(n): inicia un bucle for que itera n veces, correspondiendo
al namero de subintervalos.

suma += f.subs(x, (j+h+j)/2): acumula el valor de la evaluacion de
la funcion en el punto medio del subintervalo utilizando la expresion
(j+h+7) /2. El resultado se suma a la variable suma.

. if(i <= 9): verifica si el indice i es menor o igual a 9. Si se cumple esta

condicion, se asignan los valores correspondientes a la matriz de pasos
en la fila i.

pasosli,:]=(i+1,(j+h+j)/2,float(f.subs(x,(j+h+j)/2)),suma)): asigna los va-
lores a la matriz de pasos en la fila i. Los valores son el indice i, el
limite inferior del subintervalo, el valor de la funcion evaluada en el
punto medio del subintervalo, y la suma hasta ese momento.

pasos[10,:]=(i+1,(j+h+j)/2,float(f.subs(x,(j+h+j)/2)),suma)): asigna los
valores a la matriz de pasos en la ultima fila. Los valores son el indi-
ce 10, el limite inferior del ultimo subintervalo, el valor de la funcion
evaluada en el punto medio del ultimo subintervalo y la suma hasta ese
momento.

25



Codigo

11.

12.

En resumen, la funcion puntoMedioCompuesta implementa la regla del
punto medio compuesta para aproximar la integral de una funcién en un
intervalo dado utilizando un numero especifico de subintervalos. Calcula la
suma acumulada de las evaluaciones de la funcién en los puntos medios de

j = h: actualiza el valor de j sumandole h, para avanzar al siguiente

subintervalo.

La parte final del proceso construye todos los resultados que hemos

obtenido como la longitud del intervalo, la matriz de pasos y el resul-

tado y los devuelve en formato tabla para que asi sea mas visual este

apartado en la aplicacion didactica.

los subintervalos, y guarda los pasos intermedios en una matriz. Al final,

devuelve el resultado de la suma acumulada y los pasos intermedios en un

diccionario en formato tabla para que sea mas visual.

3.4. Formula de los Trapecios Compuesta

def trapecioCompuesta(f,a, b, n):

pasos=np.zeros((11,4))
h = (b - a) / float (n)
suma = 0
for i in range(l, n-1):
suma += f.subs(x,a + i * h)

if (1i<=9):
pasos[i, :]1=(i+l,at+h*1i, f.subs(x, ath*i), suma)
if(n>10 and i==(n-1)):
pasos[10, :]=(i+1,ath*i, f.subs(x, athxi), suma)
resFinal=str (float (h/2 * (f.subs(x,a) + f.subs(x,b)) +

< h*suma))

res = "\\left[ \\begin{array}{ccceccliter & punto & valor
& & suma \\ \hline"
for paso in pasos:
res += str(paso[0]) + "&" + str(pasof[l]) + "&" +
— str(paso[2]) + "&" + str(paso[3]) +"\\\\ "
res += "\\end{array}\\right]"
resH=str (h)
# Retornar el resultado
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return { "pasos": [{ "descripcion": "Esta es la longitud
— del intervalo", "pasolLatex": resH },
{ "descripcion": "Esta es la taba de
— 1lteraciones", "pasoLatex": res },
{"descripcion": "Multiplicamos suma por h y lo sumamos a
— la fo’rmula dle tarpecio en los extremos. Obtenemos
— el resultado final:","pasoLatex":resFinal}] }

def trapecioCompuesta(f, a, b, n): define una funcion llamada trape-
cioCompuesta que toma cuatro parametros: f (la funcion a integrar),
a y b (los limites inferior y superior de integracion) y n (el niumero de
subintervalos).

pasos=np.zeros((11,4)): crea una matriz de ceros de dimensiones 11x4
utilizando la biblioteca NumPy. Esta matriz se utilizara para almacenar
los pasos intermedios de la integracion.

h = (b - a) / float(n): calcula el tamano de cada subintervalo dividiendo
la diferencia entre los limites b y a por el numero de subintervalos n.
La funcion float () se utiliza para asegurar que la division se realice
como una division de punto flotante.

suma = O0: inicializa la variable suma en cero, que se utilizara para
acumular las sumas de las evaluaciones de la funcion en los puntos
intermedios.

for i in range(1, n-1): inicia un bucle for que se repetira n-2 veces, es
decir, una vez para cada subintervalo, excepto el primero y el ultimo.

suma += f.subs(x, a + i * h): acumula el valor de la evaluacion de la
funcion f en el punto medio de cada subintervalo. El método . subs ()
se utiliza para sustituir el simbolo x en la funcién f por el valor corres-
pondiente, que se calcula como a + i * h.

if(i <= 9): verifica si el indice i es menor o igual a 9, es decir, si es uno
de los primeros 10 subintervalos.

pasosl[i, :] = (i, a + h * i, float(f.subs(x, a + h * i)) , suma): guarda
los pasos intermedios en la matriz pasos. En la fila i, se almacena el
indice i, el punto medio del subintervalo calculado comoa + h * i, el
valor de la funcion evaluada en ese punto medio y la suma acumulada
hasta ese momento.

if(i == (n-1)): verifica si el indice i es igual a n—-1, es decir, si es el ultimo
subintervalo.
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10. pasos[10, :] = (10, a + h * i, float(f.subs(x, a + h * i)), suma): guarda el

11.

ultimo paso intermedio en la fila 10 de la matriz pasos. En esta fila se
almacena el indice 10, el punto medio del ultimo subintervalo calculado
como a + h = i, el valor de la funcion evaluada en ese punto medio,
y la suma acumulada hasta ese momento.

El resultado de la integracion se calcula como h/2 x (f.subs(x, a)
+ f.subs(x, b)) + h * suma. Representa el area aproximada bajo
la curva utilizando la formula del trapecio compuesta.

- El valor de h/2 » (f.subs(x, a) + f.subs(x, b)) representa
el area del trapecio formado por los puntos a y b.

- h » suma corresponde a la suma acumulada de las evaluaciones
de la funcion en los puntos intermedios multiplicada por h, que
representa el area de los trapecios adicionales en los subintervalos
internos.

La parte final del proceso construye todos los resultados que hemos
obtenido como la longitud del intervalo, la matriz de pasos y el resul-
tado y los devuelve en formato tabla para que asi sea mas visual este
apartado en la aplicacion didactica.

En resumen, la funcion trapecioCompuesta implementa el método de in-
tegracion numeérica del trapecio compuesta. Toma una funcion f, limites de
integracion a y b, y el numero de subintervalos n. Calcula el tamano del
subintervalo h, acumula las sumas de las evaluaciones de la funcién en los
puntos intermedios y guarda los pasos intermedios en una matriz. Final-
mente, retorna el resultado de la integracion y la matriz de pasos en un
diccionario en formato tabla.

3.5. Formula de Simpson Compuesta

def simpsonCompuesta(f,a, b, n):

mimn

Integracidon numérica de la funcidén f en el intervalo [a,
b]
usando la formula de Simpson compuesta con n

subintervalos.
mmn

pasos=np.zeros((11,7))
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h = (b — a) / float (2xn)
s1=0
s2=0

for i in range(l,n):
sl += f.subs (x,ath*x(2+1i-1))

if(1<=9) :
pasos[i =i+1
=a+h* (2+x1i-1)

pasos[l 2]1=f. subs(x,a+h*(2*i—1))
pasos|[i, 3

if(n>10 and 1——(n 1)) :
pasos[10,0]=1i+1

]
pasos[10,1]=a+h* (2%x1i-1)

1=

1=

0]
pasos[i, 1]
]
]

pasos[10,2]=f. subs(x ath* (2x1-1))
pasos[10,3
for i in range(1l,n- l).
s2 += f.subs (x,ath*x2+%1i)

if (1<=9):

pasos[i,4]=a+thx2+*1i
pasos[i,5]=f.subs (x,ath*2+%1)
pasos[i, 6]=s2

if(n>10 and i==(n-2)):
pasos[10,4]=a+h*2*1
pasos[10,5]= ubs(x,a+h*2*i)

1=

pasos[10,6
< resFinal=str (float (h* (f.subs(x,a)+f.subs(x,b)+4xs1+2%xs2)/3))

res = "\\left[ \\begin{array}{cccccliter & puntol &
« valorl & sumal & punto2 & valor2 & suma2 \\ \hline"
for paso in pasos:
res += str(paso[0]) + "&" + str(paso[l]) + "&" +
-~ str(pasof[2]) + "&" + str(pasol[3]) + "&" +
— str(paso[4]) + "&" + str(pasol[5]) + "&" +
— str(paso[6]) +"\\\\ "
res += "\\end{array}\\right]"
resH=str (h)
# Retornar el resultado
return { "pasos": [{ "descripcion": "Esta es la longitud
— del intervalo", "pasoLatex": resH },
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10.

{ "descripcion": "Esta es la tabla de

—~ 1lteraciones", "pasoLatex": res 1},
{"descripcion": "Aplicando la formula
— del trapecio, obtenemos el
—~ resultado
— final:","pasoLatex":resFinal}] }

. def simpsonCompuesta(f,a, b, n): define la funcion simpsonCom-

puesta con cuatro parametros: f (la funcion a integrar), a y b (los
limites inferior y superior de integracion) y n (el numero de subinter-
valos). Esta funcion realiza la integracion numeérica de la funcion f en
el intervalo [a, b] utilizando la féormula de Simpson compuesta con n
subintervalos.

. pasos=np.zeros((11,7)): crea una matriz de ceros de dimensiones 11x7

utilizando la biblioteca NumPy. Esta matriz se utilizara para almacenar
los pasos intermedios de la integracion.

.h = (b -a) / float(2n): calcula el tamano de cada subintervalo divi-

diendo la diferencia entre los limites b y a por el doble del nimero de
subintervalos n. La funcién float () se utiliza para asegurar que la
division se realice como una division de punto flotante.

s1=0 s2=0: inicializa la variable s1 s2 en cero, que se utilizara para
acumular las sumas de las evaluaciones de la funciéon en los puntos
impares y pares de los subintervalos.

. for i in range(1,n): inicia un bucle for que se repetira n-1 veces, es

decir, una vez para cada subintervalo, excepto el ultimo.

. s1 += f.subs(x,a+h(2i-1)): acumula el valor de la evaluacion de la fun-

cion f en el punto impar de cada subintervalo. El método .subs () se
utiliza para sustituir el simbolo x en la funcion f por el valor corres-
pondiente.

. if(i<=9): verifica si el indice i es menor o igual a 9, es decir, si es uno

de los primeros 10 subintervalos.

. pasos[i,0]=i: guarda el indice i en la primera columna de la matriz

pasos.

pasosl|i,1]=a+h*(2i-1): guarda el punto medio del subintervalo en la
segunda columna de la matriz pasos.

pasosl|i,2]=f.subs(x,a+h(2i-1)): guarda el valor de la funciéon evaluada
en el punto medio del subintervalo en la tercera columna de la matriz
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

pasos.

pasosli,3]=s1: guarda la suma acumulada hasta ese momento en la
cuarta columna de la matriz pasos.

if(i==(n-1)): verifica si el indice i es igual a n-1, es decir, si es el ultimo
subintervalo.

pasos[10,0]=i: guarda el indice i en la primera columna de la ultima
fila de la matriz pasos como en los 9 primeros subintervalos.

for i in range(1,n-1): inicia un bucle for que se repetira n-2 veces, es
decir, una vez para cada subintervalo, excepto el primero y el ultimo.

s2 += f.subs(x,a+h2i): acumula el valor de la evaluacion de la funcion
f en el punto par de cada subintervalo.

if(i<=9): verifica si el indice i es menor o igual a 9, es decir, si es uno de
los primeros 10 subintervalos y realiza el guardado de los pasos como
se explico anteriormente.

if(i==(n-1)): verifica si el indice i es igual a n-1, es decir, si es el ultimo
subintervalo par y guarda en la matriz los pasos correspondientes.

La parte final del proceso construye todos los resultados que hemos
obtenido como la longitud del intervalo, la matriz de pasos y el resul-
tado y los devuelve en formato tabla para que asi sea mas visual este
apartado en la aplicacion didactica.

En resumen, la funcion simpsonCompuesta implementa la formula de Sim-
pson compuesta para realizar la integracion numeérica de una funcién en un
intervalo dado. Utiliza una matriz para almacenar los pasos intermedios de
la integracion, calculando las sumas parciales en los puntos impares y pares
de los subintervalos. Luego, aplica la formula de Simpson compuesta para
obtener el resultado de la integracion y devuelve tanto el resultado como los
pasos intermedios en un diccionario en formato tabla.

3.6. Formula de los Trapecios Recursiva

def trapecioRecursivo(f,a, b, n):

M=1
h=b-a
T=np.zeros (n+1)
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pasos=np.zeros ((10,2))
T[1]=h=*(f.subs(x,a)+f.subs(x,b))/2
for j in range(l,n):

M=2+M

h=h/float (2)

s=0

for k in range (1,M//2+1):

s+=f.subs (x,ath* (2+xk-1))
T[J+1]1=T[]j]l/2+h*s

i€ (§<=9) :
pasos[J, :1=(3+1,T[J])
if(j>10 and j==(n-1)):
pasos[10,:1=(J+1,T[J])
res = "\\left[ \\begin{array}{ccccc}liter & valor \\ \hline"
for paso in pasos:
res += str(paso[0]) + "&" + str(paso[l1]) +"\\\\ "

resg 4= n\\end{array}\\right]"

# Retornar el resultado

return { "pasos":|[
{ "descripcion": "Esta es la tabla de iteraciones",
"pasoLatex": res }] }

1. def trapecioRecursivo(f, a, b, n): Define la funciéon trapecioRecursi-
vo con cuatro parametros: £ (la funcion a integrar), a y b (los limites
inferior y superior de integracion) y n (el nimero de subdivisiones para
el método del trapecio).

2. M = 1: Inicializa la variable M con el valor 1. Esta variable se utiliza
para realizar los calculos recursivos en cada iteracion.

3. h = b - a: Calcula el tamano inicial del intervalo de integracion y lo
almacena en la variable h.

4. T = np.zeros(n+1): Crea un arreglo de ceros de longitud n+1 utilizando
la biblioteca NumPy. Este arreglo se utiliza para almacenar los valores
de las aproximaciones de la integral en cada iteracion.

5. pasos = np.zeros(): Crea una matriz vacia. Esta matriz se utilizaria
para almacenar informacion sobre los pasos intermedios del calculo,
pero en el codigo proporcionado no se ha especificado la dimension.

6. T[1] = h * (f.subs(x, a) + f.subs(x, b)) / 2: Calculay almacenaen T[1] la
primera aproximacion de la integral utilizando la férmula del trapecio
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10.

11.

12.

13.

14.

con los limites a y b.

for j in range(1, n): Inicia un bucle for que se repetira n-1 veces, es
decir, una vez para cada iteracion del método del trapecio recursivo.

. M = 2 * M: Actualiza el valor de M multiplicandolo por 2 en cada itera-

cion. Esto duplica el numero de subintervalos en cada paso recursivo.

. h = h / float(2): Actualiza el tamano del subintervalo h dividiéndolo

por 2 en cada iteracion.

s = 0: Inicializa la variable s en cero, que se utilizara para acumular
las sumas de las evaluaciones de la funcién en los puntos intermedios
de cada subintervalo.

for k in range(1, M//2 + 1): Inicia un bucle for que se repetira M/ /2
veces. Este bucle se utiliza para calcular la suma de las evaluaciones
de la funcion en los puntos intermedios de cada subintervalo.

s += f.subs(x, a + h * (2 * k - 1)): Acumula el valor de la evaluaciéon de
la funcion f en el punto medio de cada subintervalo en la variable s. Se
utiliza la formula a + h * (2 * k — 1) para obtener el punto medio
de cada subintervalo.

T[j+1] =T[jl / 2 + h * s: Calcula y almacena en T[j+1] la aproximacion
de la integral en la iteracion actual. Se utiliza la formula recursiva del
meétodo del trapecio para obtener esta aproximacion, utilizando el valor
anterior T[j], la suma acumulada s y el tamano del subintervalo h.

La parte final del proceso construye todos los resultados que hemos
obtenido como el numero de iteracion y el vector de valores y los de-
vuelve en formato tabla para que asi sea mas visual este apartado en
la aplicacion didactica.

En resumen, este codigo implementa el método trapecioRecursivo pa-
ra realizar la integracion numeérica de una funcién f en un intervalo
dado [a, b], utilizando n subintervalos. Calcula los términos de la
formula del trapecio de forma recursiva, actualizando la longitud de
los subintervalos y acumulando las evaluaciones de la funcién en los
puntos medios. Devuelve el resultado de la integracion y la lista de
todos los términos calculados durante el proceso en formato tabla.
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3.7. Método de Romberg

def romberg( f,a, b, n, tol):

M =1
h = (b - a)
err = 1
J =0
R = np.zeros((6,6), float)
R[0, 0] = h % (f.subs(x,a) + f.subs(x,b)) / float (2)
while ((err > tol and J < n) or J < n):
J += 1
h =h/float (2)
s =0

for p in range (1, M):
s += f.subs(x,a + (2xp — 1) * h)

if J + 1 >= R.shape[0] or J + 2 >= R.shape[l]:

new_R = np.zeros ((R.shape[0] + 1, R.shapell] + 1))
new_R[:R.shape[0], :R.shape[l]] =R
R = new_R
R[J, 0] = R[J-1, 01 / float(2) + h * s
M %= 2
for k in range (1, J):
R[J, k] = R[J, k-1] + (R[J, k-1]1 - R[J-1, k-11) /

« float ((4+xk-1))
err = abs(R[J, J] - R[J-1, J-11)
quad = R[n, n—1]

resFinal=str (quad)
resErr=str (err)
resH=str (h)
res = "\\left[ \\begin{array}{ccccc}"
for paso in R:
res += str(paso[0]) + "&" + str(pasof[l]) + "&" +
- str(pasof[2]) + "&" + str(pasol[3]) +"&" +
< str(paso[4]) +"&" + str(paso[5]) +"\\\\ "
res += "\\end{array}\\right]"

# Retornar el resultado
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return { "pasos": |

{ "descripcion": "Esta es la tabla de Romberg",
— "pasoLatex": res },
{"descripcion": "Obtenemos el

< resultado
— final:","pasolatex":resFinal},

{"descripcion": "Obtenemos el
-~ error:","pasolLatex":reskErr},
{"descripcion": "Obtenemos la longitud

— del menor intervalo
— usado:", "pasoLatex":resH}] }

1. def romberg( f,a, b, n, tol):: Define la funcion romberg con cinco para-
metros: f (la funcioén a integrar), a y b (los limites inferior y superior de
integracion), n (el numero de subdivisiones para el método del trapecio)
y tol la tolerancia al error que tendra el método.

2. M = 1: Se inicializa la variable M con el valor 1. Esta variable se uti-
liza para realizar un seguimiento de los subintervalos utilizados en el
método de Romberg.

3. h = (b - a): Se calcula la longitud del intervalo de integracion y se asigna
a la variable h.

4. err = 1: Se inicializa la variable err con el valor 1. Esta variable se uti-
liza para controlar el criterio de convergencia del método de Romberg.

5. J = 0: Se inicializa la variable J con el valor O. Esta variable se utiliza
para realizar un seguimiento del nivel actual en el proceso de refina-
miento del método de Romberg.

6. R = np.zeros((6,6).float): Se crea una matriz de ceros de tamano 6x6 y
tipo de datos float. Esta matriz se utiliza para almacenar los resultados
intermedios del método de Romberg.

7. R[O, O] = h * (f.subs(x,a) + f.subs(x,b)) / float(2): Se calcula y se asigna
el valor inicial de la matriz R. Este valor corresponde a la aproximacion
inicial utilizando el método del trapecio compuesto.

8. while ((err >tol and J <n) or J <m):: Se inicia un bucle while que
continuara hasta que se cumpla el criterio de convergencia o se alcance
el numero maximo de refinamientos. El bucle se ejecuta al menos una
vez.

9. J += 1: Se incrementa en 1 el valor de J en cada iteracion del bucle.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Esto indica el nivel actual de refinamiento en el método de Romberg.

h = h/float(2): Se reduce a la mitad el valor de h en cada iteracion del
bucle. Esto implica dividir el intervalo en subintervalos mas pequenos
en cada nivel de refinamiento.

s = 0: Se inicializa la variable s con el valor O. Esta variable se utiliza
para calcular la suma de los términos necesarios para la aproximacion
actual en el método de Romberg.

for p in range(1, M): Se inicia un bucle for que se repite M-1 veces.
Este bucle se utiliza para calcular la suma de los términos necesarios
para la aproximacion actual en el método de Romberg.

s += f.subs(x,a + (2p - 1) * h): Se suma al valor acumulado s el valor
de la funcion evaluada en el punto medio de cada subintervalo. Esto se
realiza mediante la expresion a + (2p - 1) * h, que calcula el punto
medio correspondiente al subintervalo actual.

if J + 1 >= R.shape|[0] or J + 2 >= R.shape[1]: Se verifica si es necesario
ampliar la matriz R para almacenar mas resultados intermedios. Esto
ocurre cuando se alcanza el tamano maximo predefinido de la matriz.

newR = np.zeros((R.shape[0] + 1, R.shape[l] + 1)): Se crea una nue-
va matriz newR con un tamano ampliado en una fila y una columna
respecto a la matriz R actual.

newR[:R.shape[0], :R.shape[1]] = R: Se copian los elementos de la ma-
triz R actual a la nueva matriz newR, preservando los valores existentes.

R = newR: Se actualiza la referencia de la matriz R para apuntar a la
nueva matriz ampliada.

R[J, O] = R[J-1, 0] / float(2) + h * s: Se calcula y se asigna el valor
de la aproximacion actual en la matriz R. Esta aproximacion se obtiene
utilizando la extrapolacion de Richardson.

M *= 2: Se duplica el valor de M en cada iteracion del bucle. Esto implica
que se utilizan el doble de subintervalos en cada nivel de refinamiento.

for k in range(1, J): Se inicia un bucle for que se repite J-1 veces. Este
bucle se utiliza para realizar la extrapolacion de Richardson y mejorar
la precision de la aproximacion.

R[J, k] = R[J, k-1] + (R[J, k-1] - R[J-1, k-1]) / float((4**k-1)): Se realiza
la extrapolacion de Richardson para calcular y asignar el valor de la
aproximacion en la matriz R.
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22,

23.

24.

err = abs(R[J, J] - R[J-1, J-1]): Se calcula el error entre la aproximacion
actual y la aproximacion anterior utilizando los elementos correspon-
dientes de la matriz R.

quad = R[n, n-1]: Se obtiene la aproximacion final del método de
Romberg a partir de la matriz R. Esta aproximacion se encuentra en
la posicion R[n, n-1], donde n representa el nivel maximo de refina-
miento.

La parte final del proceso construye todos los resultados que hemos
obtenido como la longitud del intervalo, la matriz de pasos y el resul-
tado y los devuelve en formato tabla para que asi sea mas visual este
apartado en la aplicacion didactica.

En resumen, la funcion romberg() implementa el método de Romberg para
aproximar la integral de una funcion f en un intervalo dado [a, b]. Utiliza
la extrapolacion de Richardson para mejorar la precision de las aproxima-
ciones y realiza un refinamiento progresivo dividiendo el intervalo en subin-
tervalos mas pequenos. El bucle principal se repite hasta que se cumpla el
criterio de convergencia (el error es menor que la tolerancia) o se alcanza el
numero maximo de refinamientos. El resultado final se devuelve en forma
de diccionario, que contiene la aproximacion y la lista de pasos intermedios
realizados en fomato tabla.

3.8. Método Adaptativo de Simpson

def srule(f, a, b, tol):

# Calcula la regla de Simpson para un intervalo dad
h = (b - a) / float(2)
puntoMedio= (a+b) /float (2)

S = (h/float (3)) * (f.subs(x, a) +

4 x f.subs(x, puntoMedio) + f.subs(x, b))
S2 =S

toll=tol

err = tol

2z = [a, b, S, S2, err, toll]

return 7

. h = (b - a) / float(2): Se calcula la mitad del ancho del intervalo dividido

por 2 y se guarda en la variable h. Esto representa la longitud de cada
subintervalo en el método de la regla de Simpson.
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2.

8.

puntoMedio = (a + b) / float(2): Se calcula el punto medio del inter-
valo y se guarda en la variable puntoMedio. Este punto se utiliza para
evaluar la funcion en el centro del intervalo en la féormula de la regla de
Simpson.

. S =(h / float(3)) * (f.subs(x, a) + 4 * f.subs(x, puntoMedio) + f.subs(x,

b)): Se calcula la aproximacion de la integral utilizando la férmula de
la regla de Simpson compuesta para un solo intervalo. Se evalua la
funcion en los extremos y en el punto medio del intervalo y se aplica la
ponderacion correspondiente. El resultado se guarda en la variable s.

. 82 = S: Se guarda el valor de S en la variable s2. Esta variable se

utilizara posteriormente para comparar la estimacion actual con la es-
timacion anterior y calcular el error.

. toll = tol: Se guarda el valor de la tolerancia tol en la variable toll.

Esta variable se utilizara para realizar comparaciones y determinar
cuando se cumple la condicion de tolerancia.

. err = tol; Se inicializa el valor del error err con el valor de la tolerancia

tol. Esto asegura que el bucle se ejecute al menos una vez.

. Z=]|a,b,sS, S2, err, toll]: Se crea una lista z que contiene los valores

relevantes para el calculo de la regla de Simpson. Los elementos de la
lista son el limite inferior del intervalo (a), el limite superior del intervalo
(b), la estimacion actual de la integral (S), la estimacion anterior de la
integral (S2), el error (err) y la tolerancia (toll). Esta lista se utiliza
para realizar el seguimiento de los resultados en cada iteracion del
método.

return Z: Se devuelve la lista z, que contiene los resultados de la regla
de Simpson para el intervalo dado.

En resumen, la funcion srule calcula una aproximacion de la integral utili-
zando la regla de Simpson y devuelve una lista con los resultados.

def simpsonAdaptativo(f, a, b, tol):

SRmat = np.zeros ((30, 6))
ite = 0

done = 1

SRvec = np.zeros((l, 6))
SRvec = srule(f, a, b, tol)
SRmat [0, 0:6] = SRvec

m = 1
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state = ite
while(state == ite ):
n=m

for j in range(n-1, -1, -1):

P =3
SROvec = SRmat[p, :]
err = SROvec|[4]

tol = SROvec[5]

if(tol <= err):
state = done
SRlvec = SROvec
SR2vec = SROvec

a = SR0Ovec|[0]

b = SROvec[1]

c = (a + b) / float(2)

err = SROvec[4]

tol2 = SROvec[5] / float (2)

SRlvec = srule(f, a, c, tol2)

SR2vec = srule(f, ¢, b, tol2)

err = abs(SROvec[2] - SRlvec[2] - SR2vec[2])

- / float (10)
if(err < tol):

SRmat [p, :] = SROvec
SRmat [p, 3] = SRlvec[2] + SR2vec[Z2]
SRmat [p, 4] = err
else:
SRmat [p+1l:m+1, :] = SRmat[p:m, :]
m=m + 1
SRmat [p, :] = SRlvec
SRmat [p+1, :] = SR2vec
state = ite
quad = np.sum(SRmat[:, 3])
err = np.sum(SRmat[:, 4])

SRmat = SRmat[0O:m, 0:6]

resFinal=str (quad)
resErr=str (float (err))

res = "\\left[ \\begin{array}{ccceccla & b & S1 & S2 &
— error & tolerancia \\ \hline"
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for

res

paso in SRmat:

res += str(paso[0]) + "&" + str(pasof[l]) + "&" +
- str(pasof[2]) + "&" + str(pasol[3]) +"&" +

— str(paso[4]) +"&" + str(paso[5]) +"\\\\ "

+= "\\end{array}\\right]"

resFinal=str (float (quad))

# Retornar el resultado
return {"pasos": [

{ "descripcion": "Esta es la tabla de

— 1lteraciones", "pasoLatex": res },
{"descripcion": "Obtenemos el
— resultado
— final", "pasolLatex":resFinal},
{ "descripcion": "Esta es el error",
< "pasolatex": resErr }] }

1. Inicializacion de variables:

SRmat: Se crea una matriz de tamano (30, 6) inicializada con
ceros para almacenar los resultados intermedios de la regla de
Simpson adaptativa.

ite y done: Se inicializan las variables de estado ite y done con
los valores O y 1, respectivamente.

SRvec: Se crea una matriz de tamano (1, 6) inicializada con ceros
para almacenar el resultado de la regla de Simpson aplicada a todo
el intervalo. Luego se asigna el resultado de la funcién srule a
SRvec.

Se inicializa m con el valor 1 para llevar el conteo de las iteraciones.

Se establece el estado en ite.

2. Bucle principal:

Se inicia un bucle while que se ejecutara mientras state sea igual
aite.

3. Actualizacion del tamaiio del intervalo:

Se actualiza el valor de n con el valor actual de m, que representa
el numero de intervalos en la iteracion actual.

4. Bucle de iteracion inverso:
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Se inicia un bucle for que itera desde n-1 hasta O en orden inver-
so. Esto permite realizar el proceso de adaptacion en cada intervalo
de manera descendente.

5. Adaptacion del intervalo:

Se obtiene el vector SROvec correspondiente al intervalo actual
desde la matriz SRmat.

Se extraen los valores de error err y tolerancia tol del vector
SROvec.

Si la tolerancia es menor o igual al error, se realiza la adaptacion
del intervalo.

Se crean los vectores SRlvec y SR2vec para aplicar la regla de
Simpson en los subintervalos divididos por c, el punto medio del
intervalo actual.

Se calcula el nuevo error err y se actualiza.

Si el nuevo error es menor que la tolerancia, se actualizan los va-
lores correspondientes en SRmat. En caso contrario, se insertan
los nuevos vectores SR1vec y SR2vec en SRmat y se actualiza m y
state para seguir con mas iteraciones.

6. Calculo del resultado y errores:

Se calcula el resultado total quad sumando los valores de la co-
lumna 3 de la matriz SRmat.

Se calcula el error total err sumando los valores de la columna 4
de la matriz SRmat.

Se recorta la matriz SRmat para eliminar las filas no utilizadas,
dejando solo las filas con resultados validos.

7. Retorno de resultados:

La parte final del proceso construye todos los resultados que he-
mos obtenido como la longitud del intervalo, la matriz de pasos y
el resultado y los devuelve en formato tabla para que asi sea mas
visual este apartado en la aplicacion didactica.pasos.

En resumen, la funcion simpsonAdaptativo implementa la regla de Sim-
pson adaptativa para aproximar la integral de una funcién en un intervalo
dado. Utiliza iteraciones y adaptacion de los subintervalos para obtener una
aproximacion mas precisa, dividiendo los intervalos en subintervalos mas
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pequenos hasta que se cumpla una tolerancia dada. El resultado final es la
suma de las aproximaciones de los subintervalos y se devuelve junto con los
pasos intermedios en una tabla en formato tabla.
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Capitulo 4

Resultados y conclusiones

4.1. Funcionamiento de la aplicacion

La aplicacion didactica es una herramienta disenada para ayudar a com-
prender y visualizar los conceptos y métodos de las asignaturas de Mate-
maticas. El objetivo principal de esta parte de la aplicacion es brindar una
experiencia interactiva y educativa que permita a los estudiantes explorar y
experimentar con diferentes técnicas de integracion numeérica.

La aplicacion proporciona una interfaz intuitiva donde los usuarios pueden
ingresar una funcion matematica y especificar el intervalo de integracion.
Ademas, la aplicacion ofrece la posibilidad de ajustar el numero de subin-
tervalos utilizados en la aproximacion para observar como afecta la precision
al resultado.

La aplicacion muestra tanto el resultado final de la integral aproximada
como los pasos intermedios del calculo. Estos pasos incluyen informacion
sobre cada subintervalo, como el numero de iteracion, su punto medio, el
valor de la funcién evaluada en ese punto medio y la suma acumulativa
hasta el paso actual.

Estos pasos buscan ayudar al alumno en sus calculos en caso de que quisie-
ra realizar las operaciones a mano con el objetivo de aprender las distintas
técnicas. En caso de que el numero de subintervalos sea demasiado alto, so6-
lo se devolveran los nueve primeros pasos y el uiltimo a modo de ejemplo, ya
que se entiende que los alumnos no van a realizar calculos para un numero
elevado de subintervalos.
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4.1.1. Propuestas de aplicaciones en el aula

La aplicacion se presenta como una solucion tanto para los estudiantes
como para los profesores de asignaturas de la rama Calculo de la Escuela
Técnica Superior de Ingenieros Informaticos de la Universidad Politécnica de
Madrid. Para los estudiantes, la aplicacion brinda la oportunidad de explorar
y experimentar con diferentes técnicas de integracion numeérica de forma
interactiva, lo que puede ayudar a reforzar su comprension y a aplicar los
conocimientos teodricos en un entorno practico.

Ademas, la aplicacion ofrece una visualizacion clara de los pasos interme-
dios del calculo, lo que permite a los estudiantes comprender mejor como se
divide la integral en subintervalos y como se aproxima el area bajo la cur-
va mediante la suma de areas de poligonos mas sencillos. Esto fomenta un
aprendizaje mas activo y participativo.

Por otro lado, la aplicacion también puede resultar util para los profesores
al ahorrarles tiempo en la correccion de resultados y en el calculo preciso de
integrales numéricas cuando se utilizan un numero elevado de subinterva-
los. Asimismo, la posibilidad de trabajar con herramientas computacionales
en clase y en casa puede resultar mas atractiva para los alumnos, especial-
mente en asignaturas teoricas, lo que puede motivarlos a explorar y utilizar
diferentes recursos tecnologicos en su proceso de aprendizaje.

4.2. Posibles mejoras

Se proponen las siguientes mejoras para la aplicacion didactica de integra-
cion numerica:

1. Visualizacion grafica de la funcion y los subintervalos: para fomen-
tar la claridad y una comprension mas visual, se puede implementar
una funcion en la aplicacion que muestre el dibujo de la funcion ori-
ginal junto con los subintervalos utilizados en el calculo de la integral.
Esto permitira a los estudiantes visualizar de manera intuitiva como se
aproxima el area bajo la curva mediante la suma de areas de rectangu-
los, facilitando una comprension mas profunda del proceso.

2. Extensiones de la aplicacion: para enriquecer la experiencia educa-
tiva, se pueden agregar extensiones a la aplicacion que brinden mas
opciones y herramientas a los usuarios. Por ejemplo, se podria propor -
cionar una seccion de ejercicios interactivos que permita a los estu-
diantes practicar y aplicar los conceptos aprendidos.
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3. Presentacion de informacion de manera mas ilustrativa: para ha-
cer que la informacion sea mas atractiva y facil de entender, se pueden
utilizar elementos visuales como graficos, diagramas o animaciones in-
teractivas para presentar los pasos intermedios del calculo. Esto ayu-
dara a los estudiantes a visualizar de manera mas clara como se va
acumulando la suma de areas de rectangulos y como se llega al resul-
tado final de la integral aproximada. Ademas, se pueden proporcionar
explicaciones detalladas y ejemplos concretos para cada paso, lo que
facilitara la comprension y el seguimiento del proceso.

Estas mejoras permitiran que la aplicacion didactica de integracion numeé-
rica sea mas completa, interactiva y visualmente atractiva, brindando a los
estudiantes una experiencia educativa enriquecedora y facilitando su com-
prension y aplicacion de los conceptos y técnicas de integracion numeérica.
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Capitulo 5

Analisis de impacto

La Agenda 2030, adoptada por las Naciones Unidas en 2015, es un plan
global para erradicar la pobreza, proteger el planeta y promover la paz y la
prosperidad. Consta de 17 Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS) interco-
nectados que abordan desafios como la pobreza, la desigualdad y el cambio
climatico (véase [7]). Hay cuatro ODS principales que guardan una estre-
cha relacion con este Trabajo de Fin de Grado (véase [8, 9, 10, 11]), son los
siguientes:

- Educacion de calidad (ODS 4): el proyecto de creacion de una apli-
cacion didactica busca mejorar el aprendizaje de las asignaturas de
Matematicas, brindando una herramienta de apoyo para los estudian-
tes. Contribuye a garantizar una educacion inclusiva, equitativa y de
calidad, promoviendo oportunidades de aprendizaje para todos.

- Trabajo decente y crecimiento econémico (ODS 8): la creacion de
una aplicacion didactica que mejora el aprendizaje de las Matematicas,
prepara a los estudiantes para el mercado laboral y fomenta el creci-
miento economico sostenible.

- Industria, innovacion e infraestructura (ODS 9): el desarrollo de una
aplicacion especializada en el campo de las Matematicas y su imple-
mentacion mediante algoritmos demuestra el uso de tecnologias inno-
vadoras. Contribuye a fomentar la infraestructura cientifica y tecnolo-
gica, promoviendo la investigacion y el desarrollo tecnologico.

- Produccion y consumo responsables (ODS 12): al utilizar un soft-
ware especializado para la resolucion de ejercicios de Matematicas, el
proyecto promueve un enfoque responsable hacia el uso de recursos
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y la reduccion del consumo de papel. Contribuye a fomentar practicas
sostenibles en el ambito educativo.
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