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Resumen

El modelado y estudio matematico juegan un papel muy importante en la com-
prension del mundo que nos rodea y sus fenémenos. Ademas de incluirse en
diversas areas, cada vez son mas sus aplicaciones y lineas de investigacion. Un
claro ejemplo de la utilidad de las Matematicas para la anticipacion y evolucion
de fenémenos son los modelos de biorreactores. En este trabajo, nos enfocare-
mos en un tipo especifico de biorreactor, el quimiostato.

Los quimiostatos son sistemas utilizados principalmente en laboratorios para el
cultivo y produccion de microorganismos. Estos dispositivos cuentan con tres
tanques conectados entre si, que denominamos botella de alimentacion, reci-
piente de cultivo y recipiente colector. Para una vision general de su funcio-
namiento, el alimento es trasladado de la botella de alimentacion al tanque de
cultivo, donde se llevara a cabo la reaccion biologica, los microorganismos se
alimentaran y producira el crecimiento de la poblacion. Ademas, para mantener
el volumen de este recipiente constante, se sacara un exceso hacia el recipiente
colector.

Estos dispositivos han sido utilizados y estudiados desde su invencion en los
anos 50, cuando inicialmente pretendian servir para la supervision y el segui-
miento del crecimiento de poblaciones microbianas, hasta su uso hoy en dia
€n numerosos procesos y tan variados como el tratamiento de aguas residua-
les, energias renovables, produccion de antibidticos o procesos de fermentacion,
entre otros.

Asimismo, aplicando modelos matematicos a estos sistemas experimentales es
posible obtener una prediccion basada en sus parametros, notablemente fiable y
realista, sobre la evolucion de los nutrientes y las especies participantes, de mo-
do que los cientificos especialistas pueden servirse de estos datos para obtener
la situacion de cultivo deseada de manera eficaz y precisa.

Los trabajos matematicos sobre el quimiostato, basados en la conocida Teo-
ria del quimiostato, cuentan con décadas de desarrollo e investigaciones. Mas
concretamente, parte de su interés radica en reproducir con gran exactitud ex-
perimentos reales y servir de base para abordar situaciones mas complejas.

En este proyecto, presentaremos mas en detalle los principales aspectos biologi-
cos de los quimiostatos y el estudio de su modelo como un sistema diferencial.
Como resultado, obtendremos conclusiones sobre su existencia, unicidad, pun-
tos de equilibrio y estabilidad, lo que nos permitira establecer condiciones sobre



la evolucion de los microorganismos, especialmente para mejorar su desarrollo
y evitar la extincion de los mismos. Por otra parte, estos modelos se aplicaran
a experimentos que involucren tanto una como varias especies, lo que condu-
cira a conclusiones sobre la exclusion mutua y competicion de varias especies.
Finalmente, se presentaran simulaciones que ilustren cada caso en funcion de
sus parametros, teniendo en cuenta las interpretaciones, no s6lo matematicas,
sino también biologicas de los resultados.
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Abstract

Mathematical models and numerical studies play an important role in unders-
tanding the world around us. Apart from being included in countless fields, their
number of applications and research areas is continually expanding. Bioreactors
are a clear example of the importance of Mathematics predicting the evolution
of different phenomena. In this study, we focus on a kind of bioreactor, the che-
mostat.

The chemostat is an experimental device used for microorganism cultures. These
devices are composed by three interconnected tanks called feed bottle, culture
vessel and collection vessel. For an overview of its operating mode, the nutrient is
transferred from the feed bottle to the culture vessel, where biological reactions
and species growth take place. Additionally, an excess is remove from the culture
vessel to the collection vessel in order to maintain a constant volume.

These devices have been subject of study since their invention in the 1950s
when they were pretended to track the development of bacterial populations.
Currently, they have considerable uses such as wastewater treatment processes,
sustainable energies, antibiotic production and fermentation processes, to name
just a few examples.

Furthermore, the application of mathematical models in these laboratory sys-
tems will provide very reliable predictions of substrate and culture evolution
based on specific parameters. Specialists can use these models to achieve the
desired conditions of the experiment.

The mathematical studies belonging to chemostats, which are based on the well-
known Chemostat Theory, have been investigated for many decades. Specifically,
their interest lies in the accurate recreation of real situations and the possibility
to approach more difficult cases.

In this Degree Final Project, we introduce the most important biological aspects
of chemostats as well as their modelling throught a system of differential equa-
tions. As a result, we will obtain relevant statements about existence, unique-
ness, equilibriums and stability of solutions, in order to enhance the survival of
the species. Moreover, we consider the case in which these models involve more
than one species, that will reveal results of mutual exclusion and competition
between them. Finally, we include numerical simulations of each result for a
better understanding, in addition to their essential biological interpretations.
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Capitulo 1

Introduccion

Un quimiostato, como ya introdujimos, es un dispositivo de laboratorio que
cuenta con tres recipientes conectados mediante un sistema de bombeo, que
proporciona un flujo del primer tanque al segundo y del segundo al tercero (ver
Figura 1.1). El primero de ellos, denominado botella de alimentacion, contiene
los nutrientes necesarios para los microorganismos que se encuentran en el se-
gundo recipiente, el medio de cultivo o medio de reaccién. En este se lleva a cabo
el proceso de nutricion y las reacciones implicadas. El exceso de este tanque
se evacua al tercero, el recipiente colector, al que llegan tanto especies como su
alimento y otras sustancias generadas por los mismos.

— =
Botella de Tanque de Recipiente
alimentacion cultivo colector

Figura 1.1: Representacion esquematica de un quimiostato.

En primer lugar, debemos tener en cuenta varias consideraciones sobre el qui-
miostato a estudiar:

= El volumen del tanque de cultivo se mantiene constante mediante unos
flujos continuos de entrada y salida.

= Las condiciones ambientales del ecosistema (como la temperatura o el pH)
se consideran 6ptimas para el crecimiento bacteriano.

= El contenido es homogéneo y esta repartido por igual en todo el recipiente
de cultivo, lo que implica que todos los organismos tienen la misma posibi-
lidad de acceso al alimento.



= Consideraremos que en el alimento suministrado sé6lo existe un recurso li-
mitante y el resto se encuentra en exceso.

Desde el punto de vista histoérico, el quimiostato fue desarrollado por primera
vez en la década de los 50 de forma simultanea por:

- Jacques Monod (ver [1]), quien propuso las primeras ecuaciones del qui-
miostato y su cinética. Consideré un sistema continuo para controlar el
crecimiento bacteriano variando el flujo de entrada, al que llamé "Bacto-
gen". En este sistema un matraz contendria el cultivo y estaria en movi-
miento para mantener la homogeneidad.

- Aaron Novick y Leo Szilard (ver [2]), presentaron un sistema mas simple
para resolver las dificultades que conllevaba el influjo continuo y fijo de
recursos a un experimento de un tamano reducido. De ellos procede la
denominacion actual de “Quimiostato” refiriéndose a un medio quimico es-
tatico.

Al

(a) Jacques Monod (b) Aaron Novick (c) Leo Szilard

Figura 1.2: Primeros investigadores del quimiostato (véase [3, 4, 5]).

Anos mas tarde, en 1960, los microbiologos lo utilizarian para estudiar las rela-
ciones entre el crecimiento de microorganismos y sus parametros ambientales,
brindando la posibilidad de ajustar esta tasa de crecimiento mediante el flujo de
entrada.

Desde 1970 a 1980 se despertaria el interés en la ecologia matematica por enten-
der el funcionamiento y desarrollo de estos ecosistemas bacterianos. Es entonces
cuando surgieron importantes trabajos relacionados con la exclusion mutua y
la competicion de varias especies, como fueron los de Hansen y Hubble (véase,
por ejemplo, [6]).

Finalmente, a partir del ano 2000, el interés por los quimiostatos cobra fuer-
za entre cientificos de diferentes areas de conocimiento, como la Biologia, la
Ecologia, la Biotecnologia y las propias Matematicas. Este interés esta moti-
vado principalmente por la cantidad de aplicaciones que tienen los quimios-
tatos, tales como el tratamiento de aguas residuales, la produccion de anti-
bidticos, el estudio de microorganismos genéticamente alterados, la produccion
de energias renovables como el biogas y los procesos de fermentacion (véase
[7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18]).
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Introduccioéon

Este Trabajo Fin de Grado tiene como objetivo modelizar y estudiar la dina-
mica de los quimiostatos. Para ello, se tomara como referencia principal el
libro [19], de hecho, este trabajo conforma los tres primeros capitulos de di-
cha referencia, asumiendo que todo lector cuenta con nociones elementales so-
bre la teoria clasica de ecuaciones diferenciales ordinarias (véase, por ejemplo,
[20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27]).

El trabajo se estructura de la siguiente forma. Se comenzara introduciendo en el
Capitulo 2 algunos de los aspectos biologicos mas importantes de los biorreac-
tores y, en concreto, de los quimiostatos. Se presentaran, ademas del modelo a
estudiar, sus parametros e interpretaciones, y las diferentes cinéticas involucra-
das.

Seguidamente, en el Capitulo 3, se estudiara el sistema diferencial modelizado
y sus caracteristicas mas importantes para el caso en el que tenemos una uni-
ca especie. En este, demostraremos la existencia y unicidad de soluciones no
negativas. También se hallaran los puntos de equilibrio y su estabilidad, acom-
panado de simulaciones numéricas que apoyen estos resultados. Por otro lado,
se presentaran algunas variaciones del modelo para hacerlo mas cercano a la
realidad.

Para el Capitulo 4, se considerara el caso de que existan varias especies en el
ecosistema y se extraeran resultados sobre la competencia y exclusion mutua,
y como se ven afectados los puntos de equilibrio. Se seguiran los mismo puntos
de estudio que en el capitulo anterior.

Finalmente, en Capitulo 5, se expondran algunas de las consecuencias e impac-
tos del tema abordado en el trabajo sobre los Objetivos de Desarrollo Sostenible
de la Agenda 2030.






Capitulo 2

Biorreactores y sus aspectos
biolégicos

2.1. Definicion y clasificacion de los biorreactores

Un biorreactor es un sistema en el se mantienen unas condiciones controladasy
adecuadas para el crecimiento de microorganismos. Contiene un medio nutritivo
denominado sustrato o nutriente en el que se desarrollan una o varias especies
(0 microorganismos) que conformaran la biomasa.

Las reacciones biolégicas involucradas transforman los elementos solubles del
medio en biomasa soélida y gases. En caso de que este sustrato se encuentre en
una forma sélida, mediante procesos de hidrélisis se romperan los enlaces por
accion de las moléculas de agua, para que pueda ser procesado por las especies.

Presentamos a continuacion una clasificacion de los biorreactores segiin su mo-
do de operacion y como se suministra la materia necesaria.

= Modo cerrado / discontinuo. En este tipo de sistema no hay flujo de ali-
mentacion ni de extraccion. El sustrato y la biomasa se introducen en el
momento inicial, y después esperamos a que finalice el experimento. Este
tipo de biorreactor, denominado batch, resulta util en las industrias ali-
mentarias, quimicas y farmacéuticas.

= Reactor semicontinuo. En este tipo de biorreactores, conocidos como
feedbatch, se introduce de forma continua alimento en el tanque de cul-
tivo, aunque no se retira material del mismo, con lo que el volumen de
dicho tanque aumenta durante la realizacion del experimento. Este tipo de
sistemas es interesante cuando se desea producir biomasa y cuando existe
riesgo de inhibicion, por ejemplo, debido a exceso de sustrato.

= Alimentacion continua. En este tipo de biorreactores proporcionamos nu-
triente de forma continua al tanque de cultivo, retirando el excedente du-
rante el experimento, de tal forma que el volumen de dicho tanque per-
manezca constante. Este sistema corresponde al quimiostato, que hemos
introducido previamente.



2.2. Una primera modelizacion de los biorreactores

Es interesante mencionar que la eficacia de estos sistemas dependera princi-
palmente de que el sustrato se encuentre en una forma adecuada (biodegrada-
bilidad) y sea facilmente accesible para los organismos (accesibilidad). De esta
manera, la homogeneidad y las densidades de la biomasa y sustrato juegan un
papel fundamental.

Ademas, es posible distinguir entre dos tipos de cultivos. Por una parte, los cul-
tivos puros, es decir, aquellos donde solo existe una especie de microorganismos
y no podemos encontrar otros que no procedan de la misma célula microbia-
na. En el lado opuesto se encuentran los cultivos mixtos, donde los organismos
tienen distintas naturalezas y desempenan diversas funciones en el ecosistema.
En el Capitulo 3 nos centraremos en el primero de los tipos, y en el Capitulo 4
estudiaremos el impacto que supone tener varias especies en el experimento.

2.2. Una primera modelizacion de los biorreactores

2.2.1. Parametros y reacciones quimicas involucradas

En primer lugar, debemos tener en cuenta que si la tasa de crecimiento de la
poblacion de microorganismos so6lo dependiese de la concentracion de tales mi-
croorganismos para un tiempo ¢, el crecimiento de los mismos seria exponencial
(duplicar la concentracion de biomasa implicaria una duplicacion de esta tasa).
En la realidad se puede observar que esto no sucede asi, y que el crecimiento se
vera limitado por el espacio disponible o por, al menos, un recurso esencial al
que denominaremos recurso limitante. Como ya introdujimos, supondremos que
en el experimento a modelizar estaran presentes en exceso todos los nutrientes
necesarios salvo este recurso limitante.

Para un instante de tiempo ¢, denotaremos por s(t) y x(¢) a las concentracio-
nes (expresadas en masa por unidad de volumen) del sustrato y la biomasa,
respectivamente. Esta biomasa presente en el experimento designa al conjunto
de microbios que cumplen la misma funcién respecto a los recursos limitan-
tes. Para la medicion cuantitativa de la biomasa, se utilizaran las técnicas mas
apropiadas en cada caso, dependiendo de si los microorganismos estan libres
en el medio o tienen otros tipos de crecimiento, como puede ser el crecimiento
en pared, o si se agrupan formando fléculos. Dada la dificultad de obtener con
exactitud el valor real, estas medidas seran formalizadas con un coeficiente de
precision.

Una forma de modelizar quimicamente el crecimiento de un microorganismo
sobre un sustrato, en el que se produce un intercambio de materia donde el
alimento es procesado por los organismos, queda representado por la siguiente
reaccion quimica irreversible

S — .

Si anadimos la produccion de gases como CO; a la reaccion, tenemos
S — X+ COQ
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Biorreactores y sus aspectos biolégicos

El desarrollo de una unidad de biomasa implicara ¢; unidades de sustrato, y
adicionalmente, ¢, unidades de CO,, lo que se formaliza como

18 ﬂ) z + caCOs.

La velocidad de la reaccion vendra dada por p(-) como la masa por volumen y
unidad de tiempo. En la expresion anterior es posible normalizar una de las
variables c¢; 0 ¢z a la unidad para que inicamente dependa de una de ellas.

2.2.2. Ecuaciones del quimiostato

Para presentar unas ecuaciones tendremos s(¢) para denotar el sustrato, z(t)
para la poblacion de microorganismos y v para el volumen del tanque de cultivo.
Suponemos también que este tanque cuenta con el equipamiento necesario para
asegurar la homogeneidad del cultivo y las condiciones ambientales optimas.
Otras variables importantes son:

= S;,, identificara la concentracion de s en el alimento.

" ¢in ¥ Gout» S€Tan las tasas correspondientes al flujo de alimentacion y de
extraccion del tanque de cultivo, respectivamente.

= Y(.) se referira a la eficiencia de conversion del sustrato en biomasa. Cen-
trado tinicamente en la dinamica de s y z, el término es % = ¢1; donde ¢;
denota las unidades de sustrato necesarias por unidad de biomasa produ-
cida, como vimos en la seccion anterior.

El volumen del tanque de reaccion recibira un influjo de la botella de alimenta-
cion y extraera un exceso al recipiente colector. Su variacion en un instante de

tiempo queda de la forma:

dv
7 — 4in — Yout- 2.1
dt q Gout ( )

La variacion en la concentracion de nutrientes o en la poblaciéon de microorga-
nismos durante un periodo de tiempo, vendra dada por:

variacion del elemento = masa elemento introducido + masa elemento
producido - cantidad consumida - cantidad retirada.

Concretamente, para el caso del sustrato consideramos la cantidad que es in-
troducida desde el tanque de alimentacion y la que es extraida como exceso,
ademas de la cantidad consumida por los organismos:

variacion concentracion de sustrato = sustrato introducido - cantidad de
sustrato consumido - cantidad de sustrato retirado.

En forma de ecuacioén,

(s0)

dt = ¢inSin — QoutS — Y (2.2)

Para la poblacion del cultivo tendremos en cuenta los nuevos organismos como
crecimiento de biomasa y aquellos eliminados como exceso:
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2.2. Una primera modelizacion de los biorreactores

variacion crecimiento microorganismos = biomasa producida - cantidad de
biomasa retirada.

La ecuacion resultante queda de la forma

d(zv)
dt

= p()U — Gout - (2.3)

De las expresiones anteriores, (2.1), (2.2) y (2.3), podemos extraer el siguiente
sistema diferencial,

(v _
dt = ({in Qout,
d(sv) _ p()
dt QinSin — QoutS Y(_)U7 (2.4)
d(xv
0y~ o
Aplicando que d(:jt”) = u% + v%‘, la segunda ecuacion del sistema (2.4) resulta
como:
d(sv) _ p()
dt = anszn GoutS m%
dv ds B p(+)
SE + UE = anSzn GoutS m%
~~
S(Qin_QOut)
ds .
8 Qin — Sqout + U% = Qin Sin — _}fi(('))v,
ds ()
— — {in Szn - in 5
Var — ¢ 54 y(.)”
ds din ()
— = — (Sin—s) — o~ 2.5
a0 STy (2-5)

Analogamente, de la tercera ecuacion del sistema (2.4) se tiene que

dt = P()U — GQoutT,
@ + dﬁ — () _

S (Qin *(Iout)

dx
T Qin — L4oat +V— = p()V — Qo T,

dt

d

v = p( U= i

dx qin

2 () = 2.6
o= p)——~u (2.6)

De las ecuaciones (2.5) y (2.6) obtenemos el sistema

8



Biorreactores y sus aspectos biolégicos

dv o

dt = {in Gout,

ds _ Gin ) p()

dt v (Sin = 5) Y(-)’ 27
dx qin

ARA T

El rendimiento vendra descrito por p(-) = u(-) z, donde x(-) denota la funciéon de
consumo. Este rendimiento sera cero si la biomasa es nula y, como resultado,
también la tasa de crecimiento.

Atendiendo a los tipos de quimiostatos introducidos en la Seccion 2.1, el sistema
(2.7) resulta en cada uno de los casos:

= Modo cerrado. El alimento se encuentra desde el inicio del experimento en
el tanque y no es necesario introducirlo ni sacar el exceso. De esta forma,
se tiene que ¢;, = 0¥ gt = 0y, por tanto, % = (0. Las ecuaciones resultantes
del sistema seran:

ds _ _p()

dt Y() 2.8)
dr '

ar p()x

= Modo semicontinuo. Se regula el paso de nutrientes segun las necesida-
des y no se extrae el exceso del recipiente de cultivo, con lo que ¢,,; = 0. El
sistema queda como:

dv
dt
ds
dt
dx qin

L dt T

L..) T, (2.9)

= Modo continuo. El volumen del recipiente de cultivo ha de ser constante
(v(to) = v(t) = V). Para esto, el flujo de entrada coincide con el de salida y
ambos seran distintos de cero, ¢, = ¢out # 0, y, como consecuencia, % =0.
Ademas definimos como tasa de dilucién D = 4.

ds p()

= D(Sim—s) -2,
dx

El sistema (2.10) es el modelo de quimiostato que consideraremos en este tra-
bajo. Este tipo posibilita poder dirigir el experimento hasta la situacion deseada
variando el flujo de entrada del alimento. Supondremos fijas las variables de
concentracion de sustrato y tasa de dilucion, S;, y D, respectivamente.
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2.2. Una primera modelizacion de los biorreactores

2.2.3. Cinética del modelo

Tras introducir el modelo de la dinamica del quimiostato, estudiaremos la velo-
cidad de las reacciones y su cinética biologica.

Definimos la velocidad de la reaccion como p = u(-) z, y la velocidad especifica de
crecimiento, % ‘Z‘l—‘f = u(+). Dos de los tipos de esta funcion de consumo u, que se

estudiaran en profundidad en los siguientes capitulos, son:

= Funcién Monod (véase Figura 2.1a). Este tipo de funcion de consumo de-
pende unicamente del sustrato limitante (véase [1]):
s
1(8) = Hmaa St K,
El parametro K, se denomina constante media de saturacion, para la que
se cumple que pu(K,) = £nex,

= Funcién Haldane (véase Figura 2.1b). Este tipo de funciéon de consumo
modeliza no solo el hecho de que el crecimiento de los microorganismos
esté limitado por una baja concentracion del sustrato, sino también el caso
en el que esta concentracion sea demasiado alta y se vuelva perjudicial
para el ecosistema, conocido como fenémeno de inhibicion (véase [28]). La
funcion, dependiente de tres parametros, es la siguiente:

S

() = po ———
s—i—KS—i—[s(—QI

En esta modelizacion, j representa la tasa maxima de crecimiento, K, es
la constante media de saturacion y K; designa la constante de inhibicion.

=)
u(s)

(a) Funcion Monod para pie, = 1y Ks = (b) Funcién Haldane para pg = 5, K =
0.2. 05y K; =0.2.

Figura 2.1: Representacion grafica de las funciones de consumo de tipo Monod
y Haldane.
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Biorreactores y sus aspectos biolégicos

Los casos anteriores corresponden a modelos dependientes s6lo de la concen-
tracion del sustrato y del recurso limitante. Existen otras funciones para repre-
sentar fenomenos como la dependencia de la densidad de la poblacién de micro-
organismos, de forma que cuando aumenta el namero de individuos disminuye
la posibilidad de acceso al alimento y, por tanto, la velocidad de reaccion. Un
ejemplo de estas funciones es la conocida funcién de Contois, de la forma

S

(8, %) = Hmaz m

Con este tipo de funcion se atienden otros modos de crecimiento y agregacion
de la biomasa, como es la estructuracion en fléculos (véase [29, 30, 31, 32]), y
que permiten aproximar los modelos a situaciones reales.

Estas funciones de crecimiento han sido objeto de gran interés en distintos cam-
pos como la Ecologia o la Microbiologia desde los anos 2000. En este trabajo,
nos enfocaremos principalmente en las funciones dependientes del sustrato, y
estudiaremos como influyen los tipos Monod y Haldane en los modelos de una
especie (Capitulo 3) y con varias especies (Capitulo 4).
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Capitulo 3

Modelo con una especie

En este capitulo estudiaremos en mas profundidad el modelo clasico de qui-
miostato, que viene dado por el sistema diferencial (2.10). Consideraremos que el
rendimiento es constante, y(-) =Y, y, como explicamos en la Secciéon 2.2.3, asu-
miremos que la funcién de consumo p(-) dependera solo del sustrato, s — u(s),
sera continua, con derivada continua, positiva y nula en 0. Asi, tenemos el si-
guiente sistema:

ds _ D (S; _5)_va,

ar Y (3.1)
@ _ _Da.

o wu(s)x x

Comenzaremos el capitulo enunciando algunas de las propiedades mas impor-
tantes del modelo y sobre la existencia y unicidad de solucion. Con respecto a
la funcién de consumo u(s), inicialmente consideraremos que es de tipo Monod
y, posteriormente, tendremos también en cuenta el caso en el que es de tipo
Haldane. A continuacion, se abordara el estudio de los puntos de equilibrio y
de su estabilidad, tanto de forma local como global. Se incluiran simulaciones e
interpretaciones de los resultados obtenidos. Por ultimo, se presentaran algunas
extensiones del modelo (3.1) en los que se tengan en cuenta otros parametros y
situaciones.

3.1. Modelizacion y estudio del sistema

En primer lugar, realicemos en el modelo de quimiostato (3.1) el cambio de va-

i F_ i dr _ 1ldz
riable T = § para el que se tiene 7 = 5 7.

Sustituyendo en el modelo anterior (3.1):

ds pl(s)

—=D Sin —S)— .Z'Y,

&y 0
o )7(#(3) - D)z

13



3.1. Modelizacion y estudio del sistema

De esta forma, es posible asumir Y = 1 para el modelo (3.1) y considerar enton-
ces el siguiente sistema

% = D(Sin—s) — pu(s)z,
I (3.3)
X = (u(s) - D)

3.1.1. Propiedades del modelo

En esta seccion introduciremos algunas de las propiedades matematicas mas
importantes del modelo del quimiostato (3.3) y sus soluciones:

» Existencia y unicidad de soluciones. Por suponer x(s) con derivada con-
tinua, es posible aplicar el siguiente teorema de existencia y unicidad para
ecuaciones diferenciales:

Teorema 3.1.1. Sea un sistema diferencial Cé—f = f(z), donde f : © € D —
f(z) € R™ es una funcién continua y D el espacio de fases del dicho sistema,
que es un subconjunto de R". Si f admite derivadas parciales continuas en
D, entonces Vxy € D,36 > 0 y una tnica solucion del sistema diferencial con
condicion inicial z(0) = ¢, definida sobre (—4,9).

En nuestro caso, se tiene que D es el primer cuadrante positivo de R?, es
decir,
D :={(s,z):s>0,2>0}.

Denominemos los miembros derechos del sistema (3.3) como fi(s,z)y fa(s, z),
respectivamente. Calculamos sus derivadas parciales:

0 0
oo D, e ),
(3.4)
C2E] = y'(s)x of = p(s)—D
Os a ’ ar ’

Teniendo en cuenta que p(s) es continua y tiene derivada continua, es po-
sible comprobar que las derivadas parciales de f; y de f> existen y son con-
tinuas en D, asi, por el Teorema 3.1.1, para cada condicion inicial (s, zg)
existe una unica solucion del sistema diferencial (3.3).

= El eje horizontal es un conjunto invariante. En primer lugar, introduci-
mos qué entendemos por conjunto invariante.

Definicion 3.1.1 (Conjunto invariante). A C D es un conjunto invariante
si Vxg € A se tiene que ~y(xg) C A, siendo ~(xy) una orbita (o trayectoria
o solucién en el espacio de fases) que pasa por xy. En otras palabras, si
partimos de un dato inicial en el conjunto A, entonces la solucion no saldra
de A. Si se cumple la propiedad anterior sélo para todo t > 0, se dice que A
es un conjunto positivamente invariante.

Para el caso del eje horizontal,
t— (s(t),2(t)) = (Sin + (50 — Sin)e P%,0)

14



Modelo con una especie

es una solucion del sistema (3.3) para cualquier sg.

= Soluciones positivas. Las concentraciones s y = son mayores o iguales
que O, ya que tiene sentido considerar s6lo concentraciones de alimento y
de biomasa que sean positivas o nulas. En efecto, para s = 0,

ds
Como el eje horizontal es una solucion del sistema (3.3) y teniendo en cuen-
ta la unicidad de soluciones, otra solucion no podra atravesarla. Por tanto,
las soluciones permaneceran en el cuadrante positivo D.

= Conjuntos invariantes. Definiendo z = s + x, se tiene:
dz ds dx
— =7+ —=(D(Sin — s)= -D
d =g T g = P~ s)=ps)T) + (us)T — Da)
= D(Sm — S) — Dx = D(Sm — (S + $)) = l)(SZ — Z)

(3.5)

Asi, integrando, se obtiene:
2(t) = s(t) + x(t) = Sin + (s0 + z0 — Sin)e 7"
Tras un periodo de tiempo, para cualquier par (sg,zo) se tiene que
z(t) = s(t) + z(t) = Sin.
Como resultado, el segmento [ = {(s,z) : s > 0,z > 0,s + = = S;,} €s un
conjunto que atrae soluciones y positivamente invariante.

= Soluciones acotadas. Teniendo en cuenta la solucién anterior, z(t) = s(t) +
z(t) = Sin + (5o + o — Sin)e P! esta acotada superiormente y ademas, s > 0
yx > 0.

= Equilibrios. Para hallar los puntos de equilibrio consideraremos las solu-
ciones del siguiente sistema:

{0 = D (Sin—s) — pu(s)z, (3.6)

0= (u(s)—D)x.
Podemos distinguir las soluciones:

* (Sin,0), denominado como equilibrio de lixiviacion o de lavado y para el
que la biomasa desaparece.

* Los equilibrios de la forma (s*,2*), donde s* cumple que pu(s*) = D'y
¥ =S, — s*.

En la siguiente seccion se estudiaran estos puntos de equilibrio y su estabili-
dad, tanto local como global, para las funciones de consumo (s) de tipo Monod
y Haldane.
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3.2. Puntos de equilibrio y estabilidad

3.2. Puntos de equilibrio y estabilidad

3.2.1. Funcion de consumo de tipo Monod

La funcion de tipo Monod, presentada en la Seccion 2.2.3, es la siguiente:

- S
1(8) = tmaaz m’
donde pq. > 0 se refiere a la tasa de crecimiento maximo de las especies y
K, > 0 es una constante positiva que designa el parametro de semi-saturacion.
Definiremos (D) como el umbral de crecimiento, es decir, el inico valor s de tal
forma que pu(s) = D.

En la Figura 3.1 representamos una funcion de tipo Monod en azul, donde la
recta gris discontinua denota el valor de i,,.;, €l punto de color rojo tiene s =
AD)yxz=puAD)) =D,y el de color verde corresponde con s = Sj,.

14 —uﬂam— - O . . E. .
BSin) _
| (Sin, 1(Sn)
0.8
|
|
 (A(D), D),
0.6-
“o |
3 |
0.4+ I
|
|
0.2 1 i
|
04 ISin
0 1 2 3 4
S

Figura 3.1: Funcion de tipo Monod para e, =1, Ks =0.2, D =0.Ty S;, = 2.

Algunas caracteristicas a tener en cuenta sobre este tipo de funcion son:
= u(s) esta definida para s > 0y es nula en O, u(s =0) = 0.

» u(s) es una funcién estrictamente creciente,

du(s) 1 s s
: S _ B ) S0, vs>0.
ps) = =g = Hmas e~ Hmas (g = Hmar |\ (g o=
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Modelo con una especie

= 4u(s) esta acotada y su limite superior es:

Pmaz = Sup p(s) = lim p(s).

>0 §—00

Para la ecuacion que describe la evolucion de la concentracion del nutriente, nos
referimos a u(s) como una tasa de consumo, y para la ecuaciéon que describe la
evolucion de la concentracion de especies, como una tasa de crecimiento.

En este caso, es decir, cuando usamos la funcién de consumo Monod, cuanto
mayor sea la concentracion de sustrato, mayor sera la tasa de crecimiento espe-
cifica de los microorganismos y no contemplara los fenémenos de inhibicion.

3.2.1.1. Puntos de equilibrio

Los pares (s.,z.) seran puntos de equilibrio si resuelven el sistema (3.6). Como
mencionamos en las propiedades generales de modelo, estos puntos de equilibrio
pueden ser:

» Equilibrio de lixiviacion o de lavado: (S;,,0) = Ej, donde la concentracion
de la biomasa es nula.

s Equilibrios con biomasa: (s*,2*) = E;, donde pu(s*) = Dy z* = Si, — s*. En
este caso consideraremos distintas situaciones:

® Si D < lmaz, €ntonces A(D) es el unico valor de s tal que pu(s) = D (por
ser u(s) estrictamente creciente).

hd Si D > Mmazxs A(D) = +4o00.
Por otro lado:

* Si s < A(D), la velocidad de crecimiento de la poblacién de microorga-

nismos serd estrictamente negativa (% = (u(s) — D)z < 0).

* Si s> A(D), la velocidad sera estrictamente positiva.

Asimismo, tengamos en cuenta la concentracion del sustrato limitante en el
alimento, S;,:

» Si D < u(Si), definiendo s* = \(D) y z* = S;,, — s* y por ser u una funcion
estrictamente creciente, entonces s* < S;,, y E1 = (s*,2*) es un equilibrio
de biomasa positiva.

= Si D > u(Si), entonces s* > S;,, con lo que (D(S;, —s* —z*)) = 0 no tiene so-
lucion para z* > 0, y la biomasa seria nula o negativa. Como consecuencia,
para z* = S;, —s* < 0, los puntos de equilibrio no tendrian sentido biolégico.

En las siguientes secciones estudiaremos la estabilidad de estos puntos de equi-
librio bajo las condiciones que han resultado ser validas.
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3.2. Puntos de equilibrio y estabilidad

3.2.1.2. Estabilidad local

Antes de comenzar, presentaremos algunos resultados sobre la Teoria de estabi-
lidad de sistemas diferenciales que seran de utilidad para el estudio de nuestro
modelo.

Definicion 3.2.1. Un punto de equilibrio =* de un sistema diferencial Cé—f = f(z) se
dice que es estable, sipara todo e > 0, existe § > 0 tal que para cualquier condicion
inicial zg:

st ||zg — z*|| < §, entonces ||xz(t, z¢) — z*|| < e para todot > 0,

asi, las soluciones que comienzan suficientemente cerca del equilibrio, permane-
cerdan cerca de él en todo instante de tiempo.

Definicion 3.2.2. Un punto de equilibrio x* de un sistema diferencial % = f(x)
se dice que es localmente exponencialmente estable si existena < 0, 5 <0yn <0,
tales que para cualquier condicion inicial x(, se tiene que:

st ||zg — z*|| < n, entonces ||z(t, zo) — z*| < B|lwo — z*|le”*, para todo t > 0,

es decir, st las soluciones empiezan cerca del equilibrio, convergeran a él de forma
exponencial.

Teorema 3.2.1. Sea la matriz A = %(w*),

= Si todos los autovalores de A son niimeros reales negativos o son complejos
con parte real negativa, entonces z* es localmente exponencialmente estable.
Las ¢orbitas resultantes desde puntos cercanos convergeran al punto x*.

= Si existe un autovalor de A con parte real positiva, entonces z* es inestable.
Las soluciones cercanas a z* se alejaran.

Aplicaremos el teorema anterior para hallar la estabilidad local. Asi, primero,
obtenemos la matriz Jacobiana del sistema (3.3):

_(—D—=W(s)z  —p(s)
o= (T i) .7

y estudiaremos los autovalores de esta matriz para cada punto de equilibrio.

= Estabilidad del equilibrio de lixiviacion: F£, = (5;,,0). La matriz Jacobia-
na en este caso resulta,

J(Eo) = J(Sin,0) = <_OD M@’“‘ ()S T)D> : (3.8)

La ecuacion caracteristica asociada a la matriz (3.8) es (=D — \)(u(Sin) —
D — )\) = 0, y los autovalores son \; = —D, que es siempre negativo, y
X2 = (u(Sin) — D), cuyo signo dependera de si —D es mayor o menor que
1(Sin)-

Este punto de equilibrio sera localmente exponencialmente estable si x(S;,,) <
D, e inestable si u(S;,) > D. Ademas, puede demostrarse que el equilibrio
Ey es estable si D = u(Si,).

18



Modelo con una especie

= Estabilidad del equilibrio con biomasa: £, = (s*,z*) donde s* = A(D).
Consideraremos el tnico caso posible para una biomasa positiva (D <
1(Sin)). La matriz Jacobiana en este caso viene dada como

.« —D —(/(s*)z* —D
J(El) = J(S y L ): ( M/(;i)(x*) 0 ) . (3.9

La ecuacion caracteristica sera (—D — p/(s*)x* — A\)(—=)\) + Dy/(s*)z* = 0. Las
soluciones de dicha ecuacion son \; = —p/(s*)z* (por ser u estrictamen-
te creciente, y/(s*) es positivo) y A2 = —D, que son autovalores siempre

negativos. Por lo tanto, F; sera un punto de equilibrio localmente exponen-
cialmente estable.

Con este estudio de la matriz Jacobiana y sus autovalores es posible hallar la
estabilidad local, es decir, para trayectorias procedentes de un entorno del punto
de equilibrio. En el siguiente apartado se detallara la estabilidad global.

3.2.1.3. Estabilidad global

En primer lugar, expliquemos qué se entiende por punto de equilibrio global-
mente exponencialmente estable.

Definicion 3.2.3. El punto de equilibrio x* de un sistema diferencial ‘é—f = f(z) es
globalmente exponencialmente estable en Dy C D, siexiste a > 0 y 5 > 0 tales que
para cualquier condicién inicial xg € Dy y para todo t > 0, se cumple:

(¢, w0) — 2™[| < Bllwg — 27[|e™".

Por otra parte, un punto de equilibrio * es globalmente asintéticamente estable en
Dy C D, si es estable y globalmente atractivo en Dy, esto es que D, corresponde
con su cuenca de atraccion.

La siguiente proposicion conlleva resultados sobre la estabilidad global, mas
fuertes que las conclusiones de la estabilidad local.

Proposicion 3.2.1. En términos de estabilidad global, para los puntos de equi-
librio del sistema (3.3) con una funcién de consumo de tipo Monod se cumplira
que:

» Si D < u(Sin), E1 es globalmente asintéticamente estable en D.
s SiD > u(Sin), Ey es globalmente asintéticamente estable en D.

La demostracion de esta proposicion implicaria probar que, para cualquier con-
dicién inicial (sg,x9) € D, las soluciones del sistema (3.3) se comportan de la
siguiente forma:

» Si D < u(Sin), estas soluciones tienden a Fj.

= Si D> u(Si,), tienden a FEj.
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3.2. Puntos de equilibrio y estabilidad

Para abordar este estudio de la estabilidad global utilizaremos el Método de las

isoclinas, que consiste en realizar un analisis geométrico y cualitativo de las
soluciones del sistema diferencial.

Concretamente, las isoclinas son las curvas del plano de fases sobre las que se
anula la derivada de s, de x o de ambas.

Las isoclinas en este caso vendran determinadas por las curvas solucion de las
siguientes ecuaciones,

D (Sin —s) — p(s)x =0, (3.10)

(u(s) — D)z =0. (3.11)

D =s) o~ \(D). (3.12)

Comenzamos estudiando el caso D < u(S;,). Para ello nos apoyamos en la Figura
3.2, donde representamos la direccion del campo de velocidades del sistema (3.3)
en los diferentes puntos del plano de fases.

3.5

i
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f

e b

7oAy

SRR R R R A R R AR

E, = (s*,2%)

»oarlflffff’,,’f,,fr
cierrererttt1RIEIERTT
..,,zlllffffffff,ffffff
.;::}l!lffffffff/fff,ff
,.flffllffff’,fffffl‘f/ff
..;::r!!f/fffffffffffff
..;fflffffffff’ffffffff
,,.u/:f.’fffffffff/‘ffff
.,:rrlrfffffff’fffffff
.;:Jfflfffff’ff’ifffff
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...;;l!liffffffff’fffff
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T u(s)
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(a) Representacion de dominios, isoclinasy (b) Plano de fases para las orbitas del sis-
punto de equilibrio E;, para D < u(S;,). tema (3.3) bajo la condicion D < u(S;,)-

Figura 3.2: Graficas para la funcion de consumo Monod (ime: = 1y Ks = 0.2),
D =07y Si =2.

Mas concretamente, denotaremos R;, Ry, R3 y R4 a las regiones abiertas de color
rojo, violeta, verde y amarillo, respectivamente. Es facil darse cuenta de que si
tomamos un punto en la region R;, en dicho punto % <0y ‘é—f > 0, es decir, las

soluciones partiendo de datos iniciales en R; tendran trayectorias que van hacia
la izquierda y hacia arriba.
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Modelo con una especie

Si tomamos un punto en la region R», en este punto ;<0 y 7 <0, es decir, las
soluciones van hacia la izquierda y hacia abajo.

De forma similar, si tomamos un punto en la regiéon Rs, en tal punto % >0y

d—f < 0, es decir, las soluciones van hacia la derecha y hacia abajo.

Finalmente si consideramos un punto en la regién R, en este punto 4 > 0y

dt
dt > 0, con lo que las soluciones van hacia la derecha y hacia arriba.

Ademas, en R; N Ry tenemos que > <0 y =0, con 10 que las soluciones van
hacia la izquierda. Por otra parte, en RynN R3 se tlene =0 y 7 <0, as1 que las
soluciones van hacia abajo. También, en R3N R, se tlene que > 0 y =0, con

lo que las soluciones van hacia la derecha. Por ultimo, en R4 N R1 tenemos ‘Cilj =0
y dt > 0, por tanto las soluciones van hacia arriba.

De esta forma, si partimos de un dato inicial en R;, o bien converge a E; o entra
en la region R,. Si partimos de un dato inicial en R,, acabaremos entrando en
Rs. Ahora, si partimos de un dato inicial en R3, podemos converger a E; o entrar
en R4. Por ultimo, si partimos de un dato inicial en R4, acabaremos entrando en
Ry, lo que concluye la posible dinamica.

Puesto que se da la posibilidad de que la solucion permanezca girando en torno
a Ej, no es posible concluir sobre la estabilidad global del equilibrio E; en este
caso.

No obstante, si consideramos el conjunto invariante atractivo s + z = S;,, separa
el espacio en dos regiones que no se podran conectar entre si. Las trayectorias
de s+ 2 = §;, tienden a E; y no pueden ser cruzadas por otras orbitas o, de
lo contrario, se incumpliria el Teorema 3.1.1. Asi, finalmente, cualquier punto
inicial convergera hacia Fj.

Veamos, a continuacion, el otro posible caso D > u(S;,), para el que haremos
uso de la Figura 3.3. Como podemos apreciar en esta figura, bajo esta condicion
las isoclinas (3.12) delimitan tres dominios. Nos referiremos como R;, R y R3
a las regiones de color rojo, violeta y verde, respectivamente. En este caso no
existira punto de equilibrio con biomasa positiva, por lo que sélo tendremos en
cuenta el equilibrio de lavado Ejy.

Siguiendo una forma estudio similar a la de la situacién anterior, primero, to-
memos un punto en la region R, donde & <0 y > 0, y asi, las soluciones
partiendo de datos iniciales en R; van hac1a la 1zqulerda y hacia arriba.

Si tomamos un punto en la region R, en tal punto ; <0 y = < 0, es decir, las
soluciones van hacia la izquierda y hacia abajo.

Por ultimo, para un punto de la region R3 se tiene que > >0 y 7 <0, con lo que
las soluciones van hacia la derecha y hacia abajo.

Asimismo, en R; N R, tenemos que & —S <0y 9 d“” = 0 y por tanto las soluciones
van hacia la izquierda. Para Ry, N Rs, se tiene que =0 y 2 < 0, con lo que las
soluciones van hacia abajo.
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3.2. Puntos de equilibrio y estabilidad

’//ree—t—i-(-—(-—(—(—(—
!,/rrl—é-'f-'i—'i—-(—-(—(-
‘/rrke-'l-'f—(—(—(—(—(-
| PR R ks
| LR R ol ket
| L R o ol okl ks
DO o okt el
PO I R R
et
LRl ol
PRSI o S
R R
P
- e e e
L T PO e e e o e e e
I R e Ry o )
N\ —- R e R el e o
» U B ek o
R R R e e e ey
B R S T S T T o T o el et e e
P I e e e e e e 2
Ne o s e e e e e
.......... R R o ok e e e e e
v N e A ke
L R e ol R e o

...... b e e e e e e e

PR Py
u T u

P U S T Y

. D(S@nf.i')

w(s)

2(t)

L.
Ey = (8in,0) 0 : |
1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 # 5 &
s(t) s(t)

(a) Representacion de dominios, isoclinas y (b) Plano de fases para las orbitas del sis-
punto de equilibrio Ey, para D > u(Si,)- tema (3.3) bajo la condicién D > u(S;,).

Figura 3.3: Graficas para la funcion de consumo Monod ( pine: = 1y Ks = 0.2),
D =09y S =2.

De esta manera, si partimos de un punto en R;, acabaremos entrando en Ry. Si
partimos de un dato inicial en R,, es posible converger a Ej o llegar a la region
R3. Finalmente, desde un punto inicial en R3, acabaremos convergiendo a Ej.

Por lo expuesto, podemos concluir que todas las soluciones tienden a Fy, con lo
que dicho equilibrio sera globalmente estable.

3.2.2. Funcion de consumo de tipo Haldane

Como introdujimos en la Seccion 2.2.3, la funcién de consumo presentada por
Haldane viene dada por la expresion:

S

p(s) = po ————
s+ Ko+ 4

Cuando D < pu(s,,), existiran dos posibles valores de s para los que se verifica
que u(s) = D. Denotaremos tales valores como \(D) y A\(D), con (D) < A(D).

En la Figura 3.4 representamos una funcion de tipo Haldane en azul, donde el
punto gris denota el valor para el que u(s) alcanza su valor maximo, los puntos

de color rojo los valores A\(D) y A\(D) tal que u(A(D)) = p(A(D)) = D, y el punto de
color verde corresponde con s = Sj,.

Varios aspectos importantes sobre esta funcion de consumo son:
= u(s) esta definida para s > 0y se tiene que u(s = 0) = 0.

= Existe un valor de s, al que denotamos como s,,, donde p alcanza su valor
maximo. De forma que si s € [0, s,,,), entonces p/(s) > 0; y si s € (8, +00), se
tiene que p/(s) < 0.
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Modelo con una especie

Por tanto, primero la funcion es creciente, alcanzando el maximo pu(s,,) en
sm ¥ luego es estrictamente decreciente.

= Se tiene que
lim (u(s)) =0.

§—00

0.25 (Sm:#(sm))

0.05

Figura 3.4: Funcion de tipo Haldane para o =1, Ks = 0.8, K; =02, D =0.15y
Sin = 1.5.

Este tipo de funciéon de consumo permite estudiar fenomenos de inhibicién por
parte de la poblaciéon cuando se suministre una cantidad demasiado elevada de
alimento.

3.2.2.1. Puntos de equilibrio

Al igual que para el caso de la funcion Monod, tenemos diferentes posibles pun-
tos de equilibrio:

= Equilibrio de lixiviacion, (5;,,0) = Ej.

= Equilibrios con biomasa positiva. En este caso se dan las siguientes si-
tuaciones:
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3.2. Puntos de equilibrio y estabilidad

* Si A(D) < Sip, existe el equilibrio £y = (s*,2*) con s* = (D) y z* =
S — A(D).
* Si \(D) < Sin, también estara el par E; = (s%,

D)y 7 = Sin — N(D).

z*) que cumple que s* =

Cuando estas condiciones no se cumplieran, por ejemplo para A(D) > S;,,
la concentracion de biomasa seria negativa puesto que z* = S;;, — A(D).
Analogamente ocurre con A\(D). En la proxima parte se detallaran las con-
diciones para la estabilidad y existencia de estos puntos.

3.2.2.2. Estabilidad local

La matriz Jacobiana es la misma que para el caso de la funcién Monod, con la
salvedad de que también sera estudiado el punto de equilibrio E; y que p/(s*) > 0,
pero 1/ (s*) < 0.

= Estabilidad de F,. Si evaluamos la matriz Jacobiana en este punto de
equilibrio tenemos que

_(—D —1(Sin)
de donde obtenemos los autovalores A\; = —D y A2 = u(Sin) — D. Segun el

Teorema 3.2.1, si ambos autovalores son reales negativos o complejos con
parte real negativa, el punto de equilibrio sera localmente exponencialmen-
te estable. En el caso que nos ocupa, \; es siempre negativo, pero para A,
se pueden dar distintas situaciones que se recogen en la Tabla 3.1.

Sin < M(D) < X(D)

A(D) < Sin < A(D)

A(D) < X(D) < Sin

En este caso,

El signo de )\, sera
negativo y
entonces, Ej
localmente
exponencialmente
estable.

Para este,

La parte real de \»
es positiva y el
equilibrio F, sera
inestable.

Este sera el
mismo caso que el
primero, con
D > p(Sin) y Eo un
equilibrio estable.

Tabla 3.1: Estabilidad del punto de equilibrio Ej.

Estabilidad de F;. Recordemos que F; =

(s*,2*) con s* =

AD)y z*

Sin — s*. Evaluando la matriz Jacobiana en el punto de equilibrio £, se tiene
que

_ (~D—p/(s)a* —D
que tiene como autovalores \; = —D y Ao = —y/(s*)z*. El primero de los

autovalores siempre sera menor que Oy, para concluir sobre su estabilidad
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Modelo con una especie

local, recogemos en la Tabla 3.2 los posibles casos, analogamente a como
hicimos anteriormente.

Sin < M(D) < X(D)

A(D) < Sin < A(D)

A(D) < X(D) < Sin

En esta situacion
no podriamos
considerar E;
como punto de

equilibrio, ya que

no tiene sentido

biologico al ser z*

negativo.

En este caso F;
tiene sentido
biologico pues
x* > 0. Ademas, se
tiene que
W (s*) > 0.

Asi, Ay es negativo
y el equilibrio E;
es localmente
exponencialmente
estable.

Analogamente al
caso anterior,
podemos afirmar
que E; es un
equilibrio
localmente
exponencialmente
estable.

Tabla 3.2: Estabilidad del punto de equilibrio F;.

» Estabilidad de F;. Si evaluamos la matriz Jacobiana en el nuevo punto de

equilibrio F; = (s*, z*), obtenemos

En este caso tenemos el autovalor A\ =
Veamos lo que sucede con este ultimo segun las condiciones y teniendo
ahora en cuenta que x/(s*) < 0. Recogemos dicho estudio en la Tabla 3.3.

J(E1) =

p'(s*)z*

<D — () 0D> |

—D, negativo, y A\ =

Sin < A(D) < X(D)

A(D) < Sin < A(D)

A(D) < X(D) < Sin

Bajo estas
condiciones el
punto de
equilibrio E7 no
tiene sentido

z* < 0.

biolégico, porque

Por los motivos
expuestos en el
caso anterior, el
punto de
equilibrio E; no
tiene sentido
biologico.

En este caso
z* >0y p/(s*) <0.
Asi, )\ es positivo,
con lo que el
punto de
equilibrio E; es
inestable.

Tabla 3.3: Estabilidad del punto de equilibrio E;.

3.2.2.3. Estabilidad global

Veamos la siguiente proposicion con los resultados sobre la estabilidad global
para funciones de consumo de tipo Haldane.
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3.2. Puntos de equilibrio y estabilidad

Proposicion 3.2.2. En términos de estabilidad global, para los puntos de equi-
librio del sistema (3.3) con una _funcion de consumo de tipo Haldane se cumplira
que:

» SiS;, < AD) < X\(D), el punto de equilibrio Ey es globalmente asintéticamen-
te estable.

» Si A\(D) < S; < MD), E; es un punto de equilibrio globalmente asintética-
mente estable.

» Si\(D) < X\(D) < Sin, los equilibrios Ey y E; seran ambos globalmente asin-
toticamente estables.

Para demostrar la proposicion anterior se tiene que verificar para las soluciones
de condicién inicial cualquier (s, zg) € D:

» Si S, < A(D) < A\(D), tienden al punto Ep.
» Si \(D) < S;,, < A(D), tienden a Ej.

» Si A(D) < \(D) < Sy, tenderan a Ey 6 a F;. Nos referiremos a este fenomeno
como biestabilidad y volveremos sobre el mismo mas adelante, acompana-
do de simulaciones que ayuden a su comprension (véase Figuras 3.10 y
3.11).

Aplicaremos el Método de las isoclinas presentado en el estudio de la estabilidad
global para el tipo Monod y utilizaremos las isoclinas (3.12), a las que también
anadiremos la isoclina correspondiente al doble valor umbral \(D). Asi, en este
caso las isoclinas seran

D (Sm — S)

x:W, s=XND) y s=X\D).

En primer lugar estudiaremos el caso S;, < A(D) < A(D). En la Figura 3.5 ve-
mos que las isoclinas dividen el espacio en cuatro regiones. Mas concretamente,
denotaremos por R;, Re, R3 y R4 a las regiones de color verde, rojo, violeta y
amarillo, respectivamente.

Comencemos tomando un punto en la region R;, para este se tiene que % <0
y ‘fl—f < 0, es decir, las soluciones van hacia la izquierda y hacia abajo. Ademas,
en R N R, tenemos que % <0y ‘Cil—f = 0, con lo que las soluciones van hacia la
izquierda. Teniendo esto en cuenta, si escogemos un dato inicial en R; acaba-
remos entrando en Ry, y una vez hayamos abandonado esta primera region no
podremos volver a ella.

Asi, es posible reducir el estudio a las regiones Ry, R3 y R4, que son respecti-
vamente analogas a las regiones R;, Ry y R3 para el sistema con la funcion de
consumo de tipo Monod y D > pu(S;,), en la Secciéon 3.2.1.3. De forma que se
puede asegurar que, para cualquier dato inicial, las soluciones convergen final-
mente a Fy, que sera un equilibrio globalmente estable.
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0.2 0.2

x(t)

0.14

0.054

o 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 0 0.2 0.4 0.5 0.8 1 12

o0 ()
(a) Representacion de dominios, isoclinas y (b) Plano de fases para las 6rbitas del sis-

punto de equilibrio Ey, para S;, < A(D) < tema (3.3) bajo la condicion S;, < A\(D) <
D). D).

Figura 3.5: Graficas para la funcion de consumo Haldane (umar = 5, Ks = 0.5y
K;=02),D=1y S;, =0.1.

En el caso concreto de A\(D) < S;,, < A(D), las isoclinas delimitaran cinco regio-
nes. Tomando como referencia la Figura 3.6, denotaremos como R;, R, R3, R4y
R5 las regiones de color verde, rojo, violeta, verde caqui y amarillo.

0.6 0.6

0.54 0.54

0.4 0.4

(t)

0.24 0.3

=(t)

0.2 0.2

0.1

0.1

T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

s(t) s(t)

(a) Representacion de dominios, isoclinas y (b) Plano de fases para las orbitas del sis-
puntos de equilibrio Ey y Ei, para A(D) < tema (3.3) bajo la condicion AD) < Sip <
Sin < A(D). A(D).

Figura 3.6: Graficas para la funcion de consumo Haldane (u,q, = 5, Ks = 0.5y
KI=O.2),D=1yS,~n:O.3.
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3.2. Puntos de equilibrio y estabilidad

Para empezar, consideremos un punto en la region R, donde & <0 y <0,
con lo que las soluc1ones Van hacia la izquierda y hacia abajo. Por otro lado, en
R1N Ry se tiene que ;<0 y = 0, asi que las soluciones van hacia la izquierda.
Como sucedia en el caso anterlor, si tomamos un dato inicial en R;, la orbita de
la solucion acabara entrando a Ry y no podra regresar a la region R;. Podemos
entonces tener solo en cuenta Ry, R3, R4 y Rs5, y seguir los razonamientos de la
Seccién 3.2.1.3 para las regiones R;, Ry, R3 y Ry en el caso D < u(S;,). Final-
mente, es posible concluir que todas las soluciones tienden a F;, por lo que se
trata de un equilibrio globalmente estable.

Para el ultimo caso A\(D) < A\(D) < S;,, nos apoyaremos en la Figura 3.7, en la
que se representan las areas determinadas por las isoclinas. En concreto, las re-
giones de color verde, rojo, violeta, caqui, amarillo y verde claro, las denotaremos
respectivamente como R;, Ra, R3, R4, R5 y Rg.

|
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NN . e

de NSNS~

2(t)
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#(t)

E, = (s*,z7)

VA e e o

...... AR A A A

R; FA . L L. ...
° O B X(5in,0)

0 T u
0.5 1 15 0 0.5 1 1.5

s(t) s(t)
(a) Representacion de dominios, isoclinas y (b) Plano de fases para las o6rbitas clel sis-
puntos de equilibrio Ey y F;, para A(D) < tema (3.3) bajo la condicion A\(D) < A(D) <

Figura 3.7: Graficas para la funcion de consumo Haldane (tnq = 5, Ks = 0.5y
K;r=02,D=1y S;, =1.5.

En primer lugar, tomemos un punto en la region R;. Para dicho punto se tiene
que % <0y g dz < 0, con lo que las soluciones van hacia la izquierda y hacia

abajo.
Escogiendo un punto de la region Rs, donde & <0 y ~ > 0, de forma que las
soluciones van hacia la izquierda y hacia arrlba.

ds dx

Si tomamos un punto en la R3, en este punto % < 0y %F < 0, y las orbitas
solucion van a la izquierda y hacia abajo.

Para una condicion inicial en la region R4, se tiene que ;>0 y = < 0, es decir,
las soluciones van hacia la derecha y hacia abajo.
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En el caso de un punto perteneciente a la regiéon Rs, & > 0y

dt
soluciones van a la derecha y hacia arriba.

%>O,ylas

Por ultimo, si consideramos un punto en la region R, en dicho punto % >0y
fl—f < 0, con lo que las soluciones van hacia la derecha y hacia abajo.

Ademas, en R; N R, se tiene que % <0y ‘é—f = 0, con lo que las soluciones van a
la izquierda. También, para Ry N R3 tenemos que % <0y i’i—f = 0 y las soluciones
van hacia la izquierda. Para R3 N Ry y Ri N Rg, se da que & =0y % < 0, asi
que las soluciones van hacia abajo. En los casos Ry N Rs; y Rs N Rg, se obtiene
que % >0y % = 0, por lo que las soluciones van hacia la derecha. Finalmente,
en Ry N R; tenemos que % =0y ‘fl—f > 0, de modo que las soluciones van hacia

arriba.

De esta forma, si partimos de un punto inicial en R;, acabaremos accediendo a
la region R, 0 a laregion Rg. Desde una condicion inicial en R», las posibilidades
son tender al equilibrio E; o pasar a la region R3. Con un punto inicial en la
region Rs3, inicamente podremos llegar a R,. Ahora, partiendo de un punto de
R4, o bien tendemos a Ey, o bien accedemos a R5. Para un dato inicial en la
region Rj, es posible tanto entrar a Ry como a Rg. Por ultimo, con un punto
inicial en Rg, sO0lo podremos converger hacia el punto de equilibrio Ej.

Sin embargo, podria darse el caso de que la trayectoria soluciéon se quede orbi-
tando alrededor de F; pasando de las regiones Ry a R3, de R3 a Ry, y de Ry a Rj
para volver a R,. Para resolver este problema utilizaremos el espacio invariante
s+ x = S;,. Como ya vimos para el tipo Monod, este conjunto dividira el espacio
en dos regiones, para las que no se podra pasar de una a otra por el Teorema
3.1.1. Este conjunto tendera a Fy 6 a F1, y atraera también a estos puntos a las
soluciones que intenten cortarlo.

Queda asi justificada la estabilidad global tanto de E, como de Ej, resultando
ambos como puntos de equilibrio globalmente estables.

3.3. Simulaciones numeéricas

Para respaldar los resultados de la seccion anterior, expondremos en este apar-
tado una serie de simulaciones numéricas. Estas mostraran la evolucion de la
concentracion de sustrato s(t) y de la concentracion de especies z(¢) en un in-
tervalo de tiempo.

Con caracter general, las graficas mostraran un periodo de 50 unidades de tiem-
po y la condicion inicial sera (sg, z9) = (0,0.2). La grafica de color azul representa
la concentracion del alimento y la roja la de la especie.

Siguiendo la estructuracion previa estudiaremos tres casos, dos de ellos son las
condiciones para la funcion de tipo Monod, que se asemejan también a las de
Haldane, y la ultima de ellas para la situacion de biestabilidad con Haldane.
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3.3. Simulaciones numéricas

3.3.1. Simulaciones para el tipo Monod

En la Figura 3.8 consideraremos las constantes j,.. = 1y Ks = 0.2, y fijaremos

los parametros S;, = 2y D = 0.7. Para estos valores tenemos el umbral A\(D) =
0.467 v p(Sin) = 0.909. Entonces, como se verifica que D < pu(S;,), la soluciéon
tendera al equilibrio con biomasa E; = (s*,z*) = (0.467,1.533).

.
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0.8 72 ETET
| 3 7= e e e
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?0'6_ | \{j;::::
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0.2 | 1 k\ =
N
' R A I .
0 IS "B=:z EEEEE
| , , | | E33=4=zz22:2:2:2:-::¢
0 1 2 3 4 0 0.5 1 1.5
s(t)
5 .
(b) Plano de fases, campo de velocida-
(@) Funcién de consumo para D = 0.7 < des y punto de equilibrio E; = (s*,2*) =
1(Sin) = 0.909. (0.467,1.533).

value

(c) La concentracion de sustrato se estabiliza en 0.467 y las especies
en 1.533.

Figura 3.8: Evolucion temporal de las concentraciones de sustrato y especies
para la funciéon de consumo Monod en el caso D < u(Si,).

Para el caso D > pu(S;,), ilustrado en la Figura 3.9, escogeremos D = 0.95, con
lo que A(D) = 3.8. Asi, podemos observar la tendencia al equilibrio de lavado
Ey = (Sin,0) = (2,0) y, con ello, la extincién de la especie. Como la tasa de diluciéon
es mas elevada, la concentracion de sustrato no es suficiente para alcanzar

el umbral de crecimiento o, en otras palabras, para satisfacer las necesidades
nutricionales de los microorganismos.
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(b) Plano de fases, campo de velocida-
(a) Funcién de consumo para D = 0.95 > des y punto de equilibrio Ey = (S;,,0) =
1(Sin) = 0.909. (2,0).

value

(c) La concentracion de sustrato se estabiliza en 2 y las especies en O.

Figura 3.9: Evolucion temporal de las concentraciones de sustrato y especies
para la funciéon de consumo Monod en el caso D > u(S;,).

3.3.2. Simulaciones para el tipo Haldane

Estas simulaciones se llevaran a cabo con las constantes pyg = 5, K; = 05y
K; =0.2. Los casos Si, < A(D) < A\(D) y M(D) < Si, < M(D) son analogos a los de
la funcion de consumo de tipo Monod. En el primero de ellos, se tendera hacia
la desaparicion de los organismos y, en el segundo, se encuentra un equilibrio
con biomasa positiva.

[lustramos ahora el caso (D) < (D) < S;, en la Figura 3.10, donde selecciona-
remos S;, = 0.8y D = 1, con lo que A\(D) = 0.645. Se visualiza la estabilizacion del
sustrato y de la biomasa en E; = (s*,2*) = (0.155,0.645).
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(@) Funciéon de consumo para A(D) = des y punto de equilibrio F; = (s*,2*) =
0.645 < S;, = 0.8. (0.155, 0.645).
variable
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0.4
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(c) La concentracion de sustrato se estabiliza en 0.155 y las especies
en 0.645.

Figura 3.10: Evolucién temporal de las concentraciones de sustrato y especies
para la funcién de consumo Haldane en el caso A\(D) < A(D) < Si,.

Sin embargo, modificando S;,, = 0.9, que se mantiene mayor que \(D), la solucién
tiende al equilibrio de lavado Ey = (S;,,0), como podemos observar en la Figura
3.11.

Con estos ejemplos podemos ilustrar con claridad el fenomeno de la biestabili-
dad. Bajo estas condiciones existen dos puntos de equilibrio estables, Ey y Ej.
Cada uno de ellos cuenta con una cuenca de atraccion determinada, que atrae-
ra a su equilibrio la solucion dependiendo de donde se encuentre la condicion
inicial. Ademas, a medida que aumenta la diferencia entre \(D) y S;, la cuen-
ca de atraccion al equilibrio de lixiviacion aumentara y la especie tendera a la
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extincion mas rapidamente.

Asi, a la hora de realizar los experimentos, no se podra saber con certeza cuales
seran los resultados. Para abordar esta incertidumbre, seria necesario estudiar
las cuencas de atraccion segun las condiciones y parametros iniciales.

1.4

($ms 1(5m))

MR i e e
AR il P v d
R PP e
Rl

e e e

i 1 -
e 5
B (b) Plano de fases, campo de velocida-
(@) Funciéon de consumo para A(D) = des y punto de equilibrio Ey = (S;,,0) =
0.645 < Sip, = 0.9. (0.9,0.645).

variable

value

(c) La concentracion de sustrato se estabiliza en 0.467 y las especies
en 1.533.

Figura 3.11: Evolucién temporal de las concentraciones de sustrato y especies
para la funcién de consumo Haldane en el caso A\(D) < A(D) < Siy.

3.4. Otros modelos y ampliaciones

En esta seccion se introduciran algunas modificaciones en el modelo de quimios-
tato (3.3) de tal forma que se obtengan nuevos modelos que se ajusten mejor a

33



3.4. Otros modelos y ampliaciones

otras situaciones que se observan en la vida real. Asimismo, se explicara breve-
mente como repercute esto en los puntos de equilibrio y sus estabilidades.

3.4.1. Proporcionando biomasa al tanque de cultivo

Para esta extension, consideremos que en el flujo de entrada al tanque de cultivo,
junto al alimento se suministra también una concentracion de biomasa.

El modelo, teniendo en cuenta que se proporciona una concentracion de especies
con X;, > 0, sera de la forma,

L D (Sin—s) - ls)a,
ffé (3.16)
i D (X — )+ pu(s) .

Es posible observar que, al contrario que en el modelo (3.3), el eje horizontal no
es un invariante para el sistema y el punto (5;,,0) no es ya punto de equilibrio.
El nuevo conjunto invariante y atractivo, solucion del sistema, es s+x = S, + X,

Respecto a los puntos de equilibrio, no existira lixiviacion y siempre habra al
menos uno con biomasa positiva. Como la entrada contiene células vivas, en
todo momento se mantendra, al menos, una pequena cantidad de especies.

Resolviendo el sistema
0= D (Sin—8) — u(s) =z,

0= D (X —x)+ u(s)x, (8.17)

teniendo en cuenta x = S;, + X;, — s, se obtiene de la primera que

D(SZ - S)

nls) = Sin + Xin — 5

Entonces so6lo existe un unico equilibrio con s* < S;,, como se puede ver en la
Figura 3.12.

Si evaluamos la matriz Jacobiana correspondiente en dicho punto, tenemos

* K -D — MI(S*)x* _M(S*) >
J(s*,x") = % * , (3.18)
(s 27) ( Wt p(st) - D
y sus valores propios A\; = =Dy Ay = pu(s*)— D —p/(s*)z*. Considerando la funcion

de consumo de tipo Monod, tenemos que p/(s*) > 0 y, ademas, como el tinico
punto de equilibrio (s*,2*) que existe en ese caso satisface

Sin — s*

s)y=D—"m %
IU( ) Szn + Xm —s*

tenemos que u(s*) < D, de donde se deduce que ambos autovalores A\; y Ay son
negativos y, por tanto, el punto de equilibrio (s*,z*) sera localmente exponen-
cialmente estable.
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Figura 3.12: Simulacion funciones pu(s) y % para fine: =1, K =02, D =

0.8, Sm =0.2 y Xm =0.2.

Analogamente a como se hizo para el modelo (3.3), puede también demostrarse
en este caso que el unico punto de equilibrio (s*,z*) que se tiene es, de hecho,
globalmente asintéticamente estable.

3.4.2. Pérdida de biomasa

En el modelo (3.3) supusimos que la pérdida de biomasa en el tanque de cultivo
era debida a la extraccion del excedente de material en dicho tanque para lograr
mantener su volumen constante.

Si quisiéramos construir un modelo en el que se tenga en cuenta la posibilidad
de que los microorganismos mueran durante el experimento, queden atasca-
dos o retenidos por un filtro, deberiamos considerar un parametro de dilucion
distinto para la poblacion, D,, con D # D,. El sistema resultara

= D (S s) (o),
d; (3.19)
X = (us)~ D)
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3.4. Otros modelos y ampliaciones

Aunque el eje horizontal si es un espacio invariante del modelo, el conjunto
s+ x=.S5;, no lo es.

El equilibrio de lavado (S;,,0) sigue existiendo y el de biomasa E = (s*, z*) ahora

cumplira que p(s*) = D, y 2* = D(S#_S*) con S;, — s* > 0. En este caso, si evalua-
mos la matriz Jacobiana del modelo en el punto de equilibrio (s*, z*) tenemos
. o —D—M,(S*)JZ‘* _D:c
J(s*,x") = ( (55 Nk (3.20)

que puede tener autovalores complejos con parte real negativa. Utilizando el mé-
todo de las isoclinas no se puede concluir en esta ocasion sobre la estabilidad
global y aqui tampoco sirve el conjunto invariante s + z = S;,. Debemos con-
templar la posibilidad de que existan orbitas que giren alrededor del punto de
equilibrio, motivo que impide que concluyamos sobre la estabilidad global del
equilibrio (s*,z*).

3.4.3. Crecimiento dependiente de la densidad de la poblacion

También necesitamos en algunas ocasiones, motivadas por observaciones de ex-
perimentos reales, hacer uso de funciones de consumo que no sélo dependan de
la concentracion de sustrato, sino también de la de especies, es decir, funciones
del tipo p = u(s,z). En este caso, el modelo de quimiostato resultante vendria
dado como

ds _ D (Sin —s) — p(s,x) x,
ar (3.21)
E: (IM(S,.’IJ)—DI).TJ

Observemos que, en el modelo (3.21), también hemos contemplado la posible
pérdida de biomasa que tratamos previamente en la Seccion 3.4.2.

Este tipo de funciones de consumo dependientes tanto de la concentracion de
nutriente como de la de especies, suele ser utilizado para modelar situaciones
en las que las propias especies inhiben su propio crecimiento. En tal caso, si
la concentracion de especies es muy baja entonces la funcion de consumo se
comporta como una Monod (u(s,x) = u(s,0)), pero dicha funcién decrece a me-
dida que aumenta la concentracion de especies. Esto puede ser producido por
el aumento en la competencia de acceso al alimento o por las toxinas emitidas
durante el ciclo vital de los microorganismos. Este es el motivo por el que a este
hecho nos referimos como inhibicion del crecimiento por aumento de biomasa.

Presentemos algunos ejemplos de esta clase de funciones:

_ HMmaz S 1 s 2 P
v (s, x) = Fpas a7~ Para esta funcion, el valor maximo es

Hmazx
sup u(s,r) = — .
3218 M( ) 1+ JIO‘/l

Podemos ver que este supremo disminuira conforme aumente z.
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Modelo con una especie

Por otro lado, se puede realizar un ajuste yu(s)p(-)x para modelar situaciones
en las que no todos los individuos tengan la misma probabilidad de acce-
so al sustrato. Por ejemplo, si los microorganismos se agrupan formando
floculos, aquéllos distribuidos en la periferia pueden obtener los recursos
necesarios mas facilmente que los situados en zonas internas.

» (s, r) = et Para el valor a = 0 la denominamos Funcién de Contois,

(s, z) = Hmazs

' Kxz+s
Esta funcion no esta definida en (0,0), tiene como maximo fi,., y la cons-
tante de semi-saturacion Kz tiende a O cuando también lo hace =.

El estudio de los correspondientes modelos de quimiostato que se obtienen al te-
ner en cuenta los ingredientes descritos en esta seccion queda fuera del alcance
del presente trabajo, aunque puede encontrarse en [19, Seccion 2.2.3].

3.4.4. Influencia de la densidad del sustrato en el rendimiento

Tiene sentido pensar que al aumentar la proporcion de alimento, los microor-
ganismos tendran mas facil acceso al mismo y, como consecuencia, aumentara
el rendimiento de la reaccion, es decir, Y no sera constante, sino que sera una
funcion creciente dependiente de la concentracion de sustrato.

El modelo de quimiostato resultante en este caso seria

ds

— = D (Sin—5) —Y(s)u(s) z,

g;:: ( ) =Y (s) p(s) 5.22)
7 = W)= Dz

De nuevo, hemos tenido en cuenta en el modelo (3.22) la posible pérdida de
biomasa de la que hablamos en la Seccion 3.4.2.

Referimos a todo lector interesado en el estudio del correspondiente modelo
(3.22) a [19, Seccion 2.2.3].
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Capitulo 4

Modelo con varias especies

En este capitulo consideraremos un modelo de quimiostato en el que distintas
especies de microorganismos compitan por el recurso limitante. Habiendo cons-
truido el modelo de quimiostato para una especie (3.3), introduzcamos ahora un
sistema diferencial que también tenga en cuenta la evolucion de la concentracion
de varias especies, que queda de la forma

n

ds 1i(s)

— = D (Sin —s) — i
7 (S s) ; Y, T
dl’i
dt

(4.1)

= pi(s)x;— Dz, i=1,..,n.

Para esta modelizacion, la evolucion de la concentracion del recurso limitante
dependera de la suma total de los “consumos de sustrato” por parte de cada una
de las especies. En cuanto al crecimiento en la concentracion de cada especie z;,
se considerara que la interaccion directa con el resto de especies no influye en
su desarrollo y, como si se tratara de la uinica especie existente en el medio, solo
dependera del sustrato. De la misma forma que para el caso de una especie en
la Seccion 3.1, asumimos que los rendimientos Y; = 1. Asi, podemos considerar
el modelo (4.2), al que nos referiremos a lo largo capitulo

ds "
=D (Sin —s) — Zuz‘(s) T4,
i=1 4.2)
dx; .
dﬁ = pi(s)x;—Dx; i=1,..,n.

4.1. Funcion de consumo de tipo Monod
En esta seccion, las funciones de consumo y; seran estrictamente crecientes,
para lo que consideramos de nuevo la funcion de tipo Monod

S

©(s) = tmaz TKS
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4.1. Funcién de consumo de tipo Monod

En este caso denotaremos por \;(D) al umbral de crecimiento de la especie i,
para el que se tiene que u;(\;(D)) = D. También recordemos que, como estudia-
mos en la Seccion 3.2.1.1, para que existan posibles puntos de equilibrio debe
cumplirse que D < fimqz-

4.1.1. Puntos de equilibrio

Para anular simultaneamente todos los miembros derechos del sistema (4.2) y
hallar asi los puntos de equilibrio, se pueden dar distintas situaciones:

= El primer caso, en el que ninguna especie esté presente y se tenga z; = 0, Vi.
De esta forma tendriamos s* = S;,, que corresponde con el equilibrio de
lavado Ej.

= Solo una especie esta presente en el equilibrio, con lo que todos los z7 = 0
salvo para un cierto j = i que tiene z; > 0 y que denotaremos como el equi-
librio E;. En este caso podriamos considerar el modelo para una especie
del capitulo anterior (3.3) para el que quedo demostrada la existencia del
punto de equilibrio con biomasa en el caso \;(D) < S;,, donde s} = \;(D) y
x; = Sin, — s hacen posible la existencia de este equilibrio con una concen-
tracion positiva de la especie y que tenga sentido biologico.

= Hay al menos dos especies presentes en el equilibrio que es denominado
como equilibrio de coexistencia. Denotando a las especies en cuestion con i
y j, para este punto se tendra que djj =0y % =0conz; >0y x; >0.De
esta manera, existira s* tal que p;(s*) = Dy p;(s*) = D, lo que implica que
s* = X\i(D) = A\j(D); sin embargo, esta condicion es muy restrictiva y dificil
de conseguir en la realidad.

Para lograr este caso, las funciones de consumo y; y 1; deben cortarse en
otro punto distinto de 0. Este valor sera p;(s*) = p;(s*) = D, es decir, la tasa
de dilucion debe corresponder exactamente con el punto de corte de las
funciones. Esta situacion requiere de una gran precision, complicada de
lograr en la practica, y cualquier variacion en esta tasa de dilucion imposi-
bilitaria el equilibrio de coexistencia. Sucede igual con el caso \;(D) = S;,
en el que coincidirian los equilibrios F; y Ejy.

Para nuestro estudio, s6lo consideraremos aquellas situaciones “no excepciona-
les” en las que los valores de cada \; son distintos entre si y diferentes de S;,.
Esto reduce los casos al equilibrio de lixiviacion Ej y al equilibrio en el que so6lo
esta presente una especie FE;.

4.1.2. Estabilidad local

Como en el capitulo anterior, haremos uso del Teorema 3.2.1, de modo que
hallaremos la matriz Jacobiana evaluada para cada posible punto de equilibrio
y estudiaremos sus autovalores.

= Estabilidad del equilibrio de lixiviacién. La matriz Jacobiana para el caso
Ey resulta de la forma
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Modelo con varias especies

-D —p1(Sin) —p12(Sin) s — i (Sin)
0  wi(Sim)—D 0 . 0
J(Eg)=| 0 0 pi2(Sin) — D 0 : 4.3)
0 0 0 Nn(Sin) - D

La ecuacion caracteristica de esta matriz es (—D—a«) [\, (14i(Sin) —D—ca) =0
y tiene como autovalores oy = —D, negativo, y o; = p;(Sin)—D coni =1,...,n.
Entonces se dan las siguientes posibilidades:

* Si existe algun i = j tal que p;(S;,) > D, el autovalor «; sera positivo y,
por tanto, Ey es un equilibrio inestable.

* Si Vi se tiene p;(S;,) < D, todos los autovalores seran negativos y en-
tonces FEj es un punto localmente exponencialmente estable.

= Estabilidad del equilibrio con una especie presente. Consideremos que
la especie de concentracion x; > 0 es la tiinica existente en el equilibrio y el
resto de z; seran nulas. Denotemos al equilibrio F; = (s}, z}) con ui(s}) = D
y cuya matriz Jacobiana es la siguiente

=D —p(si)et =D —pa(s]) ... —pn(s])
wy(s7)z; 0 0 0
J(Ey) = 0 0 pa(sp) — D 0 . (4.4)
0 0 0 pn(s}) = D

Es posible darse cuenta de que el bloque con las dos primeras filas y las
dos primeras columnas corresponde con la matriz estudiada en el capitulo
anterior y que tendra como autovalores oy = —D, siempre negativo, y a; =
—u(s7)z] que, bajo la condicién A (D) < S, (necesaria para que E; tenga
sentido biol6gico), también es negativo.

El resto de autovalores a; = p(s7) — D con j = 2,...,n seran negativos siem-
pre que A\ (D) < X;j(D), que hara de E; un punto equilibrio localmente
exponencialmente estable. No obstante, si existiera algun j # 1 tal que
Aj(D) < Ai(D) entonces E; seria un equilibrio inestable.

Asi, de forma general, un equilibrio F; bajo la condicién de existencia
Ai(D) < S, es localmente exponencialmente estable si Vj # i se tiene
Ai(D) < X;(D), e inestable si existe j # i con \j(D) < A\i(D).

Para este capitulo consideraremos n especies con distintos umbrales de
crecimiento y que cumpliran que

A(D) < X2(D) < ... < \(D).

En la siguiente tabla se recoge un resumen de la existencia y estabilidad
local de los puntos de equilibrio en las distintas situaciones.

41



4.1. Funcién de consumo de tipo Monod

Sin < )\1(D) )\1(D) < Sm < )\Q(D) )\Q(D) < Sm < )\d(D) Ce )\n(D) < Sm
Ey Estable Inestable Inestable - Inestable
Eq No existe Estable Estable - Estable
Es No existe No existe Inestable ... Inestable
E, No existe No existe No existe . Inestable

Tabla 4.1: Estabilidad de los puntos de equilibrio en las distintas posibles situa-
ciones para una funcién de consumo de tipo Monod.

Asi, la especie que sobrevivira en el medio sera aquella con menor valor umbral
de crecimiento, y el resto de especies tenderan a la extincion.

Para concluir, enunciamos la siguiente proposicion que recoge los resultados de
la tabla anterior sobre la estabilidad local de los puntos de equilibrio.

Proposicion 4.1.1. Para funciones de consumo de tipo Monod j; coni=1,...,ny
Ai(D) que sean diferentes entre si y de S;,,, se cumplira que:

= SiVi se tiene que S;, < \i(D), es decir, todos los valores umbrales son mayo-
res que S;,, solo existe el punto de equilibrio de lavado E, que sera localmente
exponencialmente estable.

= Por cada )\;(D) menor que S;, existira un punto de equilibrio. Sélo serd local-
mente exponencialmente estable el equilibrio que tenga el umbral correspon-
diente asociado mas bagjo, el resto seran inestables. Este fendmeno se conoce
como exclusion competitiva.

4.1.3. Dinamica de la exclusion competitiva entre especies

En la seccion anterior estudiamos las condiciones necesarias para la existencia y
estabilidad local del equilibrio con presencia de especies. Veamos ahora algunos
aspectos sobre la velocidad con la que la especie “ganadora” excluye al resto.

Supongamos dos especies de forma que:

(D) < A2(D).

El sistema (4.2) queda de la forma

ds

=D (Sin — 8) — p1(s) z1 — pa(s) 22,
dx
ditl = pi(s)x1 — Dy, (4.5)
d.%'g
— = — D xo.
7 p2(s) T2 T2
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Modelo con varias especies

Efectuemos el cambio de variable
(87 T, IL’Q) — (37 b7p)7

donde b = z1 + 72 denota a la biomasa total del medio y p = 7' a la proporcion
de la concentracion de la primera especie respecto al total, lo que resulta en el
siguiente sistema

% — D (Sin—5) — (ppa(s) + (1 — p)a(s))b,
% = (ppa(s) + (1 = p)p2(s))b — Db, (4.6
% = p(1 —p)(u1(s) — pa(s)).

Para este sistema el punto de equilibrio E; sera de la forma (sj,z},1). Tiene
sentido considerar la variable p = 1 ya que, como estudiamos anteriormente, en
el equilibrio solo estara presente la especie con menor valor umbral, en este caso
la especie de concentracion x;, y que, por tanto, tendra una proporcion respecto
a la biomasa total de 1.

Veamos lo que sucede segun sea la similitud de las funciones de consumo de las
especies, primero en todos sus valores de s y luego en un entorno cercano a D.

4.1.3.1. Las funciones de consumo son “siempre cercanas”

Cuando las funciones p;(s) y pa2(s) de ambas especies son cercanas, de forma
que es posible describirlas como

pi(s) = pa(s) — e(s),

donde ¢ denota valores pequenos, el sistema (4.6) resulta entonces como

& = D (S 5) ~ (1mals) ~ (1~ p()
D~ () - D)o, @7
% = p(1—p)e(s).

Podemos observar que la dinamica de la variable p es mas lenta que el resto,
debido a que depende directamente de los valores de ¢(s). En otras palabras, la
proporcion de la primera especie respecto al total aumentara mas lentamente
cuanto mas pequeno sea (s), y las funciones p;(s) y pe(s) se parezcan mas.
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4.1. Funcién de consumo de tipo Monod

4.1.3.2. Las funciones de consumo cercanas en un entorno del punto de
equilibrio

Consideraremos ahora funciones de consumo no cercanas para todo s. En un
entorno del punto de equilibrio E; se puede escribir la dinamica de p como

1= p)(p(s) — pa(s))

p(
=<<1 p) = (1= p)*) (1 (s) — pa(s)) (4.8)
~ (1 —p)(p(s1) — pa(s1)),

por ser p ~ 1 en un entorno de Fj.
Una perturbacion cerca de este equilibrio vendra dada por
p(t) ~ 14 (p(0) — 1)e~"*, para todo ¢ > 0,

donde denotamos v = pi(s}) — pa(s}) = D — ua(A1(D)) que, por ser A (D) < Xa(D),
sera siempre positiva.

Asi, la proporcion p tendera a 1 mas lentamente cuanto menor sea v y mas
cercanas sean las funciones de consumo en un entorno préoximo a F;. Es decir,
para una interseccion de p; y p2 muy cercana a la tasa de dilucion D, la primera
especie tardara mas tiempo en alejarse y superar a la segunda.

4.1.4. Estabilidad global
4.1.4.1. Algunos resultados previos
Comencemos el estudio de la estabilidad global con el siguiente resultado.

Proposicion 4.1.2. Sea
A1(D) < min (ml’{l Ai(D), Sm> .
1>

Se verifica entonces que para cualquier condicion inicial (s(0),z1(0),...,z,(0)) con
x;(0) > 0, la solucién del sistema (4.2) cumple que

lfm (5(), 21(t), ..., 2n(t)) = (M(D), Sin — A1 (D), 0, ..., 0).

t—o00

Por otro lado, denotaremos la masa total como
n

m=s+ Z T,
i=1

que tiene como ecuacion diferencial

dm ds " dx;

a dt d
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Modelo con varias especies

que resulta finalmente como

dm

I D(Si — m).
o (S m)

Esta ecuacion tiene como equilibrio m = S;,, para el que se puede demostrar
que es globalmente asintéticamente estable, de forma que cualquier solucion
convergera al conjunto

I= {(s,xl,...,xn) S R’}FH,S—FZ:CI' = S,-n}.
i=1

A continuacioén, presentemos un resultado sobre la no extincion de la biomasa
total, a la que denotaremos como

b(t)=> ;.
=1

Lema 4.1.1. La biomasa total b(t), bajo la condicién min; \;(D) < S;,, cumple
que, para cualquier condicion inicial b(0) > 0, la funcién t — b(t) esta acotada
inferiormente por una constante estrictamente positiva.

Demostracion. La dinamica de la biomasa total verifica la desigualdad

db  ~drp .
i - = Z(uz(s) x; — Duxy) > <miln,ui(s) — D) b.
=1 =1

Puesto que la funciéon de consumo verifica que x;(S;,) > D, existirane >0y n > 0
de forma que se tenga p;(c) > D +¢, Vi 'y Vo > S;, —n. Ademas, como vimos
anteriormente, m(t) converge hacia S;,, con lo que existira un instante ¢ tal que
m(t) > Sin — 4 Vt > .

Ahora, gracias a lo anterior, se tiene que b(t) < 7 para todo t > ¢, y sustituyendo
s=m— Y., x; =m—b, obtenemos la siguiente desigualdad

% = (minstn(o) - o) - ) ott)

> (min L (m(t) - g) - D) b(t).
Aplicando que m(t) > Si, — 3 tenemos
2> (s (Sin =)= D) ().

Por ultimo, teniendo en cuenta p;(c) > D +¢ con ¢ > S;;, —n llegamos finalmente
a que
db

i eb(t)
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4.1. Funcién de consumo de tipo Monod

Por tanto, dado que b es positiva, tenemos que su derivada es creciente, con

lo que la variable b(t) no podra permanecer en b < Z, ni tampoco volver a este
dominio una vez lo haya abandonado. Asi, b(t) estara inferiormente acotada por

la constante estrictamente positiva 2.

O]

Como hemos estudiado, la masa total acaba tendiendo al valor S;,

n

S(f) + ZCL‘Z(t) ~ Szn

i=1
A partir de ahora consideraremos la dinamica del sistema

d:L’i
dt

n
= i | Sin — Zﬂfj x; — Duax;
j=1
en el siguiente dominio
n
Q0= {x = (21, ) ERT: D 2 < Sn}
J=1
ya que s permanece siempre positiva.

Por ultimo, antes de comenzar la demostracion de la estabilidad global, sera
necesario conocer qué se entiende por conjunto w-limite.

Definicion 4.1.1. El conjunto w-limite de un punto xy de D, que denotamos por
w(xp), es el conjunto de puntos y € D, de tal manera que existe una sucesion
tr — +oo tal que x(ty, ro) — y cuando k — +oo.

Proposicion 4.1.3. Un conjunto limite es cerrado e invariante. Si una orbita esta
positivamente acotada, entonces su conjunto w—limite es no vacio, compacto y
conexo.

De esta forma, las soluciones de un sistema diferencial pueden converger fi-
nalmente hacia conjuntos mas complicados, los conjuntos w-limite, en lugar de
tender hacia puntos de equilibrio como en los casos que habiamos estudiado.
4.1.4.2. Demostracion de la estabilidad global para el caso general
Primero, consideremos el conjunto A, dado por
n
A:{$€le$jzsin_>\l}v
j=1
que divide a 2 en dos regiones definidas como
n n
B:{xGQ:ij<Sm—/\1}yC:{xEQ:ij>Sm—)\1}.
j=1 j=1

A continuacion, enunciemos algunos lemas para concluir sobre la estabilidad
global.
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Modelo con varias especies

Lema 4.1.2. EnC, todas las funciones x;(t) son estrictamente decrecientes.

Demostracion. La evolucion de cada especie viene dada por

d(L’Z‘
dt

= (ni(s) = D) z;.

Tengamos en cuenta que las funciones de consumo p;, por ser de tipo Monod
Vi = 1,...,n, son estrictamente crecientes. Sustituyendo ahora con la tendencia
de la biomasa total, queda de la forma

dl‘i &
o = | #ilSin —;fﬂj — D) z;.

Puesto que en la region C se tiene que S;, — Z;;l i < A,

dx;
dt

< (ni(A1) — D)ai,

y, como A; es el menor de los valores umbrales, \; < \;, tenemos que

dﬂ?i
i(ANi) — D)x;.
< (M) - D)a
Sabiendo que p;(\;) = D, se llega a ddx; < 0, es decir, todas las z; son decrecientes
en C. O

Lema 4.1.3. Si la solucién permanece en la region C Vt > 0, entonces converge
hacia FE = (Sm - )\1, 0, .. ,0).

Demostracion. Primeramente, por demostrar en el Lema 4.1.2 que las soluciones
en C son decrecientes y, como consideramos que la solucion permanece en dicha
region, podemos afirmar que

3 lim z;(t) =¢;, Vi=1,..,n.

t—o00

Aplicando la Definicion 4.1.1, tenemos que ¢ es un conjunto w-limite y, por la
Proposicion 4.1.3, es invariante; ademas, ¢ es un punto.

Asi, ¢ sera un punto de equilibrio del sistema (4.2) y c€ CU Fr(C).

Evaluemos los posibles puntos de equilibrio del sistema (4.2), que resolveran
pi | Sim= x| =D| 2= 0, Vi=1,.,n (4.9)
j=1

Recordemos también que consideramos

A< Ay < ... < A\ (4.10)

Estudiemos ahora cuales son los posibles puntos de equilibrio.
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4.1. Funcién de consumo de tipo Monod

= En primer lugar, tendriamos el punto de equilibrio de lavado Ey = (z1,...,x,) =
(0,...,0), en el que todas las especies desaparecen. No obstante, E, no per-
tenece a CU F'r(C).

» También existen equilibrios con biomasa positiva tal que )" ; z; > 0, y para

cada especie i se cumple que

Sin — Zxk = )\; de forma que p;(\;) = 0.
k=1

* Por un lado, podriamos considerar equilibrios con la presencia de mas
de una especie. En estos puntos de equilibrio existiran al menos dos
especies de forma que, para i # j se tiene x; > 0y z; > 0.

Sin embargo, las ecuaciones que tiene que cumplir forman un sistema
incompatible por la condicion (4.10) y tener \; # \;

n
Sin— Y wk = A
k=1

Sm - Zn:xk = )\j.
k=1

Asi que este tipo de equilibrios no serian validos.

4.11)

¢ Por otro lado, existiran equilibrios donde s6lo permanezca una especie
y que denotaremos como FE; tal que z; > 0. Ademas, sea \; < S;, para
asegurar la existencia el punto de equilibrio F;.

Ahora, tengamos en cuenta dos posibles casos en los que considera-
mos la estabilidad local del punto:

- Si ¢ =1, el punto de equilibrio sera E; = (S; — A1,0,...,0).

- Sii # 1, entonces obtenemos el punto de equilibrio E; = (0,...,z7,...,0)
que verifica que S;, —z7 = \; > A1, con lo que E; no puede pertenecer a
CUFr(C).

De este estudio de los posibles puntos de equilibrio del sistema (4.2) se obtiene
como unico candidato Ej, con lo que ¢ = E; y podemos concluir que las solucio-
nes que permanezcan en C tenderan a F;. O

Lema 4.1.4. Si la solucioén entra en la regiéon B, no podra salir de ésta.

Demostracién. Siguiendo los razonamientos de la demostracion del Lema 4.1.2,
consideremos = € A\{E}. En dicha region se tiene que S;, — Y 0_, 7; = A1, y la
dinamica de cada especie resulta

d:Ei
dt (i(A1) )x

Asi, por ser \; < \; ¥ pi(Ai) = D, se llega a que

dxi
dt

< ([Ll(AZ) - D)$1 =0.
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Por tanto, sobre el conjunto A todas las funciones z; son decrecientes, con lo
que una soluciéon que atraviese el conjunto A debe proceder del conjunto C vy,
por tanto, nunca podra haber soluciones que abandonen 5. O

Lema 4.1.5. Cualquier solucion con una condicion inicial en B tiende hacia ;.

Demostracion. Como demostramos en el Lema 4.1.4, las soluciones que entren
en B no saldran de esta region. Aqui la dinamica de x; sera
dl‘l

ﬁ > (Nl()\l) — D)l‘l =0, (4.12)

gracias a que Si;, — Y7 2 > A en By (M) = D,

Asi, en B se tiene que z; es creciente y esta acotada superiormente por S;, — A1,
con lo que podemos entonces afirmar que existe lim; o, z1(t) = ¢; > 0.

Podemos denotar como w al conjunto w—limite de z(¢), que sera no vacio, debido
a que la solucion permanece en 5. Ademas, dicho conjunto w debe estar conte-
nido en B o bien en Fr(B) y debe ser invariante, gracias a la Proposicion 4.1.3.
En conclusion, tenemos que

wC{reBUA:z1=c1}. (4.13)
Ademas, como w es invariante y x; es constante en w, tenemos

wC{xEBUA:d;tlzo}z{xGBUA:xleorl‘eA}. (4.14)

De esta forma, por (4.13) y (4.14), se tiene que w C A, ya que ¢; > 0. Sin embargo,
{E\1} es el unico conjunto invariante contenido en A, con lo que w = {F;}. Asi,
todas las soluciones que parten de 3 convergen a F;. O

Para concluir, si partimos de un dato inicial en C, donde las soluciones son
decrecientes, podemos tender al punto de equilibrio £; o entrar a la region B.
Asimismo, una solucion en B no podra salir de ella y acabara convergiendo a
FE;. Con estos lemas se demuestra que cualquier solucion con condicion inicial
estrictamente positiva tiende hacia el equilibrio E;, que sera globalmente estable.

4.2. Funcion de consumo de tipo Haldane

En esta seccion consideraremos las funciones de consumo de tipo Haldane que,
como estudiamos para el modelo de una especie, vienen descritas por la expre-
sion

S

H(s) = o ———.
s+ Kot 5

Primero, en nuestro caso con varias especies definimos el conjunto de crecimien-
to como A;(D) = {s > 0 : p(s) > D}. Cuando A; sea no vacio, se tendra que
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4.2. Funcion de consumo de tipo Haldane

inf A;(D) = X\;(D) y sup A;(D) = X\;(D), aunque para algun caso \;(D) puede ser
+00. Podemos entonces escribir A; como A; = (X\i(D), \i(D)).

En el caso Haldane el conjunto A; sera no vacio siempre que se cumpla la con-
dicion D < méaxg>o pu(s).

4.2.1. Puntos de equilibrio y estabilidad

Como en el estudio para funciones monoétonas, las situaciones en las que los
valores \;(D) 6 \;(D) coincidan con valores \;(D) 6 \;(D), respectivamente, se
consideran situaciones excepcionales. De la misma forma pasa si \;(D) 6 \;(D)
es igual que S;,, en la practica es muy dificil lograr y mantener exactamente
estos valores.

Asi, los equilibrios que consideraremos seran el de lavado Ej y aquellos con
especies que cumplan y;(s) = D. Siguiendo un analisis similar al de la Seccién
3.2.2.2 se obtiene que

» FE es localmente exponencialmente estable cuando A;(D) > S;,.

» Si (D) < Sy, existira el equilibrio E;, pero tiene como autovalor —u}(5;*)z} >
0 y, por tanto, sera un equilibrio inestable.

» Si \(D) < S;y, existe el punto de equilibrio E; tal que s} = \;(D) y z} = Sip, —
s;. Este equilibrio sera localmente exponencialmente estable si p;(s}) < D
Vj # i. Como consecuencia, el equilibrio E;+ (aquel cuyo umbral de creci-
miento asociado sea menor) es estable y esta vez también lo seran aquellos
equilibrios E; con i # i* cuando s} = )\;(D) no pertenezca a ningiin conjunto
A;j(D) con j # i. Esto significa que la unién de todos los A;(D) no puede ser
un solo intervalo, sino una unioén de, al menos, dos intervalos disjuntos.

4.2.2. Exclusion competitiva

Denotemos el siguiente conjunto
E(Sin, D) = | J Ai(D) N[0, Sin].

i=1

Por un lado, si S;, ¢ &, el equilibrio Ej sera localmente exponencialmente estable.
Por otro lado, cuando S;, € £, existira un equilibrio estable con especies por cada
intervalo disjunto de £.

En otras palabras, siempre que el valor S;,, pertenezca al conjunto de crecimiento
de alguna de las especies, existiran tantos equilibrios estables con biomasa como
intervalos disjuntos haya.

Si el sistema tiene varios equilibrios estables, el equilibrio alcanzado dependera
de la cuenca de atraccion a la que pertenezca la condicion inicial de la solucion.
De esta forma, si los conjuntos de crecimiento de distintas especies tienen in-
terseccion vacia, la especie que prevalezca dependera de los datos iniciales; y si
la interseccion es no vacia, la especie del conjunto con el umbral de crecimiento
mas bajo “ganara” al resto.
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4.3. Simulaciones numéricas

En esta seccion incluimos algunas simulaciones numéricas que sirvan para ilus-
trar los resultados y conclusiones del modelo de quimiostato con varias especies.
En este caso nos basaremos en un modelo con dos especies.

Las graficas mostraran, en primer lugar, las funciones de consumo de ambas
especies, en las que la funciéon de color azul correspondera con la primera espe-
cie, z1, y la de color rojo con la segunda, z2. También, se senalan los puntos mas
importantes de cada una, en color rojo los valores umbrales correspondientes y
en verde los del parametro S;,.

Por otro lado, se incluye un grafico con la evolucion temporal de las concen-
traciones del sustrato s, la primera especie z; y la segunda especie x3, esto
sobre un intervalo de 50 unidades de tiempo y con unas condiciones iniciales
(s,z1,22) = (0,0.2,0.2). La evolucion de las concentraciones del sustrato, de la
primera especie y de la segunda especie, corresponderan a las graficas verde,
azul y roja, respectivamente.

Dividiremos estas simulaciones numeéricas en dos apartados, segun si su tipo
de funcion de consumo es Monod o Haldane.

4.3.1. Simulaciones para el tipo Monod

Para la primera de las simulaciones con funciones de tipo Monod, tendremos
para la especie x; una funciéon de consumo con los parametros pu,,, = 1y
K; = 0.2 y para la segunda especie z2 con pus, .. = 1.2y Ky = 0.2. Se tienen
también los valores D = 0.65 y S;;, = 0.2. En este caso u1(Sin) < p2(Sin) < Dy
podemos apreciar en la Figura 4.1 como se tiende al equilibrio de lavado Ej y
ambas especies desaparecen.

variable

—x2

value

5 2l D) (D)

Cj'_ 0.2 Dj} 3:4
# t
(a) Funciones de con-
sumo para el caso (b) La concentraciéon de sustrato se estabiliza en 0.2 y las
p1(Sin) < p2(Sin) < D. especies en O.

Figura 4.1: Evolucion temporal de las concentraciones de sustrato y especies
para la funcién de consumo Monod en el caso u1(Si,) < p2(Sin) < D.

Supongamos ahora D < p;(Si,) < pe(Sin) con D = 0.65y S, = 0.6, con las mismas
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4.3. Simulaciones numéricas

funciones de consumo tal que py,,,, =1, K1 = 0.2, p,,,, = 1.2y Ko = 0.2. Para
estos valores tenemos que \y(D) = 0.236 < A\;(D) = 0.371 y podemos observar en
la Figura 4.2 que se tiende a un equilibrio con la especie de menor valor umbral
de crecimiento, en este caso xs.

variable

value

|
|
|
|
|
|
I
|
|
ALY s,

T
0.5

(a) Funciones de consu-
mo para el caso D < (b) La concentracion de sustrato se estabiliza en 0.237, la
w1 (Sin) < p2(Sin)- especie x5 en 0.361 y 27 en O.

Figura 4.2: Evolucion temporal de las concentraciones de sustrato y especies
para la funciéon de consumo Monod en el caso D < u1(Si) < p2(Sin).

Atendamos ahora la situacion en la que se tienen funciones de consumo con
valores muy similares. De nuevo para D = 0.65y S;, = 0.6, y ahora las funciones
con parametros uq,,,, = 1, K1 = 0.2, ps,,.., = 1.01 y Ko = 0.2. Podemos ver en la
Figura 4.3 que las graficas de consumo son muy cercanas y que la especie z3 se
“separa” mas lentamente de z;. Cuanto mas parecidas sean estas funciones de
consumo, el equilibrio se alcanzara en un tiempo mayor.

variable
x1

—x2

value

T T
0.2 0.4 0.6

Ll

(a) Funciones de consu-
mo cercanas para el ca- (b) Las concentraciones de sustrato y de las especies se es-
0 D < p1(Sin) < p2(Sin).  tabilizan mas lentamente.

Figura 4.3: Evolucion temporal de las concentraciones de sustrato y especies
para funciones de consumo Monod cercanas, en el caso D < p1(Sin) < p2(Sin)-
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4.3.2. Simulaciones para el tipo Haldane

Consideremos el caso de dos especies, es decir, £ = (A1(D)U Az(D)) N [0, Sip].
En la Figura 4.4, £ es un intervalo que contiene a S;,, donde las funciones
Haldane tienen parametros m;, = 5, K1 = 0.5, I1 = 0.2, mg, = 5, K = 0.1y
I, = 0.05. Escogemos D =1y S;, = 0.5. Bajo estas condiciones so6lo sera estable
un equilibrio con la especie de valor umbral mas pequeno.

variable

value

t

(a) Funciones de consu- (b) La concentraciéon de sustrato se estabiliza en 0.029, la
mo con £ un intervalo. especie o en 0.470 y z; en O.

Figura 4.4: Evolucion temporal de las concentraciones de sustrato y especies
con funcion Haldane en el caso en el que £ es un intervalo.

En la Figura 4.5, £ estara formado un intervalo y S;, ¢ £. De nuevo, usamos
my, = 5, K1 = 0.5, I) = 0.2, mg, = 5, Ko = 0.1y I, = 0.05, y escogemos ahora
D =0.65y S;, = 1.5. Aqui se da la bi-estabilidad entre los equilibrios estables Ej
y E5, pudiéndose apreciar la tendencia a Fj.

variable

value

t

(a) Funciones de consu-
mo con £ un intervalo (b) La concentraciéon de sustrato se estabiliza en 1.5 y las
que no contiene a S;,. especies en 0.

Figura 4.5: Evolucion temporal de las concentraciones de sustrato y especies
con funcion Haldane en el caso en el que £ es un intervalo y no contiene a S;,.

53



4.3. Simulaciones numéricas

En el ultimo caso, £ esta formado por tres conjuntos disjuntos. Las funciones de
consumo vendran dadas por los parametros m;, = 5, K1 = 0.5, I1 = 0.2, my, = 5,
Ky =0.1y I, =0.05y se tendra D = 1.15y S;,, = 0.6. Para este caso los equilibrios
Ey, E1 vy E» seran estables y habra tri-estabilidad, asi que la tendencia a uno de
ellos dependera de las condiciones iniciales y las cuencas de atraccion de cada
uno. En la Figura 4.6 se puede apreciar el fenomeno, sobre estas condiciones
las soluciones convergen al equilibrio E;.

variable
x1

—_—x2

value

(a) Funciones de consu- ‘ ' ' t
mo con £ siendo dos in-
tervalos disjuntos a los (b) La concentracion de sustrato se estabiliza en 0.225, la

que no pertenece S;,. especie z; en 0.374 y x5 en O.

Figura 4.6: Evolucion temporal de las concentraciones de sustrato y especies
con funcion Haldane en el caso en el que £ esta formado por dos intervalos
disjuntos a los que no pertenece S;,.
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Capitulo 5

Analisis de impacto

En este capitulo se analizara el impacto de los resultados del presente traba-
jo en relacion con los Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS) de la Agenda
2030. Estos objetivos, aprobados por la Asamblea General de la ONU en 2015,
constituyen 17 propuestas sostenibles a cumplir por 193 paises antes de 2030.

Los modelos de quimiostatos, desde su invencion como dispositivos de laborato-
rio para controlar el crecimiento de cultivos bacterianos, se utilizan en numero-
sas situaciones, dada la cantidad de aplicaciones que tienen, como el tratamien-
to de aguas residuales, la produccion de biogas, la produccion de antibiéticos
y el tratamiento de microorganismos genéticamente alterados, entre otras mu-
chas.

De esta forma, podemos advertir la estrecha relacion
de este Trabajo Fin de Grado con varios de los objeti-
vos de la Agenda 2030. En primer lugar, este trabajo
esta relacionado con el Objetivo de Desarrollo Sosteni-
ble numero 6, “Agua limpia y saneamiento”, concreta-
mente con la meta 6.3 (ver [33]):

AGUA LIMPIA
Y SANEAMIENTO

“Mejorar la calidad del agua reduciendo la contamina-
cion, eliminando el vertimiento y minimizando la emi-
sion de productos quimicos y materiales peligrosos, re-
duciendo a la mitad el porcentaje de aguas residuales
sin tratar y aumentando considerablemente el reciclado y la reutilizacion sin ries-
gos a nivel mundial.”

Recordemos que los quimiostatos pueden ser utilizados para el tratamiento de
aguas residuales. De esta forma, con el estudio de modelos como los presentados
en el Capitulo 3 y en el Capitulo 4, se puede alcanzar y mantener un crecimiento
optimo de la poblacion de bacterias usadas para este proposito.

También del mismo modo, estos cultivos controlados de microorganismos se
pueden utilizar para la produccion de energias renovables, por ejemplo, biogas,
lo que esta directamente relacionado con el Objetivo de Desarrollo Sostenible
numero 7, “Energia asequible y no contaminante”, y, mas especificamente, con
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la meta 7.a, que fomenta la investigacion y las nuevas tecnologias para lograrlo

(ver [33]):

“Aumentar la cooperacion internacional para facilitar el
acceso a la investigacion y la tecnologia relativas a la
energia limpia, incluidas las fuentes renovables, la efi-
ciencia energética y las tecnologias avanzadas y me-
nos contaminantes de combustibles fosiles, y promover
la inversion en infraestructura energética y tecnologias
limpias”.

Por otro lado, como hemos mencionado anteriormente,
los quimiostatos pueden ser utilizados para la produc-
cion de antibioticos y para el estudio de los microor-

ganismos genéticamente alterados. Este hecho esta relacionado completamente
con el Objetivo de Desarrollo Sostenible numero 3.b, “Salud y bienestar”, donde

la meta expone (ver [33]):

“Apoyar las actividades de investigacion y desarrollo
de vacunas y medicamentos para las enfermedades
transmisibles y no transmisibles que afectan primor-
dialmente a los paises en desarrollo y facilitar el acceso
a medicamentos y vacunas esenciales...”

En conclusion, queda plenamente justificado el estu-
dio de modelos de quimiostato que se realiza en es-
te trabajo, dada la cantidad de aplicaciones que €stos
tienen, no solo en areas de Matematicas, sino en otras
muchas como Biologia, Ecologia e incluso en la indus-
tria.
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