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Capitulo 1

Interpolaciéon polindmica en un intervalo de
la recta real

1.1 Polinomio interpolador de Lagrange

Sea la funcion f : [a,b] — R. Buscamos aproximarla a partir de sus valores en ciertas coordenadas
{zi}i—g1 .., C la,b]. Usaremos la notacion f (z;) = f; parai=0,1,--- ,n:

i ‘.71:0 ry Tn

f(l“)‘fo i o Ja

Elegimos aproximar la funcién mediante un polinomio p, (z) = >, a;2*. Buscamos por tanto
un polinomio de grado n. Para ello debemos obtener n+1 incognitas a;. Obsérvese que disponemos
de n + 1 datos de la forma f (z;) = f; parai=0,1,--- ,n.

Se obtiene un sistema lineal de n + 1 ecuaciones y n + 1 incognitas:

DPn (iUU) = a0+a1x0+a23¢3+... +an$8 _ fO
DPn ($1> = ag + a1y +CL2$%—Q—-~ +anx711 — fl

P (T,) = ag + a1, + axx® + - + a2 = f,

El sistema lineal anterior puede expresarse matricialmente mediante la llamada matriz de Vandermonde:

2 n
1z x5 -+ Qo fo
1 oy 2% -+ 2 aq fi
1 2 n f
Tn X, Xy, Qn n
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1
— f(x)
S 2 e N p(x)
0,5
0’ (x5, )
-0,5 '.’ “‘
Extrapglacion Interpolacion E}(‘t}ﬁeolacjo'n 1
—1 f ) :" ) ) ) ) ) ) ) ) ) ) R ) )
-0,5 0 0,5 1 1,5
X

Figura 1.1: Interpolacion de una funcion f (x) dados 3 nodos.

Ejemplo: fl(l;) g ; Al ser n = 1 se trata de una recta. Resolviendo el sistema trivial, se

obtiene la solucién

pr(z)=3—x
ml
. oz |0 1/2 1 B )
Ejemplo: fi‘3 9/1 2 po () = ag + a1z + asx*.
p2(0) =ap=3 ap =3 ap =3
P2 (05) = Qo + alé + CLQA—I1 = % 2&1 + a9 = -3 a; = —2
p2(2):a0+a1+a2:2 a1+a2:—1 CL2:1

La solucion es la parabola py () = 3 — 2z + 2%, A continuacion se muestra un pequeino codigo
OCTAVE para resolver el problema:

x = [0; 1/2; 1];

f = [3; 9/4; 2];

A=T[1x(1) x(1)"2; 1 x(2) x(2)°2; 1 x(3) x(3)"~2];
a = A\f

LCon este simbolo () denotamos el fin de un teorema, proposicién o ejemplo.
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p = @(x) a(1)+a(2).*x+a(3).*x."2;
xi = -0.5:0.1:1.5; figure(l);
plot(x,f,’0’,xi,p(xi));
|
Teorema: Sean {xi}i=0,1,---,n CRy {fi}¢=0,1,---,n C R con z; # z; si i # j. Entonces existe
un tnico polinomio p, (z) de grado menor o igual que n que verifica que p, (xz;) = f; para todo
i=0,1,--,n. v
Demostracion:
Existencia: Sea
Ini (v) = T (7 =) (1.1)
J#i
Es facil comprobar que la expresion anterior es equivalente a

n T — Ty
L (2) :Hx'_m.
j=0 " J

JF#i

Observamos que I, ; (z;) = d;; con 0 < 7,5 < ny que l,; (z) es un polinomio de grado a lo
sumo n. Entonces podemos expresar el polinomio p,, (x) de la siguiente forma

pn(x) = Z filn,i (x) (1.2)

vaque p, (x;) = f; v pn (x) es un polinomio de grado igual o menor que n (al ser suma de polinomios
de grado < n).
Unicidad: Supongamos que ¢, () es un polinomio de grado < n tal que ¢, (x;) = f; para todo
0 <i<mn. Sear,(z)=np,(z)—q,(x), entonces r, (z;) = 0 para todo 0 < i < n. Pero como r,
es un polinomio de grado < n y tiene n + 1 raices distintas, necesariamente r, (x) = 0 para todo
z € R. Por tanto queda demostrado que p, () = ¢, (x) para todo = € R. 02
Observaciones:

1. A los puntos {z;} se les llama nodos de interpolacion.

2. Alos polinomios [, ; () se les denomina polinomios interpolantes de Lagrange, y son linealmente
independientes®.

3. Al polinomio p,, (z) = Y1, filn; (x) se le denomina polinomio interpolador de Lagrange.

2Con este simbolo () denotamos el fin de una demostracion.
3La tinica solucion del sistema lineal > . a;l,; (z) = 0 Vz es la solucion trivial a; = 0 para todo 0 <i <n

10
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4. Cuando n = 1,2 6 3 hablamos de interpolaciéon lineal, cuadrdtica o cibica respectivamente.

5. Suponiendo que gy < 1 < -+ < T,, entonces si x € (xg,x,), el valor p, (r) se conoce como
valor interpolado, mientras que si x < xg 0 x, < x, se dice que p, (z) es valor extrapolado.

6. Si g () es un polinomio de grado m tal que m < n, entonces el polinomio interpolador de
dm (), pn (x), coincide con gy, (). a

i |0 1/2 1

7. ‘ 3 9/ 2 Los polinomios interpolantes del Lagrange del ejemplo anterior son

Ejemplo:

b (2) = ((“g = %g Eg: 11)) —2(r—1/2)(x 1)

(z = 0) (z—1)
b = aa ooy - ey
lao (7) = (z=0)(x=1/2) =2x(x—1/2)

(1-0)(1—-1/2)

Y el polinomio interpolador se puede expresar como combinaciéon lineal de dichos polinomios
interpolantes mediante los coeficientes f;:

9
y%) (.Z') = 3[2,0 (SC) + 11271 (I) -+ 2[272 (SL’) =

3 1 1
6<x2—§x+§)—9(x2—x)+4<x —§x>:

x> — 2 +3
va|

Otra forma de obtener el polinomio interpolador es utilizando la formula o método de Newton:
Pn () =bo 4+ b1 (x —x0) + o (x — o) (. — 1) + -+ bp (x —x0) (x — 1) -+ (T — 1)
Asi, podemos obtener los coeficientes b; de una forma sistemaética empezando por by:
P (20) = bo = fo = f(x0) := f[x0] = bo = f [x0]
Una vez obtenido el término independiente, podemos obtener b;:

P (1) =bo+ b1 (21 —20) = fLr = b1 = Q:Q) = [ [zo, z1]

11
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Y de forma similar, calculamos bs:

D (x2) = b + b1 (w2 — xg) + ba (2 — x0) (2 — 1) =

by = (fo — fo— f 70, 71] (2 — 70)) ! _

(22 — w0) (22 — 71)

<f2_f1+fl_foxl_xo—f[xo,xl]xQ_m(J) 1 _

To — T To — X1 X1 — X To — I o — Xy

T1 — XTg — T2 + X 1
L2 — Lo

(f (21, 2] + f [w0, 71]

To —T1

Y finalmente obtenemos

/ [96’1,902] - f [$0>371]
To — X

by =

= f[xo, z1, x2]

En general, se define la k-ésima diferencia dividida de f, y la representamos por DDy, del
siguiente modo:

e Diferencia dividida de orden 0: f [x;] := f (z;) = fi
_ flrin] = flz]

e Diferencia dividida de orden 1: f[x;, x;41] := T = I

ST, Tigo] — f [T, 0

e Diferencia dividida de orden 2: f[x;, x;11, Zi40] :=

Tito2 — T4
e Diferencia dividida de orden k:
 flmin e, k] = T, Tk
f[xiaxi—i-l;"' 7xz'+k] =
LTitk — Ty

Se puede demostrar que
Pn (x) =f [xo] +f [1'075151] ($ - xo) +f [xo,ffl,%] ($ - $0) (I - $1) + -

oot flro,m, e, ) (T — o) (2 —21) - (2 — 1)

El célculo de estas diferencias divididas puede simplificarse a través de la tabla de diferencias
divididas de f en xq, 1, ,Tp:

12
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T; DDy DDy DDs DDs . DD, _4 DD,

To fo [ w0, 1] f o, x1, 2] [ lzo, w1, 22, 23] flwo, - son-a] | flwo, - 2]
Ty i [ w1, 2] [z, z2, 23] [, 22, 23, 14) SRR R S PR

T2 fa [ 2, 23] [ lz2, 23, 4] [z, w3, 24, 75]

x3 JE! [ lx3, w4 [ 3, 24, x5] fl ]

Tp—3 fn73 f[mnfl’nmnfﬂ f[l’n,3,$n,2,xn,1] f[xn73a$n727xnflaxn}

Tn—2 fn—2 f[xn—27xn—l} f[xn—Q;zn—hxn]
Tn—1 fn—l f[xn—la'rn]
Tn fn

Notese que aunque solo necesitamos los valores de la primera fila, correspondientes al nodo x,
es necesario calcular toda la tabla mostrada. Esto es debido a que los valores de la columna j se
calculan usando los valores de la columna anterior j — 1.

Ejemplo: Sea la funcion f (z) = 2* — 22° — 2% + 42 — 3. Calculemos el polinomio interpolador
z|-1 0 1 2
fil -5 =3 -1 1

de Lagrange que pasa por los puntos . Para ello, obtenemos los polinomios

interpolantes:
lso (z) = (_(1‘75__0?((_561__11))(?3__12_) 5= —éx (z—1)(z—2)
b o) = o e = 3 @ D= =2)
ba (@) = 2311351 —8))51 22)) - _%x(IJF Dz=2)
las () = ((?4;1;(( 8;&5:11)) grler@=1)

Y finalmente el polinomio interpolado sera

D3 (.QT) = —5[370 (.CE) — 3[371 (.CE) — l372 (.2?) + l373 (a:) .

Usemos ahora la formula de Newton. Para ello construimos la tabla de diferencias divididas.

€X; DDO DD1 DD2 DD3
-1] =5 2 0 0
0 -3 2 0

1 -1 2

2 1

13
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2
0
"""""""" (x5, 13)
L. o2x°-x° +4x-3 -3.151(x
2x-3 — -l3(x)
) ]3,;(X)
-1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2
b's
Figura 1.2: Polinomio interpolador de Lagrange como suma de polinomios interpolantes.
Y el polinomio interpolado sera
ps(x)==5+2(x+1)4+0(xz+1)(x—0)+0(z+1)(z—0)(x—2) =
ps(x) =22 —3
|

Ejemplo: Sea la funcion f(z) =

pasa por los siguientes puntos:

-1

1 2

fil1/5 1/2 1/2 1/5

Calculamos la tabla de diferencias divididas, y posteriormente el polinomio interpolante.

Z; DDO DD1 DD2 DD3
—2 1/5 | 3/10 | =1/10 | 0
—1] 1/2 0 |-1/10
1] 1/2 | =3/10
2 | 1/5
1 3 1
ps(:c):g+1—(a:+2)—1—0(a:+2)(x+1): —

14
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vl

Ejemplo: Programar un codigo en MATLAB/OCTAVE que calcule el polinomio interpolador

de Lagrange de la funcion f (x) = 1/ (1 + 252?) en el intervalo [—1, 1] con nodos equiespaciados
Tiv1 — T3 = 0.1.

f=0(x) 1./(1+25*x.~2);

x = -1:.01:1;
xi= -1:.1:1;
yi=f(xi);

p=0%x;
for i=1:length(xi)
1i=0*x+1;
for j=1:length(xi)
if i7=j
1i = 1i.x(x-xi(§))/(xi(1)-xi(j));
end
end
p = p +yi(i)*1i;
end

plot(x,f(x),x,p,xi,yi,’0?)
grid
axis([-1 1 -1 2])

vl

1.2 Férmula de error del polinomio interpolador de Lagrange

Teorema: Sea f : [a,b] — R una funcion de clase C"*! y sea {z;},_,, ., C [a,b] con x; # x; si
i # j. Entonces para cada z € [a, b] existe un ¢, € [a, b] tal que

(# — @) (2 — 1) (T —29) - (& — Tn)
f(z) =pn(z)+ (1n 1) f( ) (cz) (1.3)
donde p, es el polinomio interpolador de Lagrange para los nodos dados. v

Demostracion: Sea = € [a,b]. Si z es igual a algin z;, se demuestra trivialmente, pues
f (z;) = pn (x;) vy para cualquier valor ¢, el dltimo sumando es cero.

Sea x # x;. Llamando a la funcion w (z) = [[_, (z — z;) definimos la funcion F : [a,b] — R
como

F(z) = f(z) = pn(2) = Aw (z)

15
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tomando A tal que F' (&) = 0 para algin & # x;, es decir,
f (&) —pn (2)

A= 1.4
S (1.4)
ComoVi=0,---,n= f(x;) =pn(zx;) y w(z;) =0 se demuestra trivialmente que F (z;) = 0. Por

tanto F' (z) tiene n + 2 raices en [a,b]: n + 1 correspondientes a {z;} y una méas &. Aplicando el
teorema de Rolle? de forma sucesiva:

F tienen + 2 raices en |a,b] | T.Rolle
F e ™" ([a,b])

F' tiene al menos n + 1 raices en |a, b T. Rglle
F' € C™([a,b])

F" tiene al menos n raices en [a,b] | T.Rolie
F" e C" ' ([a,b])

F" tiene al menos una raiz en [a, b

Sea ¢, € [a,b] tal que F"*V (c,) = 0. Entonces derivando de forma sucesiva F (z) obtenemos
FUD () = 0 (2) = pi* () — ™Y () (1.5)

Como p,, es un polinomio de grado n, su derivada n + 1 es la funcién nula. Se puede comprobar
ademas que w™* (z) = (n+1)!. Sustituyendo el valor de ), ecuacion (1.4), en la expresion

anterior (1.5)
f (@) = pn (%)

w(2)

0= f(n+1) (Cm) _

Despejando f (&) obtenemos la expresion (1.3), con lo que el teorema queda demostrado. O
Observaciones:

(n+1)!

e El polinomio de Taylor ¢,, centrado en xy de la funciéon f tiene similitudes con el polinomio
interpolador de Lagrange de la expresion (1.3):

L0 Zo i (n+1) Cy n+1
=S ) + R e = )+ )

pues f () también se puede expresar mediante el polinomio interpolador de Lagrange como

1) = pa o) 4 OISR L 100 ) 0] 4 B ).

4Sl f :a,b] = R es una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b], diferenciable en el intervalo abierto (a,b)
f (a) = f (b) entonces existe al menos un punto ¢ € (a,b) tal que f’ (c) = 0.

16
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e Definimos el error del polinomio interpolador de Lagrange como E, (z) := f(z) — p, ().
Usando la expresion (1.3) podemos acotar el error del siguiente modo

B @ =17 ) = 0 @) £ 5 (g o @)]) (g [0 @) (10

z€[a,b] z€[a,b]

e Silos nodos {z;}y<;c, C [a,b] estan equiespaciados®, es decir g < 11 < - ++ < Tp y Tip1 —T; =
h > 0, la funcién w (x) puede simplificarse de la siguiente forma

w(:t:)zﬁ (x — ;) ﬁ x — xo — ih) :ﬁ th —ih) _hnHH(t_i):hnﬂg”(t)
=0 =0 =0

1=0
(1.7)
donde t = % v gn (t) = [[i-, (t —4). Notese que t € [0,n]. De esta forma, la expresion
del error (1.6) puede acotarse del siguiente modo:

B @] =15 )~ 0 < ey (s b 01) (may 170 @)

(n+ €la,b]

e Es facil comprobar que si f € C"*' ([a,b]), {i}o<icp, C [a,0]:

1 h2 "
— Vz € [xg,21], n = 1: maxeo,1] |91 ()| = 1 = B (2)] < 5 MaXye(q) | f (m)|
2 3 h3 2
— Va € [m0, 12], n = 2: maxe(o |92 ()| = %_ = |Ey (2)] < ﬁmaxxeab] |/ ()]
h4
— Va € [0, 23], n = 3: maxcog |93 (1) =1 = |Es5(x)] < 57 MaXaefo, | f@ (2)] vl

Los polinomios de Chebyshev de primera especie T, (z) se definen recursivamente mediante:
1

()
(2) =z
T (z) =22T, () = Tq () n>1

=5

Puede comprobarse que en el intervalo [—1, 1]
T, () = cos (narccos (z)) n > 0. (1.8)

Ya que®
To (z) = cos(0) =1

5También se pueden expresar los nodos como z; = g + ih para todo 0 < i < n.
6cos (o £ B) = cosacos B F sin asin 3
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' ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ' ! ! ! L L B ! F
1.0 o n=0 3
0.5 1
:: w2/ |13
= 2 E
- n=3 -
o5k n=5 E
1.0 E
| | | P L | | |
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X
Figura 1.3: Polinomios de Chevyshev de primera especie n = 0,1,--- ,5 en el intervalo [—1, 1].

T (x) = cos (arccosx) = x

Tn+1 (l‘)

co
T, 1(z)=c

((n 4 1) arccos ) = cos (narccos z) x — sin (n arccos ) sin (arccos ) }
0

((n — 1) arccos x) = cos (narccos x) x — sin (n arccos x) sin (arccos x)

Toi1 () + Ty (x) = 22T, ()

S
S

Utilizando la expresion (1.8) podemos evaluar los polinomios de Chevyshev en ciertas coordenadas
x € [—1, 1] para cualquier n > 0:
T, (2)

(z)[ <1
21+ 1
Tn(cos<z+ 7r>>:0 0<i1<n
2n

T, (Cos (%w)) = (1) 0<i<n

Por tanto, las raices de T},,1 son

21 +1
T; = COS s ™ 0<1t<n,
2n + 2

y asi

Ty (z)=2" H (x —2;) =2"w ().

=0

18
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Puede comprobarse el factor 2" en la expresion anterior obteniendo de forma explicita los primeros
polinomios de Chevyshev:

Ty (x) =22% -1
Ty (z) = 42% — 3z
Ty (z) = 8z* — 8x? + 1

T, () = 2" 'a™ + - -

Utilizando la expresion (1.6), si [a,b] = [—1, 1] obtenemos
B ()] < o (max |00 (a) (19)
" 27 (n+ 1)! \2el-1,1] ' '

Puede probarse que ninguna otra elecciéon de nodos {xi}i:o,1,...,n mejora esta cota por el siguiente
teorema.
Teorema: Si p es un polinomio ménico” de grado n, entonces

p(@)] > —
max X
z€[—1,1] P — 2n-1

a
Es decir, maxge—1 1] |w ()| toma el valor mas pequefio posible con esta eleccion de nodos.
Observacién: Podemos extender la expresion (1.9) a intervalos diferentes al [—1,1]. Para
ello supongamos que la funcion f es una composicion de funciones de la forma f (z) = h(g(x))
donde g (z) = a + bz es una transformacion afin con a,b € R constantes. Veamos que la formula
general del error de interpolacion (1.3) adopta la misma forma tras la transformacion afin. Como
fO+D) () = b+ +) (g (1)), haciendo el cambio de variable y = a + bx obtenemos

(x —x0) (x — 1) (T — ) -+ (T — Ty,)

En () = (n+1)!

f(n—l—l) (Cx) _

B, () = (Y= 50) (v =4) (¥ —92) - (Y = Yn) , ()
(n+1)!
Por tanto, la formula de error (1.9) adopta la misma expresion si distribuimos los nodos calculados
en el intervalo [—1, 1] en otro intervalo segtn la transformacion g (z):

(a+b-cy)

1 1
E, < h(n+1) .
2012 g2y (e P O

7p (1’) =x" + anflxn_l +---t+ a1+ ag

19
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1.3 Polinomio interpolador de Hermite

Sea f : [a,b] — R. Buscamos aproximar la funcién f a partir de los valores de f y los valores de
sus derivadas en unos ciertos nodos {z;},_q, .., C la,b].

Definicién: Sean f,g : [a,b] — R con f,’g ecm ([a,b]), m > 0y sea c € [a,b]. Se dice que el
orden de contacto de fy g es m en c si

fP)=9"(c), 0<k<m

vl

En general, la interpolacion de Hermite busca un polinomio con orden de contacto mayor que
cero en cada nodo (no necesariamente el mismo). Nosotros nos centraremos en polinomios con
orden de contacto 1 en cada nodo, es decir, siendo 0 <7 <n

p(xi) = f () }
P (@) = [ (zi)
Representando f (z;) = f; y f' (x;) = f/ parai=0,1,--- ,n podemos disponer los datos en forma

de tabla:

i o L1 - T
f@ | fo fr - fa
[y fo - fa

Tenemos 2n + 2 condiciones, por lo que buscaremos un polinomio de grado 2n + 1:

2n+1

Pon+1 ($) = Z ail’i
i=0

2n+1

Doy (2) = ) gz’

i=1

Llegamos al siguiente sistema lineal de 2n 4 2 ecuaciones y 2n + 2 incognitas:

_ 2 2n+1 __
Pant1 (To) = ao + a1 + asxy + - - - + a2n117; = fo

p,2n+1 (xO) = a + 2(12950 + -4+ (2n + 1) a2n+1x3n _ f(/)
P (2n) = ay + 2a9, + -+ (2n + 1) ag 122" = f!
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Y en forma matricial

A R R w ) [
0 1 2w 3af -+ (2n+1)af" m s
1 1 {L‘% m? . x%n—&-l a9 fl
0 1 2 33:% o (2n+1) Jf%n a3 - h
1 xn fL'gL 'In2 e xgln+1 9 a2n fTL
0 1 an 3xn o (2n + 1) xnn A2n41 f7/1

Otra posibilidad para construir el polinomio de interpolacién de Hermite es mediante la formula
de Lagrange. Para ello definimos dos familias de polinomios A, ; y B, ; de grado 2n 4 1 tal que

Ay () =64 0<4,7<n
AL () =0  0<4,j<n

Bui(2)=0 0<ij<n (1.10)
B;hi (.77]) = 5ij 0 S Z,j S n
y de esta forma calculamos en polinomio de interpolaciéon del siguiente modo:
i=0 i=0

Notese que aplicando las propiedades (1.10) a la expresion (1.11) obtenemos p,, (z;) = fi y pl, (z;) =
f! para 0< i < n. Es facil comprobar que los polinomios auxiliares A,,; y B,; se calculan del
siguiente modo

Api (1) = (1= 2(x — 2) I, (1)) 2, (x) OSién} (1.12)

U Bu@) =), (x)  0<i<n

La expresion general de la primera derivada de los polinomios [, ;, segiin su definicion dada por la
expresion (1.1) es:

w0 [I'=0 (2 — ;)
L, (z) = — 2 (1.13)

[[-o (i — ;)
J#i

Ejemplo: Calcular el polinomio interpolador de Hermite de la funcién f : [0,1] — R con
f (z) = sin (mx) y la siguiente tabla:

fi |0 0
Tl o—m
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Al tener sélo dos nodos, n = 1. El polinomio de Hermite tendra grado 3:

1 1
ps () =Y fildi; () + Y fiBui(x) = Big () — wBi4 ()
=0 =0

Calculando los polinomios B, ; tenemos

Biy(z) = (x—0){i,(z) = (z—0) (:v—l

Bii(z) = (z— 1), (x) = (x — 1) (I_0)2

Finalmente obtenemos el polinomio interpolador:

pg(:t:)zw(a:(l—x)2—(x—1)x2):mc(l—:c)

Ejemplo: Calcular el polinomio interpolador de Hermite de la funcion f : [0,1] — R con
f (z) = sin (7z) y la siguiente tabla:

|
; 0

i 0 1
fllm 0 —m

Al tener tres nodos, n = 2 y el polinomio de Hermite tendra grado 5:

2 2

ps (x) =Y fidai (x) + Y fiBai(x) = Az () + 7By (x) — 7By (x)
=0 =0

Calculamos Ay (x):

2
=4 (z—2*) yly, (x) =4(1 —2x). Luego

Az () = (1 —2 (x - %) 0) 16 (z — 22)°

Calculando los polinomios By y B2 tenemos

Ay (z) = (1 —2 <x - %) Iy, (1)> 15, ()
siendo Iy () = m(@j*_”

16 (x — x2)2

BQ,O(QL’)Z(x—o)lg,o(m):x(g:ig'Sg:i

) =4z (x —1/2) (z — 1)

22
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Capitulo 1: Interpolacion polinomica en un intervalo de la recta real 1.4

08

06

04

021

Figura 1.4: Ejemplo de interpolacion de f (z) = sin (7z) mediante polinomios de Hermite con dos
y tres nodos en el intervalo [0, 1]. Polinomios (izquierda) y error (derecha).

Bualo) = (o= DB, () = (o - 1) (T2 - T2102) =4 Dat o172

Luego el polinomio interpolador sera

ps (2) = 1622 (1 — 2)* + 4z (v — 1/2)° (1 —2) =4 (1 — ) (4o (1 — @) + 7 (x — 1/2)°)

a

1.4 Férmula de error del polinomio interpolador de Hermite

Teorema: Sea f : [a,b] — R una funcion de clase C*"*? y sea {2i},;c, C [a,b] con z; # x; si
i # j. Entonces para cada = € [a, b] existe un ¢, € [a, b] tal que

(l‘ — SL’Q) (l‘ - xi;n(i;)gfé) ce (x — l'n) f(2n+2) (Qz:)

f(x) =pony1 (x) + (1.14)
donde ps,11 es el polinomio interpolador de Hermite para los nodos dados con orden de contacto
1. |
Demostraciéon: Sea = € [a,b]. Si z es igual a algin z;, se demuestra trivialmente, pues
f(x;) = panya (x;) y para cualquier valor ¢, el altimo sumando es cero.
Sea x # x;. Llamando a la funcion w (z) = [[;_, (z — z;) definimos la funcion F : [a,b] — R
como

F(t) = [ (t) = 2ot (t) = A (z) w* (1)
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tomando A (z) tal que F' () = 0 para algin x # z;, es decir,

[ (%) = panta (37)

AT

(1.15)

Como Vi =0,---,n = f(2;) = poans1 (%) y w(x;) = 0 se demuestra trivialmente que F (z;) = 0.
Por tanto F'(z) tiene al menos n + 2 raices en [a, b]: n+ 1 correspondientes a t = {x;} y una més
t = x. Aplicando el teorema de Rolle de forma sucesiva:

F tienen + 2 raices en |a,b] | T.Rolle
F e ¢ ([a, b])

F' tiene al menos n + 1 raices en [a, b] } T.Rolle

F' e C?H ([a, b))

F" tiene al menos n raices en |a, b] } T.Rolle

F" € 0?2 ([a, b))

F@) tiene al menos una raiz en [a, b]

Sea ¢, € [a,b] tal que F®"*?) (¢,) = 0. Entonces derivando de forma sucesiva I (z) obtenemos
) (6) = fOm) (1) = plY (1) = A () (w? (1) 7 (1.16)

Como py, 11 es un polinomio de grado 2n + 1, su derivada 2n + 2 es la funciéon nula. Se puede
comprobar ademés que w2 (t) = (2n + 2)!. Sustituyendo el valor de A (z), ecuaciéon (1.15), en
la expresion anterior (1.16)

[ (x) — pan—1 (v)

0=7"" ) - =5

(2n +2)!

Despejando f (z) obtenemos la expresion (1.14), con lo que el teorema queda demostrado. O
Observaciones:

e Despejando el error de interpolacion en la expresion (1.14), obtemos una cota méaxima

1 2 2n+-2
Bares (0 = 17 0) = panns (0] < it (s 0 0)) (mag |79 @) )

e Como en el caso de los polinomios de Lagrange, si los nodos estan equiespaciados w () =
h" g, (t) con t € [0,n] y por tanto

h2n+2
E . < 2 t (2n+2)
B ()] < Gy (s 2 0)) (g |42 (o)
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e Si el orden de contacto es m > 0, puede probarse que

(. —20)" ™ (x—x)™ o (= 2™ (2n+2)
= " . 1.18
() = pi (o) + " e ) (1)
conk=(m+1)(n+1)—1
e La expresion (1.18) se reduce al teorema de Taylor si n = 1, es decir, un sélo nodo. val

Ejemplo: Acotar el error cometido en x € [0, 1] al aproximar la funcion f (z) = sin (7z) con tres
nodos equiespaciados utilizando el polinomio interpolador de Lagrange y de Hermite.

Los nodos son zg = 0, 1 = 1/2 y 29 = 1. Al ser tres nodos, n = 2. Utilizando la expresion
(1.6) obtenemos

1 "
B (2)| < = ’
B2 < g (mgx o @] ) (s [ )]
Comow (z) =z (z — %) (z — 1) = 28— 22?4 Lx, es facil calcular el méximo: v’ (z) = 322 —3z+5 =
0, Tymin = 3+v3 Y Toaz = 3=V3  Como w” Tmaz) = 6Tmaz — 3 = —V/3 < 0, efectivamente en g,
6 6

se produce el maximo. Su valor aproximado es max,cp 1 |w ()| = w (%) ~ 0.048112. El otro
factor es facil de calcular:

" o B 3 _ 3
;2[%?1(] ‘f (x)‘ = ;2[%,}1(“ 7 cos ()| T

Por tanto finalmente obtenemos la cota del error de interoplacion de Lagrange:
1
|Ey (x)] < 60.048112 - ® &2 0.2486

Esta tltimo valor se puede calcular directamente usando las expresiones para nodos equiespaciados

con h =1/2:
3

h® .
By (2)| < —=7% ~ 0.2486
‘ 2 ( )| = 9\/3
Si usamos el polinomio de Hermite, la expresion del error es segin la ecuacion (1.17)

1
|Es (2)] < 50.0481122 -8 ~ 0.0031

1.5 Ejercicios
1. Programar en MATLAB/OCTAVE la interpolacion de Lagrange de f (z) = sin(wz) con z €

[0,1] y « € [-1,1]. Estudiar qué ocurre fuera del segundo intervalo. Concluir las diferencias
entre interpolaciéon y extrapolacion.
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2. Programar en MATLAB/OCTAVE la interpolacion de Lagrange de f (z) = 1/ (1 + 2522) con
€ [—1,1]. Se denomina funcién de Runge. ;Qué ocurre en el caso de nodos equiespaciados?
Utilizar nodos de Chebyshev.

3. Acotar el error cometido en x € [0, 1] al aproximar la funcion f (x) = sin (7z) con 5 nodos
equiespaciados utilizando el polinomio interpolador de Lagrange y de Hermite.

4. Sea f(z) = (3+ ) cos? (2—36) x € R. Use el polinomio interpolador de Lagrange cuadratico
con nodos xop = 0, zy = 1 y x9 = 3 para aproximar f(2), f(2.4), f(3.5) y f(4).

5. Escriba, para las siguientes funciones f(z), el término del error Fy(z) del polinomio interpolador
de Lagrange cuadratico con nodos zop = —1, vy =1y 2o = 3.

(a) f(r) =4a® — 32 + 2 (b) f(z) =2° —22°+1

6. A partir de los datos In9 = 2.1972, In9.5 = 2.2513 y In10 = 2.3026, aproximar In9.2
mediante interpolacion lineal y cuadratica. Acotar el error cometido.

7. Aproxima el valor de {/1/2 mediante el polinomio interpolador cuadratico de la funciéon
f(z) = 2% con los nodos g = —1, 1 = 0 y 3 = 1. Acota el error cometido.

8. ;Cual es el polinomio interpolador de Lagrange de grado 20 con nodos g =0, z; = 1,...,
T19 = 19, 199 = 20 de la funcion f(x) = 2 + 3x'2?

9. Se considera la funcién .

) =—>5,

@) =1

calcular y representar graficamente el polinomio de interpolacion de grado 14 con puntos de
interpolacion equiespaciados en el intervalo [—5, 5].

10. Haciendo uso de la transformacion lineal F' : [-1,1] — [=5,5], con F'(z) = bz, repetir
el ejercicio anterior utilizando como puntos de interpolacion x; = F (&;), donde los puntos
&; € [—1,1] vienen dados por la férmula

11. Escribir un script de MATLAB/OCTAVE que calcule el polinomio de interpolacion de Lagrange
de una funcion f : [a,b] — R para un conjunto de nodos {z;},..., C [a,b] utilizando la
formula de Newton y calculando previamente la tabla de diferencias divididas. Aplicar para
representar graficamente dicho polinomio para la funcion f: [—1,1] — R,

f (x) = arctg (10z)

tomando 20 nodos equiespaciados. Comentar los resultados.
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12.

13.

Escribir un script de MATLAB/OCTAVE que calcule el polinomio de interpolacion de Hermite
de una funcién f : [a,b] — R para un conjunto de nodos {z;},,., C [a,b]. Aplicar para
representar graficamente dicho polinomio para la funcion f: [—1,1] — R,

[ (x) = arctg (10z)
tomando 10 nodos equiespaciados. Comentar los resultados.

Se considera la siguiente ecuaciéon

se pide:
(a) Demostrar que la ecuacién tiene una tnica solucion y encontrar un intervalo de longitud
uno que contenga dicha solucion.

(b) Elegir adecuadamente tres puntos equiespaciados y construir un polinomio de interpolacion
de grado 2 que sirva para aproximar la solucion de la ecuacion. Calcular la aproximacion
de dicha solucion.

(c) Estimar el error que se comete al aproximar la solucién de la ecuacion mediante este
método.

(d) ;Coémo podria mejorarse este esquema para encontrar una aproximaciéon mejor?
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Capitulo 2

Interpolaciéon por elementos finitos en un
intervalo de la recta real

Sea una funcion real f : [a,b] — R. Vamos a aproximar la funcion construyendo una particion
o mallado del intervalo [a,b] compuesto por subintervalos o elementos K;. En cada subintervalo,
aproximaremos la funciéon f mediante un polinomio.

2.1 Interpolacion por elementos finitos lineales

Sean n + 1 nodos’ {xi}z’:1,2,---,n+1 C [a,b] tal que a = 21 < 23 < w3 < -+ < Ty < Tpyq = b.
Definimos los intervalos o elementos K; = [z;, x;41] para 1 < i < n. Los elementos asi construidos

cumplen

KiﬂKi_H = {$i+1}71 S 1 S n.

Llamaremos Dy, a la particion del intervalo [a, b]

Dy, = {Kihgign-

'Para facilitar la implementacién en MATLAB/OCTAVE, usaremos notacion tipo Fortran. Es decir, los indices
comenzaran en 1, en lugar de en 0 (notacion C).
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Denotamos N, al niimero de elementos, es decir, N, = n. Obsérvese que el nimero de nodos x; es
N, :=n+ 1. Representamos la longitud de cada elemento ¢ de la particién como

hi = i1 — @5

h = max h;.
1<i<n

Si h; = h para todo 1 <1 < N, se dice que el mallado es uniforme y se cumple que

poltzae

N

1 1
Xis1... X b=x,,;

La aproximacién de la funcion f la hacemos en cada elemento, es decir, se hace una aproximacion
local. Denotamos f; la evaluacion de la funcion en el nodo i, f; = f (z;). Sea K; € Dy, denotamos
por f}(f) la aproximaciéon de f en K; por un polinomio de grado 1: f,gi) : K; — R. Segtn la expresion
(1.2) podemos expresar dicha aproximacion del siguiente modo

I (@) = filio (2) + fisilia ()
Y usando las definiciones de los polinomios {1 o y {1 1, la expresion anterior puede expresarse como

Tip1 — T

) (x) = fi

r — T;
I, +fi+lh—i‘

Usando la notacion 0 Q)
T1 = Ti h =1
xé’) = Ti+1 fQ(Z) = fit

y &7 oY) a,b] = R tales que

o @=1 " TN
@ ¢ (2.1)
T — X
o (2) =4 "h v €K
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podemos escribir
2
=" 169 (@ (2.2)
7=1

Asi, para aproximar f globalmente, lo haremos elemento a elemento. Siendo f; : [a,0] — R la
aproximacion gobal de f, se puede expresar como

fu(2) = Z S (2)  welad) (2.3)

K;
1 I I
X; Xt X1z e Xy b=Xpyy

Si definimos las nuevas funciones para 2 <7 <mn

giH‘) (x) r € Kin
¢ (z) = ) (2) reK; (2.4)

0 Z € Kz U Ki—H
siendo la primera y ultima funcion ¢, (z) = oM () ¥y Oy (x) = o (x), entonces la expresion
(2.3) se reduce a un Gnico sumatorio

n+1

= Zfi¢i (z) z € [a, b]

pues

S Ja Ja I3 I3
| I I | I

1 1 1 1) 2 2 2 2 3 3
filw) = f0017 (@) + f27 08 (@) + 201 (@) + 70 () + [P0 (&) + -
f1é1(x) f2¢2( ) f3g3(x)

Obsérvese que las funciones (2.4) se han construido imponiendo la restriccion de continuidad de la
funcion interpolada f, (z) en los nodos. De esta forma, dichas funciones constituyen una base de
un espacio vectorial funcional segin veremos seguidamente.

Propiedades:
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sop p1 = K

o sopo;, =K, UK l<i<n+1 2
SOp Pny1 = Ky

e ¢ € C([a,b]) 1<i<n+1

i () = di 1<i,7<n+1

{¢i}1gign+1 es un conjunto de funciones linealmente independientes.

o Y g (x) =1 Vz € [a,b]

=1 )

° 2?211 ¢; (z) =0 Vr € [a,b] \ {xihgignﬂ
|

Definicion: Se definie el espacio de elementos finitos asociado a la particion Dy, = {K;}, ;<.
de [a, b] como
Vi=A{vn € C([a,]) : vnlk, € P (K;), 1<i< N}
siendo P (K;) el conjunto de polinomios de grado 1 en K;.
|

Proposicion: El espacio de elementos finitos V}, es un espacio vectorial de dimension n+ 1y
el conjunto {¢;}, <, ., €s una base de Vj,.

val
Desde el punto de vista computacional, es conveniente definir el elemento de referencia
K =[-1,1].
/ F;
X K]\>K K,

| | | | | | | |

I I I I I I I I I

-1 0 1 a=x; Xz X; Xir1 X, b=x,,;
Para ello se hace uso de las funciones afines® Fj : K — K; definidas del siguiente modo:

2El soporte de una funcién f (z) es la clausura del conjunto de puntos en los que f (z) # 0.
3Una funcion afin es de la forma f (x) = ax +, es decir, tras una transformacion lineal, se aplica una traslacion.
Obsérvese que las funciones afines son biyectivas (correspondencia uno a uno), y por tanto, invertibles.
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Capitulo 2: Interpolacion por elementos finitos en un intervalo de la recta real 2.1

para todo = € K donde los coeficientes se calculan como

1 1 i i
G,i:—(l'i+1+l'i):—< g)—i‘l'g))

b= 1 (; ;) = ! (:i(i) (i)> _ 1L, 29
[ 2 +1 1) — 2 2 513'1 - 2 7
Sustituyendo en la expresion (2.1) las relaciones (2.5) y (2.6) obtenemos finalmente?:
i 1 .
o () =5 (1-12)
(0 Lo
&) (2) = 5 (1+)
K] KH

Por tanto podemos escribir la aproximacion local de la funcion, expresion (2.2), del siguiente
modo:

donde f; = f;i). Usando las expresiones (2.5) y (2.6), podemos obtener facilmente la funcion

inversa F; ' (z):
v—a; 2u—ay — a2l
=3 = » : (2.7)

Propiedades:

~
~—

4Hemos hecho ¢§-i) (z) = ¢§i) (F; (&

32



Capitulo 2: Interpolacion por elementos finitos en un intervalo de la recta real 2.2

® ¢ (%) =05  1<4,j<2
° {6517 ggg} es un conjunto de funciones linealmente independientes. Ademaés, (q@l, g52> es una

base de P; (K)
o L, 0i(8)=1
e Y2 ¢(#)=0 Vrxe|-1,1]

o & (2) = 0" (Fi(2) = &5 (2) = 6 (F;"* (x). Obsérvese que v = F; (#) = & = F; " (a).

7

Vo e [-1,1]

2.2 Interpolacion por elementos finitos cuadraticos

K; K; K; K, .. K,
| | | | | | |

a=Xx; X X3 Xy X5 X5 X7 Xg Xg Xon1 Xon D=X2n4;

En el caso de interpolacion cuadrética, los elementos finitos tendran un nodo intermedio. Sean
2n + 1 nodos {xi}i:172,-~~,2n+1 C la,b] tal que a = x1 < w9 < 23 < -+ < Ty, < Topy1 = b. Definimos
los intervalos o elementos K; = [x9;_1,%9;4+1] para 1 < i < n. Notese que los nodos de indice par
son nodos intermedios. Se asume que dichos nodos se localizan en la mitad de los elementos, es
decir, zq; = % (9i_1 + x2;11). Los elementos asi construidos cumplen

2
[a, b] = U?:lKi
KiNKi ={x941},1<i<n.

Al igual que en el caso lineal, llamaremos D), = {K;},_..,, a la particion del intervalo [a,b]. En
este caso el nimero de elementos N, es igual a n, si bien el nimero de nodos es 2n + 1. De igual
modo definimos h; = x9;41 — Toi—1 ¥ h = maxj<i<, hy.

En el caso cuadratico usamos exactamente las mismas funciones afines de la expresion (2.5)
para utilizar el elemento de referencia. Sin embargo los coeficientes a; y b; se calculan segtn la
siguiente expresion:

1

=3 (Taig1 + T2i1) = (x;(;) + xﬁ”)
1

1 i i 1
bi = 5 (IQZ’_A,_l - in—l) = 5 ((L’é) o ‘Ig)) - Ehl

N | —

(2.8)
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Capitulo 2: Interpolacion por elementos finitos en un intervalo de la recta real 2.2

Computacionalmente es ttil almacenar la informaciéon en dos tablas: una tabla de coordenadas
y otra de conexiones. Siendo N, = 2n + 1 el nimero de nodos y N, = n el niimero de elementos,
la tabla de coordenadas tendra un tamano de 1 x N,, y la tabla de conexiones 3 x N,,. La tabla de
conexiones es trivial en estos casos unidimensionales, pero es necesaria para casos bidimensionales
seglin veremos en temas posteriores.

Ejemplo: Interpolaciéon cuadratica.

o f o3 2 0 B g

X7 X2 X3 Xy X5 X X7

Tabla de nodos: ’ -

0 101503105 107]085] 1

Noi—1 | Noi | Naiyq
. K 1 2 3
Tabla de conexiones: X, 3 1 3
K 5 6 7
|
Ejemplo: Mismo ejemplo con interpolaciéon lineal.
o M o3 ® o7 M g
X; X X3 X4
' Ny | Ny | N3 | Ny
Tabla de nodos: ’ ~T0 lo3lo7 1
N; | Nipa
. K1 2
Tabla de conexiones: X, | 2 3
K3 | 3 4
v

Construimos primero las funciones base en el elemento de referencia, y a partir de éstas,
construimos las funciones locales y globales.
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Capitulo 2: Interpolacion por elementos finitos en un intervalo de la recta real 2.2

N\ E > d)(i)
D, !
L KI L K2| i K']

a );‘0” x4 x4 b

D i
1 2
~ Fi @)
D, — D
K, Ky .. K ,
I T I T T T T . LIS !
1 0 1 a X b
aS F; oY
K Ky ... K; o ,
—— T T T T ~—". T T
-7 0 1 a X7 X0 X b

~

Las funciones base en el elemento de referencia son ¢; : K — R, segin la expresion (1.1):

2 (2.9)

Las funciones base locales pueden construirse facilmente utilizando las funciones inversa F; ' segtin
la expresion (2.7) y (2.8), teniendo en cuenta ademas que xg) = (xﬁ” + x:(;)) /2 =a;:

O (@)= b1 (F7 @) = 3 (v - a8) (- o)

K3

o8 (@) = 62 (F7' (@) = =% (2 — ) (0 =l (2.10)
@) =ds (B (@) = & (v - 2l") (2= )
Las funciones globales se definen de forma anéloga al caso lineal, siendo 1 < ¢ < N, = n:

(bi(fii?) (x) T € Ko
Gai () = ¢522—1) (x) x € Ky (2.11)
0 & Koo U Ky,
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Capitulo 2: Interpolacion por elementos finitos en un intervalo de la recta real 2.2

i1 (2) = 05 ()

Y las funciones del primer y ultimo elemento:
o1 (1) = 61 ()
dani (2) = 05 (2)

D,

| K K K K
FERS ) —

A A —
\ A@ KK I K |
> 5 ~x % X ‘ b
K A K K 1 K, |
; AR 1
| K; ‘ , K | % K, |
a X3 \47 Xy b
KK K K
a  x Xo " »
| K | K, \ 3 I K |
a X 5 X ‘ b

De esta forma conseguimos que las combinaciones lineales de las funciones globales sean continuas.
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Capitulo 2: Interpolacion por elementos finitos en un intervalo de la recta real 2.3

Observacion: Todas las propiedades que cumplian las funciones gby), gZ;j y ¢; en el caso de
interpolacion lineal, también se satisfacen ahora (32" ¢; () =1 Va € [a,b], ¢; (z;) =6y 1<
i, < 2n 41, {@i} <;<0,4; 5 un conjunto de funciones linealmente independientes, ...). Ademas,

en el caso cuadratico
2n+1

fu(x) = Z fi¢i (v) z € [a,b]

Vi, = {Uh € C’([a, b]) D Up

siendo P, (K;) el conjunto de polinomios de grado 2 en K.

Kk € P (K;), 1<i<N.}

|
Ejercicio propuesto: Repetir el estudio anterior utilizando interpolacién ctubica.
|
Ejemplo: Programar un c6digo en MATLAB/OCTAVE que calcule una aproximacion de la
funcion f (z) = sin (7z) en el intervalo [0, 2] mediante el método de elementos finitos cuadraticos
usando 4 elementos equiespaciados.

f=0(x) sin(pi*x);

a=0
h=0.5;

for ii=1:4
x = a:0.01:a+h;

xi=[a a+h*0.5 a+h];
fi=f(xi);

p = Ox*x;

for i=1:length(xi)
1Ini = O*x + 1;
for k=1:length(xi)

if k™= i
1ni =lni.*(x-xi(k))/(xi(i)-xi(k));
end
end
P=p +fi(i)*1ni;

end

plot(x,f(x),’b’,x,p,’r’,xi,fi, ’ko’,’linewidth’,2)
hold on
a=a+th;

end

hold off
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Capitulo 2: Interpolacion por elementos finitos en un intervalo de la recta real 2.3

=
(€}

[
P2
@3
Ps

R

o

N\
/

D

|
—

|
&)}
—
(=
&)}

Figura 2.1: Base en el elemento de referencia usando dos nodos y polinomios de Hermite.

|

2.3 Interpolacion por elementos finitos con polinomios de
Hermite

Usaremos dos nodos en cada elemento finito. Particularizando las expresiones (1.12) para n = 1
en los nodos ;7 = —1 y I3 = 1 obtenemos una base de funciones en el elemento de referencia:

[\

61(2) = Ao (&) = { 2+ &) (1 - &)

03 () = Bio (#) = ; (1+2) (1 —2)°

3 (8) = Ava (1) = £ (2 — ) (1 1 3)° 212)
¢4 (2) = Biy () =3 (-1 +2) (1 +2)°

La figura 2.1 muestra las cuatro funciones. Podemos comprobar que podemos ajustar los valores
en los extremos del elemento, asi como la primera derivada.

Usando las mismas funciones afines que en el caso lineal, expresiones (2.5) y (2.6) obtenemos
facilmente las funciones base locales:

0 ! (20 —ad) — a0\ .
(bj (x):(bj(Fii (I)):¢] ]:1,2’374;121’...’]\/'6
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Capitulo 2: Interpolacion por elementos finitos en un intervalo de la recta real 2.3

Pois D3

< hi+1 >

Figura 2.2: Funciones globales con polinomios de Hermite.

Las funciones globales se definen de forma andloga a los casos lineal y cuadratico, siendo
1 <1< Ng: ‘
o) () re K
Pai () = S“) (x) r e K; (2.13)
0 T ¢ Ki—l U KZ

o) (1)  reKi,
Pai1 (T) = 5’“) (x) r e K;
0 T ¢ Ki—l U Kz

La figura 2.2 muestra las funciones globales.
Y las funciones del primer y altimo elemento:

don.+ (@) = 65 (2) K
bavse (z) = B (2) 1R

Observacion: Todas las propiedades que cumplian las funciones qbg-i), ngSj y ¢; en el caso

de interpolacion lineal y cuadrética, también se satisfacen ahora (37" ¢; (z) = 1 Va € [a,b],
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Capitulo 2: Interpolacion por elementos finitos en un intervalo de la recta real 2.4

¢i (x5) = 65 1 <14,5 < 2n+2, {@i},<i<onso € un conjunto de funciones linealmente independientes,
...). Ademas

2n+2

fu(x) = Z [i9i (x) z € [a,b]

Vh:{vaC’([a,b]):vﬂKi EPg(KZ-), 1§i§Ne}

siendo Pj (K;) el conjunto de polinomios de grado 3 en K;.

val
Observacion: La siguiente tabla resume los tres tipos de interpolaciones por elementos finitos
comentados hasta ahora.

N? Elementos | N® Nodos | Grado polinomios | dim (K ) dim (V)
Elem. lineales N, N, +1 1 2 N, +1
Elem. cuadraticos N, 2N, + 1 2 3 2N, +1
Polinomios de Hermite N, N.+1 3 4 2N, + 2
vl

2.4 Foérmula del error de interpolacion

Vamos a estudiar el error en dos normas distintas: |[f — full (s ¥ IIf — fall 2. Para ello
definimos primero dos espacios vectoriales® sobre los que aplicaremos las normas anteriores. En
primer lugar, las funciones reales continuas sobre el intervalo [a, b]:

C ([a,b]) ={v : [a,b] = R/v es continua en [a,b]}

Y las funciones de integral finita en el intervalo [a, b]:

12 ([a,b]) = {v a,b] — R//: v (@) dz < oo}

Una vez definidos los espacios vectoriales, definimos dos normas para cualquier funcién v €
C ([a,0]):

ol oy = 18 o ()

b 1/2
nmuwwpz(/ﬁw@mﬂm)

5De dimension infinita.
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Capitulo 2: Interpolacion por elementos finitos en un intervalo de la recta real 2.4

De esta forma, podemos aplicar las normas anteriores a los espacios vectoriales, obteniendo los
espacios normados

(£ (106 [y )
(L2 (a,0]), ||'||L2([a,b})>

Obsérvese que la norma L? proviene de un producto escalar:

b
(s V) £2((ap)) :/a u(z)v(x)de

Teorema: Sea Dy = {K;},_;.y una particion del intervalo [a,b], V} el espacio de elementos
finitos de grado m asociado a Dj,. Entonces si f € C™"! (K;) existe una constante ¢ > 0 que no
depende de K; tal que

o I = Fllieicy < e B FD] ey
o ||f— thL?(Ki) <c- it Hf(mH)Hm(Ki)
o 15 = Fillmy < ¢ B F e,
o If" = filliagey < e R P Lo u
Demostracion: Sean las funciones f , fh . K — R definidas en el elemento de referencia
f @) =f(F (&)= f(x)
fu (@) = fu (F (2) = fn (2)

Puesto que f), € Py, (f() v fn (%) = fu(x;) con 0 < j < m, entonces segin la expresion (1.3)

A A

Fi@) = @)+ TR E B0 02 ) oo o3

[\ J/

En(2)

m A

con ¢ (&) € K. Entonces definiendo o (%) = [TZ (& — &;), para cada x € Kj,

= AL joen (2 )| <

1 A
(A (m+1) (2
max X))l max | Jf T
(m+1)! [ (@) ‘ (#)

(m 4+ 1)! sek #eK
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Capitulo 2: Interpolacion por elementos finitos en un intervalo de la recta real 2.4

Por otro lado, derivando m + 1 veces y utilizando las expresiones (2.5) y (2.6)

) B\ ML B\
flmt1) () = (51) flm+D) (Fi (2)) = (EZ) flmt1) (x).

Por tanto

max |77+ (@)
zeK

hi m+1 (A1) h/z m+1 (1)
- (5) :Ic%%é{‘f (x)} - (E) Hf HLOO(Ki)

_ max, g [0 (2)]

2l (m 4 1)

queda demostrado las expresiones basadas en la norma infinito. De una forma similar se puede
demostrar las expresiones basadas en la norma L?. 0
Observacién: Es facil determinar el valor de la constante ¢ de la expresion (2.14). Asf, ¢ =1/8
paramzlyc:l/(72\/§) para m = 2. v
Teorema: Sea D, = {K;},_,.y una particion del intervalo [a,b], V} el espacio de elementos
finitos de grado m asociado a Dj. Entonces si f € C™*! ([a,b]) existe una constante ¢ > 0 tal que

o |[f = full pooqagy < e bt Hf(mH)HLoo([a,b])
o [|f— fh||L2([a,b]) <c-hmt Hf(mH)HB([a,b])
o 1= fall pooqagy < e B Hf(m+1)HL°°([a,b])

o 15 = Filligasy < € N gon 2

Demostraciéon: Demostramos el primer punto. Sea = € [a,b], entonces 3i € N con 1 <7 < N,
tal que x € K. Por el teorema anterior, existird una constante c tal que

(@) = fa @) < e R ey < € PP o

Y por tanto queda demostrado.
Demostremos ahora el segundo punto:

Asi, si definimos

(2.14)

IN

Ne Ne
1f = fall 2 oy = Z 1f = full o) < Z Sl (V] [

Ne
m m 2 " " 2
EpPmED Zl Hf( +1)HL2(K¢) = 2p2my Hf( H)”L?([a,bl)

Observacion: Si f € C” ([a,b]), con r < m + 1, el resultado queda
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Capitulo 2: Interpolacion por elementos finitos en un intervalo de la recta real 2.5

e [|f— thLoo([a,b]) <c-h Hf(T)”L‘X’([a,bD

o |[f = fullpzgapy S h” Hf(r)HL2([a,b])

|

Ejemplo: Sea f : [-2,2] - R con f(z) = sin(wz). Tomando m = 1, construir V,, con Dy,
equiespaciado tal que || f — ful| oo (ay) < 0 = 107°.

Sabemos que || f — fh||Loo([72’2]) <c-h? H]‘"HLW(F2 ) Y ademads la constante c se puede calcular

cOmo o . N
. _ D8Xse |w ()] _ MaXse[-1) (Zz+1)(z—1) 1
929 222! 8

2

Como f'(z) =mcos(mx) y f"(x) = —n*sin (mx), entonces Hf"HLOO( = 72, Luego

[_272])

1 220
1f = full poo (o < §h27r2 <d=h< "= ~9003- 107"
’ ™
Podemos calcular el nimero de elementos n = b_Ta ~ W ~ 4443.
v
Ejercicio propuesto: Repetir el ejercicio anterior con m =2y m = 4.
|

2.5 Ejercicios

1. Dado el intervalo [0, 2], se genera un mallado D), formado por elementos de anchura h = 0.5
y sea V}, el espacio de elementos finitos generado con polinomios de grado 1 6 2. Se considera
la funcion f : [0,2] — R dada por f (x) = sen (nz) y sea f, € V}, una aproximacion de f en
el espacio V}, verificando que f (z;) = f (x;) para todo x; nodo del mallado. Se pide:

(a) Calcular |f(0.8) — f, (0.8)].
(b) Repetir el ejercicio utilizando h = 1/27, j = 2,3, 4.
(c¢) Para que valor de h podemos afirmar que el error esta por debajo de una tolerancia

§=1075,

2. Calcular la aproximacion f, € Vj, de la funcion f = 1/(1 + 2?) en un mallado formado
por 7 elementos de igual anchura A utilizando polinomios de grado 1, 2 y 4. Representar
graficamente la solucion obtenida.

3. Repetir el ejercicio 2 utilizando para construir Vj:
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Capitulo 3: Interpolacion en el plano por elementos finitos conformes 3

(a)
(b)
(c)
()
(e)
(f)

y polinomios de grado 1.

(=[]

y polinomios de grado 2.

wlot

10

¢ 5 ¥ polinomios de grado 4.

% y polinomios de grado 1.

% y polinomios de grado 2.

S
I

g y polinomios de grado 4.

4. Determinar el valor de h para que la aproximacion f, € V}, de la funcién f verique que

1f = full oo qagy <9

suponiendo que el mallado asociado a V}, es equiespaciado, que el grado de los polinomios
para construir V, es m = 1 6 2, que § = 107% y para las siguientes funciones f:

(a) f:]0,10] = R, f(z) = wsenx.

(b) f:[-1,1] = R, f(x) =sen (mx).
(¢) f:[-1,1] = R, f(x) = arctg (10x).
(d) f:[-55] =R, f(z)=e
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Capitulo 3

Interpolacién en el plano por elementos
finitos conformes

Sea f: D — R, con D CR?un abierto con frontera 0D poligonall®.
Buscamos una funcién f; : D — R que aproxime f de tal manera que f(z;,y:) = fu (i, yi)
para todo (x;,y;), nodos del mallado. Para ello definimos una particién (o mallado) de D como

Dy, = {Kihgigjve

donde K; son los elementos de la particion. Si son tridngulos, los denotaremos por 7}, mientras
que sin son cuadrilateros, los representaremos por @);.

Diremos que una particion D), es conforme si se cumplen estas dos propiedades:

D = UM K,
(Tr,yk) 0
0]

Es decir, la interseccién de dos elementos s6lo puede ser un vértice comun, o un lado comin, o el
conjunto vacio.

'D=DuUdbD
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Capitulo 3: Interpolacion en el plano por elementos finitos conformes 3

No conforme

Para cada elemento K; definimos siendo B cualquier circulo en el plano

p; = max {diam B : B C K;}

Dada una familia de particiones {(Dh) j}, posiblemente infinita, diremos que es regular si es

conforme y se verifica que existe una constante v > 0 tal que Z— <wvparatodol <i<N,. >
Para una particion dada Dy, definimos h = maxj<;<n, h;. "Diremos que la particién es cuast
uniforme si u > 0 tal que % < p para todo 1 <17 < N..
La aproximaciéon fj, de f la buscaremos en

Vi, = {’Uh eC (D) D UnK; € Pm (Kl)} (31)

es decir, f, € V} y por tanto esta formada por polinomios de grado m. Por ello dim V}, < oo y por
tanto el conjunto de polinomios {¢;}, ;. es una base de V}, y ademas verifica que

¢i (vj,y;) =0y V1<ij<N,
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Capitulo 3: Interpolacion en el plano por elementos finitos conformes 3.1

siendo N,, el niimero de nodos de la particion Dj. Entonces llamando f; = f (z;,v;) podemos
expresar la funcién interpolada como combinacion lineal de las funciones de la base

Nn
fn(zy) = Zfi(bi (2, y)
i=1

Por tanto el problema de interpolacion queda resuelto si sabemos calcular {¢;}, .,y vy los nodos
asociados a la particion Dy, {(24, i) }1<icn, -

3.1 Mallados formados por triangulos

Supongamos un mallado D), = {7}'}195]\,e formado por N, tridngulos. Cada elemento T; tendra

tres nodos que los representarmeos por (xgi),yii)» (xé“,yé”) y <x§f),y§i)) seglin vemos en la

;/)

Si elegimos m = 1 para construir los polinomios, sélo necesitaremos 3 nodos para calcular p;:
los vértices del tridangulo 7.

siguiente figura.

(5

p1(2,y) = ag + a1z + azy (3.2)

Si por el contrario elegimos interpolacion cuadratica (m = 2), necesitaremos 6 nodos para calcular
pa: los tres vértices de T; y los puntos medios de los tres segmentos de cada lado del triangulo.

P2 (7,y) = ag + a1x + axy + azr® + agry + asy’

Volviendo al caso lineal, debemos encontrar las tres incogintas ag, a; y as del polinomio (3.2)
resolviendo el siguiente sistema lineal:
D1 x§2)7 yy) = aop + Glx(f) + ang) =f x§2)7 yy)

D1 a:gi), Z/éi) =ap+ alxg) =+ agyéi) =f xéi)y yéi)

p (29, 05) = ap + arzl? + asyl) = f (2§43
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Capitulo 3: Interpolacion en el plano por elementos finitos conformes 3.1

=5.59)

x5.55)

&L y)=(0,0)  (%,y,)=(1,0) &7y7)

Figura 3.1: Tridngulo de referencia y aplicacion afin F;. Caso de polinomio de grado 1.

Matricialmente puede expresarse de forma equivalente

1 3751) ygz) ag fl%)
vl | )= | A
AV

Al igual que en el caso uni-dimensional, es 1til definir un elemento triangular de referencia T y
una aplicacion afin F; que haga la transformacion del elemento de referencia 7" al elemento 7T;.

La aplicacion afin F, : T — T} se define de modo que F; (2,95) = (:py), J(Z)> para 1 < j < 3.

F,(3.9) = :1:51) N xgl) — azgl) xg) — xgl) t\ [z
AL 2 () ) _ @0 0 _ 0 g) " \y
Y1 Ya Y Y3 Y1

o en forma més compacta:

Es facil ver que

F (&) =x" + Ax =x (3.3)

Es interesante segtin veremos expresar la funcion inversa F, ' : T; — T

(2

Flx)=A" <X - xgi)) =X
donde es facil calcular la matriz inversa

s 1 v =y el )
A =T N (00 @ _ @Y [, _ 0 @ 4 & L0 _ 0 (34)
<332 — T ) <y3 — U ) - (373 -7 > (Z/z — W ) Y2 Y Ty I
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Capitulo 3: Interpolacion en el plano por elementos finitos conformes 3.1

Entonces definimos las tres funciones sobre el triangulo de referencia ¢El . T = R tales que
b € P <T) y & (Z,9;) = 6;; para 1 < 14,5 < 3. Es facil ver en la figura 3.1 que las funciones se
definen del siguiente modo:

o (2,9)=1-0—79
02 (2,9) = & (3.5)
¢3 (i.a Z)) = :0

y por tanto obtenemos finalmente
o (,y) = 65 (2,9) = &; (F ' (x,))  1<j<3

Asi, dado un mallado D;, necesitamos numerar los nodos para poder construir la base {¢i}1<z‘<Nn
de Vj. La informacion del mallado queda guardada a través de dos tablas (tabla de coordenadas y
tabla de coneriones o conectividad) al igual que vimos en el caso unidimensional (1D).

De esta forma, particularizando la expresion general (3.1) diremos que el espacio de elementos
finitos V}, asociado al mallado Dj, podemos escribirlo como

Vi={v,€C(D):vyr,=poF, ' epi (T}),1 <i<N.} (3.6)

Obsérvese que p € py (T) Una base de este espacio seré {@;}KKM. Es decir, la dimensiéon de V),
es igual a NV, nimero de nodos de la malla.

Ejemplo: Las tablas de coordenadas y conexiones correspondientes al siguiente mallado se
reproducen a continuacioén.

Tabla de coordenadas: | x | 1 | ©3 | 23 | -+ | T1g
Y1 Y| Y2 | Ys | - | Yie
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Capitulo 3: Interpolacion en el plano por elementos finitos conformes 3.1

(23,73)=(0,1) 4,54
2,52

F, =4.5%)

AN R ——
(X5,Y5) (%5,75)=(0.5,0.5)
as

T

, 9.57)
=5.y%)

343)=(0.5,0)
&y)=(0.0) (o) =(1,00

«3.y7)

Figura 3.2: Tridngulo de referencia y aplicacion afin F; para polinomios de gado dos.

Tabla de conexiones:

Al tener 16 nodos, la

nodo 1 | nodo 2 | nodo 3
Ty 1 4 2
15 4 3 2
T 4 7 3
Ty 2 3 5
Ts 3 6 5
T 6 3 7
Tis 2 15 16
Tig 1 2 16

imension de V), en este caso es 16. La base de funciones estara constituida

por ¢ (X), -+, ¢16 (x). Asi, por ejemplo, fijandonos en el nodo 3, pertenece a los elemetos Ty, T3,
Ty, Ts v Ts. Segun la tabla de conexiones, cada nodo en cada elemento tiene una ordenaciéon del
1 al 3. Asi, por ejemplo, el tridngulo 75 tiene como primer nodo el 4, como segundo nodo el 3 y
como tercer nodo el 2. Con toda esta informacién construimos la funcion ¢s del siguiente modo:

o) ) (x) si xeT,
gbég) (x) si x €Ty
b= % (0 s xely
7 (x) si x e€T;
gﬁ) (x) si x € T
. 0 si x¢TobUTsUTyUTsUTq

|

En caso de utilizar polinomios de segundo grado, la aplicacion afin F; : T — T; es la misma
que para el caso de grado uno, segiin vemos en la figura 3.2.
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Capitulo 3: Interpolacion en el plano por elementos finitos conformes 3.2

~

Las funciones ¢; : T — R seran polinomios de segundo grado (ng € P (T)) tales que
< 1,5 <

b (j,9;) = d;; para 1 j < 6. Podemos comprobar que las siguientes funciones cumplen

esas propiedades:

o1 (&,9) = (1 —&—9) (1 -2&—29) )
02 (2,9) = & (22 — 1)
G (@,9) =929 - 1)
04 (2,9) =42 (1~ & — )
05 (&,9) = 449
Go (2.9) =45 (1 =2 — ) )

Como en el caso de grado uno, las funciones en los tridngulos se obtienen mediante la funcién
inversa [~!:

o)) (,y) = 65 (2,9) = &; (F ' (w,y))  1<j<6
Obsérvese que en el caso cuadratico, la tabla de conexiones tendra un tamano igual a seis veces

el nimero de triangulo (6 x N,).
nodo 1l | nodo2 | nodo3 | nodo4 | nodob | nodo 6

Consideremos ahora la particion hecha con cuadrilateros Dy, = {Q;},.,- - Primero calculamos
== =

las funciones F, : Q — Q; tales que transforman el cuadrado de referencia Q en el cuadrilatero Q;.

Dichas funciones deben cumplir que F; (z;,79;) = (xy), j(2)> para 1 < j < 4.

En general, dado un polinomio p : Q — R vamos a pedir que sea bilineal

A

p(2,9) = (bo + b12) (co + c19)
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Capitulo 3: Interpolacion en el plano por elementos finitos conformes 3.2

Cay)=(-11)  (ayo)=(1,1) &)

=5.y7)

0

xy)
O

=2.57)
xLy)=(-1-1)  (x2,y2)=(1,-1)

&8.59)

Figura 3.3: Cuadrado de referencia y aplicacion Fj.

o bicuadrdtico
p(2,9) = (bo + b1Z + b22?) (co + 1§ + 297)

Asi, para polinomios bilineales se demuestra facilmente que una base funcional estd constituida
por los 4 siguientes polinomios

bi(@,g) =11 -2)(1-9)
b2 (2,9) =L (14+2) (1 - )
b3 (2,9) = L (1+2) (1+y)
bi(d,9) =11 -2)(1+y)

Observacion: No todos los polinomios bicuadraticos se pueden escribir como producto de dos
polinomios de grado 2 en x e y. De igual forma, no todos los polinomios bilineales se pueden
escribir como producto de dos polinomios de grado 1 en z e y. Asi, por ejemplo

?
ple,y) =y+a*y’ = (bo + bz + bﬂg) (Co +ay+ 0292)
no tiene solucién, pues obtenemos un sistema incompatible:

b()C() = blco = 6161 = bQCO =0
boCQ = blcg = b201 =0
bQCl = bQCg =1
val
Ejercicio: Escribir las funciones base para polinomios bicuadréticos que verifican e ngﬁz (Z,9;) =
(5@' para 1 S ’L,j S 9.
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Capitulo 3: Interpolacion en el plano por elementos finitos conformes 3.3

4 7 3
o O ®
8 .9 6
S
Q
[ o
1 5 2
val
A partir de las funciones base en () bilineales {qﬁl} , podemos escribir la expresiéon para
1<i<4

FMQ—>Q¢

De forma anéloga al caso de tridngulos
Vi = {Uh GC(D) D Un)g; :ﬁOFi_l,ﬁGQm <Q> , 1 SiSNe}

donde m = 1om =2y Qn (Q) denota el conjunto de polinomios bilineales (m = 1) o

bicuadraticos (m = 2). El resto de definiciones son analogas al caso de triangulos.
3.3 Estimacion del error de interpolacién
Teorema: Sea D, = {Tihgigzve una particion de D, sea Vj, el espacio de elementos finitos de

grado m asociado a Dj;,. Entonces para cualquier funciéon f € C™*! (T}) existe una constante ¢ > 0
no dependiente de T} tal que

1/2
o ||f— thLQ(Ti) <c- h?“ Z Haain?(Ti)
jal=m+1
o If = Fllimry < e AP max 10 f ] e
1/2

pmtt a2
« IVf=Vihullpm < | > 10l

|a|=m~+1
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Capitulo 3: Interpolacion en el plano por elementos finitos conformes 3.3
herl o
val
Observaciones: En las expresiones anteriores se ha utilizado la siguiente notacién
86¥1+OA2
0°f = —f
Ox1 Qye2
2 2 2
191y = [V = [ 1f (el dody
D D
1l oy = max | f
1/2
JANNNEIAY
19 e = 52+ 5| =((52) + (%
L(D) - Y
Ial =a1 +ay
vl

Teorema: Sea D), = {Ti}lgigm una particion de D, sea Vj, el espacio de elementos finitos de

grado m asociado a Dj,. Entonces para cualquier funciéon f € C™*! (D) existe una constante ¢ > 0

tal que
1/2
m (0% 2
* Hf—thL2(D) <c-hmt Z 10 fHL2(D)
|a|=m+1
o 1 = Filligy 0 HH max 07
1/2

IVF =V il < e bm™ 1> 10 Fliam)

|a|=m+1

IVf— th”Loo < c-h™ max HaafHLOO(D)

|a|=m+1

La ultima desigualdad se puede demostrar a partir de la expresion obtenida para el tridngulo ¢:

m+1

i lal=m+1 o =m+1

~ hz feY Ah m a
195 =V fullm < e (5 w1017, ) < 2 7 a0,
—

C
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Capitulo 3: Interpolacion en el plano por elementos finitos conformes 3.4

val

Observacion: Para controlar el error y que tienda a cero al refinar la malla, los tridngulos

deben ser lo mas equilateros posibles para que h;/p; sea lo menor menor posible. El valor 6ptimo

ocurre en un tridngulo equilatero donde h/p = 1/tan (7/3) ~ 1.73. Al refinar las mallas, debemos
tratar de cumplir que los cocientes h;/p; permanezcan constantes en cada triangulo.

hy/rho;=1/tan(pi/3) hy/rho;>>1/tan(pi/3)

Una forma sencilla de mantener esa condicion es utilizar los puntos medios de los lados, segin
vemos en la siguiente figura.

3.4 Ejercicios

~

1. Calcular las funciones base {gzﬁl} en el elemento de referencia () para polinomios bicuadraticos.
1<i<9
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Capitulo 3: Interpolacion en el plano por elementos finitos conformes 3.4

2. Sea Dy, = {T}},_,, un mallado formado por tridngulos del conjunto D C R* y F; : T—T,
aplicacion afin y biyectiva. Demostrar que |det Jp| = 2|T;| (|T;| =area del triangulo T;).

3. Sea D), = {Ti}gigz\fe un mallado formado por triangulos del conjunto D C R? y sea V}, el
espacio de elementos finitos generado con polinomios de grado 1 6 2. Sea f : D — Ry
fn € Vi, tal que fy, (z;,v:) = f (x;,y;) para todo nodo del mallado. Se pide:

(a) Expresar el ngg-i) en funcion del gradiente de las funciones base {qgl} definidas en
1<i<M

~

(b) Si(z,y) € D, expresar V f, (z,y) en funcion del gradiente de las funciones base {(132-}1<.<M.

4. Repetir el ejercicio anterior cuando el mallado Dy, = {Q;}, ;<. esta formado por elementos
de tipo cuadrilatero.

5. Sea D = (0,1) x (0,1) C R? y se considera el mallado regular y uniforme de la siguiente
figura:

0.5

0 0.5 1

Si f: D — R estd dada por f (z,y) = sin (7z) sin (7y), se pide calcular f, (0.32,0.74) en los
siguientes casos:

(a) El espacio V}, asociado a Dy, se construye con polinomios lineales.

(b) El espacio V}, asociado a D), se construye con polinomios cuadraticos.

6. Generar una rutina que pinte una malla de tridngulos dadas sus tablas de nodos y conectividades.
7. Generar una rutina que pinte una malla de tridngulos dada una nube de puntos.

8. Repetir el ejercicio 5 generando con MATLAB/OCTAVE un mallado para el conjunto

D:{(x,y)E]R2:(x—1)2+y2<1},
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Capitulo 4: Integracion numérica 4

B (2—1)2 442
siendo en este caso la funcion f : D — R dadapor f (x,y) = e~ o y calcular f (1.1,0.1).

Nota: Utilizar la funcién tsearch de MATLAB para encontrar el elemento que contiene al punto
(1.1,0.1).

9. Pintar el error de interpolacion lineal del ejercicio anterior. Para ello, generar dos mallas,
una gruesa de 100 nodos, y otra fina de 900.

10. Repetir el ejercicio 5 utilizando el siguiente mallado regular y uniforme formado por cuadrilateros
y construyendo V}, mediante polinomios bilineales.

0.5

11. Sea D = (0,1) x (0,1) C R? y se considera el mallado de la siguiente figura:

(0.5,0.5)

-(0.5,1)

0.5

1

-(0.6,0)

(0,0.3)
-(7'0'T)

0 0.5 1

Sea f: D — R dada por f (x,y) = sin (7z) sin (7y), se pide:

(a) calcular (z*,y*) € D tal que Fy (0.8,0.9) = (z*, y*), siendo F; : Q — Q; aplicacion
biyectiva y @ el elemento del mallado tal que (0,0) € Q.

(b) Calcular f, (z*,y*) si el espacio V}, asociado a Dy, se construye con polinomios bilineales.
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Capitulo 4

Integraciéon numeérica

B T\
\\ s

__

K| Kz K| .. Ky,

Sea una funcién real de variable real f : [a,b] — R. El objetivo de este capitulo es aproximar
el valor de su integral en el intervalo de definicién

/abf(x)d:v

Gracias a las propiedades de la integral, podemos hacer el célculo exacto dividiendo el intervalo

original en N, sub-intervalos:
b Ne
/ f(x)dx—Z/ f(x)dx
a i=1 Y Ki

En general, sia < zg <z < --- <z, < by llamando a f (x;) := f;, podemos aproximar el valor

de la integral del siguiente modo
b n
/ f(z)dr ~ szfz
a =0
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Capitulo 4: Integracion numérica 4.1

Si definimos .
QLf] = Z%‘fi
i=0

entonces obtenemos finalmente

/f(fc)dwzQ[f]+E[f]-

Observaciones:
1. A Q[f] se le denomina férmula de integracion numérica o de cuadratura.
2. A E[f] se le llama error de truncamiento de la formula de integracion.

3. A {#i}ocicn ¥ {Wito<ic, se les denomina nodos de integracion y pesos de la formula de
integracion respectivamente.

4. Sia = x9y b =z, decimos que el método de integracion es cerrado. Si a # xg 0 b # x,
decimos que el método de integracion es abierto.

5. Cuando usamos un tnico intervalo para obtener la formula de cuadratura @), se dice que es
una formula de cuadratura simple. En caso contrario se dice que es una formula de cuadratura
compuesta.

val
Definicién: Dada una formula de cuadratura @, se dice que tiene grado de precision o exactitud
m si verifica:

e La formula es exacta para todos los polinomios de grado menor o igual que m. Es decir, Vp,
polinomio de grado n < m se cumple E [p,] = 0.

e Existe un polinomio de grado m+1 para el cual la formula no es exacta. Es decir F [p,,11] # 0.

|

4.1 Foérmulas cerradas de cuadratura de Newton-Cotes

4.1.1 Regla del rectangulo

Definiciéon: La regla del rectingulo puede ser de dos tipos, dependiendo si xg = a o x,, = b.
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Capitulo 4: Integracion numérica 4.1

fx)

po=fa)

Qrlf] = [V po (x)dz = (b—a) f (a)

x)

Dpo=1(b) /_\

b
Qrlf] = [, po(x)dz = (b—a)f (D)
val
Observacion: La regla del rectangulo tiene grado de precision 0 ya que para polinomios de
grado 0 tenemos

/blda::b—a:QR[l}

mientras que para polinomios de grado 1

b b2—a2
[ ade =5 # Qule) = (b - )

4.1.2 Regla del trapecio

Definicion: La regla del trapecio utiliza un polinomio de grado 1 dado por p; (x) = folio (z) +

flll,l (LL’)
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Capitulo 4: Integracion numérica 4.1

fx)

pilx,

Xp=a x;=b a b

La formula de integraciéon sera en este caso

b b b 1
@rlfl= [ m@de=fo [ oot fi [ ha@)de= Y
a a a =0

Haciendo uso de las expresiones explicitas de las funciones I, o y l;1 se obtine

b
h—
Wo = / ll,O (l’) dl’ = ¢
a 2
b
h—
w1 = / l171 (fL’) dr = a4
“ 2
Entonces finalmete obtenemos ;
—a
Qrlfl =52 (fo+ )

v
Observacion: La regla del trapecio tiene grado de precision 1 ya que para polinomios de grado

0 tenemos
b b—a
/1d:p:b—a:QT[1]: 5

Para polinomios de grado 1 también obtenemos la igualdad

(1+1)

b 2 2 .
/xdx:b 2a ZQT[!E]:bQG(a+b)

Mientras que para polinomios de grado 2

b 3 _ .3 —
/x%zx:b — %QT[xQ]:bza(anLbz)
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Capitulo 4: Integracion numérica 4.1

4.1.3 Regla de Simpson

Definicién: La regla de Simpson hace uso de polinomios de segundo grado. Como ya se vio,
el polinomio de segundo grado que aproxima la funciéon f (z) en los puntos xg, 1 y x1 se puede
expresar del siguiente modo

P2 () = folao (z) + filag (x) + falogo ()

Lo(x) L1(x) L,2(x)
fx),

N

N

Xp=a X; X=b Xp X; X5

La formula de integracion sera

b b b b 2
Qs [f] _/ D2 ($)d$_fo/ l2,0 (x)doc+f1/ I (ﬂf)dx‘f‘fz/ l2,2 (x>dmzzwifi
a a a a 1=0

A continuacion calculamos los tres integrales suponiendo el caso particular en el que el punto x;
esta situado en el punto medio del segmento [a, b], es decir, z; = (a + b) /2:

WOZ/asz,()(x)dx:/ab(Wﬁﬁ(m_g@) g —

Ty — 951) ($0 - 952)

ﬁ/@b {x— <x0+b;“)} (& — (20 +b —a)] dz =

1 b
—2/ 20 —2x9g—b+a][xr — g — b+ a] dx
(b—a)” Ja
Hacemos el cambio de variabe z — xg = (b — a) t, por lo que dz = (b — a) dt
1 1
woz—z/ 2(b—a)t—b+a][(b—a)t—b+a](b—a)dt=
(b—a)” Jo

(b—a)/01(2t—1)(t—1)dt:(b—a)/01(2t2—3t+1)dt:
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Capitulo 4: Integracion numérica 4.1

2 3 ! 2 3 b—a
b— B2t =(h— - — = 1) =
oo g3 =e-a(5-51) ="

De forma similar calculamos w; haciendo un cambio de variable idéntico:

wl:/abl2,1(w)dx:/ab<($_x0)<x_$2) g —

Iy — 930) (371 - 952)

—4 b
oo ] e o=
<b:4a>2/o <b_a>t[(b_“)t‘b+a](b—a>dt=—4<b—a>/0 H(t—1)dt =
~4-a) Btg_%tz} :—4(b—a):§(b—a)

Se puede comprobar que wy = wy. Por lo que finalmente obtenemos

szf@ =

Observacion: La regla del Simpson tiene grado de precision 3 ya que para polinomios de
grado 0 tenemos

+ f2)

b

Para polinomios de grado 1 también obtenemos la igualdad

b —_—
/1dx:b—a:QS[1]: 6a(1—|—4+1)
b 2 _ 2 2 _ 2
b* — b— — b —
/axdxz 2@ :Qg[m]:Ta<a—l—4<a a)+b>: 6a
Para polinomios de grado 2 también obtenemos la igualdad

b b — a? b— b—a)’
/xzdx: 3a = Qs [2°] = 6a a2+4(a+Ta) + b

Para polinomios de grado 3 también obtenemos la igualdad

b e h— b 3
/x3dx: — = Qs [0} = == a3+4( ;a) + b
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Capitulo 4: Integracion numérica 4.1

Mientras que para polinomios de grado 4

b b5 — g h— b 4
/374(137: 5a # Qs [2'] = 6a a4+4( ;a) +bt| =

1
— (564 —5a° + a*b — 2a°b* + 24°0® — ab4)

24
val
4.1.4 Estimacion de errores de cuadratura
Recordemos la expresion (1.3): Sea f : [a,b] — R una funcion de clase C"* y sea {z;},_o, .., C

[a,b] con x; # x; sii # j. Entonces para cada = € [a, ] existe un ¢, € [a, b] tal que

(= o) (& —a1) (T = @) -+ (T = Tn) (i
(n+1)! A

f () = pn(x) + )

Obsérvese que la constante ¢, puede depender de x, por lo que podria representarse como ¢ (x).
Llamando

w (@) = (2 —20) (z — 1) (& — 23) -+ - (& — )

e integrando obtenemos

b b 1 b -
[ 1@dr= [ p@des g [w@ e @)= QU+ B

Podemos de este modo estimar el error E'[f] de la cuadratura @ [f]:

Elf]| < < £ (@) / w (2)] de (41)

(0 1 1)! seien

Recordemos que para nodos equiespaciados, segun la expresion (1.7) podemos expresar la la

funcion w (x) como ntl
w(x) = (b_a) g (1)

n

siendo
n

gW)y=]Je~1

i=0
De esta forma, el error de cuadratura de la expresion (4.1) se reduce a

BUIS gy () a5 @) [l ol (4.2)
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Capitulo 4: Integracion numérica 4.1

Teorema: Sea f : [a,b] — R con f € C?([a,b]). Entonces la regla del trapecio verifica

1

f' (@) (43)

3
(b al) max

E <
| T [f” - 12 x€|a,b]

Demostracién: Calculamos la integral para n =1

2] 1
/ytt—1|dt /\ 2 —t)|dt = [——+ ]z—
N

Utilizando la expresion (4.2)

1 1
n+1)
Er (/] < 5 (b= )’ max [/ ()]
Por lo que queda demostrado.
O
Observacion: La expresion (4.2) no daria una cota 6ptima en el caso de la regla de Simpson,
pues quedaria algo del tipo

Es[f] < C(b—a)* max

z€[a,b]

7o)

y sin embargo sabemos que si f es un polinomio de grado 3 (f (z) = ax® + bx® + cx + d), entonces
Es [f] = 0 mientras que f” (z) = 6a # 0. Esto es debido a que la regla del Simpson tiene grado
de precisiéon 3, en lugar de 2.

vl
Teorema: Sea f : [a,b] — R con f € C*([a,b]). Entonces la regla de Simpson verifica
(b—a) ’ 4
Es[f]] < “ 4.4
251 < S e |79 ) (4.4
vl

Demostraciéon: Tomamos el polinomio de interpolacion de Hermite utilizando los nodos
{0, z1, 22} con orden de contacto 1 en x;. Suponemos que z; = (o + x2) /2. Particularizando la
expresion (1.14) para n = 1 obtenemos

f (I) — s (fL‘) I (ZL‘ — JZO) (ZE —4'1U1) (ZE — $2>f(4) (Cx)

con ¢, € [a,b]. Llamando w (z) = (z — 20) (z — x1)* (z — 23) e integrando ambos miembros

/af(x)dx:/a ps (z )dm—l—% w (@) fD (c) do
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Capitulo 4: Integracion numérica 4.2

Como la regla de Simpson calcula de forma exacta cualquier polinomio de grado 3, entonces

/ ps (2) dz = Qs [ps] = Qs [f]

y por tanto

Bslf) =3 [ w@) £ () do

Procediendo como en otras ocasiones, buscamos una cota del error

b
B )] < g me |19 @)] [ o ()] o

! z€lab]
Calculamos la integral fb |w ()| dx haciendo el cambio de variable t = 2 T _ ot 4
a To — X b —a
1 21(b—a) (b—a)’ (b—a) (b—a)
E < = @ / t t—1)° t—2 dt =
[Bs [f)l < g7 max [/ (2] T T ) 5 (- 2)

Lb—a |f<4><x>|/2\t<t—1>2<t—2>|dt=

I 25 Ctrg[a,b]

2
max ‘f(4) (x)‘/ ’t4—4t3+5t2—2t‘dt:
) 0

1(b—a)5 (4) Ls 4 D3 22
— St S 2] | =
e LU "3 .
1(b—a)’ @, 4
1w ml @l

4.2 Foérmulas cerradas de cuadratura de Gauss-Legendre

En las formulas de cuadratura cerradas de Newton-Cotes obteniamos la formula integrando un
polinomio de interpolacién de Lagrange. Para ello fijdAbamos los nodos de integracion {z;} ...,
cona=x9g < <- <z, =>0. A partir de esos nodos construiamos el polinomio p,, y entonces

QU] = / () dr =D
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Capitulo 4: Integracion numérica 4.2

con fi = f (i) = pn (7).
En cierto modo se puede pensar que hemos elegido los pesos {w;} o, de tal manera que Q [f]
tenga el grado de precision mas alto posible:

Jy1dz =@M )
fb“ rdz = Q [z]

fa 22dz = Q [27]
fab a"dr = Q [2"] |

Entonces se tienen n + 1 condiciones para obtener n + 1 pesos. Obtendriamos de este modo grado
de precision al menos n.

Nos planteamos ahora una formula de cuadratura sin fijar los nodos {z;},.;., ni los pesos
{wi}g<ic, buscando un grado de precision maximo. Para simplificar la exposicion utilizaremos el
intervalo [—1,1]. Sea por tanto f:[—1,1] = Ry Q[f] = DI ,w;fi. Queremos conseguir

[t 1dz = Q1] )
fl_ll xdx = Q [z]
[-, x?de = Q [2?]

1 n n
f71 22y = @[22+ )

De modo que tenemos que encontrar n -+ 1 pesos, disponemos de n+ 1 nodos, y por tanto tenemos
2n + 2 condiciones. De esta forma podemos obtener un grado de precision al menos de 2n + 1.

Utilizaremos un polinomio sobre los nodos {z;},..., que sea de grado 2n + 1. Una posibilidad
es utilizar el polinomio interpolador de Hermite para esos nodos, pues:

T To L1 - T
f@) | fo /L - fa
@) e fio

Segtn vimos en la expresion (1.11), el polinomio puede expresarse como

Pant1 (T) = Z filni(z) + Z fiBui (x)
i=0 i=0

Recordando la expresion (1.14)

(2 —x0) (x —21)° (& — ) -+ (& — xn)zf(2n+2) (

(2n + 2)! )

f(x) = panga (x) +

67



4.2

Capitulo 4: Integracion numérica

donde ¢, € [—1,1]. Integrando esta ecuacién obtenemos

(2 — m0)” (2 — 1) (x — w2)* -+ (w — x")Qf(Q”JrQ) (cz) =

jfumx:/fwﬂumx+/ 19

/f(ar)dsz[fHE[f]

Por tanto la formula de integracion sera

C(4.5)

1 1 1
Q= /p2n+1 (z)dz = Zfz/Anz () dz + Zf; /Bn,i (z) dz = szfz + Z@zfZ
=0 7 =0 Y i=0 i=0

Nos preguntamos si es posible que w; = 0 para todo 0 <7 < n. Es decir, si existe una distribuciéon
de nodos {z;},-,-, tal que las integrales f_ll B, (x)dx sean cero. Usando la expresion (1.12)

donde se definen las funciones B, ; obtenemos
n 2
11 i=0 (x — )

1 1 1 ="
/Bn,z’ (x)dr = /(I — ;) 12 (x) do = / (z — ;) nZ #J sdr =
‘) ks 4 T~ (=)
L7
1 1 -
= — /ln,i (x)H(x—xj)dx
Hj:() (xi_xj),l =0
L F
En la integral tenemos el producto de dos polinomios. [,,; es de grado n y H?:o (x — x;) de grado
n + 1. Llamemos
Puia (o) =T[ (e —2)).

J=0

Si P41 fuese ortogonal a todos los polinomios /,,; de grado < n + 1 entonces w; = 0 para todo
0 <i < n. Para ello vamos a utilizar unos polinomios de Legendre {P;}, [0y que verifiquen las

siguientes condiciones:

e [, es un polinomio de grado ¢ mdnico.
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. f_llPi(:v)Pj(x)dx:Osii#j.l

Para construir P, basta con conocer sus raices.
Ejemplo: Es trivial encontrar P, (x), pues tiene que ser de grado cero y moénico. Por tanto

vl
Ejemplo: Calculamos P; (x). Para ello suponemos que es de la forma P, (x) = z + b e
imponemos que sea ortogonal a Py (x) = 1.
2 1
x
[——i—bx] =2b=0=0=0
2 -1
Por tanto P, (z) = x.
vl

Ejemplo: Calculemos P,. Para ello suponemos que es de la forma P, (x) = 2* + ax + b e
imponemos que sea ortogonal a Py (z) = 1.

<P2,Po>:O:>/(x2+ax+b)dx20:>

x3 x? ! 1 a 1 a 1
T b — o f (=4 ) 0= b= —2
[3+a2+x]_1 3+2+ <3+2 ) 3

Y ortogonal a P; (z) = .

<P27P1>:O:>/(x2+ax+b)xdx:():>

a:4+ x3 bx ! 1+a+b 1 a+b 0= 0
J— a— —_ _ — —_ _ — _— = —_ = a =

4 4, 4 3 2 4 3 2

Luego P (z) = x?—L1= (x ) < %) Por tanto para n = 2 tenemos que xy = —\/Lg y

1
I1:7§.

'P; y P; son ortogonales (P; L P;) para el producto escalar (P;, P;) f P ( (z)dx
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vl

Puede probarse que

P, (z)= ad— (2 —1)" (4.6)

dxm
con a € R para que P, sea monico. Luego segitin la expresion (4.5) eligiendo los nodos {x;},<;<,
como las raices de los polinomios definidos en (4.6), la formula de integracion de Gauss-Legendre
se reduce a

Q [f] = Zwifi
i=0

donde los pesos se calculan segin vimos en (1.12)

1

w; = / (1 —2(x —xy) l;w' (xl)) l?w- (x)dx

1
La expresion anterior puede simplificarse. Para ello supongamos que f = [, ;. Entonces

1

/lf(w)d$=/ln,j(l")deQ[fHE[f]

~1
Como [, ; tiene grado n y la cuadratura tiene precisién al menos 2n+ 1, entonces E [f] = 0. Luego

1

/f (.CL’) dr = Q [f] = Zwilw = Zwi&-j = W;
1=0 =0

-1

Por tanto obtenemos finalmente )

w; = /lm (x)dz

-1

Ejemplo: Calculemos los pesos wg y wy para n = 1.
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1 1
- 1 2 ' 2 2
woZ/llo(I)diU:/x "Ly = x——dlll’ s /\/521
. ’ B To— 1 | 2 4 Ti—x0 3/V3

Se puede ver por simetria que w; = 1. A modo resumen, en la siguiente tabla tenemos los
nodos y los pesos para el caso n = 1.
iln=1)1] 0 1
; —1/V3 1/V3
1 1

Wi

v
Observacion: En el caso de cuadratura de Gauss-Legendre podemos estimar el error de forma
similar a la expresion (4.1) ya que si

/f(fv)d:sz[f]+E[f]

entonces

(:B—aso)2(:x—a:1)2---(x—:xn)2 2
i -|[ T 1 (c) do| =

Blf] < — x [ £0m) (o) / P2 () du (4.7)

(2n + 2)! zg[l—au]
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donde .
P, (z) :H(x—xi).

(2
|
Observacion: En el caso en el que la funcién esta definida en un intervalo cualquiera distinto
al [-1,1] (f : [a,0] — R), es facil generalizar las expresiones anteriores mediante un cambio de
variable

o despejando =
b—a
T =a-+ 5 (t+1).
De esta forma pasamos a trabajar con una nueva funcién ¢ : [-1, 1] = R definida como

b—a

b—a

g(t):f(a+ (t+1))

Asi, podemos expresar la cuadratura general

/f<x>dx=Q[f]+E[f]

mediante las expresiones conocidas para la funcién g:
b 1 1
b—a b—a
fx)yde= | f a—I—T(t—l—l) Tdt: g(t)dt =Q[g] + Eg]

—1 -1

La expresion (4.7) queda en un intervalo generalizado

(b . a)2n+3 !

Elfl < (2n+2) /
/1< 22043 (2, + 2)| ;2[3,}131 ’f (x)}

21

P? (t)’ dt (4.9)

donde ;
P, (t)=P, <a+%a(t+1))

72



Capitulo 4: Integracion numérica

4.3

A modo resumen, se da la siguiente tabla de nodos y pesos para la cuadratura de Gauss-

Legendre en el intervalor [—

1,1]

| F@de =Y wf (w) + B, [

Recordemos que n es el grado del polinomio empleado en la cuadratura, existiendo n 4 1 pesos
y n + 1 nodos. El grado de precision serd al menos de 2n 4+ 1. Los nodos de integraciéon son las
raices del polinomio de Legendre ortogonal moénico P, 1. El valor ¢ € [—1, 1] depende en cada caso
de f y de n. En la tabla m representa el grado de precision de la cuadratura.

nlm| P | z; | wi [ EUT
0] 1 x 0 2 1" (c)
1] 3 72— 1 +1//3 1 =W (c)
215 a? — 2 n 03/5 ??Z ﬁf(ﬁ) (c)

T

=

0.6521451548625461

0.3478548451374538

347%875 f®(e)

0.568838388383839

+0.1834346424956498

4109 5+ . +0.5384693101056831 | 0.4786286704993665 | pzmmm=s f10) (c)
+0.9061798459386640 | 0.2369268850561891
10.0324695142031521 | 0.1713244923791704 )
5111 26+ .. +0.6612093864662645 | 0.3607615730481336 311;!§§?3! £2) ()
+0.2386191860831969 | 0.4679139345726910
10.9491079123427585 | 0.1294849661638697
6l e £0.7415311855003945 | 0.2797053914892766 | ot
+0.4058451513773972 | 0.3818300505051189 | (14)715!
0 0.4179591836734694
10.9602898564975363 | 0.1012285362903763
sl e £0.7966604774136267 | 0.2223810344533745 | 57t s
+0.5255324099163290 | 0.3137066458778873 | (16)°17!

0.3626837833783620

En el caso de un intervalo generalizado donde z € [a, b], la dltima columna de la tabla hay que

multiplicarla por el factor (

b—a ) 2n—+3

2
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4.3 Formulas cerradas de cuadratura compuesta

De la mismam forma que vimos en la interpolaciéon por elementos finitos lineales, definimos
n + 1 nodos {xz-}>i:1727..,7nJrl C [a,b] tal que a = 21 < g < 23 < -+ < X, < Tpyq = b. Definimos
los intervalos o elementos K; = [x;, x;41] para 1 < i < n. Usamos la particion D, = {K;},,.,, del
intervalo [a,b]. Denotamos N, al niimero de elementos, es decir, N, = n. Obsérvese que el nimero
de nodos x; es N,, := n + 1. Representamos la longitud de cada elemento de la particion como
h; = x;41 — x;, siendo h = max;<;<y h;. Si h; = h para todo 1 < i < N, se dice que el mallado es
uniforme.

Entonces dada una funciéon f : [a,b] — R podemos exprear su integral en el intervalo [a, b] del
siguiente modo

[r@a=Y [ f@d=3 Qv (n+> B0

>

Q] B/]

siendo QW [f] y EW [f] respectivamente la formula de cuadratura y el error de integracion de f en
el intervalo o elemento K; = [z;, z;41].

Ejemplo: Usando la regla del trapecio, podemos obtener @ [f] y una cota para el error de
integracion FE [f]. Supongamos mallado uniforme h; = h. Entonces

n

Q[ﬂ:ZQ(i)[ﬂ:Zg(fi—i-fiﬂ):g(f1+f2+f2+f3+"'+fn+fn+1):>
=1

i=1

QL= g <f1+22fi+fn+l)
i=2

Usando la expresion (4.3)

n ) n h3 h,3
(@) = — =
U= 2 [BOI] < 2 g5l @) < 3n mag 177 @)
B < * e ma | (0)
- 12 x€(a,b]
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|
Ejemplo: Usando la formula de Gauss-Legendre para n = 0 en el caso particular de la funcién
f:[-1,1] — R, debemos usar el polinomio P, (z) = z, cuya tnica raiz es xy = 0. Entonces el

peso sera
1

wo = /lop (x)dx =2
1
ya que oo es polinomio de grado 0 tal que lyo (x9) = 1. Luego lyo (z) = 1. Entonces la cuadratura
en el intervalo [—1, 1] sera

[ @ de =3 wisi+ Bl =2£0) + ELS

siendo una cota del error de integracion segtn la expreion (4.7) particularizada para n =0

max (1" () / P2 () de = & max |f"(2)].

3 ze[-1,1]

Si ahora la funcion esté definida en un intervalo genérico f : [a,b] — R, hacemos uso de una
funcion auxiliar ¢ (¢) mediante el cambio de variable visto en la expresion (4.8)

/bf<x>dx:/19<t>dt:2g<o>+mg]:<b—a>f(a‘;b)+E[g}

21
siendo una cota del error

1 (b—a)’
Elg]| < = " ()] =
1E[g]] < 3.2 9" ()]

1
o gg@f;]lf (z)].

Y finalmente, si realizamos la integracion de f : [a,b] — R dividiendo el intervalo en n
subintervalos equiespaciados con h; = h para 1 <i < n.

K; K, K; K,
SR S - ——
a X; X> X3 .. Xn b

I0)



Capitulo 4: Integracion numérica 4.4

n 3 3

h nh
< - " < o "
[f]] ZIE 224%34}” €] max |7 (2)] =

i=1

b—a
< 2 " )
B < 0 ma | (@)

|
En la siguiente tabla resumen se muestran los errores de las diferentes cuadraturas compuestas
en el intervalo [a, b] usando unos elementos equiespaciados de tamano h.

’ Cuadratura \ E[f] < ‘
Trapecio bl_—fhz maXge(qp | f* (7)]
Simpson 2880h MaXze|a,b] |f )|

_ b—ap2 (2)
Gauss-Legendre n = 0 S h maxge(q ’f (37)‘
Gauss-Legendre n = 1 2d1§5 h* maxe|q, ‘f(4) (95)}
Gauss-Legendre n = 2 2715750h MaXze(a,b] ’f )’
~ o b—a 8 (8)

Gauss-Legendre n = 3 393179575 1V MaXee[ab] |f (917)|
Gauss-Legendre n =4 Mmhm MaXze(a,b] |f(10) (x)‘
Gauss-Legendre n = 5 1’2—( 1;(6'1)3,h12 maXye(a,b] }f( 2) (37)‘

4.4 Integracion numérica en 2D

Sea f: D — R, con D C R? un abierto con frontera D poligonal. Buscamos calcular de forma

numérica la integral
/ / f (z,y) dzdy.

Para ello definimos una particion (o mallado) de D como

D), = {Ki}lgiSNe

donde K; son los elementos de la particion.
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WA
KSR
QAN
SN0

De esta forma, la integral original se puede calcular como

//Df(x’y)dxdy:i//mf(x?y)dxdy.

Ademas, si existe una aplicacién biyectiva

Fi (2, 9) = (z,y)

Podemos realizar el calculo en el elemento unidad de referencia ya que
[ ] s@wdy= [ [ 5@ G015 00) didg (4.10)
K; FHE)

donde |Jf, (Z,7)| es el determinante de la matriz jacobiana de la funcion F; evaluada en el punto
(Z,9). Entonces, usando la siguiente notacion

f(F (2,9)) 135 (,9)] = fO(2,9) Tk (3,9)] == § (2,9)

//Kif(:c,y)dxdyz//[%g@ (2,9) didy (4.11)

Es decir, basta con calcular las reglas de cuadratura en los elementos de referencia 1" o Q.

obtenemos

4.4.1 Reglas de cuadratura en cuadrilateros

Regla del trapecio: Para simplicar la notacion prescindiremos del super-indice (7) en la funcion
de integracion.

[ [swiaa=[ [ s@pama= [ (3o6-0+a60)+Ea) -

7
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1

1 1
/g(:@,—mdm/ g(:e,1>d:z+/ B3] di =
_ -1 —1

1
1

G(-1-D+9(L-1)+ Elg) + 3 @(-LD+ 3 (L 1) + Elo + [ Blgs)di =

-1

| DO

Qr 9]+ Er [§]
donde la regla de cuadratura y el error de integracion hemos visto que se obtienen del siguiente

modo:
(-1L,1)+g(1,1) (4.12)

Regla de Simpson:

[ Joe dmdy‘/ / dxdy‘/ll (é @(i—w+4é<fa0>+@<m>>+mgi]) =

1 4 [t 1
—/ §(z,—1)di+ = /Q(:%,O)di+—/ ﬁ(i,l)d:)ﬁ“Jr/ Elg:] dz =
3 -1 3 -1 3 -1 -1

(3(~1,-1) +49.(0,~1) +§ (1, 1)) + 3 B[] +

O =

%( (— 1,0)—|—4§(O,O)+Q(1,O))+§E[§o]+

3OELD + 4900 +9 (1,0 + 3B o) + [ Blaldi = Qslal + Bsla

donde la regla de cuadratura y el error de integraciéon son:
9Qs [ = §(=1,—1) + 49 (0, —1) + g (1,—1) + 4§ (~1,0) +
+164 (0,0) + 49 (1,0) + g (=1,1) +4g(0,1) + g (1,1)

Bolil = 3Bl + 3Bl + 3Bl + | Plaslas

Observacion: En el caso particular en que Fj esté definida segin se muestra
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Goy)=(-11)  (x3y3)=(1,1)

ay az as
P P v ¢—O0—0
A~ Q;
Q | & .
— dg dg dg
S 0 i~ 6—0—0
aj as ds

‘ O - »

Goy)=(-1,-1)  (x,y2)=(1,-1)

4 4
Fy(2,9) = (Z 206, (2,9). Y v, (4, @)) =
j=1

11 (z,9) + Loy (z,9) + T3 (z,9) + L1004 (z,9)+

101 (Z,9) + 1102 (2,9) + Y2003 (2,9) + 104 (2,7) =

%(ml(l—:i‘)+352(1+i‘);y1(1_@)+y2(1+?))>:

1 T+ T2 + 1 To — XI1 0 z
2\ 1ty 2 0 Y2 — W g )
Es directo calcular el jacobiano, que es constante

PN 1 To — X1 0
Je (2,9) = = =
5 (2,9) 2( 0 y2—y1>
Qi
4 )
donde |Q;| representa el area del elemento @);. Por tanto, sustituyendo en la expresion (4.12)
obtenemos

o
I, (2,9)] = 2 (v2 —21) (Y2 — 1) =

Qrif) = 0rll = L (FL -+ f Ly s fa s fa) =
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el

Qr[f] = = (f(a)) + f (a2) + f (a3) + f ()
Andalogamente, usando la regla de Simpson
Qs11= Qs 1) =2 (7 a0) 4 7 )+ () + f ) +

Af (as) +4f (as) +4f (a7) +4f (as) + 16f (a9))

Ademas, si f es una funcion bilineal, E7 [f] = 0; y si f es bictubica, Eg [f] = 0. Se deduce de como
se ha obtenido la cuadratura, pues en cada paso intermedio, el término de error es nulo.

a

Observacion: Este procedimiento se puede aplicar para calcular también reglas de cuadratura
basadas en las de Gauss-Legendre. En este caso podriamos integrar funciones de la forma

f(z,y) =p(r)q(z)

con p y q polinomios de grado m. Entonces las cuadraturas serian exactas si utilizamos n puntos
en cada variable tal que m = 2n — 1.

vl

4.4.2 Reglas de cuadratura en tridngulos

Vamos a construir reglas de cuadratura que tengan el mayor grado de precision posible.
Observacion: Consideremos la cuadratura compuesta por un tnico nodo.

0,1)

xuLyi) A~
O

(0,0) (1,0)

Nos planteamos el valor de Z1, ;3 y w; para que la cuadratura Q [g] = w1g (Z1,91) tenga el
mayor grado de precision posible.

T

1_
=

1
://1d§;dg;ic2[1]:w1:>w1:§
T
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1
1

0

1
6:/ij(l—i*)dfc://i’di:dgj://a%dﬁ:dQ;Q[fc]:w1321:>92*1:
0 0 0 i

T
1 1—§ |
6:/@(1—@)&://@&:@://gd:%dg;cg[g]zwlgl;»glzg
0 0 T

El grado de precision es 1, ya que para polinomios de grado 2 la cuadratura deja de ser exacta.

Comprobamos esta tltima afirmacion. Por un lado

Observacion: Consideremos los tres vértices del triangulo.

0,1)=(x5ys)

T

O N AN
(O, 0)=(X1,_V1)

(1,0)=(%y>)

Nos planteamos el valor de wy, wy y w3 para que la cuadratura Q [¢] = Zle w;g (Z;,9;) tenga

el mayor grado de precision posible.

= T ://1d33dg);62[1]:w1+w2+w3
T

1
2
1 a2 A 1
6://xdxdy:Q[x]:w1-0+wQ-1+w3~0:>w2:6

T
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—://Qdi’dQ;Q[Q]:w1-0+w2-0+w3~1:>w3:—

Luego los tres coeficientes son iguales a 1/6. El grado de precision es 1, ya que para polinomios de
grado 2 la cuadratura deja de ser exacta. Comprobamos esta tltima afirmacion. Por un lado

_1 2 2 2\ _ —
_6(0 +1 +0)_6

Sin embargo, como ya vimos en la observacion anterior, la integral tiene un valor de 1/12.
|
Observacion: Puede probarse que la cuadratura Q [g] = Z?:l w;g (Z;,9;) tiene un grado de
precision 2 para los siguientes nodos y pesos.

(F1,91) = (1/2,0)  wi = 1/6
(@2, 92) = (1/2,1/2) ws = 1/6
(23, Q )=1(0,1/2) w3 =1/6

|
Observacion: En el caso general de n nodos y conociendo la transformaciéon afin F;, podemos
realizar la integracion en el tridngulo original.

( ZI)I.Vg))

F, (5.55)
o N\~
(X3/Y3) AN
Gy (o)
. . .
(0,0) (1,0) 7, )

Se puede comprobar que
[Jr, (2,9)] = 2|T}]

y por tanto

Q [f] = Q ' szg xzayz sz xwyz ’JF ( )‘ = 2‘Tz|ZW1f (%;%)
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Observacién: Segtn hemos visto, es necesario calcular el area de un triangulo |T;| dadas las
coordenadas de sus tres vértices. Para ello puede emplearse la formula de Her6n. Siendo a, by clas
longitudes de sus tres lados, el area se puede demostrar que se obtiene con la siguiente expresion:

T3l = Vs (s —a) (s =) (s — ) (4.13)

donde s es el semiperimetro del tridngulo

a+b+c

S = 5

La formula de Heron (4.13) es numéricamente inestable para triangulos de Angulos muy pequenos.
Una alternativa numéricamente mas estable implica reordenar las longitudes de los lados de modo
que a > b > ¢, y luego realizar el calculo de acuerdo con la siguiente expresion:

T3l = }L\/(a+(b+0))(c—(a—b))(c+(a—b)) (a+(b—c))

Dados las cordenadas de los nodos del triangulo (x1,41), (2, y2) y (x3,y3) es facil calcular los lados
mediante la distancia entre dos puntos. Asi, por ejemplo, si el lado mayor es el que une los nodos
1 v 2 obtendriamos

0=/~ )+ (1 — )
Notese que la anterior expresion puede calcularse de forma més compacta usando la funcion hypot
de MATLAB/OCTAVE: a = hypot(x1-x2,y1-y2);
v

4.5 Ejercicios

1. Deducir la regla de Simpson compuesta suponiendo un mallado Dy, del intervalo [a, b] equiespaciado.

Deducir también la cota de error asociada a esta cuadratura.

2. Calcular los nodos de integracién y los pesos de la cuadratura de Gauss-Legendre en el
intervalo [—1, 1] utilizando n = 3 nodos.

3. Deducir una cota de error de la formula de cuadratura (simple y compuesta) de Gauss-
Legendre para n = 2 nodos.

1
2
4. Calcular / 5 dz utilizando:
0 T¢+4

(a) La regla del trapecio y de Simpson simples.
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(b) La regla compuesta del trapecio con h =

1

' 39 y
1

(c) La regla compuesta de Simpson con h = )35 Y

1
5. Aproxime / 23dx usando la regla compuesta del trapecio eligiendo el valor de h adecuado
0

para que el error sea menor que d = 107%. ;Qué se obtendria mediante la regla de Simpson?

6. Razonar si es verdadera o falsa la siguiente afirmacion: La formula de cuadratura obtenida
b

b
al aproximar la integral / f(z)dz por la integral / pn(z)dz, siendo p,(z) el polinomio

interpolador de Lagrange de grado n de f con nodos equiespaciados en [a,b], tiene grado de

precision al menos n.

7. Sea f:[0,1] — R, se considera la formula de cuadratura
Qf]=af(1/4) +bf(1/2) +cf(3/4)
para aproximar fol f (z) dx, se pide:

(a) Determinar los valores de las constantes a, b y ¢ de modo que la formula de cuadratura
Q [f] tenga grado de precision (grado de exactitud) maximo.

(b) Aplicar la formula obtenida para aproximar

1 2
x
/ T g
0o Va2 +12
8. Sea f:[0,1] — R, se considera la féormula de cuadratura
Qf1 =cof(0) +c1f(z1)
para aproximar fol f (z) dz, se pide:

(a) Encontrar el valor de las constantes ¢g, ¢; y 1 de modo que la formula de cuadratura
Q [f] tenga el grado de precision més alto posible.
(b) Utilizar la formula anterior para aproximar
Usen(z? +1)

———dx.
0o Va3+3
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9. Estima el nimero de subintervalos necesarios para que el error cometido al aproximar la

integral
S
| ot
1 1+logax

mediante la regla del trapecio compuesta sea menor o igual que § = 107%. Calcula dicha
aproximacion.

10. La masa que entra o sale de un reactor durante un intervalo de tiempo [ty t5] viene dado por

AI:A%Q@dwﬁ

donde ¢(t) es la concentracion del producto quimico y @ (¢) es el flujo. En un reactor el flujo
es constante (Q = 4m3/min y de la concentracion se han tomado las medidas reflejadas en la
siguiente tabla

tmin] |0 2 4 6 8
clmg/m’] [ 12 22 32 45 58

Aproximar la masa del producto quimico que sale del reactor en los 8 minutos:

M:AZWW

(a) Utilizando la regla de los trapecios compuesta.

(b) Utilizando la regla de Simpson compuesta.

11. De una fuerza F'(z) que depende de la posicion, x, contamos con las siguientes mediciones
discretas a intervalos de 5 m.

zm] [0 5 10 15 20
FIN]|0 153 951 870 281

(a) Estimar el valor de F' para un valor de x = 6 m utilizando un polinomio interpolador
cuadratico.

(b) Aproximar el trabajo realizado por la fuerza:

IV:A%HMM
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12.

13.

14.

15.

16.

i. Utilizando la regla de los trapecios compuesta.
ii. Utilizando la regla de Simpson compuesta.

Use la regla de Gauss-Legendre con dos nodos para aproximar:

1 42 5 2
a) [ e dt b sen’t
(a) (
0 2 t

Repetir el ejercicio anterior utilizando la cuadratura compuesta de Gauss-Legendre con dos
nodos generando en cada caso un mallado de elementos finitos equiespaciado Dy, con N, = 10.

La fuerza total ejercida por el mastil de un velero se puede expresar como

30
F = / 2502 e /104
0 6+ z

siendo z la distancia vertical a la cubierta.

(a) Aproximar el valor de la integral mediante la formula de Gauss-Legendre con 2 y 3
nodos.

(b) Construir una particion Dy, con 10 elementos equiespaciados y aproximar el valor de la
integral aplicando la formula de Gauss-Legendre con 2 y 3 nodos en cada elemento.

La longitud de una curva y = f(z) definida sobre un intervalo [a, b] es

l= / V14 (f'(x))d.

Aproxime la longitud de la curva y = e™*, 0 < x < 1, usando:

(a) La regla compuesta del trapecio con h = 0.1y h = 0.01.
(b) La regla compuesta de Simpson con h = 0.1y h = 0.01.

2 2
/ e *dx
0

y se pide calcular el ntimero de elementos N, necesarios para obtener una aproximacion
de dicha integral con un error por debajo de la toleracia 6 = 107° generando un mallado
equiespaciado Dy, del intervalo [0, 2] y utilizando cada una de las siguientes cuadraturas:

Se considera la siguiente integral
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(a) La regla de los trapecios compuesta.
(b) La regla de Simpson compuesta.

(c) La cuadratura compuesta de Gauss-Legendre con n = 2 nodos.

2
1

/ —dzx.
. T

Sea D), una particion equiespaciada del intervalo [1,2]. Se pide calcular el valor aproximado
de la integral mediante las siguientes cuadraturas:

17. Se considera la siguiente integral

a

(
(b
(

Qr: regla de los trapecios compuesta.

Rs: regla de Simpson compuesta.

(c
d

(e) Qgq:cuadratura compuesta de Gauss-Legendre con n = 4 nodos.
Completar la siguiente tabla para los distintos valores de h (calcular el error a partir
del valor exacto de la integral):
| h [ Er|Bs|Ea| Ees | Fo |
1
0.5
0.25
0.125
0.0625

)
)
) Qg2 cuadratura compuesta de Gauss-Legendre con n = 2 nodos.
) Qgs: cuadratura compuesta de Gauss-Legendre con n = 3 nodos.
)

18. Deducir la formula de cuadratura que se obtiene en el elemento de referencia Q si las integrales
sobre el intervalo [—1, 1] se aproximan mediante la cuadratura de Gauss-Legendre utilizando
1 nodo de integracion. ;Cémo queda la cuadratura para el rectangulo [z1, 22) X [y1, y2] C R??

19. Deducir la férmula de cuadratura que se obtiene en el elemento de referencia Q si las integrales
sobre el intervalo [—1, 1] se aproximan mediante la cuadratura de Gauss-Legendre utilizando
2 nodos de integracion. ;Como queda la cuadratura para el rectangulo [z, To] X [y1, y2] C R??

20. Sea D = (0,1) x (0,1) C R* y se considera el mallado Dy, = {Q;},.,<,¢ regular y uniforme
de la siguiente figura:
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0.5

0 0.5 1

Si f: D — R estd dada por f (z,y) = sen (7x) sen (7y), se pide aproximar

/D f (e, y) dody

en los siguientes casos:

(a) Utilizando la regla de los trapecios en cada elemento del mallado @Q; € Dy,

(b) Utilizando Gauss-Legendre con n = 1 nodo de integracion para aproximar las integrales
en cada elemento del mallado @); € Dy,

(c) Utilizando Gauss-Legendre con n = 2 nodos de integracion para aproximar las integrales
en cada elemento del mallado Q; € Dy,

21. Repetir el ejercicio 20 refinando el mallado una vez (dividiendo cada cuadrilatero en 4 de
forma regular). Refinar una vez més el mallado obtenido y repetir nuevamente el ejercicio
20. Construir una tabla en la que se especifique el método utilizado y los errores obtenidos
en cada método utilizando cada uno de los tres mallados construidos.

22. Repetir el ejercicio 20 utilizando la regla de Simpson en cada elemento del mallado Q; € Dy,
donde en este caso el mallado Dy, = {Qi},,, es el siguiente:
(0.5,0.5)

-(0.5,1)

0.5

-(0,0.3)
-(7'0'T)

-(0.6,0)
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23. Se considera el conjunto D C R? dado por
D={(z,y) eR*: (z — 1) +4% < 1}

_ (@=1)24y?
y la funcion f: D — R, con f (z,y) = e 0.4 ~. Se pide aproximar

/D f (2, y) dudy

construyendo con Matlab un mallado D), = {Ti}, ;. de D formado por tridngulos y
aproximando la integral sobre cada elementos 7T; mediante la cuadratura numérica que utiliza
los vértices de cada tridngulo.

24. Se considera el siguiente conjunto D C R?, de tal manera que D representa una placa:
6
5

4

-1 0 1 2 3 4 5 6

La funcién f : D — R define la temperatura en cada punto de la placa mediante la expresion
.2
fx,y) = e's + 204/ + 1. Se quiere calcular la temperatura media de la placa, para ello:

(a) Construir con Matlab un mallado Dy, = {T}},,. del conjunto D formado por tridngulos.

(b) Se recuerda que la temperatura media sobre la placa se puede calcular mediante

ﬁ /D f (2, y) dudy,

siendo |D| = area (D), donde ademas

|D|:/ dxdy.
D

Aproximar estas integrales utilizando en cada elemento T; € D, la regla de cuadratura
con orden de precision uno que utiliza un tinico punto de integracién numérica.
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Capitulo 5

Ecuaciones en derivadas parciales lineales
de segundo orden: Marco funcional

5.1 Introduccion

Una ecuacion en derivadas parciales (EDPs) lineal es aquella que se pueden expresar del modo
Lu=0 (5.1)

donde u es la funcién incégnita a resolver y L es un operador diferencial lineal. Es decir, intervienen
derivadas parciales de la funcién uw en forma lineal. La linealidad del operador L hace para
cualesquiera funciones u; y us se cumple

L (auy + Pug) = aL (uy) + BL (uz) Va,B € R.

Para que una ecuacion diferencial esté bien planteada (que exista solucion y ésta sea tnica)
necesita ademés unas condiciones de contorno y/o condiciones iniciales.

5.1.1 EDPs lineales de segundo orden en 2D

Las EDPs lineales de sequndo orden se clasifican en tres tipos. Estudiemos por simplicidad primero
el caso de bidimensional donde el dominio de definicion es un plano de coordenadas z; y xs.
Llamando u = u (z1,x2) a la funcién incognita, cualquier ecuacion lineal de segundo orden puede
expresarse de la siguiente forma

AUy, + OUgyzy + ClUgyzy + dUy, + €Uy, + f+g-u=0 (5.2)

donde al término f se le denomina término fuente. En la clasificacion de esta ecuacion diferencial
s6lo intervienen los coeficientes de las derivadas de segundo orden a, b y c. Dependiendo del signo
del discriminante b> — 2ac, la ecuacion sera:
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o FEliptica: b*> — 2ac < 0. Las soluciones son suaves. Por ejemplo, la solucion de la ecuacion de
Laplace.

e Parabdlica: b*> — 2ac = 0. Un ejemplo es la ecuacion del calor. La solucién se va suavizando
a medida que el tiempo crece.

e Hiperbolica: b*—2ac > 0. Se retiene en la solucion cualquier discontinuidad de las condiciones
iniciales o de sus derivadas. Un ejemplo es la ecuacién de ondas.

Para que la ecuacion sea lineal, todos los coeficientes no deben depender de la solucién u, o dicho

de otra forma:

Oa _0b_0Oc_0d_0dc_0f 09 _

ou Ou Ou Ou Ou Ou OJu '
No obstante, dichos coeficientes no tienen por qué ser constantes, pueden depender de las coordenadas
x1y 2. En ese caso puede ocurrir que la ecuacion (5.2) cambie su discriminante segin la region

del plano.

5.1.2 EDPs lineales de segundo orden en n dimensiones

Para el caso general de n > 2 variables independientes z, xs, ..., T,, las ecuaciones lineales de
segundo orden pueden expresarse de la forma

. + b—+f+ =0 (5.3)
;;“Ja 8x] 2_: k g

donde como en el caso bidimensional, los coeficientes a;;, by, g y el término fuente f pueden
depender de las coordenadas, pero no de la propia funcién u. En este caso general, la ecuacion
serd dependiendo del signo de los valores propios \; de la matriz A = [a;;]:

e FEliptica: Si los autovalores son todos positivos o todos negativos.

e Parabolica: Si los autovalores son todos positivos o todos negativos, excepto un autovalor
que es cero.

e Hiperbolica: Solo hay un autovalor negativo y el resto positivos, o s6lo hay un autovalor
positivo y el resto son todos negativos.

o Ultra-hiperbolica: Existe méas de un autovalor positivo, y mas de un autovalor negativo, y
ninguno cero.
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Notese que debido a la igualdad de las derivadas cruzadas

ou*  ou?
aZL’Z’an n 8%61‘2

la matriz A serd simétrica, y por tanto todos sus autovalores seran reales. Asi, una definicién
equivalente para los problemas elipticos es que su matriz de coeficientes A sea definida (positiva
o negativa). Por tanto, otra definicion equivalente es que existe un o > 0 tal que

n n n
ZZaijnrj > aZT? Y (ry,re, - ,mn) € R”
i=1

i=1 j=1

en caso de ser definida positiva, o bien

n n n
—ZZaijnrjzaZmQ V(Tl,TQ,"',Tn)ERn
=1

i=1 j=1

en caso de ser A definida negativa. Posteriormente veremos qué condiciones deben cumplir las
funciones a;;, by, f y g para que el problema esté bien planteado y tenga solucién.

Comparando las expresiones (5.2) y (5.3) podemos comprobar que el criterio de clasificacion
coincide. Asi, la matriz A en un problema bidimensional adopta la forma

()

y sus autovalores seran las raices del polinomio caracteristico

A—a —b/2
-b/2 A—c

b2
=N —(a+c)\+ac— —.

X () =T A= | :

Dichas raices son

a+cEtva?+c2+b2—2ac
5 .

Por tanto, para que no haya cambio de signo entre ambos valores propios el discriminante b — 2ac
debe ser negativo.

A:

5.2 Algunos ejemplos de EDPs lineales de segundo orden

5.2.1 Ecuacion del calor

Queremos estudiar como evoluciona la temperatura en cada punto de un volumen V' dado (un
solido o un fluido).
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4

X

Sea D C R? abierto tal que D = V. Empezamos definiendo algunas funciones sobre D, junto
con sus unidades fisicas:
u:Dx(0,T)—>R

e Temperatura [K] en el punto (z,y, z) para el instante de tiempo t. { w(z,y, 2, 1)

e:Dx(0,T) >R

: P 3 ;
e Densidad de energia térmica [J/m?] por unidad de volumen. { e(2,y,2t)

p:Dx(0,T)—R

e Densidad de masa [kg/m?] por unidad de volumen.
lkg/m"] p { p(x,y,21)

e Calor especifico [J/ (Kg - K)] (energia térmica que se suminstra a la unidad de masa de una
c:Dx (0,T) = R

sustancia para subir su temperatura una unidad). { c(z,y,2,1)

e Energia térmica [J/ (m?s)] (por unidad de volumen y por unidad de tiempo). Se refiere a
Q:Dx(0,T)—=R

Q ('r7 y? Z? t)
e Flujo de calor o de energia térmica (por unidad de tiempo y por unidad de superficie)

) q: D x(0,T) - R?
[‘]/ (m S)] { q(x,y,Z,t) = <q1 (x,y,z,t) , g2 (fL’,y,Z;t) , 43 (ZL‘,y,Z,t))

K:Dx(0,T) =R
K (z,y,2,t)

posibles fuentes internas de energia térmica. {

e Conductividad térmica [J/ (m - s - K)]. {

v:Dx(0,T) — R3

* Campo de velocidades [m/s]. { V(@2 t) = (01 (2,2, 8), 02 (2,5, 2,8) 03 (2,9, 2, 1))

Dado un conjunto W C D, la energia térmica [J] que hay en W en cada instante de tiempo ¢ viene
dado por

E(W,t):/ e(x,y,z,t)dx-dy-dz:/ e
W W

Aplicando la conservacion de la energia térmica en W tenemos
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tasa de cambio energia térmica energia térmica
de la energia a través de la generada en W
térmica en W por = frontera de W por + por unidad de
unidad de tiempo unidad de tiempo tiempo
d
—E (W,1) qn + Q (5.4)
dt oW

Como e(x,y, z,t) = c(x,y,2,t) p(z,y,2,t) u(x,y, z,t) podemos expresar la derivada temporal
como

d d d 0
EE(Wt) dt/ e= )., cpu = Wa(cpu).

Por otro lado, utilizando el teorema de la dlvergenma suponiedo que q es suficientemente regular

/ qn:/ divq.
oW W

Por tanto la expresion (5.4) queda para cualquier conjunto W

[ (Gomroma-a) -0

y por tanto para todo (z,y,z,t) € D x [0,T]

0
5 (cpu) + divg — Q =0
Utilizando la denominada ley de Fourier
q=—KVu+vcpu

obtenemos finalmente la ecuacion del calor para todo (z,y,z,t) € D x [0,T]

; (cpu) — div (KVu) + div (vepu) = Q. (5.5)

En muchos casos ocurre que los campos ¢, p y K son constantes en el espacio y en el tiempo
(material o medio homogéneo). Entonces la ecuacion del calor adopta la forma

% — k- div (Vu) + div (vu) = f (5.6)

donde k = K/ (cp) es el denominado coeficiente de difusividad térmica (unidades de aceleracion

[m?/s]) y [ =@/ (cp).
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En este curso nos centraremos en medios o materiales homogéneos sin velocidad (v = 0). Por
otro lado

2 2 2
div (Vu) = div (Gu ou 0u) 0’u  0*u 0*u

., et —|— + = AU/

ox’ Oy’ 0z ox?  0y? 022

donde hemos usado el operador Laplaciano /. Por tanto, la ecuacién del calor en medios o
materiales homogéneos sin velocidad se reduce a

ou

5.2.1.1 Condiciones de contorno

En general dividiremos la frontera en tres regiones, algunas de las cuales puede ser el conjunto
vacio O,
oD =IpUIlNUIR

e impondremos un tipo de condiciéon de contorno diferente:
e En I'p se especifica el valor de la temperatura. Es una condicién de tipo Dirichlet.

ulp, =up up : I'p x (0,7) - R

e En [y se especifica el flujo de calor que entra por la frontera. Es una condicion de tipo

Neumann.
qn|, = qn gy : I'y x (0,T) - R
En el caso sin velocidad v =0, q = —KVu por lo que se obtiene
ou
KVu|, =—qy <<= K— = —qn
N on |

El criterio de signos elegido es que si gy > 0 la energia térmica sale del dominio y el vector
normal a la pared n apunta al exterior del dominio V.

e En ['; existe transmision de calor por conveccion (por ejemplo cuando la frontera esta banada
por un fluido). En este caso la ley de Newton nos da el flujo de calor en funciéon de un
coeficiente, o« > 0 llamado coeficiente de transferencia de calor!, y la diferencia entre la
temperatura de pared u y la temperatura del fluido u.,;. Es una condicién de tipo Robin, o

mixta.
qn|FR:a(u—uext) Uet, @t Tr X (0,T) = R
Si no hay velocidades en ['g, esta condiciéon de contorno se reduce a
ou
Ka— = (Uegt — 1) .
njp
R

'En inglés heat transfer coefficient, por lo que se le conoce también por sus siglas htc. Tiene unidades de
W/ (m?K).
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5.2.1.2 Condiciones iniciales

Para que el problema esté bien planteado es necesario también conocer la temperatura inicial ug
que tiene el conjunto V:

u(x7y7270) = Ug ('runZ) V(ZI},y,Z) ED
ug: D — R

5.2.1.3 Problema completo

Recogiendo todo lo visto hasta ahora sobre el problema de transmision de calor en un medio
homogéneo sin campo de velocidades tenemos (problema completo)

W k- Au=fenD x(0,7T)
u|FD:9D
’fg—ﬁ’ergN
(a“"‘kg_z”r,g = 9r
u(0) = ug en D

donde
k= K/ (cp) gp = up
f=Q/(cp)  gnv=—an/(cp)
a=a/(cp)  gr= QUest/ (cp)
Este problema es de tipo parabolico ya que la matriz de coeficientes de las derivadas segundas
segln las variables independientes x, y, 2 y t es

o o o
o O O
o ;O O
o O O O

donde vemos claramente que tiene 3 valores propios repetidos positivos iguales a k£ y un cuarto
valor propio nulo.

En algunas ocasiones es importante estudiar qué temperatura o distribuciéon de temperaturas
alcanzara nuestro volumen V para tiempos suficientemente grandes. Matematicamente supone
estudiar el limite

Jim w (z,y, 2,1)

y corresponde con suponer du/0t = 0 en las ecuaciones del problema completo. Si las funciones
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f, 9p, gn v gr no dependen del tiempo tenemos el siguiente problema completo:

—k-Au= fenD
U|FD =94p
kg_:ﬂr]v = YN
(a“+’f3—li)|pR = 9r

En este caso tenemos un problema eliptico, ya que la matriz de coeficientes se reduce a

A=

o o =
o IO
> O O

5.2.1.4 Caso bidimensional

z

hT

Wx{h}
dWx(0,h)

Wx{0}

Sea ahora D C R? y el volumen de espesor constante h definido por V = D x (0, h) del siguiente
modo:
D x (0,h) = {(z,y,2) € R*: (z,y) € D,0 < z < h}

Repetimons el analisis hecho para la ecuacion del calor en 3D exactamente igual, pero suponemos
que todas las funciones son constantes en z, es decir,

w(e,y,zt) =u(e,yt) eyt eDx (0,1),0<z<h

y de igual modo para el resto de funciones e, p, ¢, K, etc. Dado entonces un conjunto W’ C V tal
que W’ =W x (0,h) estando el conjunto W contenido en D. Asi tenemos

h
e(x,y,zt)dedydz = / / e(x,y,t)dedydz = h/ e(x,y,t)dedy = h/ e.
' o Jw w w

E (W', 1) :/

w
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Entonces
d

—E (W' t) = —/ an+ [ Q
dt 6W/ Wl

Podemos comprobar que £E (W', t) = h [, 2 (cpu)y [,,, @ = h [;,, Q. Ademés podemos descomponer
la frontera del volumen W’ del siguiente modo

OW'=0W x (0,h) UW x {0} UW x {h}

L[ wif aif
oW’ OW x(0,h) Wx{0} Wx{h}
/ qn:h/ qn:h/ divq
OW x (0,h) oW w

/ q

Entonces

donde

0

S @ (u(z = 0) = ey (2 = 0))

/ Jwa(z=hn=— [ ax(z=h)
qn = 0
Wx{h} fW a(u(z="h)— ey (z=h))

Asi, si por ejemplo suponemos condicion de contorno Neumann en z = h y Robin en z = 0:

0
/ <h— (cpu) + h - divg + gn + a0 (U — Uezr) — h@> =
w \ Ot

para cualquier W C D, y por tanto

«

0
5 (cpu) + divg = Q — 7 —-% (U — Uegt)

Si nuevamente aplicamos la ley de Fourier, imponemos las condiciones de contorno y las condiciones
iniciales, y ademéas suponemos un medio homogéneo

—k-Au+au=fenD x (0,T)
U|FD—9D
kau’rN_gN
(a“‘l'kdu)lf — YR
u(O)—uoenD
donde

Q qn QUegt

" pc hpe hpc
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Este problema es de tipo parabolico ya que la matriz de coeficientes de las derivadas segundas

segin las variables independientes x, y y t es

A:

o O
o = O
o O O

donde vemos claramente que tiene 2 valores propios repetidos positivos y un tercero nulo.
Ejercicio: Caso unidimensional estacionario (Ou/0t = 0). En este caso el volumen V' se puede

expresar como V = D x B donde

D x B={(z,y,2) eR’: 2z € D,(y,z) € B}
B={(y,2) e R : >+ 2* <1’}

El problema completo queda
—k-Au+au= fenD
U|FD = 9p
k%‘m = 9N
(a’u + k%) |FR = 9r

donde
f _ Q . qn QUegt
pc  perr? o penr?
a
a =
pemr?
o=2
pc

Es un problema eliptico.
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5.2.2 Ley de balance de solutos en un medio

Haciendo el mismo analisis que nos ha llevado a la ecuacién del calor en un volumen V', podemos
obtener otra ecuacion que nos describa la evolucion de la concentracion de un soluto (sustancia
material disuelta en un fluido, por ejemplo un contaminante quimico en un lago, la sal en el mar,
un cierto tipo de bacteria en un rfo, etc) contenido en un cierto volumen V.

Sea D C R? un abierto tal que V = D. Definimos la funcién incégnita u que representa la
concentracion o densidad del soluto (kg/m?® o mol/m?) en el punto (z,y,z) para el instante de
tiempo t.

u:Dx(0,T) =R
u(z,y,z,t)

Dado un conjunto W C D, la masa que hay en W en cada instante de tiempo ¢ viene dado por

m(VV,t):/ u(x,y,z,t)dx-dy-dz:/ u
W W

Aplicando la ley de balance en W tenemos

tasa de masa que creaciéon o
variaciébn de = entraosalea 4 destruccion de
la masa de W través de OW masa en W

G ==/ an+ [ g

En este caso, el flujo viene dado por la ley de Fick:

q=—-KVu+vu
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donde K es la difusividad del soluto y v la velocidad del fluido. Repitiendo el mismo anélisis que
con la ecuacion del calor se llega al problema completo de tipo parabdlico siguiente:

%+div(uv) —div(K -Vu)=Q en D x (0,7T)
ulp, = up
du _
8K8_n}FN = 4N
Kﬁ‘FR = & (et — 1)
u(0) = up en D

La reduccion al caso 2D y 1D es andloga al estudio de la ecuacion del calor.

5.3 Introduccién a los espacios funcionales L? y H'

Definimos algunos espacios funcionales que nos seran ttiles mas adelante. Sea D C R un conjunto
abierto. Definimos los espacios L?, H' y H} del siguiente modo:

LQ(D):{f:D%R:/D|f|2<OO}

{f;D—>R:feL2(D) Y %eﬁ(D),lgigd}

Hy(D)={f:D—>R:feH' (D) y flop=0}

Ejemplo: D = (—1,1) y sea f (z) = |z|. Su derivada no esta defininida en el origen

H' (D)

, ! —1<z<0
J'lw) = { 1 O<z<l
Es claro que f € C (D), pero f' ¢ C (D). Sin embargo

1

/D|f!2=/x2dx=§<oo:f€L2(D)

-1

1

/\f/|2:/1dx:2<oo:>f’eL2(D)
D

Luego f € H' (D).
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Los espacios L? (D) y H' (D) y H} (D) son espacios vectoriales y verifican que
H'(D) c L*(D)
H; (D) C H' (D)
Ademas podemos definir un producto escalar en L? (D) y H' (D):
V9 ELX(D): ()i = | fo
D
of dg _
Vg e HUD): ALy = [ fo+ Z [ A2 iy + VT
Una vez definidos los productos escalares, podemos definir las normas asociadas:
1/2
EerD): Wl = ([ 1)
1 2 2\’ 2 2 1/2
em D) Wl = ([ 1F+ [ 1957) = (190 + 191200
En general, en el espacio Hj (D) se utiliza el producto escalar y la norma de H' (D).
Observacion: Si f,g € L* (D), por la desigualdad de Cauchy-Schwarz podemos afirmar
/ng = ([, 9>L2(D) < HfHL2(D) H9HL2(D)
|

Desigualdad de Poincaré: Sea D C R? un conjunto abierto y acotado. Entonces 3 una

constante C), > 0 tal que

I£ll2py < CPIVFll2py VS € Hy (D)

|

Observacion: La desigualdad de Poincaré también es cierta para funciones que se anulan

en s6lo una parte de 9D, es decir, si I' C 9D, con |I'| > 0sid > 1ol # Qsid=

W ={feH" (D): f|l, =0}, entonces 3Cp > 0 tal que

120y < CP IV Iy VFEW
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5.4 Problema eliptico lineal de segundo grado

5.4.1 Problema con condicién de contorno u|,, =0

Analicemos con més detalle el siguiente problema eliptico

_ — d
{au kAu = f en D CR (5.8)

U‘aD =0

donde k£ > 0, @ > 0 constantes y f : D — R. Buscamos una funcion v : D — R que verifique (5.8).
Recordemos que se dice que una EDP es eliptica si se puede escribir como

d

d
Ju 0 ou
=1

ig=

y ademaés la matriz K = (k;;) es definida positiva y a, b;, k;j, f : D — R son en general funciones
con 1 <i,j <d. Cuando a una EDP eliptica se le anade unas condiciones de contorno sobre 9D
(Dirichlet, Neumann o Robin), hablamos de un problema eliptico.

Observaciéon 1: La ecuacion (5.9) se puede escribir como

au+b - Vu —div(KVu) = f

con K = (k;;) y b = (b1,ba,--- ,b4). La condicién definida positiva para la matriz K también se
puede expresar como
Ja>0 rKrt>a|r|? vr € R?

Observacion 2: La EDP (5.8) es un caso particular de (5.9) donde ‘
a=cte >0
bi=0 V1<i<d=b=0
K=FI
vl

Observacion 3: Tanto la ecuacion del calor como la ley de balance de solutos, si v # 0, queda
de la forma
ad'u+div(uv) — kAu = f

que también es un caso particular de una EDP eliptica pues div (uv) = u - divv + v - Vu. La
ecuacion queda
(a' 4+ divv)u+v-Vu—kAu=f
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y por tanto a = a’ + divv, b=v y K = kL

Observacion 4: Con frecuencia la EDP (5.9) se suele escribir como ‘
Lu=f
definiendo el operador diferencial
d d
L=a+ ;: Z; (wax):a+b-V—muKV)
que claramente vemos que es lineal.
|

Observacion 5: Siu € C*(D)NC (D) es solucion de un problema eliptico definido por (5.9),
se dice que u es solucidn cldsica.
Para ello es necesario que los coeficientes de (5.9) verifiquen las siguientes propiedades:

aEC(D), a>0

beC' (D), 1<i<d
kjeC'(D), 1<i,j<d
dko, M >0, ko<ky; <M 1<1,5<d
|

Empezamos a analizar el problema (5.8) y lo primero que nos planteamos es si tiene solucion.
En caso afirmativo, ;cuantas tiene? Dicho problema, donde buscamos una solucion clasica, es lo
que se conoce como problema fuerte.

En general el problema (5.8) no tiene soluciones clésicas salvo para casos muy particulares, por
lo que nos planteamos distintas formas de abordarlo. De momento supongamos que (5.8) tiene por

solucion la funcion u y que ésta es clasica, es decir, u € C* (D)NC (D) Sea entonces p € C'* (D),

entonces
/(awp — kAup) = /fgo =
D D

a/wp—k‘/Augp:/fgp (5.10)
D D D
Por el teorema de la divergencia

/dz’v (pVu) = /(p -Vun = g—z

D oD oD
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div (pVu) = ¢ - div (Vu) + VoVu = pAu+ VeVu

/gpAu——/VgoVu—F/%
on
D D oD
Sustituyendo la expresion anterior en (5.10)
ou
a/ugp—l—k/VgoVu:/fap+k/a—ngo Vo € C* (D)
D D D oD

Si analizamos esta tltima expresiéon, observamos que lo minimo que podemos exigir a todas las
funciones involucradas es:

Por tanto,

u,p € L* (D)
w82 c?(D),1<i<d
f,o e L?(D)

g—;‘, o € L*(0D)
Por ello basta que pidamos
feL*(D)
u,p € H' (D)
Como ulyy, = 0, realmente u € H} (D).
Por todo lo anterior, podemos plantearnos el siguiente problema: encontrar u € H} (D) tal que

a/uv+k/Vqu:/fv+k/g—zv Vv e H' (D)
D D D oD

Ahora veremos que en esta formulacién nos interesa que el espacio donde esta la solucion u sea
el mismo que el espacio donde se encuentran las funciones v. Puesto que H} (D) C H' (D), nos
planteamos el siguiente problema: encontrar u € HJ (D) tal que

a/uv—l—k/Vqu:/fv Vv € Hy (D) (5.11)

Al problema planteado en (5.11) es lo que se conoce como problema débil, o formulacion débil o
formulacion variacional. A las funciones v se les denomina funciones test. Y a la posible solucién
u de este problema se le llama solucion débil.

En este punto cabe plantearse las siguientes cuestiones:

e ,La solucion fuerte es la misma que la solucion débil?
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e ; Ambos problemas son equivalentes?
e ; Existe solucion? ;Cuantas?

Parte de estas cuestiones las resuelve el siguiente teorema.
Teorema de Lax-Milgram: Sea V un espacio de Hilbert (espacio vectorial dotado de
producto escalar y completo?). Sea A:V x V — R tal que

o A es bilineal: Yu,v,w €V y Vo, € R
A (au + fv,w) = @A (u,w) + SA (v, w)
A (u,av + pw) = aA (u,v) + SA (u, w)
o A es continua: AM > 0 tal que

A (u, 0)] < Mully ol Yu,0eV

e A es coercitiva: Ja > 0 tal que

Au,u) > aul)? YueV

ysea L :V — R tal que
e [ es lineal

e [ es continua: IM’" > 0 tal que

L)l <M ull,  VueV

Entonces existe un tinico u € V' tal que
A(u,v) = L(v) YveV
v

Comprobemos que podemos aplicar el teorema de Lax-Milgram al problema débil que hemos
planteado en (5.11). Para ello, siendo V = H} (D) definimos los operadores A

A: HY (D) x HY (D) = R

A(u,v) =a [juv+Fk [, VuVo (5.12)

2Un espacio completo es aquel en el que las sucesiones de Cauchy convergen dentro del espacio. Una sucesién de
Cauchy es una sucesion tal que para cualquier distancia dada, por muy pequefia que sea, siempre se puede encontrar
un término de la sucesion tal que la distancia entre dos términos cualesquiera posteriores es menor que la dada.
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y L
L:H}(D)—R
L) = [, fv
Con estas definiciones, podemos comprobar que A es bilineal (por las propiedades de integracion
y operdor gradiente V). Comprobemos que A es continua:

d
ou || dv
A < =
J g b =1 D
21 du v
< allull [ v]] +k B
L2(D) L2(D) zzl (‘%Z L2(D) 8902 L2(D)

d
<a ||u||H1(D) ||U||H1(D) + kfz ||u||H1(D) ||U||H1(D) = (a + dk) ||U||H1(D) ||U||H1(D) -
i=1

M=a+dk
= M|ul| gr py 10 11 ) Yu,v € Hy (D)

Ahora comprobemos que A es coercitiva:

A (u,u) :a/|u|2—|—/€/|Vu|2
D D

Si a > 0 tomando o = min (a, k)

d

A(u,u) >« (HW\%%D) - Z

=1

2

ou
8@-

2
) = allullyp) Vu € Hy (D).
L*(D)

Si a = 0 usamos la desigualdad de Poincaré |[ul| ;o p) < Cp [[Vul|2(p)y y hacemos o = min <%, %)
P

k k
Alu,u) =k HVUHim)) =5 Hqui?(D) ) HVUHiz(D) 2

k 2 k 2 2 2 2
= 2072 ||u||L2(D) + 9 ||VU||L2(D) >« <||UHL2(D) + ||vu||L2(D)> =a ||u||H1(D) Yu e Hy (D).
P

Ya vimos que el operador L es lineal. Comprobemos ahora que es continuo:

L (v)] = / fol < / UL 1 oo 1902y < 1o [y = M [0l ) Vo € B (D).
D D
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Por tanto, vemos que todas las condiciones del teorema de Lax-Milgram se cumplen. Asi, podemos
asegurar que existe un tnico u € H} (D) tal que

A (u,v) = L (u) Vv € Hy (D),
es decir:
El problema débil tiene una inica solucion u € Hy.

Observacion 6: Si u es una solucion clasica de (5.8), entonces u es la tnica solucion del
problema débil. Esto implica que (5.8) s6lo puede tener una solucion.

vl
Observacion 7: Si u es la solucion del problema débil y u € C*(D) N C (D), tomando
v= € C>(D) con ¢|,, =0y teniendo en cuenta que [, VuVy = — [ Augp

a/ug0+k/Vqupz/fg0:>
D D D

/(au—k:Au—f)gsz Vo € C* (D), con ¢|yp =0
D
Esto implica que
au—kAu— f=0
y como ademés u|,, =0 (u € H} (D) por ser solucion del problema débil), entonces u es solucion
clasica.

a
Observacion 8: No es cierto que (5.8) siempre admita solucion clésica.
vl
5.4.2 Problema con condicién de contorno ul,, = up
Estudiemos ahora el siguiente problema eliptico
au —kAu = f en D C RY (5.13)
ulpp = up

donde k£ > 0, a > 0 constantes, f : D - Ry up : 9D - R. Seag: D — R,g € H' (D) tal
que glyp = up y sea w = u — g. Notese que w € Hy (D). Repitiendo el argumento visto en las
observaciones previas, Vv € H' (D), u verifica
/ ou N
—
on

a/uv—l—k/Vqu:/fv+k
D D oD

D
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a/(w—i—g)v—i—k/V(w—l—g)Vv:/fv—i-k/Wvé

D D aD
9y
wv + k fv— gu+k | VgVu | +k | —v+k a—nv:>
D D D oD
a/wv—i—k/VwVv:/fv— a/gv—l—k/Vng Vv € Hy (D),
D D D D D

es decir, nuestro problema ahora es encontrar w € H} (D) tal que
A(w,v) =L (v) Yve Hy (D)

donde ahora

A(w,v):a/wv+k/VwVv
D

/fv— /gv—l—k/Vng /fv— (g,v

La forma bilineal A : H} (D) x H} (D) — R es la misma, por lo que ya sabemos que es bilineal,
continua y coercitiva. Ademas L : H} (D) — R es lineal. Comprobamos que también es continua:

1L (v)] < /fv + 1A (g ) < Wl oy 101y + MG oy 101 2210y =
D

= (120 + Ml ) Welsy = M 0l o

Luego aplicando el Teorema de Lax-Milgram, nuestro problema tiene una tnica soluciéon w &
H} (D) y por tanto (5.13) tiene una tnica solucion: u = w + g € H' (D).

5.4.3 Problema 1D con condicién de contorno u (0) =ug y v’ (1) = uy

Estudiemos ahora el siguiente problema eliptico 1D con una condicién de contorono tipo Dirichlet,
y otra Neumann:
{au—ku”—f en (0,1)=D

u(0) = ug, v (1) = uy (5.14)
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donde k& > 0, a > 0 constantes, f : (‘0,1) = R, f € L?(D) y up,u; € R. Repitiendo el mismo
analisis que antes

1 1 1 1
ao/uv+k()/u'v':()/fv+k 842—312) zo/fv—l—k:(ulv(l)—u’(O)v(O)) Yv e H' (D)

——
u/ (1)v(1)—u/(0)v(0)

Necesitamos una funcion g € H* (D) tal que g (0) = ug, por ejemplo la funcion constante g (x) = ug
para todo = € [0,1]. Sea w =u — g € H' (D). Podemos comprobar facilmente que w (0) = 0y
w' (1) = u;. Entonces

1 1 1 1 1
a/wv+k:/w'v':/fv— a/gv+k/g'v' +k (uv (1) — o/ (0)v (0)) Yo € H (D).
0 0 0 0 0
0

Definimos
V:{UEHI(D) ZU(O):O} C H' (D)

y por tanto w € V. Entonces definiendo A: V xV - Ry L:V — R

1
A(w,'u):a/wv+k/w'v’
0 0

1
1 1
L (v) :/fv—a/gv—l—kulv(l) :/(f—ag)v+kulv(1).
0 D 0
El problema se reduce a encontrar w € V tal que

A(w,v)=L(v) YvelV.
Igual que en los casos anteriores se demuestra que A es una forma bilineal, continua y coercitiva
en V. Ademas L es lineal y continua:

1

1L (v)] < /(f —ag)v| + [kuyv ()| < |If = agll g py [0l i1 (py + F [wa] o]
0

Para demostrar que L es continua, necesitamos utilizar el siguiente teorema.
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Teorema: Sea D C R? abierto. Entonces 3Cp > 0 tal que

HUHLz(aD) <Cp HUHHl(D) :

En nuestro caso, aplicando el teorema con d = 1

[oliam = [ o7 =0 () 402 0) = (1) Vo e V.
oD

Luego
o (W] = lloll 20y < Collollgipy Vv €V

Entonces
L @) < (I = agllisgp) + Cok lur]) Noll s oy Vo €V

y por tanto L es continua.
De esta manera, podemos aplicar Lax-Milgram, lo que nos dice que J'w € V tal que

A(w,v)=L(w) Yo eV

y por tanto, la unica solucion de (5.14) es u = w + g.

5.5 Ejercicios

1. Deducir la EDP que verifica la funcién temperatura v para un cilindro que represente una
varilla de longitud [ y radio r en la hipotesis de que la distribucion de temperatura es
homogénea en la direccion perpendicular al eje del cilindro. Suponer también que el resto de
variables siguen esta misma hipdtesis. Ademas imponer la condicién de que la temperatura
en una de las tapas del cilindro estd dada por el valor upg, en la otra tapa por el valor up;
y que el flujo de energia térmica q a través de las paredes del cilindro verifica que q-n =0
(condiciéon de contorno adiabéatica).

2. Repetir el ejercicio 1 imponiendo la condicién de contorno adiabatica en las tapas del cilindro
y transmision de calor por conveccion en las paredes del cilindro, es decir, q-n = a (4 — Ueyy)-

3. Se quiere estudiar como evoluciona la temperatura de la base de una olla de diAmetro 32 cm
y espesor 0.5 cm al calentarse en una cocina de gas. Escribir el problema de contorno y valor
inicial que modela matematicamente el problema.
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4. En un canal se esta realizando un vertido controlado de cierto contaminante a través de una
tuberia situada en un lateral del canal. Se quiere estudiar cuales son las consecuencias del
vertido, esto es, se quiere saber como y con qué concentraciéon se distribuira el vertido a lo
largo del canal. En concreto el estudio se quiere centrar en los 10 m aguas arriba y los 40 m
aguas abajo de la localizacién de la tuberia. El canal en ese tramo es recto y con un ancho de
5 m. Se sabe ademés que el contaminante se concentra de forma homogénea en los primeros
5 cm desde la superficie del agua. El didmetro de la tuberia es de 30 cm y se conoce el flujo
de contaminante que se vierte al canal. El agua del canal por su parte tiene una velocidad
con perfil parabolico a lo largo del mismo con velocidad méaxima de V m s~!. Si no existia
nada de contaminante en el canal inicialmente, ;qué problema de contorno y valor inicial
se necesita plantear para estudiar como evolucionara la concentracion del contaminante en

[hc

N2 0.3 PN3

@st

50

dicho canal? |-.I:ll

5. En noviembre del ano 2002 el buque petrolero Prestige se hundié frente a las costas de
(Galicia generando un derrame de petroleo sin precedentes en nuestro pafs. Sabiendo que el
petroleo se queda en la superficie del océano con un espesor de unos pocos centimetros y que
la concentraciéon del mismo puede suponerse homogénea en la vertical, escribir un problema
de contorno y valor inicial que sirva para estudiar la evolucion del derrame de petroleo.

6. Sea D = (0,2)C R. Estudiar la existencia y unicidad de solucion del siguiente problema
eliptico:
u—u"=f, en D,
w(0)=0=1u(2),
donde f € L? (D).

7. Sea D = (—1,1) x (0,1), I'p = {(z,y) € 0D : 2 +2y > 1} y I'v = 0D — I'p. Estudiar la
existencia y unicidad de soluciéon del siguiente problema eliptico

ou
u |FD: g; k—— |FN: 07

{u—kAu:f, en D,
on
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donde k > 0, k constante, f : D — R, con f(x,y) =1—2% yg:Tp — R, con g(x,y) =
4x + 4.

2

8. Sea D = {(:E,y) ER?: 2 4 8 o 1} —[-1,1] x [0,1], Tp = {(a:,y) ER?: 3—2#;—6:1} v
'y = 092 —T'p. Estudiar la existencia y unicidad de solucion del siguiente problema eliptico

—Au=2, en D,
ou
u |rp=0; 0 Iry=0.

9. Sea D = {(z,y) €eR*: x>0,y <0,22+y* <9}. Estudiar la existencia y unicidad de
solucion del siguiente problema eliptico

—kAu = f, en D,

u(x,0) =12z, x € (0,3),

U(07y):0, Yy e <_37O)»

u(z,y) =422, (z,y) € 0D, 2* +y* =9,

donde k£ > 0 es una constante y f: D — R, con f (z,y) = e~ 10(=* %),

10. Sea D C R% un conjunto abierto con frontera suficientemente regular. Estudiar la existencia
y unicidad de solucion del siguiente problema eliptico:

au — kAu=f, en D,
k@u lop=

on oDp= 9,
donde a,k > 0, con a y k constantes, f € L? (D) y g € L* (dD).

11. Sea D C R? un conjunto abierto con frontera suficientemente regular. Estudiar la existencia
y unicidad de solucion del siguiente problema eliptico:

—Au=f, enD,
o,
on aDp= 4,
donde f € L* (D) y g € L*(0D).

12. Sea D C R? un conjunto abierto con frontera suficientemente regular. Estudiar la existencia
y unicidad de solucion del siguiente problema eliptico:

au —kAu=f, en D,

IR
Ccu on oDp= 49,

donde a, ¢,k > 0, con a, ¢ y k constantes, f € L> (D) y g € L*(0D).
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13.

14.

15.

Sea D C R? un conjunto abierto con frontera suficientemente regular. Estudiar la existencia,
y unicidad de solucion del siguiente problema eliptico:

{ u—div (kVu) = f, en D,
u |op= 0,

donde k : D — R, verificando que 0 < ky < k(x,y) < k; para todo (z,y) € D, siendo kg y
ky constantes, y f € L? (D).

Sea D = (0,1)x(0,1), 'y = {(z,y) € 9D : x +y < 1} y I'y = 00—T;. Estudiar la existencia
y unicidad de solucion del siguiente problema eliptico:

{b-Vu—k‘Au:O, en D,

u |r1: 1,U |F2: 07
donde k > 0 es una constante y b = (2, 1).

Sea D C R? un conjunto abierto con frontera suficientemente regular. Estudiar la existencia
y unicidad de solucion del siguiente problema eliptico:

au+b-Vu—kAu=f, en D,
u|aD:Oa

donde a,k > 0, con a y k constantes, donde f € L? (D) y b: D — R4
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Capitulo 6

Resolucion de problemas elipticos mediante
el método de elementos finitos

6.1 Planteamiento del problema

En este tema vamos a estudiar como aproximar la solucién de un problema eliptico mediante el
método de elementos finitos. Veamos el caso general unidimensional con condiciones de contorno
Dirichlet homogéneas

a@)u (@) + )8 — 2 (1 (2) ) = f (z)en D = (e, d) € R
u(c) = u(d) =0 } (6.1)

Pasamos a la formulacién variacional. Para ello buscamos la solucién del problema en un espacio
funcional V' € H} (D) cuyos elementos son funciones v : D — R que se anulan en z = cy = = d.
Multiplicamos por una funciéon v (z) € V' e integramos

d d d
du d du
/auv-da:—l—/b%v-dx—/%(kdx)v dr = /fv dx

C c C

Integrando por partes el tercer sumando del primer término vemos que

d

d [ du du |* du dv

— [ k— dr = k—v| — [ k—— -dz 2
/da:( da:)v dmvc / dx dx (6.2)

por lo que obtemos la nueva ecuacién:

c
d

/dauv-dx—i—/bj—xv dx+/kd—“@ dx—/fv da + e (d) ! (d) v (d) — & (¢) ! () v (c), (6.3)

c Cc
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y finalmente llegamos al plantemiento de la solucién débil consistente en encontrar una funcién
u € V tal que para toda funcion v € V' se cumpla

d d d

/auv~dm+/bj—§v~dm+/k§—zj—;'dx:/fv~dm+k(d)u’(d)v(d)—k(c)u’(c)v(c) (6.4)

Cc C C

o equivalentemente encontrar u € V' tal que
A(u,v)=L(wv) YveV
con V=H} D)y

AIVXV%R, A(u’v):fcdauv'd$+fcdb§—zv'dx+fcdkg—;§—;'dx
L:VoR L(v) = [ fo-du+ ko]

La idea del método de elementos finitos consiste en construir un subespacio vectorial de dimensién
finita en V' y aproximar la solucién u € V por una funcién que pertenezca a ese subespacio. En
nuestro caso sea V;, C H' (D) con dim V}, < oo. Sea

Vio = {vn € Vi, s oy (¢) = vy, (d) =0} =V, N Hy (D) C H' (D)
La solucion de elementos finitos serd encontrar u;, € Vjo tal que
A (uh, vh) =1L (vh) Yo, € Vio (65)

Observacion: Podemos aplicar el teorema de Lax-Milgram a (6.5) puesto que tanto A como
L son iguales que en (6.4) y lo tnico que cambia es el espacio de Hilbert, que en este caso es V.
Al ser v € Vj, el operador L se simplifica a L (v) = fcd fu-dx.

Por tanto (6.5) tiene una tnica solucién u, € Vjo que es una aproximacion de la solucion
uweV =H} (D).

v

Sea N = dimV,, y {¢i},c;cny C Vi una base de V). Veremos que N depende del tipo
de elementos finitos elegidos (lineales, cuadraticos, hermite, etc). Si bien podriamos trabajar
directamente en el espacio V},g, trabajaremos en V}, para facilitar la exposicién de otras condiciones
de contorno que veremos maéas adelate. Entoces

up, () = Zuﬂ%‘ (z)

oy (7) = Zvﬂﬁj (2)
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El problema (6.5) es equivalente a encontrar uy, € Vj tal que
Aun, ¢i) = L(¢;) VI<i<N
pues la implicacion = es trivial (¢; € Vjo). Veamos la implicacion <:
N N N N
A (up,vp) = A (Um Z%%) = vjA(un,¢;) = > vL(d;) =1L (Z ngbj) = L (vn)
j=1 j=1 j=1 j=1

Por tanto el problema (6.5) lo podemos expresar como encontrar uy, € Vi tal que se cumplan las
siguientes /N ecuaciones

A(up, ¢1) = L (¢1)
A(up, ¢2) = L (¢2)

A, é) = L (6)

Ademas N N N
A(up, ¢i) = A (Z Uj%,@) = wjA(¢y 1) = Y ujay
=1 =1 j=1

L(¢i) =d;
Por tanto (6.5) lo podemos plantear como encontrar u € RY tal que

aiiuy -+ a12U9 + -+ aINuN = d1
A91U71 + AooUs + « -+ + asyuy = da

aN1Ul + ANU2 + -+ + ANNUN = dN

o bien
Au=d (6.6)

Dado que la ecuacion diferencial se cumple en D, pero no en su frontera, el sistema lineal (6.6)
hay que modificarlo para tener en cuenta las condiciones de contorno. En este caso u; = uy = 0.
De esta forma reducimos el niimero de incoginitas de N a N — 2, con lo que podemos prescindir
de 2 ecuaciones, tipicamente la primera y la ultima. Asi, el problema lineal (6.6) se transfoma en

AUz + -+ + ag N_1UN—1 = d2

(6.7)
an—12Us + - +an_1 N-1UN—1 = dN_1
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o bien Aguy = dy cuya soluciéon es up = A, 'dy. Una vez calculado el vector uy, la solucion serd
N-1
un (z) =Y ud; (@)
=2

Notese que se obtiene la solucion para todo x del intervalo [c,d] gracias a las funciones base ¢;.
Sin embargo, suele utilizarse inicamente los valores en los nodos del mallado x;. En ese caso,

up (r;) =u; V2 < j < N —1

v u; =uy = 0.

Observacién: Es muy sencillo en MATLAB/OCTAVE obtener el sistema lineal modificado (6.7)
a partir del original (6.6). Asi, una vez calculada matriz A y el vector d, la solucion del sistema
lineal modificado serd: uh = A(2:end-1,2:end-1)\d(2:end-1)

Notese que se utiliza el operador \ para evitar invertir la matriz del sistema lineal y hacer el
céalculo computacionalmente mas eficiente.

|
6.2 Sistema lineal: Matrices de masas, rigidez y convecciéon
De forma maés detallada, podemos obtener los elementos de la matriz A y el vector d sustituyendo

en (6.4) u por Zjvzl uj¢p; y v por ¢; Vi =1,---, N (para facilitar la notacion prescindimos de dz
y expresamos las derivadas mediante el simbolo ’):

N d N d N d d g d
u
=1 j=1 j=1 . v e
N d d d d J d
S| fassort [vssos [rosot|w= [ roct [0 =
J=1 c c c c $
g h h ®i
N
Z (mij + Eij + Fij)uj = dz + Vi
j=1

A la matriz M = (m;;) se le denomina matriz de masas en el caso de que a(z) = 1. Podemos
comprobar que es simétrica. A la matriz C = (¢;;) se le denomina matriz de conveccion, y en
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general no es simétrica. Por tltimo, a la matriz R = (r;;) se le denomina matriz de rigidez,
y también es siempre simétrica. El vector de términos independientes consta de dos sumandos.
Veremos mas adelante que ¢; es cero en todos los nodos interiores cuando veamos coémo tratar
las condiciones de contorno. En el caso particular de que las funciones a (z), b(z) y k (z) sean
constantes, podemos sacarlos fuera de las integrales y obtenemos

A =aM +bC + kR
donde los elementos de las matrices son

mij = f; Pip;
Cij = fc ¢;¢i
rig = J. 619

d
di:/f¢i

Veamos ahora cémo calcular las matrices M, C y R y el vector d para diferentes elementos finitos.

y el término independiente

6.2.1 Elementos finitos lineales

Veamos como calcular estas matrices en el caso de polinomios de grado m = 1. Recordamos que
en este caso la dimension de Vj, es N = N, + 1. Creamos una particion D) = {Ki}1<z‘<Ne de Dy
definimos

Vh:{vaC(D)3Uh|Ki€P1(Ki)71§i§Ne}

Podemos comprobar facilmente que las matrices M, C y R son tridiagonales, es decir

mij:Cij:TijZO s? ‘Z—j|>1
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6.2

0 0 0 0 00

. 0 0 0 00

0 . 0 0 00

0 0 0 00
M=1] . . :

ooo o . . .0
000 0 0 .
000 0 0 O

Calculemos primero el elemento m;;_;:

mz,z’—1=/d¢z‘ (@) ¢i—1 (z) dz = / i () $i1 (z) do = 7@ (@) i1 (z) dzx

Pasamos al elemento de referencia sabiendo

Tr—Ti

2 T — L1

Entonces

Calculamos ahora m;:

K1 K;
by | o h h
=~ /q%f (;f:)dx—kj/qgg(:%)dj:: 7+ g
-1 -1
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Y por dltimo, m; ;41:

d
Mii+l = /¢i (%) Giga (2) dx = /¢z‘ (2) b1 (z) do = == [ &1 (&) o (&) dit = <1y

K; —1

Para el primer y tltimo elemento de la diagonal principal, s6lo hay un sumando:
d . 1

mi :/¢§<x)dx:/¢§(x)dx: ?l/ég(:%)d:%: = Titao
Cc K1 —1

h h.

1
;Ve/ﬁzgf(i’)dfz 5 miy
—1

d
mmz/%ﬂmmz/%MAmwz
C KNe

Si definimos la siguiente matriz

N — Tfloo T:nm 7
Mo1 M1
podemos calcular la matriz de masas segtin indica la figura 6.1. Obsérvese en dicha figura que los
elementos de la diagonal principal de la matriz M se van solapando para conformar la matriz M.

Calculamos del mismo modo la matriz C. Como ya dijimos, ésta matriz no es simétrica, pero

si tridiagonal.
d
cu= [ o= [ oo+ [ 0=
c K1 K;

1 1

hiy ~ ~, 2 hi ~ ~ 2 ) R
:/ 21¢1¢/1 - +/5¢0¢6h—i = C11 + Coo
el

h;

-1

Como en la matriz M, el primer y iltimo elemento de la diagonal principal se calculan del siguiente
modo:
d 1
C11 = /¢1¢/1 = /¢1¢/1 = /¢0¢6 = Coo
Cc Kl —1
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, (/2IM N
(ho/2IM
(hy/2)M

0

N (e /M et

(hne/2)M

Figura 6.1: Matriz M expresada en funcion de las matrices elementales M para el caso de elementos
finitos lineales.

d 1
CNN = /¢Ne+1¢Ne+1 = / ONe41PN, 11 = /¢1¢’1 = (11
C I(]\r8 -1

Y los de la diagonal secundaria:

d 1
Cijit1 = /¢i¢§+1 = /¢z¢2+1 = /¢o¢/1 = Co1
Cc Ki —1

d 1
Cit1,i :/¢i+1¢; :/@;H(ﬁ; = /¢1¢6 = (1o
Cc Ki —1

Para la matriz de rigidez los célculos son analogos.

d

ris = [ 61@) b @) e = [ 6(0) 6 (1o = [ 6(F @) 6 (R (0) F (3) di

[
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Teniendo en cuenta las siguientes relaciones
b0 (2) = i (F () = 64 (2) = F} () ¢"i11 (F; (2)
o1 (1) = i (F; (1)) = 0 (&) = F} (2) 6" (F; ()

entonces

JE@GEG , n
e = / 6@ d@)de= [ (@ @) o+ [ (@) do =

— = [ (@) @ [ (3) @ =+ e

Si definimos las siguiente matrices

A Coo  Co1 A Too To1
C=| . . JR=1 . R
Ci0 C11 Tor T11

podemos calcular las matrices C y R de forma similar a como muestra la figura 6.1 para la matriz
de masas. Las diferecias radican en que para la matriz C no es necesario multiplicar las matrices
elementales, mientras que para la matriz de rigidez se multiplican por los factores 2/h; segin
muestra la figura 6.2.

Observacién: Las matrices M, C y R tienen tamafio tamano (N, + 1) x (Ve + 1), es decir,
tienen en cuenta todos los nodos del mallado.
v
Observacion: Siempre se recomienda utilizar reglas de cuadratura de Gauss-Legendre para
el calculo de los coeficientes de las matrices elementales bajo los siguientes criterios: (1) si los
integrandos son polinomios de grado, digamos m, utilizar una regla que al menos sea exacta para
polinomios de grado m; (2) si los integrandos no son funciones polinémicas, pero se pueden expresar
como el producto f (r) p, (1), donde p,, es un polinomio de grado my f (r) es una funcion continua,
emplear una regla que sea al menos exacta de grado m + 1.

vl
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, (2MJR N
(2/h)R
(2/h3)R

0

N (/R /

(2/hne)R

Figura 6.2: Matrices C y R expresadas en funcion de las matrices elementales C y R para el caso
de elementos finitos lineales.

Observacion: Dado que las integrales que aparecen en el calculo de las matrices M, C v R
son muy sencillas, pueden calcularse de forma exacta. Asi, es facil comprobar que:

A—l 21 A—l _11 A—l 1 _1
M_3(12 C=2{11) BR=2 1 1
|

En cuanto al vector d, dado que las funciones ¢; se anulan en todo los elementos salvo en dos

Tit+1

diz/dqui: [ t@a@drt [ 1@ o 7f<x>¢z-<x>dx+/f<x>¢i<x>dx

Pasamos al elemento de referencia sabiendo

hi T — T
F@)=z+2(G+)=zei=2——2__1
(7) :13+2(x+) TS T p—

do = F (#)dz = %da}.

Entonces, usando el cambio de variable (4.8) que vimos en el tema de integracion

. 1 hi—l R hZ;lA N N ! hz a hiA A A
di= [ g (o ") e @ [ (w44 0) Phn@as
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El primer y tltimo elememento del vector seran:

1
d :/ f (x1+%(§:+1)) %éo(:z)d@
-1

1 hy. hn, » oo
dNeH:/ f<xN€+ ;V (:17+1)) ;Ve(bl(x)d:v
-1

Las funciones ¢; s6lo dependen de las derivadas primeras de la funcion incognita y serdn cero en
todos los nodos salvo en el primero y en el dltimo debido al soporte de las funciones base:

—k (c) &9 i=1
i = 0 2<i<N, (6.8)
)52 i=Ne+1

6.2.2 Elementos finitos cuadraticos

Veamos como calcular las matrices de masas, convecciéon y rigidez en el caso de de polinomios de
grado m = 2. Recordamos que en este caso la dimension de Vj, es N = 2N, + 1.

D,; Dy Piis2 Dyiis

Como siempre habra un nodo intermedio en el interior de cada elemento finito, existiran un
total de 2N, +1 nodos. Recordemos que las funciones base en el elemento de referencia viene dadas
por la expresion (2.9), en los elementos finitos por (2.10) y las funciones base globales adoptan
la forma segtn la expresion (2.11). Entonces, calculando los elementos de la matriz de masas
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podemos comprobar que se cumple lo siguiente:

mMoi+1,j = 0 s2 |22+ 1 —j| > 2
Mo ; = 0 s ’22 —j’ > 1

Como ya vimos en el caso de polinomios de primer grado, la matriz M se puede calcular una forma
similar a la figura 6.1, aunque ahora la matriz elemental M es de tamano 3 x 3. Asi, algunos
elementos de la matriz se calculan a continuacion:

T2i41 1
+ o hy hi
mai4+1,2i = / G2ir102:dr = /¢2¢15d$ = m125
T2i—1 -1
2742 1
= dr = | dudolids = gy ™
Moi+1,2i—1 = D2i+102i1dx = ¢2¢05 €T = m02§
T2i—1 -1
2441 1
v hy h
mo;—1,2; = / D2i—1P2dr = /¢0¢1 Edﬂf = m015
T2i—1 -1
T2i+41 243 1 1
~oh ~oh h h
2 2 213 54 21b+1 4 A ~ % ~ i+1
M2it1,2i41 = Goiyrd + / Poiprdr = /¢2§d1‘+ 07 di = Moy + Moo 9
T2i-1 T2i41 -1 -1
T2i+1 1
~e B h.:
20 34 A 7
Mai2i = / G2iPoidr = / 156596 = mn;
T2i—1 -

Calculando los 6 elementos (la matriz es simétrica), podemos definir la matriz
R Moo MM1o  M20
M = mio M1 M2
Moy Mz Moo
Al ser las integrales muy sencillas, puede calcularse la matriz de forma exacta. Asf por ejemplo

1

1 1 ? 4
~ o 72 3~ - N _
moo—/gbodx—/( 2x(l x)) dx = T

-1

-1
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, (/M N
ho/2IM
(hy/2)M

0
N (Baes/2) /

(hne/2)M

Figura 6.3: Matriz M expresada en funcion de las matrices elementales M para el caso de elementos
finitos cuadraticos.

Repitiendo los calculos para toda la matriz, obtenemos finalmente

42
M= | 2 16 2
S\ 21 2 4

La figura 6.3 muestra cémo se construye la matriz M a partir de la matriz elemental M de forma
muy similar al caso lineal.

De igual forma se puede obtener la matriz de rigidez. Para ello integramos las derivadas de las
funciones base:

A

i)=—1+12
(2) = —2¢ (6.9)

Asi, por ejemplo los elementos de la diagonal seran

T2i+1 T2i43 1 1
~N\2 2 ~N\2 2 2 2
T2i4+1,2i+1 = / ((blgiH)Qd:E—l—/ (¢§i+1)2d33:/<¢'2) —dx+/ <(,b6> ——dT = Pyg—+T00
hi i1 h; hita
T2i—1 T2i+1 -1 1
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2341 1 N 2 2
72,21 = / (Cblzz)Q dx = / ((/5/1) h_idi = fnh—i
T2i—1 -1

Calculando todos los elemetos de la matriz obtenemos que

) Too Ti0 T20
R = o Ti1 T2
oo T12 T22

Es facil calcular de forma exacta dicha matriz obteniendo

(T -8 1
R=_| 8 16 -8
1 -8 7

Procediendo de la misma forma que en el caso lineal, obtenemos los términos del vector d para
funciones base de segundo grado:

2341 X2i+3 1 1
doiy1 = / [ (x) d2ig1 (x) dz + / [ (%) goia (x) dzx = /¢§2 (2) g (2)dz + /égo (2) g (2)dz
T2i—1 T2i41 -1 -1
T2i41 1
dyi = f () ai (v) do = él (2) g (%) dz
0627:/—1 —/1

donde las funciones g son la funcién f convenientemente expresada en el elemento de referencia
segun se vio en las expresion (4.8). Los términos ¢; se calculan de la misma forma que en el caso
lineal, ecuacion (6.8). Es decir, son cero para todos los indices, excepto el primero ¢ = 1 y el @ltimo
1 =2N,+ 1.

Ejercicio: Se deja como ejercicio calcular la matriz elemental de conveccion C.

6.2.3 Elementos finitos con polinomios de Hermite

Veamos como calcular las matrices de masas, conveccion y rigidez en el caso de de polinomios de
Hermite utilizando dos nodos en cada elemento. Recordamos que en este caso la dimension de V,
es N = 2N, + 2. El nimero de nodos es igual al del caso lineal, es decir, N, + 1. Recordemos que
las funciones base en el elemento de referencia viene dadas por la expresion (2.12), y las funciones
base globales adoptan la forma segin la expresion (2.13).
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) (hy/2JM
(ho/2)M
0
M =
\ 0 o~
(hNe-J/ Z)M PN
(he/2)M

Figura 6.4: Matriz M expresada en funcién de las matrices elementales M para el caso de elementos
finitos con polinomios de Hermite.

Procediendo de forma similar al caso lineal y cuadratico, podemos expresar las matrices M, C
v R en funcién de las matrices elementales M, C y R. En este caso dichas matrices son de tamano
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4 x 4y se solapan en cajas de 2 X 2 segin muestra la figura 6.4. Para comprobarlo, podemos
calcular los elementos de la matriz de masas. De esta forma, definimos la matriz M del siguiente
modo (obsérvese que es simétrica):

Moo Mo1 Moz M3
9 My M1 Mg M3
Moo Mg1 Migg Mg
Mzo M3y Mz 133

Los elementos de la matriz M se calculan del siguiente modo:

i Tit1 1 1
ol solir o hy Ny
mgifl,gifl = / ¢§Z,1d$+ / Qﬁgifldx = /(b%;dx—i— /(bg 2+1 dz = mzz? +m00 2+1
— Zg -1 -1
x; Ti41 1 h h
Mo;2i = /gbgidx—f— / P2 dr = /gisg—dx—k/gbl l+1dx_m335+m11 gl
Ti_q x; —1
a hy h
Moj_1,2; = /¢2z 102idx + / P2i— 1¢2ld$—/¢2¢3—d«%’+/¢0¢1 ZJrldll?—””tz:«; 9 -+ Moy 22+1
Ti41 1 h h
mMoi—12i+1 = /¢2i—1¢2i+1d$:/§50§£2 gldiEmOQ 12“
T; —1
Ti41 1 h h
mai—1,2i+2 = /¢2i—1¢2¢+2dm:/¢30</g3 gldﬁfgmozs 12+1
T, —1

Teniendo en cuenta el soporte de las funciones base, comprobamos que la mayoria de elementos
son nulos. Asi mo;_1.2i43 = Mai—1,2i+4 = --- = 0. Como ocurria en los casos lineales y cuadraticos,
la integrales en el primer y iltimo elemento cambian ligeramente.

T2

_h

mia :/ﬁd /ﬁﬁo—dﬂﬁ—moog1
z1
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T2 1
o h h
My = /gbgdx — /qﬁ—ld;& = g —
2 9
T -1

x2 1
12y hy
mi2 :/¢1¢2d$=/¢0¢1?d375m015
x1 —1
TNe+1 1
~o b h
2 2MNg 7. Ne
MIN, 412N +1 = / ¢2i_1d$=/¢2 5 dT = 1y 5
TN, —1
TNe+1 1 h h
2 22N 7.0 o N.
M2N.+2,2N.+2 = PoN, +odx = /¢3 B di = mg3 9
TNe —1
TNe+1 1
» o hy, hy
2N, +1,2N.+2 = / ¢2Ne+1¢2jve+2d$=/¢2¢3 9 dZ = Mos 5
-1

T Ne

Ejercicio: Demuestrese que la matriz M es

78 22 27 —13
. 1 2 8 13 -6
M_ﬁ 27 13 78 —22
—13 —6 —-22 8

a

De forma similar calculamos las matrices C y R a partir de las matrices C y R. Para ello es
necesario calcular las derivadas primeras de las funciones base en el elemento de referencia:

Cb/l (x) :Bi,o(j"):zll 1_:%)2_%(1_&2 (6 10)
G (&) = Apy (3) = = (1+2)° +52-2)(1+2) '
L(2) =B, (3) =1 (1+2)*+ 5@ 1)

Asi por ejemplo, la matriz elemental de rigidez sera
Too Tor To2 To3
A Tio 711 Ti2 T13
R = R . .
Too T21 T22 T23
T30 7T31 T32 733
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donde

18 3 —-18 3
1 3 8 -3 -2
30 -18 =3 18 -3
3 -2 -3 8

Ejercicio: Se deja como ejercicio calcular la matriz elemental de convecciéon C.

|
Las componentes del vector d se calculan de forma analoga a los casos lineal y cuadratico.
x; Tit1 1 1
dyiy = i1 () do + i1 () de = | ¢y (i ) di+ | ¢ (3 ?) di
ii= [ F@ o @det [ F@ o @de= [6:0) g @di+ [6@) g @)ds
Ti_1 xT; -1 K1 -1 K;
x; Ti41 1 1
dy; = x im®+/‘x ixm:/Ai £ﬁ+/A£ ) di
i= [ f@os@ o+ [ f@)on) UL BN
Ti—1 Ti -1 i—1 -1 5

Los dos primeros y los dos tltimos elementos requieren una modificacion a las expresiones anteriores:

1
q, = / bo LS CCNOCL

1 1
dars1 = / br(B) g (B)dE  bagr = / b0 (8) ¢ (8)di
—1 —1

~~ ~~~
Kn, Kn,

A la hora de construir el sistema lineal a partir de las matriz A y el vector d, ecuacion (6.6),
en el caso de polinomios de Hermite es diferente a lo mostrado en la expresion (6.7). Dado que
las condiciones de contorno nos dicen en este caso que el valor de uy, (z) es cero en x = ¢y
x = d, sabemos que u; = usn,+1 = 0, es decir, la matriz A( se construye eliminando la primera
y penultima fila y columna. De forma anéloga, el vector dy se construye a partir del vector d
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eliminando el primer y pentltimo elemento. Del mismo modo, los términos ¢; s6lo seran distintos
de cero para todos los indices excepto el primero y el pentdltimo.

—k (c) 2 i=1
- 0 2<i<2N,
T k(DD 9N, +1
0 i = 2N, +2

Observacion: Es muy sencillo en MATLAB/OCTAVE obtener el sistema lineal modificado a
partir del original (6.6). Asi, una vez calculada matriz A y el vector d, la solucion del sistema

lineal modificado seré:
uh = A([2:end-2 end],[2:end-2 end])\d([2:end-2 end]);

v

Observacion: Una vez resuelto el sistema lineal, si s6lo queremos obtener el valor de la funcion
solucién u (x) en los nodos de la particion, basta con desechar los coeficientes u; que multiplican
a las funciones base pares ¢9;, ya que son sus derivadas primeras. Es decir, el siguiente codigo en

MATLAB/OCTAVE obtiene el vector solucion en el nuevo vector uhh:
uhh = zeros(1,Ne+1);
for i=2:Ne
uhh(i) = uh(2x(i-1));
end

6.3 Condiciones de contorno

La implementacién del método de elementos finitos al problema eliptico 1D visto en la seccién
anterior suponia una condicién de contorno particular, de tipo Dirichlet en ambos extremos, e
igual a cero. Veamos ahora como se modifica el sistema lineal (6.6) para otras condiciones de
contorno. Supondremos en esta exposicion que se elementos lineales, cuadraticos, cubicos, etc,
pero no polinomios de Hermite. Suponemos que la dimension del espacio Vj, es V.

6.3.1 Condicién tipo Dirichlet en ambos extremos

Supongamos que las condiciones de contorno son

u(c) =g u(d) =g

y partimos de la ecuacion genérica dada por la expresion (6.3). Podemos plantear el problema
original mediante un cambio de la funcion incégnita de tal forma que el nuevo problema sea
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equivalente al ya visto con condiciones Dirichlet homogéneas. Para ello definimos una nueva
funcion incognita w (z) € Hy tal que

u(z) =w(z)+g(z)
donde g (z) puede ser la funcion lineal!

92— g1 g1d — gac
9(x) = al—cgc+ d—c

Sustituyendo en la expresion (6.3) obtenemos el nuevo problema donde la incognita es la funcion

w ():
(@) d d d d d
/awv+/bw'v+/kw'v’:/(f—a,g—bg')v—/k‘g'v' (6.11)

donde se restringe el problema débil a todas las funciones v € Vj. Asi, el problmea se reduce a
resolver el sistema lineal

Aw =d

donde la matriz A es la misma del problema con condicioens de contorno Dirichlet homogéneas,
. , . , . N 3 .
w es el vector incognita con los términos w; tal que wy, (z) = > .7 w;¢; (z) y el vector d tiene por

elementos
d d d

diz/(f—ag—bg’m—/kg’(b;=dz——/(ag+bg’>¢i—/dkg’¢;

c Cc C

Al tener condiciones Dirichlet homogéneas, el problema lineal se reduce a
A()Wg = CIO

donde se elimina la primera y ultima ecuacién sabiendo que w; = wy = 0. Una vez obtenido el
vector w, la solucién del problemea original sera
g2 — 1 g1d — gac

i = W; i 1< <N
U w—l—d_cx+ 1—c <1<

Tambien puede plantearse el problema con el vector incognita original ya que la expresion (6.11)
puede re-escribirse sabiendo que u; = w; + g;

d d d
/auv+/bu’v+/k;u’v’:/f

'Por conveniencia, a veces se elige una funcion gy () = g1¢1 + g29n-
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que equivale exactamente al mismo sistema lineal (6.6). Sin embargo, usando las condiciones de
contorno, llegamos a un sistema distinto al (6.7)

AUz + -+ + Ao N1UN—1 = d2 — Q2191 — A2, N2

an—i2Uz + -+ ay_1,N-1UN—-1 = AN—1 — AN-1101 — AN—1,NJ2

Es decir, la matriz A es idéntica al problema homogéneo, y el vector de términos independientes
se modifica del siguiente modo: R

di = d; — angr — ainga
Observese que al haber eliminado la primera y tltima ecuacién, los términos ¢; utilizados son
todos nulos, segin vimos en la expresion (6.8).

6.3.2 Condicién tipo Neumann en ambos extremos

Supongamos que las condiciones de contorno son

u(e)=g1 v (d)=g.

En este caso no hay que eliminar la primera y ultima ecuaciéon, pues u; vy uy no son conocidas.
Teniendo en cuenta la definicion de los términos ; vistos en la expresion (6.8), llegamos finalmente
al siguiente sistema:

a11u1+a12u2+~--+a1NuN:dl—k(c)gl )

A21U1 + AU + *++ + AONUN = dQ

an—1,1U1 +an_12Us + -+ an_1 Nuny = dn_1
aniuy + ayos + -+ - + aynuny = dy + k (d) go J

Obtenemos por tanto un sistema de N ecuaciones y N incognitas.

6.3.3 Condicién tipo Robin en ambos extremos

Supongamos condiciones de contorno tipo Robin en ambos extremos:
aru(c) + A’ (¢) = g1 agu (d) + Bor’ (d) = go.

Entonces la expresio (6.1) queda

/Clauv+/dbu’v+/dku’v’:/dsz—k(d) %{j“@w)—k(c) g onule)
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Como en las condiciones anteriores, sustituimos v por ¢; para 1 < i < N. Notese que ¢; (¢) =
¢i(d)=0para2<i<N-—-1y
¢1(c) = ¢n (d) = 1.

También sabemos que u (¢) = u; y u (d) = uy . Entonces se llega al siguiente sistema de ecuaciones:

g1 — aqug )

A

ajiuy + ajpus + -+ ayuy = dy — k(c)

A91U71 + AooUs + « -+ + asyuy = da

an—11U + an_12U2 + -+ any_1 NUN = dN_1

—
an1uy + ansts + - - +aynuy = dy + k (d) 925—2]\]
2 J
y reordenado
ay . g1
au—k:(c)E U1+(l12U2+"'—|—CL1NUN—dl—k’(c>5—
1

A91U71 + AooUs + + -+ + asyuy = da

AN-11U1 + AN_12U2 + -+ AN_1 NUN = dy—1
ani1Uy + angUg + -+ - + (CLNN—I—/C(d)%) uN:dN+k(d)%
2

Por tanto llegamos también a un sistema de N ecuaciones y N incognitas donde se ha modificado
dos elementos de la matriz A y la primera y tltima componente del vector d.

6.3.4 Condiciones mixtas

Las condiciones de contorno vistas anteriormente pueden combinarse. Asi, por ejemplo podemos
tener condicion de tipo Dirichlet en un extremo, y Neumann en otro extremo:

u(c)=g1 u'(d) =g
Llegariamos al siguiente sistema

a11u1 + appus + - - + ayuy = di
A21U1 + A92Ug + - - - + AoNUN = dg

an—1,1U; +an_12Us + - +an_1 Nuny = dn_1
ani1Uq + anNo2Uo + -+ aNNUN — dN + k (d) gs )
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Dado que u; es conocido, reordenamos y eliminamos la primera ecuacion, por lo que llegamos al
siguiente sistema de N — 1 ecuaciones y N — 1 incognitas:

AUy + -+ - + asnun = do — G211

an_12Ug + -+ an_1NuNy = dy_1 — aN—1,101
anauz + - -+ anyyun = dy — an1g1 + k (d) g2

Existen multitud de combinaciones posibles: Dirichlet y Robin, Neumann y Robin, ...

6.4 Problema bidimensional

Conceptualmente todo lo visto en el problema unidimenisional puede aplicarse al problema bidimensional.
Para ello usaremos los conceptos vistos en el tema 3. Estudiemos el siguiente problema bidimensional

au+ b - Vu —div(KVu) = f, en D,
u |8D: O

donde D C R? y las funciones escalares a v f, v las vectoriales b € R? y K € R**? dependen de las
variables (x,y). Por simplicidad, supondremos como vemos, condiciones de contorno tipo Dirichlet
homogéneas en la frontera 0D. Ya vimos que para abordar el problema pasamos a formulacion
variacional, donde nuestro objetivo es encontrar la funcion soluciéon v € H{ (D) tal que

/(aqubt-Vu—div(KVu))v:/fv Vv € Hy (D)
D

D

Aplicando las propiedades de derivacion y el teorema de la divergencia, podemos desarrollar el
tercer sumando del primer miembro

/ div (KVu)v = / (div (WKVu) — (KVu)' Vo) = / v (KVu)'n — / (KVu)' Vo,

D D oD D

por lo que la ecuacién en la formulacion débil queda

/auv+/bt~Vu~v+/(KVu)th:/fv—l—/'u(KVu)tn Vv € Hy (D) (6.12)

D D D oD

Al ser v € H} (D), el ultimo sumando del segundo miembro se anula. Procedemos ahora del
mismo modo que en el caso unidimensional. Es decir, restringimos las posibles soluciones al espacio
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funcional V}, de dimension finita, por ejemplo usando una mallado de tridngulos y polinomios de
grado uno, expresion (3.6). Asi, la solucion buscada uy, se puede expresar como una combinacion
lineal de las N funciones base ¢;: u, = Z;VZI u;¢j. Sustituyendo en (6.12) y haciendo v = ¢;
llegamos a un sistema lineal cuyas incognitas son u;:

N N N
Zuj/a¢i¢j+2uj/bt-¢iv¢j—I—Zuj/(Kqui)tV@:/f@ VI<i<N
=l p =1 5 =1 5 b
O de forma mas compacta
Au, =d (6.13)
donde el vector de incognitas es u, = (uy, -+ ,uy) y la matriz de coeficientes A y el término

independiente son

D D D
d,:/f@ VI<i<N
D

Como en el caso unidimensional, el sistema lineal a resolver debe adpatarse segtn las condiciones
de contorno. En este caso (Dirichlet homogéneas en toda la frontera D), deben elimininarse las
filas y columnas correspondientes a los nodos de la frontera.

6.4.1 Matrices de masa, conveccidén y rigidez para elementos lineales en
triAngulos

Al igual que en el caso unidimensional, la matriz de coeficientes del sistema lineal puede expresarse
como suma de otras tres matrices llamadas matriz de masas M, matriz de convecciéon C y matriz
de rigidez R dependiendo de si intervienen en la integracion las funciones base ¢; o sus gradientes
V¢;. Si bien el soporte de las funciones base se limita a pocos elementos K;, dichas matrices ya
no serén en general tridiagonales en el caso de funciones base lineales. Su configuracion dependera
de la ordenacién del vector de nodos.

Si bien no es computacionalmente eficiente, para facilitar la exposicion podemos precalcular un
conjunto de indices

L= {ph p, -, iy, }

para cada nodo de la malla 1 < i < N. El conjunto I'; nos da los indices de los elementos Tu;'- a los
que el nodo x; = (x;,y;) pertenece. El nimero maximo de elementos a los que puede pertenecer
un nodo depende de la calidad de la malla utilizada. Para mallas estandar bidimendionales, este
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nimero no deberia de sobrepasar 6: max;<y,<y = 6. Para nodos sobre el contorno 0D, M; puede
disminuir a 2 6 3.
Para facilitar la notacién, consideremos la tabla de conexiones del siguiente modo

(Agﬂ, AP, Agj)) 1<j <N, (6.14)
es decir, para cada tridngulo 5 nos da los indice de los nodos que lo conforman. Dicho de otro
modo, el tridngulo 7} estd formado por los nodos X,0)5 X,6) Y X, 0)-

1 2 3

Suponiendo constante el coeficiente a en la ecuacion (6.12), calculamos los elementos de la
matriz de masas del siguiente modo:

/ bt =3 [ o0, - Z / bi9)

k= 1Tk

Recordando las expresiones (4.10) y (4.11), podemos realizar las integraciones en el tridngulo de
referencia 7"

M;

[ oy @) o (R @0) |16, 0| did -

k=1

M; i\ (i
my =2 (T, / gﬁi(“k’>¢j(ﬂk)didg) (6.15)

T

Recordemos que ’JF ‘ =2 , es decir, es igual a dos veces el area del triangulo pi . Las
By,

i,
funciones base globales ¢; son iguales a una de las funciones base ¢1, ¢2 0 ¢3 en los elementos de
referencia, segin vimos en las expresion (3.5). Para determinar esta correspondencia, usamos la

tabla de conexiones (6.14). Asi, en la expresion (6.15) las funciones ggi(j) se relacionan con ¢y, ¢s
0 ¢3 del siguiente modo:

) o sij=AY
67 =4 ¢y sij=AY (6.16)
o5 sij=Ay
Finalmente, las integrales que aparecen en la expresion (6.15) se pueden calcular de forma

exacta, o aplicando una de las cuadraturas que vimos en los temas anteriores. En este caso, al
integrar el producto de dos polinomios de grado uno, necesitamos una cuadratura de grado de
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precision de al menos 2 para que la integracion sea exacta. Seglin vimos, esta cuadratura se
consigue utilizando unos pesos w; = 1/6 y los nodos en la mitad de las aristas:

~B) (R L.
/gzﬁl ¢; drdy =

RN 11 1\ ~ & 1
(47 (30)8" (30) 47 (33) 27 (33) +0" (03) 57 (03))
Suponiendo la matriz K constante e igual a kI, la matriz de rigidez R se define como
Tij = /(V@)t Vo,
D

y podemos calcular los elementos mediante las derivadas parciales de las funciones base en el
tridngulo de referencia

N DY 1(0t)
_Z / Vo) Vo, = (w‘“k) Jp (J ) Vo, v (6.17)
k= 1T k= . “k i
donde los gradientes se calculan como
i NCY
7 g(é(ﬂk)
oy Vi

Usando la misma expresion vista para la matriz de masas (6.16) llegamos finalmente a las derivadas
parciales de las funciones base ¢1, g2 y ¢3. A partir de sus definiciones, expresion (3.5), obtenemos

las relaciones necesarias:
D h =—1
1 1=

Kl
[0k } 81/8 N
32925 = 5702 =0
E .
5503 = §y¢ =1
Suponiendo un vector b = (b1, by) constante en la ecuacion (6.12), podemos calcular facilmente los

elementos de la matriz de conveccién.

(Y ove = [ o (5,29 10,29 99, 99,
ai=[ () ove= o (G2 4n2) =n [052 40 [ 05
D D D D
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-1,1) (0,1) (1,1)
3 y, 5
TZ T3

T;
1 2
(-1,0) 0,0)

Figura 6.5: Malla de ejemplo para el célculo de las matrices M, Ry C .

Como en las matrices de masas y de rigidez, podemos hacer el cilculo en el tridngulo de referencia:

M; t M; t ; ¢ o
Cij = ;/ ( Z; > O»iVo; = 2; / ( Z; ) gbl(#k) (JF#}.:) V¢§#k)
=T, = !

T,

T

Ejemplo: Para fijar ideas, vamos a calcular algunos elementos de las matrices M, Ry C en
una malla muy sencilla compuesta sélo por tres tridngulos, mostrada en la figura 6.5. Como hemos
comentado, el cdlculo no serd computacionalmente eficiente pues lo haremos usando un bucle por
nodos en lugar de por elementos. Mas adelante comentaremos céomo implementar el calculo de
forma eficiente.

La tabla de conexiones serfa la siguiente (se muestra en dos formatos):

] )\gj) )\éj) )\éj)
1] 1 2 3 Ty | x1 X2 X3
2 2 4 3 T2 X2 X4 X3
3 2 5) 4 T3 | X2 X5 X4
A partir de esta informacion, construimos los conjuntos de indices I'; = {uﬁ, - - ,/L’Mi}, que

recordemos nos da para cada nodo el conjunto de tridngulos a los que pertenece. Como esta malla
es tan sencilla, el nimero méximo de pertenencia es menor que 6. Corresponde al nodo 2, y es
igual a 3. Para facilitar la comprension, se muestra la tabla de indices, y su significado segiin nodos
y tridngulos:

141



Capitulo 6: Resolucién de problemas elipticos mediante MEF 6.4

Ly s

111 xy | 11

211 2 3 x| Ty Ty Tj
311 2 X3 | 17 1o

4 2 3 X4 T2 T3

51 3 x5 | 13

Las matrices M y R son siempre simétricas, no asi la matriz C. En este caso todas ellas tienen
un tamano de 5 x 5. En primer lugar, teniendo en cuenta el soporte de las funciones base, es facil
saber qué elementos son nulos. Asi, el elemento m;; serd nulo si el nodo j no pertenece a ningtn
triangulo del conjunto I;. Mostramos a continuacion la forma de la matriz de masas. Las matrices
de rigidez y conveccion son analogas.

myp Miz2 Ma3 0 0
Mo1 Moo M3 MMaa Mos
M = mg3; M3z 133 1M34 0

0 My T4z MMgqa Mys
0 msa 0 mss mss

Calculemos el elemento mgs por ejemplo:

M3

M3 —2/¢3¢3 /¢3¢3+/¢3¢3

Observando que el area de los tridngulos es siempre la misma e igual a 1/2. Podemos hacer las
integrales en el tridngulo de referencia. La matriz del jacobiano es constante y puede salir de las
integrales:

ma3 = / ((/Egl)ﬁgz(sl) + QgéQ)GgéQ)) = / (9233@3 + ¢A53¢A53> =
T T

:2/§§3§53:2/g2:
T T

Luego
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donde recordemos que ¢; (z,9)=1—2—y, bs (T,9) =12y b3 (Z,9) = 9. De igual forma podemos
calcular el resto de elementos. Por ejemplo

2(1) 2(1 7(2) 2(2 73) 2(3
= [ (3090 + 362 + 607 -

T

= / <¢22'0+¢21$2+¢21033) =

Calculemos ahora los mismos elementos, pero de la matriz de rigidez.

. [ en) Vou= [ (Ven) Vou+ [ (Vo) Ven -

k=1p", T T
Hi

o\t ¢ o\ E t .
_ / (VAS) s (1) W + / (Vo) 3 (1) 0
T T
Las matrices jacobinas se calculan segin las expresion (3.4):

-1
b= (Y (o)

o 1 1 1 1 - -
i i) =y oy 0 1

xéQ) — 2 xéQ) - x?) - 0 -1\ 1 1
i () =)
o u =P D~y L1 -10
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1 _
b= (5 ) (Y ()
’ ) =y s — 11 -1 1
Segtin vemos en la expresion (6.17) necesitamos el producto de las matrices por sus traspuestas:

T (3e) =1
bl () ()5 )
- (4 ) ()= (4 )
= [ (v8) Whus [ (vin) (2 7)) vin-

T T

[ (1) fon(Z ;1)(3’):7/1:/1:1

T T

Luego

Calculamos ahora el elemento roy4:

Mo
=Y [ (V6 Vo, - / (V6 Vor+ [ (Vo) Vour [ (V) Vou =

k=1p 2 Ty T

(T 3 () S f (98 3 )

T T

+ / (v&éi”))tJFs_l (75 ) VP = / (v@)t ( 8 ) +

T T

+/ (VQASl)tJFQl (JF21>tV¢A52 + / (VQA51>tJF31 <JR31>tV¢A53 =

N
N
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Por dltimo, calculamos un elemento de la matriz de conveccién. Supongamos que by = by = b.

by / & )téﬁf‘?’) (JF;;)tV%“E’) -

k

6.4.2 Funcion fem_mrc

En el apéndice al final de esto apuntes se suministra el codigo de la funcion denominada fem_mrc.
Esta funcion calcula las matrices de masas M, rigidez R y conveccion C, asi como el término
independiente d usando funciones base lineales. Para ello hay que suminstrar a la rutina una
malla 2D de tridangulos mediante los vectores de coordenadas x e y, asi como la conectividad en la
matriz TRI. También es necesario dar el valor del término fuente en cada nodo de la malla mediante
el vector F. Para optimizar tiempos en problemas paraboélicos donde tras el instante inicial sélo es
necesario recalcular el término independiente d, la rutina cuenta con un parametro para desactivar
el calculo de las matrices M, R y C. En ese caso hay que tener cuidado en grabar la matrices M,
R y C en la primera llamada, pues al calcular solo el vector d, la rutina fem_mrc inicializa a cero
dichas matrices.

Se ha simplificado la ecuacion original (6.12) suponiendo constante el factor a, el vector b y la
matriz K. Estos tltimos se suponen de la forma

(1)
(31)
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Con estas simplificaciones, podemos calcular la matriz del sistema lineal del siguiente modo:
A=aM+C+EiR

La rutina también permite calcular la matriz de conveccién con un vector constante de dos
componentes

e incluso con funciones del tipo
b (z,y)
b(z,y) = ’
Ejemplo: Todas las siguientes llamadas a la funcién son correctas:
[M R CD] = fem_mrc(x, y, tri, F, 0, false);
[M R CD] = fem_mrc(x, y, tri, F, [1;2], false);

R
bf = e(x,y) [-y; x1;
[M R CD] = fem_mrc(x, y, tri, F, bf, false);

v

Por eficiencia de célculo, en lugar de hacer un bucle por nodos segin se vio en el ejemplo de la
malla de la figura 6.5, se hace un bucle por elementos. De esta forma se calculan los componentes de
las matrices en el tridngulo de referencia, para luego ensamblarlos en la matriz global del sistema.
Asi por ejemplo, si en la variable Mg hemos calculado la matrix 3 x 3 de masas en el triangulo de

referencia, ) o o

. w01 Jlp o102 [[; 0103 L (211

M=\ [lz000 Jlz05 [lpdees | =55 1 21

Wi dsor [[; 0302 [[7 63 112

siendo i el indice que recorre todos los elementos, vamos construyendo la matriz de masas M del
siguiente modo:
M(TRI(i,:),TRI(i,:)) += Mgx2xT;
donde T es el area del tridngulo i.

De forma parecida procedemos con las matrices de rigidez y conveccion. Para ver los detalles,
se puede consultar el codigo de la rutina fem_mrc en el apéndice.

6.4.3 Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno son algo mas dificiles de imponer que en el caso unidimensional.
Veamos en primer lugar las condicioens de tipo Dirichlet. Tras identificar los nodos de la frontera
donde se imponen las condiciones de contorno hay que modifcar el sistema lineal original completo
(6.13). Por ejemplo, supongamos que el nodo k de la frontera tiene una condicion tipo Dirichlet

146



Capitulo 6: Resolucién de problemas elipticos mediante MEF 6.4

ur = Ug. En primer lugar hay que modificar todos los términos independientes pasando el valor
conocido a la derecha de la igualdad. Entonces los nuevos términos independientes d; se calculan
del siguiente modo

Ademas, la matriz del sistema original A hay que modificarla para no tener en cuenta las condiciones
de contorno conocidas. En lugar de reducir el tamaiio, por facilidad de implementaciéon, y para
tener la solucion en el vector uy, resultado del sistema lineal, modificamos la matriz A y el vector
d del siguiente modo:

i i#Fk y JFk
agj: 0 i=k o j=k y 1#7
1 i=j=k
y
d, = uy,

Estas modificaciones se superponen tantas veces como nodos tengan una condicion tipo Dirichlet.

Ejemplo: El siguiente coédigo modifica la matriz A y término independiente d en aquellos
nodos con coordenada x igual a -1 6 1, y coordenada y igual a 0 6 1. El valor de la condicién de
contorno viene dado por la funcion g (z,y).

%Condicion de contorno Dirichlet
front_ D = find(x==-1 | x==1 | y== 0 | y==1 );
for i=1:N
for k=1:length(front_D)
j = front_D(k);
d(i) -= gx(§), yGN*AGE,);
endfor
endfor

A0 = A;

AO(front_D,:) = 0;

AO(:,front_D) 0;

d(front_D) = g(x(front_D),y(front_D));

for j=1:length(front_D)
i = front_D(j);
A0(i,1) = 1;

endfor

% Resolver sistema lineal
uh = AO\d;
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Vu

Figura 6.6: Ejemplo de una condiciéon de contorno tipo Neumann en una malla bidimensional
aplicada en la arista del tridngulo de indice k que une los nodos x; y x;, correspondientes con los

nodos en la numeracion local del elemento xgk) y xgk).

Las condiciones de contorno de tipo Neumann son mas faciles de imponer, pues s6lo hay
que modificar algunos elementos del vector d. Asi, supongamos como indica la figura 6.6 que
imponemos una condicion tipo Neumann en la arista de un tridngulo de indice k perteneciente a la
frontera del dominio. Los nodos en numeracion global de esa arista son x; e x; y se corresponden
con los nodos xgk) y x:(,)k) en numeracion local de dicho tridngulo. La condicién consiste en especificar
la proyeccion del gradiente del campo soluciéon u sobre el vector normal n a la arista, es decir,

(Vu)' -n =g (z,y)

Representando por L a la arista que une los nodos x; e x;, esta condicion de contorno modificard
a los elementos ¢ y j del vector d del siguiente modo

k
dy=d;+ [} 39

Debemos pues realizar dos integrales sobre la arista. Las funciones base o de forma recordemos
que son lineales y valen 1 en uno de los nodos del tridngulo, y 0 en los otros dos. Calculemos
la primera integral a modo de ejemplo. Para ello suponemos que la funcion g (z,y) también es
lineal en los tridngulos. Llamamos g; y g; a su valor en los nodos 7 y j. Llamando ds al elemento
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infinitesimal de longitud y s;; a la longitud de la arista obtenemos

) . S S S
[0 = [ (a0 4 0s0) = [ 2o s by (1- 2 )]s
Sij Sij Sij
L L L

y haciendo el cambio de variable s = ¢s;;

1
1 1
/cf)(zk)g = Sij/SD [9ip + 95 (1 = )] dp = 535 (59" * égj)
L 0

Procediendo de igual forma para el indice 7, finalmente obtemos como modificar los elementos del

vector d: / ) )
d/i - d; + sy (glgz + glgj) }
d; = d;j + si; (595 + 59i)
Notese que en el caso de que el gradiente de la funcién solicion v sea normal a la frontera, el
vector d permanece inalterado, ya que g = 0.
Por ultimo supongamos que en los nodos pertenecietes a la frontera I' C 0D tenemos una
condiciéon de contorno de tipo Robin:

a(:c,y)u(x,y)—i—(KVu)tn:g(ac,y) (x,y)él“

donde las funciones « y g son conocidas, no asi el valor de u. El vector n es un vector unitario
normal al contorno dD. En problemas de transferencia de calor con conveccién es mas habitual
ver esta condicion como

(KVu)t ‘1 = htc (Ufiyido — ) ,

es decir, es una condicién de convecciéon donde el flujo de calor depende del producto de un
coeficiente de transferencia de calor (htc) por la diferencia entre la temperatura del fluido menos
la temperatura de pared. En ese caso podemos relacionar ambas formulaciones de la condicién de

contorno del siguiente modo:
o = htc
g= htc - U fluido

De la condicion de contorno podemos depejar la proyeccion del gradiente sobre el vector normal:
(KVu)' -n=yg—au

Supongamos el mismo caso visto en la figura 6.6, pero esta vez imponemos una condiciéon Robin
en los nodos i y j. En el caso de que el campo « sea nulo, recuperamos la condicion de Neumann.
De no ser asi, veamos cémo modificar el sistema lineal original

Au=d

149



Capitulo 6: Resolucién de problemas elipticos mediante MEF 6.4

para imponer dicha condiciéon. Nos situamos en el tridngulo 7} v en su vértice xg ) igual al nodo

x;. Entonces el elemento ¢ del vetor d hay que modificarlo del siguiente modo:
d;’:dmt/gbi(KVu)tn:di—l—/qbi(g—au):di—l—/@g—/@au
L L L L
Como en la condicién de Neumann, modificamos el elemento i del vector d del siguiente modo:

1 1
di = d; + /¢z‘9 = d; + sy (ggz + Egj)
L

El altimo sumando | ; ®icu modificard elementos de la matriz A. Calculando la integral obtenemos
/@Oéu = /@ (i + a;@;) (widhi + ujo;)
L L

Luego la matriz A se debe modificar asi
a; = a + [; (id] + a;079;) }
a; = ag + [; (aﬁb?(ﬁj + aj¢i¢?)

Calculamos las integrales como antes, utilizando el cambio de variable s = ¢s;;. Asi, la primera
integral queda

/(@i¢3+@4¢2¢'):/[0€‘ (1—i)3+a-(1—i)2(i>] ds =
i I v Sij J Sij Sij

L L
1 1

1 1
= 5,0 / (1 — )’ do + si;0 / (1 — ) pdp = s;; (Zlai + Eaj)
0

=]

Y la otra integral

9 2
2 2) _ (1-2) 24 (12 (2 -
/(ai¢i ¢j -+ aj¢i¢j) = L/ [041 (1 Sij> 5 + Q; (1 Sij) (Sij) ] ds =
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Luego los elementos de la matriz A quedan del siguiente modo:

/I 1
A, = Qi + 1—218ij (3&1 + Ozj) }
A

aj; = @i + 3585 (@i + ;)

Procediendo de forma idéntica en el nodo 7, se lista a continuacon las modificaciones del vector d
y de la matriz A debidas a la condicién de contorno aplicada en la arista s;;:

di = di + 51 (39 + 5.95) }
d; = dj + sij (39; + 59i)
a;i = a;; + %Sij (3@1 + Oéj)
ay; = aij + 15855 (@i + )
af; = a5 + 1584 (0 + ay)
a;j = a;; + 1_125ij (Cki + 3CYj)

6.4.4 Funcion fem_robin

El el apéndice se da el codigo de la funcién denominada fem_robin, con la que podemos imponer de
una forma muy comoda condiciones de tipo Robin o Neumann. Para ello debemos suministrar los
datos del mallado con los vectores X, Y y TRI, asi como las funciones v y g. Para dichas funciones
se dan los valores en todos los nodos de la malla en los vectores G y ALPHA. Sus componentes seran
cero para todos los nodos interiores, y distinto de cero en aquellos nodos de la frontera donde
queremos imponer la condicién de contorno. Recordemos que en el caso de que ALPHA sea cero,
estaremos imponiendo una condiciéon de tipo Neumann. La rutina devuelve la matriz AR y el vector
DR, que debemos sumar a la matriz A y al vector d respectivamente.

6.4.5 Calculo del gradiente de un campo

En ocasiones necesitamos calcular el vector gradiente de un campo dado, por ejemplo la solucién

uy, de un problema eliptico.
auh 8uh
Vup, = —i+ —j
" ox oy !

Como las funciones base ¢; sélo son derivables en el interior de los tridngulos, pero no en los
nodos del mallado, debemos entonces calcular la proyeccion del campo de gradientes en los nodos.
Llamemos w = duy/0x. Al proyectar esta funcion encontraremos wy, € Vj,. Procedemos de forma
parecida a la formulacion débil de la ecuacion diferencial. Es decir, buscamos la funcion wy, tal
que para toda funcién v, € V), cumpla

(wha ’Uh)L2 = (w’ 'Uh)L2
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Luego

/whvh = %U}L Yo, € V}, (618)

D D

Podemos expresar las uy, su derivada parcial y la funcion incégnita wy, como combinaciones lineales

de las funciones base ¢;:
Noog 4,
0

=]

wp, = Z w;;
j=1

Entonces, sustituyendo en (6.18)

N
Sus [ o0
Jj=1 D =
Obtenemos por tanto un sistema lineal

Mw = C,u

donde el vector de incognitas w viene multiplicado por la matriz de masas M, y el término
independiente a su vez es el producto de una nueva matriz C, por el vector del campo sobre el
que queremos calcular el gradiente. Los elementos de dicha matriz se calculan como

/ 6,20 99,

Del mismo modo, para obtener la derivada parcial segin la direccion y resolvemos el sistema lineal
Mw = C,u

donde la matriz que multiplica al campo u es ahora

)ij :D/Cbi%

Para realizar estos calculos de forma sencilla, en el apéndice se da el codigo de la rutina fem_gradient.
Esta rutina devuelve en los vectores Ux y Uy los valores proyectados en los nodos de las derivadas
parciales del campo U. Como parametros de entrada hay que dar las coordenadas de la malla en
los vectores X e Y, asi como la conectividad en el vector TRI y el campo U.
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6.5 Acotacion de errores

Observacion: Ya hemos visto que el operador A : H} (D) x H} (D) — R defindo en (5.12) es
bilineal, continuo y coercitivo. Ademaés, en el contexto de elementos finitos que hemos visto en
este capitulo, también es simétrico. Entonces A define un producto escalar en H} (D) y por tanto
también en Vi C H} (D). Ademas, este producto escalar define una norma es estos espacios

vectoriales:
Iflla= A, [feH(D)

vl
Proposicion: En estas hipotesis u — uy, es ortogonal al subespacio Vj, es decir
A(u—wup,vp) =0 Vo, € Vi
1
Hy(D)
VW /
val
Demostracion: Sea vy, € Vjo C H} (D). Entonces
A(u,vp) = L (vp)
’ = A(u—up,vy) =0
A (up,vn) = L (vp) ( Un)
O
Proposicién: En estas hipotesis
Ju = wnll, = min flu= vl
vl
Demostracién: Sea v, € Vj,
Hu—uhH?A = A —up,u—up) =A(u—u,+up, — up,u—up + up — up) =
= A(u—up,u—up) + 2A (u — up, up, — vp) + A (up, — v, up —vp) =
0
llw = un % + llun = vally > llu —unly
O

153



Capitulo 6: Resolucién de problemas elipticos mediante MEF 6.5

Teorema: En estas hipotesis y suponiendo A < 1, entonces siendo m el grado de los polinomios
del espacio V;,, 3K > 0 tal que

o= wnll oy < K- R ul™ D

Ju — uh”L? < K-n™ ||u () HL?(D)

val

Observacion: El anélisis de error que hemos hecho para este problema concreto puede hacerse

exactamente igual (siempre que A verifique las hipotesis) para cualquier problema eliptico en
cualquier dimension. La cota de error que se obtiene es la misma.

v
Observacion: Consideremos los dos problemas elipticos siguientes
au—ku" =f en D= (cd)
{ w(e) = u(d) =0 (6.19)
au—ku" = f, en D =(cd)
{ w(e) = u(d) =0 (6.20)

donde @ > 0y k > 0 son constantes, f : (c,d) - R, f € L>(D) y fn € Vi, C H' (D) tal que
fn (x;) = f (x;) para todo nodo x; del mallado Dj. Sean u; € H (D) y us € Hj (D) las soluciones
respectivas de los problemas variacionales (6.19) y (6.20). Sea upz € Vi la solucion por elementos
finitos de (6.20). Entonces existen unas constantes positivas K y K’ tales que

s = wsllga py < B [|F D o )

Hul _Uh2HH1(D) < (K Hf(erl HL2 _|_K’ Huerl)HLZ(D > hm+1 K//hm+1
val

Demostracién: Si escribimos la formulacién variacional de ambos problemas, tenemos que si
uy € Hy (D) es solucion de (6.19) y us € Hy (D) es solucion de (6.20), verifican

A(u,v) =Ly (v) Yv € Hy (D)

A(ug,v) = Ly (v) Vv € Hy (D)

donde
A H&(D)XH(}(D)—)R

u, )—afduv—l—k:fcdu’v’
Lo : H! (D) — R

D) -
I Ly (v) = [ fav

154



Capitulo 6: Resolucién de problemas elipticos mediante MEF 6.6

Por tanto, si v € H} (D),

A (ur — ug,v) :L1(U)_L2(U):/(f—fh)v

y tomando v = u; — us,

d
allug — U2||§{1(D) < A(up — ug,uy — ug) = / (f = fn) (w1 —ug) <

C

< = Fullpzoy llur = uall oy < A1 = fullpzpy lwa = vllg py =
1 C . m
= [lur — w2l gy < o 1f = fall2py < s (VA +1)HL2(D)
Por otro lado, sean up1, upa € Vi las soluciones por elementos finitos de (6.19) y (6.20) respectivamente,
es decir,

A (uhl, Uh> = L1 (Uh) Vvh € VhO
A (uhz, Uh) = Lg (’Uh) Vvh € Vho

Al igual que antes,

C

”uhl _ uh?HHl(D) < Ehm-i—l Hf(m+1

ez

La ventaja de plantear el problema en (6.20) es que

d N41 N+1 N+1 fo

Ly (¢5) = /dfh¢j = / Y fidids =Y fi/d¢i¢j =Y fmy=|M
c i=0 =0 i=0

c fN+1
Y ademés
m+1 m+1 .
Ju; — uhj||L2(D) < Kh™* Hu( " )||L2(D) =12

lur = w2l 2 py < Nl = wallp2(py + l[uz — un2ll12(p) <
< lwr = wall g py + llue — unzllr2py <

< ghm-i-l Hf(m-i-l

+ Khm-‘rl Hu(m-i-l
«

e Mo
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6.6 Ejercicios

1. Sea D = (0,1)C R. Calcular la solucién analitica del problema

u—u"=f, en D,
u(0)=0=u(1),

donde f: (0,1) — R, con f (z) = sin (7x). Escribir la formulacion de elementos finitos del
problema y calcular su solucion utilizando un mallado Dy, = {K;}, ;. con elementos de

1 1 1

tamano h utilizando h = %, 5730036 Y % y construyendo V} con polinomios de grado 1.

Calcular el error en cada caso y dibujar una grafica de error (h frente al error).
2. Repetir el ejercicio 1 construyendo el espacio V} con polinomios de grado 2.

3. Repetir el ejercicio 1 construyendo el espacio V}, con polinomios de Hermite utilizando dos
nodos en cada elemento K;, 1 <i < N,

4. Sea D = (0,1)C R. Calcular la solucién analitica del problema

{u—ku”:f, en D,
u(0)=0=u(1),

donde f : (0,1) — R, con f(x) = 1 para todo z € (0,1). Escribir la formulacién de
elementos finitos del problema y calcular su solucién utilizando un mallado Dj, = { K}, <i<N.

con elementos de tamano h y construyendo V}, con polinomios de grado 1 y 2. Elegir el valor
de h adecuado para k =1,107%,1072,1073,107%,107°.

5. Repetir el ejercicio 4 construyendo para cada valor de k¥ un mallado D} no equiespaciado.

6. Sea D = (0,1)C R. Calcular la solucién analitica del problema

u—ku"=f en D,
u(0) =0;u' (1) =1,

donde f: (0,1) = R, con f (x) = 1 para todo x € (0, 1). Escribir la formulacion de elementos
finitos del problema y calcular su solucién construyendo adecuadamente un mallado D) =
{Ki}i<i<n, v el espacio V;, con polinomios de grado 1y 2, parak = 1,107",1072,107%,107*,107°.

7. Se considera el siguiente problema eliptico en D = (0,2)C R:

u—u"=f, en D,
W (0) = 0= (2),
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10.

11.

donde f: D — R, con

) x> 1.

f(x):{ 1;1’, r <1,

Escribir la formulacion de elementos finitos del problema y calcular su solucion construyendo
adecuadamente un mallado Dy, = {K;}, ;.. ¥ el espacio V}, con polinomios de grado 1y 2.

Sea D =(—1,1) x (0,1), I'p ={(z,y) € 0D : v +2y > 1} y I'y = 0Q — I'p. Se considera el
siguiente problema eliptico:

ou
u ’FD: g; k— ‘FN: 0,

on
donde k = 1072, f : D - R, con f(x,y) =1—2% y g:Tp — R, con g(x,y) = 4z + 4.
Escribir la formulacion de elementos finitos del problema y calcular su solucion construyendo
adecuadamente un mallado Dy, = {1}, ., . v el espacio V} de elementos finitos lineales.

{u—kAu:f, en D,

Sea D = {(,y) eR?: 2+ £ <1} — -1 x [0,1], Tp = {(my) € 0D : £ + £ =1} y
I'y =09 — I'p. Se considera el siguiente problema eliptico:

ou

—Au=2, en D,
u ‘FD: 0; a_n ’FN: 0.

Escribir la formulacion de elementos finitos del problema y calcular su solucion construyendo
adecuadamente un mallado Dy, = {T;},_,.y. v el espacio V}, de elementos finitos lineales.

Sea D = {(z,y) e R? : x > 0,y < 0,2? + y* < 9}. Se considera el siguiente problema eliptico:

—Au = f, en D,

u(z,0) =12z, z € (0,3),

U(O,y)IO, y€<_370)>

u(z,y) =422, (v,y) € 0D, 22 +¢y* =9,

donde f: D — R, con f (r,y) = 4000e~10(@=D*+@+D%) * Egeribir la formulacion de elementos
finitos del problema y calcular su solucién construyendo adecuadamente un mallado D) =
{Ti},<i<n, v el espacio V}, de elementos finitos lineales.

Sea D = (0,1) x (0,1), It = {(z,y) €D :x+y <3} y I's = 9Q —T';. Se considera el
siguiente problema eliptico:

b-Vu—kAu=0, enD,
u ’I‘II 1,U ’F2: 0,
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donde k > 0 es una constante y b = (2,1). Escribir la formulacion de elementos finitos del
problema y calcular su solucién construyendo adecuadamente un mallado D, = {T;}, <i<N,
y el espacio V}, de elementos finitos lineales. Resolver para k = 1,101,102 y 1073,

12. Se considera el siguiente problema eliptico:

bu' —ku” =0, en D= (0,1),
u(0) =0;u (1) =1,

con b, k > 0 constantes. Sea Dj = {K;},,., una particion de D formada por elementos de
tamano h y sea V}, el espacio de elementos finitos lineales asociado a D;. Se pide:

(a)

Escribir la formulacion de elementos finitos del problema y detallar la matriz A tal que

Au =0,

N
siendo u = (uy, ug, ..., un), up () = E w;id; ().

=1
Escribir el sistema de ecuaciones lineales resultante en la forma

a1 (p) ir1 + a2 (p) wi + as (p) ui—1 =0, 1<t <N,

endo » — bh
siendo p = __.
Ensayando soluciones de la forma u; = r?, demostrar que la solucién general del sistema
se puede expresar mediante

i i
U; = C11q + CaTy.
Calcular los valores de ¢ y ¢y para que la solucion verifique las condiciones de contorno.

Razonar como se comporta la solucion dependiendo de si p < 16 p > 1. Comparar con
la solucién analitica del problema.

Resolver utilizando el método de elementos finitos construyendo adecuadamente una
particion D, = {Ki}1<z‘<Ne de elementos no equiespaciados y el espacio de elementos
finitios lineales V},. Para construir Dy, se sugiere utilizar el resultado del apartado (e).

13. Se considera el siguiente problema eliptico

u—ku" =0, enD=(0,1),
u(0) =0;u(l) =1,

con k > 0 constante. Sea D), = {K;}, ;. una particion de D formada por elementos de
tamano h y sea V}, el espacio de elementos finitos lineales asociado a D;. Se pide:
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(a) Escribir la formulacion de elementos finitos del problema y detallar la matriz A tal que

Au =0,

N
siendo u = (uy, ug, ..., uy), up () = Zuigbi ().
i=1
(b) Escribir el sistema de ecuaciones lineales resultante en la forma
Uir1 +a(p)u; +ui—y =0, 1<i<N,

h2
siendo p = —.
P=%
(c) Ensayando soluciones de la forma u; = r?, demostrar que la soluciéon general del sistema
se puede expresar mediante

i i
U; = C1T] + Caly.
(d) Calcular los valores de ¢; y ¢o para que la solucion verifique las condiciones de contorno.

(e) Razonar como se comporta la solucion dependiendo de si p < 6 6 p > 6. Comparar con
la solucion analitica del problema.

(f) Resolver utilizando el método de elementos finitos construyendo adecuadamente una
particion D), = {Ki}1<z‘<Ne de elementos no equiespaciados y el espacio de elementos
finitios lineales Vj,. Para construir D), se sugiere utilizar el resultado del apartado (e).

14. Se considera el siguiente problema eliptico

{ u+ V' —ku" = f(z), en D =(0,2)
u (0) + Vku' (0) = go;u(2) = g

con k > 0 constante, f (z) = 2sin (\/LE) + cos (\%» go=1y g =sin (\%) Se pide:

(a) Comprobar que la solucién del problema es u (z) = sin (\%)

(b) Resolver utilizando el método de elementos finitos construyendo adecuadamente una
particion Dy, = {Ki}lgigNe de elementos equiespaciados y el espacio de elementos finitios
lineales V},.

(c) Resolver utilizando el método de elementos finitos construyendo adecuadamente una
particion Dy, = {Ki}1<i<Nc de elementos equiespaciados y el espacio de elementos finitios
cuadraticos V},.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Se considera el siguiente problema eliptico

{ u—ku" = f(x), enD=(0,1)
u(0) +u'(0) = go;u(1) =0

2
971.2 )

con k = f(x) =sin (37z), go = m. Se pide:

(a) Comprobar que la solucién del problema es u (z) = sin (37z).

1
14972k
(b) Resolver utilizando el método de elementos finitos construyendo adecuadamente una

particion Dy, = {Ki}1<i<Ne de elementos equiespaciados y el espacio de elementos finitios

lineales V},.

Resolver el mismo problema anterior cambiando las condiciones de contorno: u (0) +u’ (0) =
go;u' (1) = gy = —m.
Se considera el siguiente problema eliptico
v —ku" =1, enD=(0,1)
u(0) =054/ (1) =1
Se pide:

(a) Comprobar que la solucion del problema es u (z) = x.
(b) Resolver utilizando el método de elementos finitos construyendo adecuadamente una

particion Dy, = {K;}, ;.. de elementos equiespaciados y el espacio de elementos finitios
lineales V},.

Sea D = (—1,1) x (0,1). Se considera el siguiente problema eliptico:

{Au:O, en D,
ulo=g

donde g : 9D — R, con g (x,y) = x? + y. Escribir la formulaciéon de elementos finitos del
problema y calcular su solucién construyendo adecuadamente un mallado D, = {T;}, <i<N,
y el espacio V), de elementos finitos lineales.

Repetir el ejercicio anterior imponiendo condicion tipo Dirichlet u = 0 en el lado y = 0,
condiciones Neumann en el resto de lados, con Vu-n=1enelladoy=1,y Vu-n=0en
los dos lados restantes.

Sea el mismo dominio del ejercicio 18 en unidades de metros. Resolver la misma ecuacion
diferencial imponiendo u = 200 K en y = 0, condiciones adiabéaticas en los lados verticales, y
una condicién de conveccion en el lado de y = 1 siendo el coeficiente de transferencia de calor
htc = 1000 W/ (m*K), a0 = 500 K y una conductividad térmica de k = 300 W/ (m - K).
.Es posible resolver el problema de forma analitica?
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6.7 Soluciones problemas 2D

’ Ntmero ‘ Ecuacién y C.C. Comentario Solucién
D= (-1,1)x (0,1), k=10"?
w—kAu=f enD I'p ={(z,y) €0D:z+2y > 1}
6.8 { | k@u | 0 FNzanI‘D
u = g,R— —
o 9 n 1 flz,y)=1-2a
g9(z,y) =4z +4
2 2 25
D:{(m,y)€R2:%+%<1}— |
—Au=2_eD ~[-1,1] x [0,1] ;
6.9 ou . 5 . e
ulrp=0; 5 Iry=0 sz{(x,y)eaD:%Jr%:l} ‘f
'y =00-Tp 0
Au=f on D D={x>0y<0,2°+y*> <9}
6.10 u(z,0) =12z, z € (0,3) I'={(z,y) €D, 2* +y*> = 9}
' u(0,y) =0, y € (-3,0) flz,y) = ae~ 101" +(v+1)?)
u(z,y) =4a®, I a = 4000 =,
D =(0,1) x (0,1) *
6.11 b-Vu—kAu=0, enD I ={(z,y) €dD:z+y<3} B e
’ U‘F1:17U|F2:07 ngaﬂfrl o4 04
b=(21),k=10" ; .
6.18 Au=0, enD D=(-1,1) x (0,1) "
' ulo=g g(x,y)=a>+y *
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Au=0, enD
”Lé\m:O D= (-1,1) x (0,1)
6.19 =1 Iy ={(z,y) €9D:y =0}
gn Iy ={(z,y) €0D:y =1}
% ‘BD—(FlLJFQ): 0
kAu=0, en D D =(-1,1) x (0,1) o
u|p,= 200 K Iy ={(z,y) € 0D : y = 0}
6.90 ou Iy ={(z,y) €0D:y =1}
: ko e = hte (@fiuiao — u) hte = 1000 W/ (m2K)
du | -0 Ufiuido = 500 K
n 1P~ (o) k=300 W/ (m - K)

Solucion analitica 6.20: No hay gradiente en direccion x. En la direccion y la derivada segunda es
0, por tanto

u(z,y) =200 + ay

. .. ou
siendo o una constante. La condicién de contorno k—— |r,= htc (U iazo — ) queda

on
ka = htc (Ufizo — 200 — @)

Despejando o obtenemos la temperatura en todo el dominio de forma analitica:‘

U fluido — 200
=200 + htc—————
u(z,y) Ly
Asi, la temperatura en la frontera y = 1 seréd
500 — 200
1) =200 + 1000————=1 = 430.77
we, 1) 00300 + 1000
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Resolucion de problemas parabdlicos
mediante el método de elementos finitos

7.1 Introduccion

Estudiaremos en este tema como aproximar mediante el método de elementos finitos el siguiente
problema paréabolico

%y qu+ b2 — k%Y = f(x,t) en D x (0,T)
u(e,t)=u(d,t)=0te (0,T) (7.1)
u(z,0) =wuy(z) €D
donde D = (¢,d), a y k son constantes con a > 0, k >0y f: D x (0,7) = R, con f(x,t) €
L* (D) para todo x € Dy t € (0,T), y ug(c,d) = R con uy € L? (D). Buscamos una solucion
u:Dx(0,T) —R.

7.2 Problema de valor inicial

7.2.1 Definicién y ejemplos

Un problema de valor inicial es una ecuacion diferencial ordinaria junto con un valor especificado,
llamado la condicion inicial, de la funcién desconocida en un punto dado del dominio de la solucion.
Consideremos el siguiente problema de valor inicial

y(t)=f(ty(t) telto,ty] }
y (to) = yo

y supongamos que discretizamos la variable tiempo ¢ en instantes to < t; <ty <t3 <--- <ty con
tn+1 - tn = At7 con 0 S n S NT = (tf - to) /At
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tg t] tg t3 t4 t5

Podemos avanzar en el tiempo resolviendo la integral de la funcion f:

tnt1

Y (tsr) = y (ta) + / £ (b (1)) dt

tn

Llamamos y"* = y(t,) y veamos la funcion f como una aplicacion de dos variables f (t,y).
Entonces, dependiendo de como resolvamos las sucesivas integrales, obtenemos diferentes esquemas
de integracion temporal:

e Esquema Euler Ezplicito: y™™ ~y" + At - f (t,,y")

fity ()

e Esquema Euler Implicito: y" ™' ~y" + At - f (tpy1, y™™)
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%

Fal

295}

e Esquema de los Trapecios: y" ~ y™ + % (f (b ™) + f (b1, y™))

e yt))

S

tas1

e Bsquema de Heun: y"™ ~ y"+ 55 (f (tn, y") + f (tns1, 7)) con " = y"+ At - f (L, y").
También puede escribirse de la siguiente forma

kl - f (trwyn)
ko = f(tny1,y" + At - k)
yn+1 ~ yn + % (kl _|_k2>

Ejemplo 7.1: Sea el problema de valor inicial

y' (t) =y (t) cos (t) t € 10,50] }
y(to) =1

La solucion exacta es y (t) = exp (sin(¢)) y la funcion que da la derivada f (t,y) = ycost. Los
diferentes esquemas serian:

e Euler explicito: y"*! =y + At - y" cost,, = (1 + At - cost,) y"
e Euler implicito: y"™! = ¢y + At - y"* cost, 1, por lo que despejando y"*!

1

n+1 — yn
1 — At-cost,i

Y
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e Trapecios: y"*' = y" + £t - (y" cost, +y"+! costni), por lo que despejando y™*

2+ At - cost,

n+1 — y
2 — At -costyiq

n

e Heun: y"™! =y" + % (y™ cost, + (y" + Aty" cost,) cost,.1), y despejando

(At)*
2

1 At At
Y = 1+700stn+7005tn+1+

cos t,, cos tn+1> y"

Las siguientes tablas muestran algunos resultados para diferentes pasos temporales At y los
esquemas Fuler explicito y Trapecios: Numero de instantes temporales (N7), error en el tltimo

paso y error maximo.

At Ny Esquema [y"" —y(50)] max]|y’ —y (¢')]

1 50 E. exp. 7.69¢ — 1 2.7180
0.5 100 E. exp. 7.68¢ — 1 2.7083
0.1 500 E. exp. 5.48¢ — 1 1.8079
0.01 5000 E. exp. 8.98e — 2 2.80e — 1

0.001 50000 E. exp. 9.4e — 3 2.94e — 2
At Ny Esquema [y"" —y(50)] max|y’ —y (t')]

1 50 Trap. 4.87e — 3 4.12e — 1
0.5 100 Trap. 1.53e — 3 1.10e — 1
0.1 500 Trap. 6.23¢ — 5 4.15e — 3
0.01 5000 Trap. 6.23¢ — 7 4.15e — 5

0.001 50000 Trap. 6.23¢ — 9 4.15e — 7

Ejemplo 7.2: Sea el problema de valor inicial

y' (t) = cost - cos? (
y (to) =

(1)) t € [0,50]
| }

Comprobamos que la solucion exacta es y (t) = arctan (sint + k) con k una constante:

/

tany =sint + k£ = = cost

cos?y

Y para cumplir la condicién inicial
1 = arctan (k)
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luego k = tan 1. Es facil observar que en la mayoria de las ocasiones los esquemas Fuler implicito
y Trapecios no son faciles de aplicar porque requieren resolver una ecuaciéon transcendente en cada
instante de tiempo. Asi, en el esquema Euler implicito no podemos depejar y"*! en funcion de y™:

Y™t =y + Atcos® (y" ) costnig

Los esquemas Heun y Euler explicito siempre se pueden aplicar directamente independientemente
de la funcion f (¢,y).
val

7.2.2 Estimacion de errores

Para estudiar el error para cada uno de estos métodos, nos apoyamos en el error de las cuadraturas
numeéricas. Asi, si g (t) = f (t,y (1)), para el esquema Fuler explicito tenemos

tnt1 tnt1
f@y@wﬁ=/g@ﬁ=@mr%dﬂm+E%
tn tn

Donde L% es el error cometido al usar la cuadratura dada por el esquema FEuler ezplicito en
la iteracion n. Recordando la expresion (4.1) y particularizando para polinomios de grado 1,
obtenemos una cota para este error:

tos — tn)? At?
) < BBl (g ) < 55 max 1o 1) (7:2)
Eltn,tnt1] te[to,tf]

De forma analoga, usando la expresion (4.3) podemos obtener una cota de error para el esquema
de los Trapecios:

tnt+1 tnt1
tn - tn n
[ Feu®ya= [ ga =" g ) + 9 0) + B
tn tn
n (thrl _ tn)g " At3 "
|E7] ST max |¢" (t)] < —5 max _|g" (t)]
te[t”7tn+1] 12 te[to,t.f}

Observamos que

g (t) =+

167



Capitulo 7: Resolucién de problemas parabolicos mediante MEF 7.2

es decir, las derivadas de g se pueden poner en funcion de las derivadas de f. Definamos el
error en el instante ¢, como E"™! = |y (t,,1) — y"™!|. Supongamos que y"*! esta calculado con
un esquema FEuler ezplicito. Entonces la solucion exacta y (t,41) y la calculada "' podemos
expresarlas del siguiente modo:

tn+1

y(tn+1)=y(tn)+/f(t,y(t))dtzy(tn)JrAﬁf(my( ) + Ef

tn

Yyt =yt At f (ta, y")

La diferencia entre ambos valores es

Y(tni1) — " =y (t,) — y" + AL(f (tayy (82) = f (b, y™)) + E}, (7.3)

Desarrollando la diferencia entre las funciones f de la expresion anterior (7.3) y llamando f, (y) =

[ (tn,y)
Fltay () = f (b y™) = fu (y (t2) = fu (y™) " £ () (y (ta) — y7)

donde se ha hecho uso del teorema del valor medio', siendo la constante ¢ € (y™,y(t,)) 6 ¢ €
(y (tn),y"). De esta forma, llamando L = |max. f} (¢)| = ‘maxcg—i (tn,c)| = |max, % af ‘ y

llamando M = max, /] |g' ()] en la ecuacion (7.2), podemos acotar la expresion (7.3):

[to ty

M
E" =y (tar) — y" ™| < |E"| + AtL|E™| + |ER| < (1+ AtL) |[E"| + 7At2 <

< (14 AtL) ((1 + AtL) |[E" + %Aﬂ) + %AtQ <

M

< (14 AtL)? |[E™7Y| + (1 + (1 + AtL)) 7At2 <

M
< (14 AL |E"?| + (1 + (1 + AtL) + (1 + AtL)?) 7At2 <. <

M, 5= ‘
< (14 AL B + S AP (14 ALY =
- 25
gt < Mg i (1+ ALY (7.4)
=2

Jj=0

1Si f es una funcién continua en [a,b] y diferenciable en (a,b), entonces Jc € (a,b) tal que f'(c)(b—a) =

f(b) = f(a).
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Calculamos el sumatorio

%T: (14 Aty = L+ AN 1 (1 AL -1
prs - (4 AtL) -1 AtL
donde
1 L(tf—to)
Net+l 1 AtL
(14 4LV =1+ ALy | (14—
AL

por lo que limx; o+ (1 + AtL)NTJrl — M) Ademas se puede probar que (1 + AtL)NTJrl <
eltsto), Sustituyendo en (7.4)

Bl o MA 2€L(tf7t0) —1
2 AtL

L(tr—t
Entonces llamando C' = %%, independiente de n y de At, obtenemos finalmente una cota

para el error del esquema Fuler explicito:
E" < CAt

De forma analoga podemos estimar una cota para los otros esquemas vistos anteriormente. La
siguiente tabla recoge los resultados:

Euler Explicito |y (tpe1) —y™ ™| < CAt
Euler Implicito |y (tpe1) — y" T < CAt
Trapecios [y (tny1) — y" T < C AR
Heun [y (tny1) — y" | < C AR

7.3 Resolucién numérica de problemas parabodlicos

La idea es «mezclary la resolucion numeérica del problema de valor inicial como discretizacion
temporal, y el método de elementos finitos como discretizacion espacial. Partimos del problema
original antes de discretizar el tiempo dado por (7.1).

7.3.1 Esquema Euler Explicito

Por facilidad de la exposicion, vamos a describir el problema unidimensional. Llamando u"™ (z) =
u (,t,41) siendo la funcion v"* € H} (D) y utilizando el esquema Euler explicito obtendriamos
el siguiente problema

=t — aAt - u" — bALZE +kAt6;7“2n + At~ f"en D = (c,d)
u™t () = w1 (d) =0

169



Capitulo 7: Resolucién de problemas parabolicos mediante MEF 7.3

Pasando a la formulacion variacional, buscamos una funcion u" ! € H& (D) tal que

d d d

d
n U d
/u”“v = /u”v—aAt/u”v—bAt o, 8u 02} f v+AL ka—v Vv € Hy (D)
oz Oz Oz

c
C c c

y pasando a un espacio funcional de dimension finita igual a N, buscamos un uZ“ = Z;VZI U;L+1¢j €
Vio (D) tal que

N d N

d d d d

d
+At/f”gz5i+Atg0?1§i§N

C

donde el dltimo término tiene en cuenta la derivada de la funcién u en los extremos, y es cero en
todos los nodos interiores:

—k () 22 i=1
o = 0 2<i<N-—1
k (d) 22 @ i=N

Utilizamos la misma notacién vista en el tema anterior sobre las matrices de masas M,
convecciéon C y rigidez R y término independiente d”. En general, las matrices son invariables en
el tiempo, no asi el vector de términos independientes y por ello se indica con el superindice n.
De esta forma, el sistema lineal anterior lo podemos escribir de forma méas compacta llamando al

3 73 s n+1
vector incognita u"t! = (u’f“, C Uy >

Mu"t = ((1 — adAt) M — bAtC — kAtR) u” + Atd" (7.5)

7.3.2 Esquema Euler Implicito

En este caso, la discretizacion temporal se hace del siguiente modo

U — oyt — aAE .ttt — bAﬁ“;: + kAt‘?Zg:;l + At fren D = (c,d)
w1 (= @) o

o reordenando términos

(14 adt)u™* + bALZE — kAt =u"+ At- f"len D = (¢, d)
4 (0 = i (@) =0

82 n+1
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Pasando a la formulacion variacional, buscamos una funcion "™ € H} (D) tal que

d

d d
ou™t1 ou™t! dv
n+1 _
(1—|—aAt)/u v—l—bAt/ e v+ kAt e O

Cc & Cc

g g aun-i-l d
- /u"v+At/f"+1v+At {k‘ . v] Vv € H} (D)

C

Cc C

y pasando a un espacio funcional de dimensién finita de la misma forma que en el caso Euler
explicito

=2

d
(1 + aAt) Z / ¢z+bAtZ n+1/ ¢z+kAtZ n+1 %(gﬁz:

d

N d
_ZU?/¢j¢i+At/fn+l¢i+At<p?+l 1<i<N

j=1 .

o de forma matricial
(1 +adt) M + bAtC + kEAtR)u™ ! = Mu” + Atd" (7.6)
Llamando A a la matriz del primer miembro
(14 aAt)M + bALC + kAR = A
llegamos finalmente al siguiente sistema lineal:

A n+1 Mu —|—Atdn+1

7.3.3 Esquema Crank-Nicolson

Utilizando el esquema temporal de los trapecios, tenemos
=y + 1 (—aAt U — DAtEE + EAtSY + At f”)

+1 (—aAt Syt — bAtaunH + kAta WAL f”“) en D = (c,d)
w1 () =t (d) = 0

171



Capitulo 7: Resolucién de problemas parabolicos mediante MEF

7.3

y repitiendo el mismo anélisis visto en los esquemas anteriores llegamos a
(14581 M 4 5210 1 591R) w1 =
= ((1— )M —%tC — HR)u" + 4! (4" +d")
Llamando a la matrices A bA ”
t t
M+ e iR = A
2 2
A bA kAt
e BV e G B O
2 2
llegamos finalmente al siguiente sistema lineal:

Aun+1 — Bu”® + % (dn+1 + dn)

Como indica el titulo de esta seccidn, a este esquema que utiliza una discretizacion temporal dada
por la regla de los trapecios, y una discretizacion espacial dada por el método de los elementos

finitos, se le denomina esquema o método Crank-Nicolson.

7.3.4 Condiciones de contorno 1D

De la misma forma que en el caso estacionario, el sistema lineal hay que adapatarlo para tener en
cuenta las condiciones de contorno espaciales. El caso mas sencillo es el de Dirichlet homogéneas,
por lo que eliminamos la primera y tultima ecuacién. Representamos a las nuevas matrices My, Cy
v Ry. Del mismo modo prescindimos del primer y altimo elemento en los vectores u”, u"*! y d”,

por lo que el sistema lineal queda finalmente para el esquema Fuler explicito:

Mouj™ = ((1 — adt) My — bAtC, — kAtRy) uf + Atdy

(7.10)

Para los esquemas Euler implicito y Crank-Nicolson procedemos de igual modo:

Agul ™t = Moul? + Ardi !

At
Agug™ = Bou" + - (dg™" + dj)
Veamos el caso de condiciones Dirichlet no homogéneas:

u(c,t) =61 (t) }
u(d,t) = g2 (1)

(7.11)

Los tres esquemas temporales se tratan del mismo modo. Con las ecuaciones (7.5), (7.6) o (7.7)

llegamos a un sistema lineal cuyas incognitas son las componentes del vector u

Kun+1 _ a
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Como u}™ = g1 (tyy1) = g™ y U™ = go (tns1) = g5+ modificamos el término independiente d

de un modo analogo a como hicimos en el problema eliptico:
d; =d; — aagit —angy !
para 2 < i < N — 1, es decir, eliminamos la primera y altima fila y columna de la matriz A.
Por 1ltimo veamos en detalle el caso més complejo, condiciones Robin dependientes del tiempo

en ambos extremos. Recordemos que las condiciones Neumann son un caso particular de las Robin.
Supongamos las siguientes condiciones:

ou (c,t)

o (t)u(e,t) + B (1) oy 0 (t)
o5 ) (7.12)
ay (t)u(d,t) + B2 (t) o 92 (t)

Consideremas el esquema Crank-Nicolson (para los otros esquemas el proceso es muy similar):

't =y 4 % <—aAt U = bAta‘Ln + kAt82u2n + At - fﬂ) +
+1 (—aAt = DAL R AT At f"“) en D = (c,d)

Pasando a la formulacion variacional, buscamos una funcion v € H} (D) tal que

d d d d
At ou” au ov
/u”“v—/uv—i—T —a/u"v—b P B O /f"v—i—{ } +
At d d Jur+1 aun—i-l O untt 1°
+= —a/u"“v—b/ ol i e /f”“ [ " UL Vv € Hy (D)
y pasando a un espacio funcional de dimension finita igual a N, buscamos un uj "' = Z] 1 ?+1¢]

Vi, (D) tal que

XNIU?“/CZW: /m AtZu —a/m /8¢]¢Z_k %q?%ii

d d d
At~ i 99, 0¢; 0¢;
P ~a f oo [ ok [ G|+

C c
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d d

At At
+5 /f"d)ﬁ/f”“qbi +7(<p?+so?“) 1<i<N

Cc C

donde el dltimo término tiene en cuenta la derivada de la funcién u en los extremos, y es cero en
todos los nodos interiores:

—k (c) 2219 i=1
on = 0 2<i<N-1
k (d) 2519 i=N

Notese que la expresion anterior también hay que evaluarla en el instante n + 1. Usando las
condiciones de contorno (7.12), estas expresiones se transforman en

gn_anun .
—k (c) 2—— 513 L i=1

o = 0 2<i<N-1
k(d) 222 i=N

2

Entonces, usando la definicién de las matrices de masas, rigidez y convencion llegamos al siguiente
sistema lineal

A A
Aun—H — Bu® + 7t (dn-‘rl + dn) + 7t (gpn-i-l + SOn)

siendo las matrices A y B las mismas de las expresiones (7.8) y (7.9). Una forma practica de
implementar los cambios producidos por las condiciones de contorno es resolver el sistema lineal

Aw = Bur 4 2 (a1 4 ar)

donde las nuevas matrices A y B y los vectores drtt y d" son idénticos a las matrices A vyBy
los vectores d"*! y d™ salvo en 2 componentes:

A _ At k(c)at
(A),, = - #2550
A At k(d)a

(A NN - (A)NN + ?t ﬁ;ﬂrzl
- o gk(c)a"
(B), = (B),, + 34

- o At k(d)ah

B NN—(B)NN_Tt 32

(), -+ 52

2
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7.3.5 Condiciones de contorno 2D

Para imponer las condiciones de contorno en problemas parabélicos con dos coordenadas espaciales
se procede de la misma forma que en el caso unidimensional. La tdnica diferencia es que en lugar de
trabajar con el primer y tltimo indice ¢, hay que hacerlo con el conjunto de indices que representan
la frontera del dominio D de resolucion, segliin se explico en la seccion 6.4.3. De forma similar,
teniendo en cuenta lo explicado en la secciéon anterior para el caso 1D, se procede de igual modo
para las condiciones de contorno tipo Robin. En caso de usar la rutina fem_robin, obsérvese que
dado que las expresiones anteriores se han obtenido con un coeficiente de la derivada temporal
igual a 1, en caso de tener que dividir la ecuacion del calor por ¢,p, también habra que dividir los
parametros G y ALPHA por c,p.

Para fijar ideas, a continuaciéon se expone un ejemplo que recoge todas las situaciones que
pueden plantearse en un problema real:

1. Problema dimensional. Coeficiente de la derivada temporal diferente de 1, (¢p).
2. Condiciones de Dirichlet y Robin: no homogéneas y dependientes del tiempo.
3. Término fuente dependiente del tiempo.

Ejemplo 7.1: Resolver en OCTAVE el siguiente problema parabélico

cop2t = kAu+ f(z,y,t), en D x[0,7] )
u |p,= v + 5t/T

ou
ka_ |F2: h (ﬂf, Y, t) (ufluido (t) - U)
n
ou

n lop—(ryurs)= 0

u(z,y,0) = g
donde

D=(-1,1) x (0,1)
T =100s
I''={(z,y) €9D :y =0}
Iy ={(z,y) €0D:y =1}
h(z,y,t) = 5000 (2 — 2?) W/ (m?K)
up = 200 K
U fluido (t) = Uy — 10t/T K
k=300 W/ (m - K)
¢, =450 J/ (kg - K)
p = 7800 kg/m3
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t=100.000000 s t=100.000000 s
206 206

210

~n
Qo
wm

202

200

temperatura °C
n
o
o

198

o
o

196

190

194

Figura 7.1: Solucién en el instante ¢ = 100 segundos del ejemplo 7.1.

v la fuente calorifica (W/m3)

106 - (T —2t) /)T si |z} <05 A ye€[0.250.75 At <T/2
flayt)= 0 en otro caso

La figura 7.1 presenta la solucién obtenida para el instante ¢ = 100 segundos. En la secciéon de
apéndices se muestra un posible c6digo OCTAVE para resolver este ejemplo.

vl

7.4 Algunas propiedades de los problemas parabélicos

Vamos a estudiar algunas propiedades de los problemas parabédlicos. Para ello, sin pérdida de
generalidad, supongamos el siguiente problema

w—kAu=f enDx(0,T)
ulyp =0 te (0,7) (7.13)
u(t=0)=ug en D

conk >0y feL*((0,T),L*(D)). Pasando a la formulacién variacional trabajando en el espacio
H (D)

/ut(t)v-l-k:/Vu(t)Vv:/f(t)v Vv € Hy (D)
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Haciendo v = u (t) € H} (D) y sabiendo que [, u, (t)u(t) = [, 1552 =14 [ ju(t)|* obtenemos
2dt/|u \+k/|Vu :/f(t)u(t):>
575 1 Ollzzpy + EIVw Ol z2p) < 1 Ol 2oy 1w @l 2 (7.14)

Por otro lado, si definimos el operador A (u,v) = ka VuVu, sabemos que A es coercitiva en
H;} (D), por tanto Ja > 0 tal que

Awu) > allulfyp  Vue H (D)

Luego
1d
572 1t D520y + e llullz iy < 1F Bl 1 @)l ) (7.15)

También sabemos que para cualquier x,y y € # 0 reales

2 € 2 ]‘ 2

Sustituyendo la ultima expresion en (7.15)

1d

«
5 N Ol 2aoy + @ ullgeoy < 5 T (O Eacoy + 5 1 ()E2co) (7.16)
Y operando

d 2 2
7 1 Ollz2p) + aflullgy ) <

Q|+

Hf(ﬂ”i%m

Integrando en el tiempo, obtenemos finalmente la primera propiedad que cumple la solucion u de
nuestro problema (7.13).
Propiedad 1: Sea u solucion débil del problema (7.13). Entonces se cumple siendo 0 <t < T

t t
1
2 2 2 2 2
@y + o [ 1y, a7 < lolia + 5 [ 17 Ol dr e Ol
0 0

v
Segin la desigualdad de Poincaré
1
IVu ()]l 2y = c lw ()l 2y
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por lo que sustituyendo en (7.15) y (7.16)

1d k €
S llult Wiz + 73 c2 lw (D)lI72(p) < 5 llut M Z2(0) +3; ||f( 720y
Sie=k/C?
d k
7 lw (D)2 (p) + c lw (D172 (p) < % ROl

Sea ¢ (t) = ||u (t)||iQ(D), entonces la expresion anterior es

d k p 2
pria e (1) + CQsO( ) < == 1F Oz
Entonces

d kt/C? k k:t/C2 kt/C2% 1 kt/C? / k Og 2
D D P P —_— < £ 2
7 ( o (t )) 02 @ (t) +e™mry'(t) =e ¢ (1) + ng(t) < —- 1F Oz

Entonces integrando en el tiempo

2 T
B (1) — o (0) < 2 / I () €47/

y reordenando llegamos a la siguiente propiedad.
Propiedad 2: Sea u solucion débil del problema (7.13). Entonces

2 2 _ - 2
lu () 72py < e/ ||uO||L2<D)+—/ KRG || £ (1) 7

7.5 Error de truncacion

Estudiemos ahora para el problema (7.13) el error de truncacién. Usemos un esquema Euler
explicito, entonces

unJrl =" + At (ijunJrl + fnJrl)
U(tnsr) = u(t) + At (kAU (tpir) + f (tasr)) + B

178



Capitulo 7: Resolucién de problemas parabolicos mediante MEF 7.6

Si partimos sin error en el instante t¢,, es decir, u" = w(t,), definimos el error de truncacion
temporal en el siguiente instante de la discretizacion como E/™' = u"*! — w (t,,1). Ya vimos al
principio del capitulo que

7Y < AR

1/2
Entonces [[u"*! —u (tn11)| 2(py = (fD ‘El”Hf) < (C2AtH"? = C A2 Por otro lado ya vimos
que los errores espaciales dependen del orden m de los polinomios de la base funcional utilizada:

+1 +1 rpm~+1
Juptt —u” HLQ(D) <ch”
De esta forma, podemos acotar el error espacial y temporal, denominado error de truncacion local:
et (tnan) = 5 oy < Nl (i) = 0| oy + (™ = w72 ) < CAE 4 O
Se puede denostrar que el error de truncacion global esti acotado de la siguiente forma

e (Ener) = | oy < C (At + 27

7.6 Ejercicios

1. Resolver los siguientes problemas de valor inicial utilizando los métodos de Euler explicito,
Euler implicito, trapecios y Heun, tomando en cada caso At = 0.1 y At = 0.01:

()

o' (t) = u(t) tant + sect, te [0, 0.99%}
u(0) = -1
(b) x
{ xy' - o T € [1,2}
y(0) =

2. El modelo matematico de Von Bertalanffy del crecimiento en peso de un pez es

{ W (t) = au () = bu (t),
u (0) = uyp,

donde u (t) representa el peso del pez en el instante de tiempo t, ug es el peso en el instante
de tiempo inicial y a y b son constantes positivas. El término au (t)2/3 representa el aporte
debido a los nutrientes, en la hip6tesis de que este aporte es proporcional a la superficie del
pez y bu (t) representa la disminucion debida a la respiracion, en la hipotesis de suponerla
proporcional al peso del pez.

Se pide:
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(a) Tomando a = 0.1, b = 0.05 y uy = 0.05, aproximar la solucién del problema de valor
inicial mediante el método de Euler explicito y el método de Heun tomando At = 0.5.

(b) A partir de la solucién numérica obtenida y sabiendo que la variable t esta dada en dias
y el peso en kilogramos, ;cudl serd el peso del pez al cabo de 30 dias? ;y al cabo de 607

(c) ;Cuéanto tardara el pez en alcanzar los 5 kg? ;Y 7 kg?

(d) Segun la solucion numeérica obtenida, ;podra alcanzar los 9 kg?

3. Un estanque se drena a través de un tubo situado en el fondo. Tras ciertas hipotesis, se
obtiene la siguiente ecuacion diferencial que describe como varia la profundidad del estanque
con el tiempo:

wd?

C4A(h (1))

donde h (t) es la profundidad del estanque (m) en el instante de tiempo t (s), A (h) el area de
la superficie del estanque (m?) a una altura h del fondo, ¢ la constante gravitacional (g = 9.81
m/s?), d el diametro del tubo (m) y e la profundidad de la salida del tubo por debajo del
fondo del estanque (m). Sabiendo que el estanque inicialmente tiene 6 m de profundidad,
que d = 0.25 m, e = 1 m y que se ha estimado que el area de la superficie del estanque a
distintas profundidades viene dada por la funcion A (h) = 100(h® — 6h* + 25h), se pide:

W (t) = 29 (h(t) +¢),

(a) Escribir el problema de valor inicial que describe la evolucion de la profundidad del
estanque.

(b) Utilizar un esquema numérico de segundo orden para aproximar la solucion del problema
de valor inicial con At = 2 s y dibujar la solucién obtenida en las primeras 17 horas.

(c) A partir de la solucion numérica obtenida, calcular la profundidad del estanque tras 10
y 15 horas desde que el estanque tenia una profundidad de 6 m.

(d) Estimar el tiempo que tiene que transcurrir para que el estanque se vacie.

4. Se considera el intervalo D = (0,1) y el siguiente problema paraboélico definido en D:

2

8—7: (z,) — k% (z,8) =0, en (z,t) € D x (0,10),
T

u(0,t) =0=wu(1,t), para t € (0,10),

u(z,0) = (sin (7x))'?, para x € D.

Aproximar la solucién utilizando el método de Euler explicito y el método de elementos
finitos construyendo un mallado Dj, de elementos equiespaciados de longitud h > 0 y para
los valores de k = 1071,1072 y 1073. Probar los valores h € {0.1,0.01} y At € {0.1,0.01}.
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5. Repetir el ejercicio 4 utilizando el esquema de Euler implicito.
6. Repetir el ejercicio 4 utilizando el esquema de Crank-Nicolson.

7. Se considera el intervalo D = (—1,4) y el siguiente problema parabélico definido en D:

ou 0?u

a(l’,t)—k@@?,t):f(x), en ($7t>€DX(07100)7
u(—1,t) = 5;u(4,t) = 30, para t € (0,100),

u (z,0) = 20, para x € D,

7/‘2 . . oy
donde f(z) = 50e 001, k = 1072. Aproximar la solucién utilizando el método de Crank-
Nicolson y el método de elementos finitos construyendo un mallado D), de elementos equiespaciados
de longitud h > 0.

8. Se considera el intervalo D = (—1,4) y el siguiente problema parabdlico definido en D:

2
)~k (@) = f(2.0), en (e.1) € D x (0,100).
a—“ (—1,£) = —6;u(4,t) =30,  parat € (0,100),
xr
u(z,0) = 20, para x € D,

22
donde f (z,t) = 50e oo~ (=20° k= 1072, Aproximar la solucion utilizando el método de
Crank-Nicolson y el método de elementos finitos construyendo un mallado D; de elementos
equiespaciados de longitud A > 0.

9. Se considera conjunto abierto D = (0,1) x (0,1), I'y = {(z,y) € 0D : y =1}, 'y =90D — I’y
y el siguiente problema parabélico definido en D:

0

a—?—mu:o, en D x (0,100)
u |, = 50, para t € (0,100),
u|r,=0, para t € (0,100),

u(z,y,0) =30, para (z,y) € D,

k = 1072, Aproximar la solucién utilizando el método de Crank-Nicolson y el método de
elementos finitos construyendo un malladoD;, de elementos de tipo tridngulo.

10. Se considera conjunto abierto D = (0,1) x (0,1), I'y = {(x,y) € 0D : y =1}, Ty = 0D — T';
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y el siguiente problema parabélico definido en D:

(0
a—?—kAu: , en D x (0,100),
u |p, = 50, para t € (0,100),
u |r,= 0, para t € (0,10),
9,
a_z 0= 0, para t € [10,100),
| u(z,y,0) =30, para (z,y) € D,

= 1073, Aproximar la solucion utilizando el método de Crank-Nicolson y el método de
elementos finitos construyendo un malladoD), de elementos de tipo tridngulo.

11. Se considera una placa formada por un circulo de radio 5 al que se le ha quitado un circulo de
radio 1 centrado en el centro del primer circulo. El disco esté inicialmente a una temperatura
constante de 25°C y se calienta hasta una temperatura de 100°C el borde interior de la placa
mientras que en el borde exterior no hay transferencia de calor (condiciones adiabéticas).
Estudiar la distribucion de temperatura de la placa pasado un minuto suponiendo que no
existe ninguna otra fuente de calor, sabiendo que k& = 107! m2s~!. Utilizar una discretizacion
en tiempo de orden dos.

12. Resolver numéricamente la ecuacion del calor sobre placa descrita en el dibujo con k£ =
107 'm?s™! | ug = 15°C, con u = 80°C en la frontera descrita por la circunferencia interior,
u = 40°C en la frontera situada en lateral izquierdo y suponiendo condiciones adiabaticas en
el resto de la frontera. Utilizar un esquema de orden 2 en tiempo.

10 m

@

\\\ P

-,

[1m

4m

— ‘./"

—
o
H"‘m._____ —

arco de circunferencia -~

13. Se considera conjunto abierto D = (0,1) x (0,1), I'1 = {(z,y) € 0D :x+y <1}, I =
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14.

0€) — I'y y el siguiente problema parabolico definido en D:

0

8—1;+b-Vu—kAu:O, en D x (0,10),
ulp,= 1, para t € (0, 10),
u |r,= 0, para t € (0,10),
u(z,y,0) =0, para (x,y) € D,

donde b (x,y) = (2,1). Aproximar la solucion utilizando el método de Euler implicito y el
método de Crank-Nicolson construyendo un mallado D;, de elementos de tipo tridAngulo para
los valores de k = 1071,1072 y 1073,

Se considera conjunto abierto D = {(z,y) € R? : 2% + y* < 1} y el siguiente problema parabolico

definido en D: p
—u+b-Vu—k:Au:O, en D x (0,2m),

ot
u lop= 10, para t € (0,27),
U(l’,y,O):Uo(l’,y), para (I,’y)ED,

(£—0.5)2+42

donde ug (z,y) = e~ 001, b(z,y) = (—y,z) y k =6.2070 x 10~*. Aproximar la solucién
utilizando el método de Euler implicito y el método de Crank-Nicolson y el método de
elementos finitos construyendo un mallado D; de elementos de tipo triangulo.
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Apéndice: Generaciéon de mallas

Existen miultiples software de generacion de mallas 2D y 3D. En esta seccion se describiran unas
simples rutinas desarrolladas para ayudar a la generacion de mallas 2D de tridngulos. Todas ellas
se basan en la rutina delaunay, la cual genera una conectividad dada una nube de puntos en el
plano. La malla construida cumple la condicon de Delaunay: la circunferencia circunscrita de cada
triAngulo no debe contener ningin otro vértice de la triangulaciéon en su interior.

Las triangulacion de Delaunay de un conjunto de puntos cumple las siguientes propiedades:

e La frontera externa de triangulaciéon forma la envolvente convexa del conjunto de puntos.

e El 4ngulo minimo dentro de todos los tridngulos esta maximizado, es decir, se evita obtener
resultados con angulos demasiado agudos.

e Como consecuencia de lo anterior, los triAngulos generados en una triangulacion de Delaunay
tienden a ser lo mas equilateros posible.

La primera rutina desarrollada es la llamada mesh_block. Dados cuatro puntos de esquina, se
malla el cuadrilatero correspondiente, pudiendo especificar el nimero de nodos de cada lado. Para
aumentar la calidad de la malla haciéndola méas homogénea, la triangularizacion de Delaunay se
realiza con unos nodos ficticios mediante una transformacioén afin de los nodos reales disponiéndolos
en un rectangulo perfecto. La figura 8.1 muestra un ejemplo de la malla obtenida resaltando los
nodos del contorno. El codigo utilizado para generar dicha figura es:

[x y tri F] = mesh_block([0; 3; 8; 101, [0; 5; 8; -1, 10, 15);

triplot(tri, x, y); hold; plot(x(F),y(F), ’0”);

Otra rutina parecida es mesh_block_hermite, que permite definir las derivadas de las curvas
que conforman dos de los lados del trapecio. La figura 8.1 (centro) muestra otro ejemplo donde
vemos que gracias a la triangularizacion en el campo de parametros, se obtiene una superficie no

convexa. El codigo utilizado es:
[x y tri F] = mesh_block_hermite([0; 3; 8; 10], [0; 5; 8; -11, [1; 1; 2; -11, 10, 15);
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Figura 8.1:  Ejemplos rutina mesh_block (izquierda), mesh_block_hermite (centro) vy
mesh_triangle (derecha).

triplot(tri, x, y); hold; plot(x(F),y(F), ’0%);

La ultima rutina suministrada para construir mallas es la mesh_triangle. Un ejemplo de
llamada podria ser

[x y tri F] = mesh_triangle([0;3;10], [0;5;-1], 10, 15);
obteniendo la figura 8.1 (derecha).

Con estas piezas basicas y las rutinas mesh_meld y mesh_remove, es sencillo construir mallas
complejas. Con la primera rutina se sueldan dos mallas por los nodos coincidentes. La segunda
rutina permite suprimir aquellos triAngulos de una malla dada que contienen al menos uno de los
puntos suminstrados a la rutina. Para obtener buenos resultados hay que dar la nube de puntos
muy densa. Esta nube de puntos puede generarse de una forma comoda mediante las 3 rutinas
vistas: mesh_block, mesh_block_hermite o mesh_triangle.

En la figura 8.2 se muestra un ejemplo donde se contruye un perfil de ala de avion mediante el
siguiente codigo:

% Bloque principal

Ny = 10; Nx = 20;

xc = [0; 0; 1; 1];

yc = [0; 0.25; 0.5; 0];

dy [0; 1; -0.1; 0];

[x y tri F] = mesh_block_hermite(xc, yc, dy, Ny, Nx);

% Bloque secundario

xc = [1; 1; 2; 2];

yc = [0; 0.5; 0.25; 0];

dy = [0; -0.1; -0.25; 0];

[x1 y1 tril F1] = mesh_block_hermite(xc, yc, dy, Ny, Nx);

[x y tri F] = mesh_meld(x, y, tri, F, x1, y1, tril, F1, true);

% Borde de salida

xc = [2; 2; 3];

yc = [0; 0.25; 01;

[x1 y1 tril F1] = mesh_triangle(xc, yc, Ny, Nx);
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Rutinas Octave

Rutina fem_mrc

perfil

07

06 —

04 —

02—

NN

041 ‘ ‘
05 0 05

Figura 8.2: Ejemplo de construccion de

[x y tri F] = mesh_meld(x, y, tri, F, x1, y1, tril, F1, true);

% Borde de ataque

x¢c = [-0.1; -0.1; 0; 0];

yc = [0.02; 0.156; 0.25; 0]1;

dy = [-1; 2; 1; 0];

[x1 y1 tril F1] = mesh_block_hermite(xc, yc, dy, Ny, max(Nx/4,2));
[x y tri F] = mesh_meld(x, y, tri, F, x1, y1, tril, F1, true);

% Agujero 1

xc¢ = [0.15; 0.15; 1; 1];

yc = [0.05; 0.31; 0.43; 0.07];

dy = [0.1; 0.7; -0.05; 0];

[x2 y2 tri2 F2] = mesh_block_hermite(xc, yc, dy, Ny*10, Ny*10);
[x y tri F] = mesh_remove(x, y, tri, F, x2, y2);

% Agujero 2

xc = [1.15; 1.15; 2; 2];

yc = [0.08; 0.4; 0.21; 0.046];

dy = [0; -0.1; -0.25; 0];

[x1 y1 tril F1] = mesh_block_hermite(xc, yc, dy, Ny*10, Ny*10);
[x y tri F] = mesh_remove(x, y, tri, F, x1, y1);

% Pintar

figure(1);

triplot(tri, x, y, "color", ’b’); hold on;
%triplot(tril, x1, y1, "color", ’g’);
plot(x(F),y(F), ’or’); hold off;
title("perfil");
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Apéndice: Rutinas Octave

9.1 Rutina fem_mrc

[MRCd] = fem mrc(X, Y, TRI, F, b, bOnly_d)

X e Y vectores columna. TRI conectividad de la malla de triangulos.

F Termino fuente en los nodos. En la ecuacion diferencial, b es el

el coeficiente del gradiente de la funcion icognita. Puede ser un escalar
o un vector de dos elementos. Si b==0, no se calcula la matriz de
conveccion. Se calcula la matriz de masas (M), de rigidez (R) y de
conveccion (C). Tambien el vector de terminos independientes (d).

Para optimizar tiempos en problemas parabolicos es posible solo

calcular el vector d. Para ello, el ultimo parametro debe ser true.
Cuidado que en ese caso las matrices M, R y C se inicializan a la matriz

nula. Las funciones base son lineales.
La solucion del problema eliptico sera
u = (a*xM + C + k*R)\d
Jose M. Chaquet 3/02/2023
function [M R C d] = fem_mrc(X, Y, TRI, F, b, bOnly_d)
t0 = clock();
N = length(X); % Numero de nodos
[Ne aux] = size(TRI); % Ne numero de triangulos
%if !'bOnly_d

M = sparse(N, N); % Matriz de masas
R = sparse(N, N); % Matriz de rigidez
C = sparse(N, N); % Matriz de conveccion
%endif
d = sparse(N,1); J Vector de terminos independientes

bIsFunction = false;
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if t!isfloat(b)

B = @b;

bIsFunction = true;
elseif 1<length(b)

B = [b(1);b(2)]1;
else

B = [b;b];
endif

% Informacion del mallado.
printf("Malla de %i nodos y %i triangulos.\n", N, Ne);

% Area de un triangulo. Formula de Heron, numericamente estable
function ret = Area(xl,yl,x2,y2,x3,y3)

at = hypot(x1-x2,y1-y2);

bt = hypot(x2-x3,y2-y3);

ct = hypot(x3-x1,y3-y1);

[aux aux2] = sort([at bt ct]);

at = aux(3);

bt = aux(2);

ct = aux(1);

ret = 0.25*sqrt( (at+(bt+ct))*(ct-(at-bt))*(ct+(at-bt))*(at+(bt-ct)) );
endfunction

% Funciones base y sus gradientes en el elemento de referencia
phil = @(x,y) 1-x-y;

phi2 = @(x,y) x;

phi3 = @(x,y) y;

gradlg = [-1; -11;
grad2g = [1; 0];
grad3g [0; 11;

% Pre-calculo la matriz de masas elemental

Mg = zeros(3,3);

Mg(1,1) = (phi1(1/2,0)"2 + phil(1/2,1/2)"2 + phil(0,1/2)"2)/6;

Mg(2,2) = (phi2(1/2,0)"2 + phi2(1/2,1/2)"2 + phi2(0,1/2)"2)/6;

Mg(3,3) = (phi3(1/2,0)"2 + phi3(1/2,1/2)~2 + phi3(0,1/2)"2)/6;

Mg(1,2) = (phi1(1/2,0)*phi2(1/2,0) + phil(1/2,1/2)*phi2(1/2,1/2) +
phil1(0,1/2)*phi2(0,1/2))/6;

Mg(1,3) = (phi1(1/2,0)*phi3(1/2,0) + phil(1/2,1/2)*phi3(1/2,1/2) +
phi1(0,1/2)*phi3(0,1/2))/6;

Mg(2,1) = Mg(1,2);

Mg(3,1) = Mg(1,3);

Mg(2,3) = (phi2(1/2,0)*phi3(1/2,0) + phi2(1/2,1/2)*phi3(1/2,1/2) +
phi2(0,1/2)*phi3(0,1/2))/6;

Mg(3,2) = Mg(2,3);
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% No puedo precalcular las otras dos matrices y el vector F
Rg = zeros(3,3);
Cg = zeros(3,3);
Fg = zeros(3,1);

% Bucle principal. Calculo de las matrices.
printf ("Ensamblando matrices:");
for i=1:Ne

if (floor (100*i/Ne) !'= floor (100%(i-1)/Ne))
printf (" %i",floor (100*i/Ne));

endif

il = TRI(i,1);
i2 = TRI(i,2);
i3 = TRI(i,3);

T = Area(X(i1),Y(i1),X(i2),Y(i2),X(i3),Y(i3)); % Area triangulo
J = zeros(2,2); % Matriz Jacobiana transformacion

J(1,1) = X(i2) - X(i1);

J(1,2) = X(i3) - X(i1);

J(2,1) Y(i2) - Y(i1);

J(2,2) Y(i3) - Y(i1);

Jinv = inv(J);

% Vector d

£12 = (F(il) + F(i2))/2;
£13 = (F(il) + F(i3))/2;
£23 = (F(i2) + F(i3))/2;

Fg(1) = (phi1(1/2,0)*f12 + phil(1/2,1/2)*£23 + phi1(0,1/2)*£13)/6;
Fg(2) = (phi2(1/2,0)*f12 + phi2(1/2,1/2)*£23 + phi2(0,1/2)*£13)/6;
Fg(3) = (phi3(1/2,0)*f12 + phi3(1/2,1/2)*£23 + phi3(0,1/2)*£13)/6;

d(TRI(i,:)) += Fg*2xT;

if bOnly_d
continue;
endif

% Ensamblado de la matriz de masas
M(TRI(i,:),TRI(i,:)) += Mg*2*T;

% Ensamblado de la matriz de rigidez
gradl = Jinv’*gradlg;

grad2 = Jinv’*grad2g;

grad3 = Jinv’*grad3g;

Rg(1,1) = gradl’*gradl;
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Rg(1,2) = gradl’*grad2;
Rg(1,3) = gradl’*grad3;
Rg(2,1) = grad2’*gradl;
Rg(2,2) = grad2’*grad?2;
Rg(2,3) = grad2’*grad3;
Rg(3,1) = grad3’*gradl;
Rg(3,2) = grad3’*grad2;
Rg(3,3) = grad3’*grad3;
R(TRI(i,:),TRI(i,:)) += Rgx*T;

% Ensamblado de la matriz de conveccion
if bIsFunction
xph = 0(x,y) [X(@i1); Y@EAD] + Jx[x;y];
Bhat = @(x,y) b(xph(x,y) (1), xph(x,y)(2));
elseif B(1) !'=0 && B(2) !'=0
Bhat = @(x,y) [B(1); B(2)];
endif

if bIsFunction || (B(1) !'=0 && B(2) !'= 0)
f = @(x,y) Bhat(x,y) ’*phil(x,y)*gradl;
Cg(1,1) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = @(x,y) Bhat(x,y)’*phil(x,y)*grad2;
Cg(1,2) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = @(x,y) Bhat(x,y) ’*phil(x,y)*grad3;
Cg(1,3) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;

f = @(x,y) Bhat(x,y)’*phi2(x,y)*gradl;
Cg(2,1) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = @(x,y) Bhat(x,y)’*phi2(x,y)*grad2;
Cg(2,2) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = @(x,y) Bhat(x,y) ’*phi2(x,y)*grad3;
Cg(2,3) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;

f = @(x,y) Bhat(x,y)’*phi3(x,y)*gradl;
Cg(3,1) = (£(1/2,0)+f(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = @(x,y) Bhat(x,y) ’*phi3(x,y)*grad2;
Cg(3,2) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = @(x,y) Bhat(x,y)’*phi3(x,y)*grad3;
Cg(3,3) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;

C(TRI(i,:),TRI(i,:)) += CgxT*2;
endif
endfor

elapsed_time = etime(clock(), t0);

printf ("\nTiempo empleado: %f segundos\n", elapsed_time);
endfunction ¥ fem_mrc
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9.2 Rutina fem_robin

% [AR DR] = fem_robin(X, Y, TRI, G, ALPHA)

% X e Y vectores columna. TRI conectividad de triangulos. Siendo u la funcion
% solucion, G es la proyeccion del gradiente de u sobre el vector normal n al
% contono. ALPHA es el coeficiente que multiplica a u. Es decir:

yA ALPHA*u + Kxgrad(u).n = G

% K es el coeficiente del gradiente de u en la ecuacion diferencial.

% El tamano de G y ALPHA es el numero de nodos. Se devuelve el vector DR que
% hay que sumar al termino independiente para imponer la condicion de Robin.
% AR es la matriz que hay que sumar a la matriz original del problema. Es decir
% si el problema en formulacion debil viene dado por el sistema lineal

yA Axu =D

% entonces la condicion de contorno se impone modificando A y D de este modo:
yA A += AR

pA D += DR

% Si ALPHA es el vector nulo, equivale a imponer una condicion tipo Neumann.
% Nota: La condicion de contorno de conveccion de unfluido sobre un solido

yA K+xgrad(u) .n = htc*(u_fluid - u)

% es equivalente siendo ALPHA = htc y G = htc*u_fluido.

% Notese que en la ultima expresion K es el coeficiente del laplaciano en

% la ecuacion diferencial. Si dicha ecuacion se divide por cxrho para que

% la derivada temporal tenga coeficiente 1 en problemas parabolicos, tambien
% hay que dividir por cxrho los inputs G y ALPHA.

yA Jose M. Chaquet 7/2/2023
function [AR DR] = fem_robin(X, Y, TRI, G, ALPHA)

N = length(X); % Numero de nodos

[Ne aux] = size(TRI); % Ne numero de triangulos

DR = sparse(N, 1);
AR = sparse(N, N);
for i=1:Ne
il = TRI(i,1);
i2 = TRI(i,2);
i3 = TRI(i,3);

if G(i1) ~= 0 && G(i2) "= 0
s = hypot (X(i1)-X(i2), Y(i1)-Y(i2));
DR(i1) += s*x((G(i1)/3) + (G(i2)/6));
DR(i2) += s*((G(i2)/3) + (G(i1)/6));
aux = s*(ALPHA(i1) + ALPHA(i2))/12;
AR(il1,i2) += aux;
AR(i2,i1) += aux;
AR(il1l,i1) += s*(3*%ALPHA(il1l) + ALPHA(i2))/12;
AR(i2,12) += s*(3*%ALPHA(i2) + ALPHA(il1))/12;
endif
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if G(i2) "= 0 &% G(i3) "= 0
s = hypot(X(i2)-X(i3), Y(i2)-Y(i3));
DR(i2) += s*((G(i2)/3) + (G(i3)/6));
DR(i3) += sx((G(i3)/3) + (G(i2)/6));
aux = s*(ALPHA(i2) + ALPHA(i3))/12;
AR(i2,i3) += aux;
AR(i3,12) += aux;
AR(i2,i2) += sx(3+xALPHA(i2) + ALPHA(i3))/12;
AR(i3,i3) += s*(3+xALPHA(i3) + ALPHA(i2))/12;
endif

if G(i1) "= 0 && G(i3) "= 0
s = hypot (X(i1)-X(i3), Y(i1)-Y(i3));
DR(i1) += sx((G(i1)/3) + (G(i3)/6));
DR(i3) += sx((G(i3)/3) + (G(i1)/6));
aux = s*(ALPHA(il) + ALPHA(i3))/12;
AR(i1,i3) += aux;
AR(i3,1i1) += aux;
AR(i1,i1) += s*(3*ALPHA(i1) + ALPHA(i3))/12;
AR(i3,1i3) += s*(3*ALPHA(i3) + ALPHA(il1))/12;
endif

endfor
endfunction % fem_robin

9.3 Rutina fem_gradient

% [Ux Uyl = fem_gradient(X, Y, TRI, U)

% X e Y vectores columna. TRI conectividad de la malla de triangulos.

% U Campo en los nodos. Calculamos el gradiente del campo U proyectandolo
% sobre el espacio de elementos finitos lineales.

b

yA Jose M. Chaquet 3/04/2023

function [Ux Uy] = fem_gradient(X, Y, TRI, U)
t0 = clock();
N = length(X); % Numero de nodos
[Ne aux] = size(TRI); % Ne numero de triangulos

Ux = sparse(N,1); 7% Componente x del gradiente
Uy = sparse(N,1); % Componente y del gradiente
M = sparse(N, N); % Matriz de masas

Cx = sparse(N, N); % Matriz de conveccion x
Cy = sparse(N, N); ’% Matriz de conveccion y

192



Rutinas Octave Rutina fem_gradient

% Informacion del mallado.
printf("Malla de %i nodos y %i triangulos.\n", N, Ne);

% Area de un triangulo. Formula de Heron, numericamente estable
function ret = Area(xl,yl,x2,y2,x3,y3)

at = hypot(x1-x2,y1-y2);

bt = hypot(x2-x3,y2-y3);

ct = hypot(x3-x1,y3-y1);

[aux aux2] = sort([at bt ct]);

at = aux(3);

bt = aux(2);

ct = aux(1);

ret = 0.25*sqrt( (at+(bt+ct))*(ct-(at-bt))*(ct+(at-bt))*(at+(bt-ct)) );
endfunction

% Funciones base y sus gradientes en el elemento de referencia
phil = e(x,y) 1-x-y;

phi2 = @(x,y) x;

phi3 = e(x,y) y;

gradlg = [-1; -1];
grad2g = [1; 0];
grad3g = [0; 11;

% Pre-calculo la matriz de masas elemental

Mg = zeros(3,3);

Mg(1,1) = (phi1(1/2,0)"2 + phil(1/2,1/2)"2 + phil1(0,1/2)"2)/6;

Mg(2,2) = (phi2(1/2,0)"2 + phi2(1/2,1/2)"2 + phi2(0,1/2)"2)/6;

Mg(3,3) = (phi3(1/2,0)"2 + phi3(1/2,1/2)~2 + phi3(0,1/2)"2)/6;

Mg(1,2) = (phi1(1/2,0)*phi2(1/2,0) + phil(1/2,1/2)*phi2(1/2,1/2) +
phi1(0,1/2)*phi2(0,1/2))/6;

Mg(1,3) = (phi1(1/2,0)*phi3(1/2,0) + phil(1/2,1/2)*phi3(1/2,1/2) +
phi1(0,1/2)*phi3(0,1/2))/6;

Mg(2,1) = Mg(1,2);

Mg(3,1) = Mg(1,3);

Mg(2,3) = (phi2(1/2,0)*phi3(1/2,0) + phi2(1/2,1/2)*phi3(1/2,1/2) +
phi2(0,1/2)*phi3(0,1/2))/6;

Mg(3,2) = Mg(2,3);

% Bucle principal. Calculo de las matrices.
printf ("Ensamblando matrices:");
for i=1:Ne

if (floor(100*i/Ne) !'= floor (100%(i-1)/Ne))

printf (" %i",floor (100*i/Ne));
endif
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il TRI(i,1);

i2 TRI(i,2);

i3 = TRI(i,3);

T = Area(X(il1),Y(i1),X(i2),Y(i2),X(i3),Y(i3)); % Area triangulo
J = zeros(2,2); % Matriz Jacobiana transformacion

J(1,1) = X(i2) - X(@i1);

J(1,2) = X(i3) - X(il1);

J(2,1) Y(i2) - Y(i1);

J(2,2) = Y(@3) - Y(il1);

Jinv = inv(J);

I

% Ensamblado de la matriz de masas
M(TRI(i,:),TRI(i,:)) += Mg*2*T;

% Matriz Cx

gradl = Jinv’*gradlg;
grad2 = Jinv’*grad2g;
grad3 = Jinv’*grad3g;

f = @(x,y) [1;0]’*phil(x,y)*gradl;
Cg(1,1) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = e(x,y) [1;0]’*phil(x,y)*grad2;
Cg(1,2) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = @(x,y) [1;0]’*phil(x,y)*grad3;
Cg(1,3) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;

f = e(x,y) [1;0]’*phi2(x,y)*gradl;
Cg(2,1) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = 0(x,y) [1;0]’*phi2(x,y)*grad2;
Cg(2,2) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = e(x,y) [1;0]’*phi2(x,y)*grad3;
Cg(2,3) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;

f = 0(x,y) [1;0]’*phi3(x,y)*gradl;
Cg(3,1) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = @(x,y) [1;0]’*phi3(x,y)*grad2;
Cg(3,2) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = e(x,y) [1;0]’*phi3(x,y)*grad3;
Cg(3,3) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;

Cx(TRI(i,:),TRI(d,:)) += CgxTx*2;
% Matriz Cy
f = e(x,y) [0;1]’*phil(x,y)*gradl;

Cg(1,1) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = @(x,y) [0;1]’*phil(x,y)*grad2;
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Cg(1,2) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = e(x,y) [0;1]’*phil(x,y)*grad3;
Cg(1,3) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;

f = @(x,y) [0;1]’*phi2(x,y)*gradl;
Cg(2,1) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = e(x,y) [0;1]’*phi2(x,y)*grad2;
Cg(2,2) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = @(x,y) [0;1]’*phi2(x,y)*grad3;
Cg(2,3) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;

f = e(x,y) [0;1]’*phi3(x,y)*gradl;
Cg(3,1) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = 0(x,y) [0;1]’*phi3(x,y)*grad2;
Cg(3,2) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;
f = e(x,y) [0;1]’*phi3(x,y)*grad3;
Cg(3,3) = (£(1/2,0)+£(1/2,1/2)+£(0,1/2))/6;

Cy(TRI(i,:),TRI(i,:)) += Cg*T*2;

endfor
Ux = M\ (CxxU);
Uy = M\(Cy*U);

elapsed_time = etime(clock(), t0);
printf ("\nTiempo empleado: %f segundos\n", elapsed_time);
endfunction Y, fem_gradient

9.4 Rutina mesh_block

% [X Y TRI F] = mesh_block(Xc, Yc, ni, n2)
% Genera un mallado de triangulos dados 4 corner points. Se dan ordenados
% segun se indica:

) n2 puntos > 2

% Xc(2),Yc(2)—=--=—mm - Xc(3),Yc(3)

h | |

h | | nl puntos
h | |

% Xc(1),Yc(1)——-mmmm o ——- Xc(4),Yc(4)

% En F tenemos los indices de los nodos del contorno.

h Jose M. Chaquet 9/2/2023
function [X Y TRI F] = mesh_block(Xc, Yc, nl, n2)
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function
Xe = Ye
for i=1
Xe (1)

Ye (i)
endfor
endfuncti

X
Y

XInt
YInt

Xbottom =
[Xbottom
[XbotInt

Xtop = Yt
XtopInt =
[Xtop Yto
[XtopInt

X_=Y_-=

[Xe Ye] = mesh_edge(X_, Y_, n)
= zeros(n,1);

B

X_(D+E-D)*(X_(2)-X_(1))/(n-1);
= Y_(D)+E-1)*(Y_(2)-Y_(1))/(n-1);

on 7 mesh_edge

= zeros(0,1);

= zeros(0,1);

Ybottom = XbotInt = YbotInt = zeros(n2,1);

Ybottom] = mesh_edge([Xc(1); Xc(4)], [Yc(1); Yc(4)], n2);
YbotInt] = mesh_edge([1; n2], [1; 1], n2);

op = zeros(n2,1);

YtopInt = zeros(n2,1);
p] = mesh_edge([Xc(2); Xc(3)], [Yc(2); Yc(3)], n2);
YtopInt] = mesh_edge([1; n2], [nl; nl], n2);

zeros(2,1);

% Genera malla en nodos fisicos

for i=1:n
X_(1) =
X_(2) =
Y_(1) =
Y_(2) =
[Xe Ye]
if i==1
X=X
Y=Y
else
X=1
Y =[
endif

endfor

Xbottom(i);

Xtop(i);

Ybottom(i);

Ytop(i);

= mesh_edge(X_, Y_, nl);

€5
€;

X; Xel;
Y; Yel;

% Genera malla en espacio transformado para delaunay

for i=1:n
X_(1) =
X_(2) =
Y_(1) =
Y_(2) =
[Xe Ye]
if i==
XInt

XbotInt (1) ;
XtopInt(i);
YbotInt(i);
YtopInt(i);
= mesh_edge(X_, Y_, nl);

= Xe;
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YInt = Ye;
else
XInt = [XInt; Xel;
YInt = [YInt; Yel;
endif
endfor
F = [1:n1]°;
for i=1:n2-2
F = [F; i*nl+1; i*nl+ni];
endfor

F = [F; [ni*x(n2-1)+1:n1*xn2]°];

TRI = delaunay(XInt, YInt);
endfunction % mesh_block

9.5 Rutina mesh_block_hermite

% [X Y TRI F] = mesh_block_hermite(Xc, Yc, DYc, nl, n2)

% Genera un mallado de triangulos dados 4 corner points y 4 derivadas

% Las derivadas corresponde a los valores extremos de las curvas que unen
% el nodo 1 con el 4 y el 2 con el 3. La ordenacion de los vectores

% de coordenadas y de derivadas es la que se indica:

h n2 puntos > 2

% Xc(2),Yc(2)——-———- - ——— Xc(3),Yc(3)

h | |

YA | | n1 puntos
h | |

% Xc(1),Yc(1)—=—-mmm o ——- Xc(4),Yc(4)

% En F tenemos los indices de los nodos del contorno. Se utiliza
% interpolacion cubica.

/) Jose M. Chaquet 14/3/2023
function [X Y TRI F] = mesh_block_hermite(Xc, Yc, DYc, ni, n2)

function [Xe Ye] = mesh_edge(X_, Y_, n)
Xe = Ye = zeros(n,1);
for i=1:n

Xe(i) = X_(D)+@E-1D*(X_(2)-X_(1))/(n-1);
Ye(i) = Y_(D)+@E-D*(Y_(2)-Y_(1))/(n-1);
endfor

endfunction % mesh_edge
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function [a] = mesh_hermite(X_, Y_, DY_)
A=[1X_(1) X_(1)"2 X_(1)"3;

01 2%X_(1) 3*xX_(1)"2;...

1 X_(2) X_(2)"2 X_(2)"3;

01 2*%X_(2) 3xX_(2)"2];
d=[Y_(1); DY_(1); Y_(2); DY_(2)];
a = A\d;

endfunction
X = XInt = zeros(0,1);
Y = YInt = zeros(0,1);

Xbottom = Ybottom = XbotInt = YbotInt = zeros(n2,1);

[XbotInt YbotInt] = mesh_edge([1; n2], [1; 1], n2);

[Xbottom Ybottom] = mesh_edge([Xc(1); Xc(4)], [Yc(1); Yc(4)], n2);
a = mesh_hermite([Xc(1);Xc(4)], [Yc(1);Yc(4)], [DYc(1);DYc(4)]);
fbot = @(x) a(l) + a(2)*x + a(3)*x."2 + a(4)*x."3;

Ybottom = fbot(Xbottom) ;

Xtop = Ytop = XtopInt = YtopInt = zeros(n2,1);

[Xtop Ytop] mesh_edge ([Xc(2); Xc(3)], [Yc(2); Yc(3)], n2);
[XtopInt YtopInt] = mesh_edge([1; n2], [n1l; nl1], n2);

a = mesh_hermite([Xc(2);Xc(3)], [Yc(2);Yc(3)], [DYc(2);DYc(3)1);
ftop = @(x) a(l) + a(2)*x + a(3)*x.72 + a(4)*x."3;

Ytop = ftop(Xtop);

X_ =Y_ = zeros(2,1);

% Genera malla en nodos fisicos
for i=1:n2

X_(1) = Xbottom(i);
X_(2) = Xtop(i);
Y_(1) = Ybottom(i);

Y_(2) = Ytop(i);
[Xe Ye]l = mesh_edge(X_, Y_, nl);

if i==
X = Xe;
Y = Ye;
else
X = [X; Xel;
Y = [Y; Yel;
endif
endfor

% Genera malla en espacio transformado para delaunay
for i=1:n2
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X_(1) = XbotInt(i);
X_(2) = XtopInt(i);
Y_(1) = YbotInt(i);
Y_(2) = YtopInt(i);
[Xe Ye]l = mesh_edge(X_, Y_, nl);
if i==
XInt = Xe;
YInt = Ye;
else

XInt = [XInt; Xel;

YInt = [YInt; Yel;
endif
endfor
F = [1:n1]?;

for i=1:n2-2

F = [F; i*nl+1; i*ni+ni];
endfor
F = [F; [ni*x(n2-1)+1:n1*n2]°];

TRI = delaunay(XInt, YInt);
endfunction % mesh_block

9.6 Rutina mesh_triangle

% [X Y TRI F] = mesh_triangle(Xc, Yc, nl, n2)
% Genera un mallado de triangulos dados 3 corner points. Se dan ordenados
% segun se indica:

h

% Xc(2),Yc(2)

pA | \

% | n1 puntos \

yA | \

% Xc(1),Yc(1)—=-mmm———- Xc(3),Yc(3)
) n2 puntos > 2

% En F tenemos los indices de los nodos del contorno.

h Jose M. Chaquet 12/2/2023
function [X Y TRI F] = mesh_triangle(Xc, Yc, nl, n2)

function [Xe Yel = mesh_edge(X_, Y_, n)
Xe = Ye = zeros(n,1);
for i=1:
Xe(i) = X_(D+E-D*(X_(2)-X_(1))/(n-1);
Ye(i) = Y_(D+@E-D*(Y_(2)-Y_(1))/(n-1);

B
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endfor
endfunction % mesh_edge

X = zeros(0,1);
Y = zeros(0,1);

Xbottom = Ybottom
[Xbottom Ybottom]

I

zeros (n2,1);
mesh_edge ([Xc(1); Xc(3)1, [Yc(1); Yc(3)], n2);

Xtop = Ytop = zeros(n2,1);
[Xtop Ytop] = mesh_edge([Xc(2); Xc(3)], [Yc(2); Yc(3)], n2);

= Y_ = zeros(2,1);

X_
F = zeros(0,1);

% Genera malla en nodos fisicos
count = 03

for j=1:n2-1
X_(1) = Xbottom(j);
X_(2) = Xtop(j);
Y_(1) = Ybottom(j);
Y_(2) = Ytop(j);

n = ceil((n1-1)*(1-(j-1)/n2)) + 1;
[Xe Ye] = mesh_edge(X_, Y_, n);

if j==
X = Xe;
Y = Ye;
F = [1:n]’;
count = n;
else
X = [X; Xel;
Y = [Y; Yel;

F = [F; count+1l; count+n];
count = count + n;
endif
endfor
X = [X; Xc(3)];
Y = [Y; Yc(3)];
F [F; count+1];

TRI = delaunay(X, Y);
endfunction % mesh_block
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Rutina mesh_meld

9.7 Rutina mesh_meld

h
h
h
h
h

function [X Y TRI F] =

[X Y TRI F] =

mesh_meld (X1, Y1,

TRI1, F1, X2, Y2, TRI2, F2)

Une dos mallas de triangulos por los nodos coincidentes de la frontera.

Devuelve la nueva frontera en el vector F, incluyendo el contacto
entre las nuevas mallas si el flag bKeepF es true.

TOL = le-5;

N1 = length(X1); % Numero
[Nel aux] = size(TRI1); %
N2 = length(X2); 7% Numero
[Ne2 aux] = size(TRI2); %

% Busca los nodos iguales

Jose M. Chaquet 9/2/2023

mesh_meld (X1, Y1, TRI1, F1, X2, Y2, TRI2, F2, bKeepF)

de nodos
Nel numero de triangulos
de nodos
Nel numero de triangulos

SAME = zeros(0,2); %nodo en malla 1 y en malla 2
Norder = zeros(N2,1); % Nueva numeracion de la malla2

for il=1:length(F1)
for i2=1:length(F2)

%if [X1(F1(i1)) Y1(F1(i1))] == [X2(F2(i2)) Y2(F2(i2))]

if abs(X1(F1(i1))-X2(F2(i2)))<TOL && abs(Y1(F1(i1))-Y2(F2(i2)))<TOL
SAME = [SAME; F1(i1) F2(i2)];
Norder (F2(i2)) = F1(il1);

break;
endif
endfor
endfor
[Nsame aux] = size(SAME);
count = Ni;
for i=1:N2
if Norder(i) ==
count++;
Norder (i) =
endif

endfor

count;

X2(SAME(:,2))=[1;

Y2(SAME(:,2))=[1;

X = [X1; X21;

Y = [Y1; Y2];

TRI = [TRI1; TRI2];

for i=Nel+1:Nel+Ne2
TRI(i,1)
TRI(i,2)

= Norder (TRI(i,
= Norder(TRI(i,

1))
2));
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TRI(i,3) = Norder(TRI(i,3));
endfor

F = [F1; F2];

for i=length(F1)+1:length(F1)+length(F2)
F(i) = Norder(F(i));

endfor

F = unique(F);

if “bKeepF
removeF = zeros(0,1);
hk = 0;
for i=1:length(F)
for j=1:Nsame
if F(i) == SAME(j,1);
hk++;
removeF = [removeF; i];
break;
endif
endfor
endfor
yAd
%removeF
F(removeF)=[]; % Se pierde dos nodos
endif

endfunction % mesh_meld

9.8 Rutina mesh_remove

% [X Y TRI F] = mesh_remove(X1, Y1, TRI1, F1, X2, Y2)

% Quita de una malla previa los triangulos que continen a unos puntos dados.

% Devuelve la nueva frontera en el vector F. Para que funcione bien, los punots
% X2 y Y2 deben ser mas densos que los X1 e Y1.

% Jose M. Chaquet 10/2/2023
function [X Y TRI F] = mesh_remove(X1, Y1, TRI1, F1, X2, Y2)
N1 = length(X1); % Numero de nodos
[Nel aux] = size(TRI1); % Nel numero de triangulos
N2 = length(X2); % Numero de nodos

% Busca los triangulos

triremove = zeros(N2,1);
for i=1:N2
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triremove(i) = tsearch(X1, Y1, TRI1, X2(i), Y2(i));
endfor
triremove = triremove(~isnan(triremove));
triremove = unique(triremove) ;

F = F1;
for i=1:length(triremove)
F = [F; TRI1(triremove,1); TRI1(triremove,2); TRI1(triremove,3)];
endfor
TRI = TRI1;
TRI(triremove,:) = [];
[Ne aux] = size(TRI);

% remove not used nodes
used = zeros(N1,1);
for i=1:Ne
used(TRI(i,1))
used(TRI(i,2))
used (TRI(i,3))
endfor
neworder = zeros(N1,1);
k =0;
for i=1:N1
if used(i)~=0
k = k+1;
neworder (i) = k;
endif

used(TRI(i,1))+1;
used (TRI(i,2))+1;
used (TRI(i,3))+1;

endfor

X
Y

X1;
Y1;

X (neworder==0)=[];
Y (neworder==0)=[];

for i=1:Ne
TRI(i,1) = neworder( TRI(i,1));
TRI(i,2) = neworder( TRI(i,2));
TRI(i,3) = neworder( TRI(i,3));
endfor

for i=1:length(F)
F(i) = neworder(F(i));
endfor

F(F==0) = [];
F = unique(F);
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endfunction % mesh_block

9.9 Ejemplo 7.1

%Ejemplo 7.1
clear;

% mallado

[x y tri £f] = mesh_block([-1;-1;1;1], [0;1;1;0], 15, 15);
Ts = 100; % Tiempo de simulacion en segundos

dt = 1; % Delta de tiempo

T = 0:dt:Ts;

N = length(x); %Numero de nodos

Nt = length(T); % Numero de instantes temporales

frontl = find(y==0); % Frontera con condicion Dirichlet
front2 = find(y==1); 7% Frontera con condicion Robin

figure (1); %Pintar mallado...
triplot(tri, x, y); hold on;
plot(x(frontl), y(frontl), ’0’);
plot(x(front2), y(front2), ’*’); hold off;

% Parametros y condiciones de contorno

K = 300; % Conductividad metal [W/m.K]

a = 0; % Coeficeinte u

b = 0; % Coeficiente grad

cp = 450; J Calor especifico hierro [J/Kg.K]

rho = 7800; % Densidad hierro [kg/m3]

u0 = 200; %Solucion inicial

g = 0(x,y,t) u0+5*t/Ts; ), [K] Condicion Dirichlet

HTC = @(x,y,t) 5000%(2-x*x); % HTC [W/m.K]

Tfluid = @(x,y,t) u0-10%t/Ts; % [K] Temperatura del fluido

% Termino fuente
function q = fuente(x,y,t,Ts)
if t>Ts/2
q = 0;
else
if -0.5<x && x<0.5 && 0.25<y && y<0.75
q = 1e6*(Ts-2*t)/Ts; %W/m3
else
q=0;
end
end
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end

function F = fuenteVector(x,y,t,Ts,cprho)
F = zeros(length(x),1);
for i=1:length(x)
F(i) = fuente(x(i),y(i),t,Ts)/cprho;
end
end

F = fuenteVector(x,y,T(1),Ts,cp*rho); %Evaluacion de la fuente en t+1

% Vector solucion
uht = zeros(N,Nt); % Filas -> nodos; Columnas -> tiempos
uht(:,1) = u0; % Solucion inicial
for i=1:length(frontl)

j = front1(i);

uht(j,1) = g(x(3), y(3), T(1)); %Condicion Dirichlet
end

% Obtencion de las matrices

k = K/(cp*rho); b_ = b/(cp*rho); a_ = a/(cp*rho);
[M R CD] = fem_mrc(x, y, tri, F, b_, false);

A= (1 + a_xdt/2)*M + (dt/2)*(C+kx*R) ;

B= (1 - a_*xdt/2)*M - (dt/2)*(C+k*R);

% Condicion Robin
G = ALPHA = sparse(N, 1);
for i=1:length(front2)
j=front2(i);
ALPHA(j) = HTC(x(j),y(j),T(1))./(cp*rho);
G(j) = ALPHA(G)*Tfluid(x(3),y(),T(1));
end
[AR DR] = fem_robin(x, y, tri, G, ALPHA);

% Resolver
for t=2:Nt
printf ("Resolviendo instante t=Yf s\n", T(t));

%Condicion Dirichlet (matriz)

A0 = A;

AO(frontl,:) = 0;

AO(:,frontl) 0;

for j=1:length(frontl)
AO(front1(j),frontl1(j)) = 1;

endfor

% Fuente
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F = fuenteVector(x,y,T(t),Ts,cp*rho);
[M_ R_ C_D] = fem_mrc(x, y, tri, F, b_, true);

D_ = D;

%Condicion Robin

AR_ = AR;
DR_ = DR;
BO = B;

for i=1:length(front2)
j=front2(i);
ALPHA(j) = HTC(x(j),y(j),T(t))./(cp*rho);
G(j) = ALPHA(j)*Tfluid(x(j),y(j),T(t));
end
[AR DR] = fem_robin(x, y, tri, G, ALPHA);

A0 += dtxAR/2;
BO -= dt*AR_/2;

% Termino independiente
Bu = BO*uht(:,t-1) + dt*0.5%(D_+D+DR+DR_);

%Condicion Dirichlet (solucion)
for i=1:length(frontl)
j=front1(i);
wht(§,8) = gx(3), y(i), TE);
end

%Condicion Dirichlet (termino independiente)
for i=1:N
for j=1l:length(frontl)
n = frontl1(j);

if i==
Bu(i) = g(x(i), y(i), T(t));
else
Bu(i) -= A(i,n)*g(x(m), y(n), T(t));
end
end

end

uht(:,t) = AO\Bu;
endfor

% Pintar solucion
figure (2)

colormap("hot");

for t=1:Nt
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trisurf (tri,x,y,uht(:,t));
title (sprintf("t = %f s", T(t)));
xlabel ("x");
ylabel ("y");
zlabel ("temperatura grados C");
shading("interp");
colorbar();
%waitforbuttonpress();
pause(0.1);
endfor
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