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Resumen

Este trabajo consiste en una revision de tres softwares dedicados al analisis to-
pologico de datos: Topology ToolKit, Kepler Mapper y Perseus. La finalidad del
trabajo consiste en dar un contexto del analisis topologico de datos mencionan-
do tres de los métodos aplicados en este campo: clustering basado en densidad,
homologia persistente y algorimo Mapper con la finalidad de facilitar el entendi-
miento de los resultados obtenidos en el posterior uso del software.

El objetivo principal es mostrar los pasos de instalaciéon, uso y comprension
de los resultados utilizando ejemplos existentes en la documentacion oficial de
los softwares mencionados, por lo que no se realizara un analisis de datos desde
cero, pero permitira contextualizar y facilitar el posterior uso de los mismos para
cualquier usuario. A pesar de esto, se muestran graficas de cada paso seguido
para acompanar la parte técnica con la parte visual, explicando la interpretacion
de las mismas y facilitando asi la lectura.

Debido a que es un campo cuyas bases matematicas son complejas, la intencion
ha sido permitir una lectura lo mas sencilla posible en la descripcion de los tres
meétodos que se explican, sin dejar de lado la importancia que tiene comprender
los fundamentos. Se explican detalladamente diferentes estudios que se han
llevado a cabo para demostrar con usos reales de los métodos y de esta manera
ser capaces de ver la magnitud de este campo y las aplicaciones que tiene en el
mundo real, permitiendo a cualquier lector comprender la importancia de este
campo que aun esta en una etapa muy joven de su desarrollo, sin embargo, ya
nos permite ver el potencial real que tiene.






Abstract

This work consists of a review of three software tools dedicated to topological
data analysis: Topology ToolKit, Kepler Mapper, and Perseus. The purpose of
this work is to provide a context for topological data analysis by mentioning three
methods applied in this field: density-based clustering, persistent homology,
and the mapper algorithm, with the aim of facilitating the understanding of the
results obtained from the subsequent use of the software.

The main objective is to demonstrate the steps for installation, usage, and com-
prehension of the results using examples from the official documentation of the
mentioned software. While no data analysis will be performed from scratch, this
review will contextualize and facilitate the subsequent use of these tools for any
user. Despite this, graphs of each step followed are presented to accompany
the technical part with the visual part, explaining their interpretation and thus
facilitating reading.

Given that this field has complex mathematical foundations, the intention has
been to allow for the simplest possible reading in the description of the three ex-
plained methods, without neglecting the importance of understanding the fun-
damentals. Different studies that have been carried out using these methods
are explained in detail to demonstrate their real-world applications. In this way,
it is possible to appreciate the magnitude of this field and its applications in the
real world, allowing any reader to understand the importance of a field that is
still in a very early stage of development but already shows its real potential.
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Capitulo 1

Introduccion

Este Trabajo de Fin de Grado propone hacer una revisiéon de software para el
analisis topologico de datos. El analisis topologico de datos es un método es-
tadistico que encuentra estructuras en los datos. Por la reciente explosion en
dimensiones, variedad y tamano de los datos identificar, extraer y explotar la
estructura subyacente es un problema importante para el analisis de datos y
el aprendizaje estadistico. Para ello empleamos, como su propio nombre indi-
ca, ideas topologicas. Ejemplos de métodos que se usan en el TDA podrian ser
la homologia persistente, estimacion en variedades, clustering, reduccion de la
dimension no lineal, algoritmo Mapper, estimacion de modas y estimacion de
ridge.

Para poner en contexto la magnitud de los datos que se generan a nivel mundial,
segun las ultimas estimaciones se generan 328.77 millones de terabytes cada
dia[1], se estima que aproximadamente un 90 % de los datos totales generados a
lo largo de la historia se han generado en los ultimos dos anos, en los ultimos 13
anos se ha incrementado entorno a 60 veces mas la cantidad de datos generados
pasando de 2 zettabytes (2*! gigabytes) en el afio 2010, mientras que en 2023
se generaron 120 zettabytes (247 gigabytes). Se espera que para 2025 la cifra
aumente en un 150% y alcance los 181 zettabytes (ver Figural.l). [1], [2]

Esta situacion, la cual solo va a seguir en aumento, necesita que se desarro-
llen métodos eficientes e innovadores de procesamiento de datos. Es importante
considerar que el incremento en el volumen de datos va acompanado de una
mayor complejidad. En determinadas circunstancias, esta complejidad puede
generar “ruido”. En el ambito estadistico, se describe como "ruidosos” aquellos
datos que exhiben una variabilidad que no puede ser atribuida al modelo sub-
yacente, lo que implica que los datos estan desorganizados o resultan dificiles
de interpretar. El ruido puede ser causado por errores en la recogida, medicion o
procesamiento de los datos, y puede ser aleatorio o sistematico. El ruido aleato-
rio es impredecible y suele estar fuera del control del investigador, mientras que
el ruido sistematico sigue un patron y puede ser predecible. El uso de técnicas
de clustering y otras ideas procedentes de ambitos como la informatica, machine
learning y la cuantificacion de la incertidumbre, junto con modelos matematicos
y estadisticos, suelen ser muy ttiles para el analisis de datos. Sin embargo, los
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Figura 1.1: Grafica de datos generados a nivel mundial.

recientes desarrollos matematicos estan arrojando nueva luz sobre dichas ideas
“tradicionales”, forjando nuevos enfoques propios y ayudando a las personas a
descifrar mejor la estructura cada vez mas complicada en los datos.

El campo del analisis de datos topologicos (TDA) ha intentado llenar este vacio
produciendo una coleccion de técnicas que se derivan de la idea de que los datos
tienen una forma que puede ser cuantificada rigurosamente para investigar los
datos. Esta cuantificacion toma la forma de una firma topolégica: una represen-
tacion de algun aspecto de la forma en una version simplificada para su estudio.
Estas técnicas han proporcionado una gran cantidad de nuevos conocimientos
en el estudio de datos en un conjunto cada vez mas diverso de aplicaciones,
incluyendo la cobertura de redes de sensores, proteinas, la estructura tridi-
mensional del ADN, el desarrollo de cé€lulas, la estabilidad de las moléculas de
fulereno, robética, sefnales en imagenes, periodicidad en series temporales, can-
cer, filogenética, imagenes naturales, la propagacion de contagios, autosimilitud
en geometria, ciencia de materiales, redes financieras, diversas aplicaciones en
neurociencia, clasificacion de redes ponderadas, redes de colaboracion, analisis
de datos de teléfonos moviles, comportamiento colectivo en biologia, salida de
series temporales de sistemas dinamicos, analisis de lenguaje natural, y mas.
[3].

Como con cualquier resumen, producir una firma topolégica a partir de los da-
tos es un proceso con pérdida; es decir, se perdera alguna informacion durante
la creacion del resumen. Sin embargo, el arte de utilizar TDA es colocar los da-
tos en una forma que no solo se ajuste a los flujos de trabajo estandar de TDA,
sino que la naturaleza con pérdida del método sirva para eliminar la alta dimen-
sionalidad en lugar de la estructura importante. El usuario también necesita

2



comprender qué caracteristicas de los datos pueden ser encontradas con (y cua-
les son ignoradas por) los métodos disponibles, con el fin de elegir la herramienta
adecuada para el problema de interés.

Antes de empezar a desarrollar los diferentes métodos quiero hablar de la his-
toria del TDA. El analisis de datos topologicos se fundamenta en parte en la
homologia persistente. Contribuciones tempranas importantes incluyen a Frosi-
ni en 1992[4], Robins en 1999(5] y, en particular, Edelsbrunner y colaboradores
en 2002[6], quienes introdujeron la idea de la persistencia de caracteristicas a lo
largo de filtraciones. Sin embargo, la primera aparicion de la expresion "analisis
de datos topologicos” parece no haber sido hasta el trabajo de De Silva & Carls-
son en 2004[7] y Bremer y colaboradores en 2004[8]. Mas tarde, Carlsson en
2009[9] fue clave en la popularizacion del analisis de datos topoldgicos, demos-
trando como las ideas de la topologia podrian resolver muchos de los problemas
enfrentados al aplicar métodos geométricos a datos complejos. Otros desarrollos
son descritos por Perea en 2019[10].

Para el desarrollo del trabajo primero se estableceran una serie de objetivos, es-
tos han sido propuestos antes de comenzar a escribir el trabajo con la intencion
de mantener una idea clara, y son los siguientes:

s Mostrar paquetes e implementar posibles pipelines de analisis: Se tratara
de explorar y presentar diferentes paquetes de software, también tratare-
mos de combinar los paquetes en pipelines para realizar tareas especificas
de procesamiento y modelado de datos.

= Destacar los algoritmos mas importantes: Voy a profundizar en los algorit-
mos fundamentales utilizados en el TDA, tratando sus principios, ventajas
y desventajas.

» Explorar las caracteristicas topologicas y sus invariantes: Analizaré€ las es-
tructuras y funciones que extraen caracteristicas topoldgicas de los datos,
para lo que tendré que identificar invariantes asociadas a la geometria y
forma de los datos, algunos conceptos que mencionaré seran la homologia
persistente o la forma de los espacios de datos.

» Enfatizar las diversas graficas y diagramas especificos: Para lo que usaré
representaciones graficas para ilustrar las caracteristicas topolégicas y los
resultados del analisis. Estas graficas pueden incluir diagramas de disper-
sion o graficos de barras, entre otros.

= Revisar aplicaciones y problemas especificos: Entre los que se puede en-
contrar la deteccion de anomalias o la clasificacion de redes neuronales,
discutiré como aplicar estas técnicas en situaciones del mundo real para
resolver problemas complejos.

Para cumplir estos objetivos también se han definido unos requisitos con la idea
de facilitar la comprension y mejorar la experiencia de la lectura, estos van a
ser:

= Definir las estructuras de datos para la exploracion topoldgica de datos:
Incluiré representaciones graficas, matrices o grafos.

3
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= Recoger la terminologia en un glosario: Lo que nos permitira comprender y
comunicar los resultados de los algoritmos de manera mas eficaz.

= Mostrar ejemplos sencillos para ilustrar el TDA: De esta manera mostraré
como se extraen caracteristicas topologicas y como se interpretaran los
resultados.

= Aportar una bibliografia reciente y amplia sobre TDA.

El uso de graficas va a ser crucial en el trabajo permitiendo ilustrar de forma
clara los conceptos desarrollados, ademas cabe destacar que crearé desde cero
un glosario en el que anadiré los conceptos clave que mencione para que me-
diante el uso del mismo pueda haber un nexo entre conceptos y de esta manera
la explicacion sea mucho mas amena y clara.

Como he mencionado previamente, el analisis topologico de datos es un campo
en desarrollo, el cual ya tiene aplicaciones en el mundo real, lo que nos permite
ver de forma objetiva el interés que tiene y lo que aun queda por desarrollar.
A lo largo del trabajo se definiran los métodos principales del TDA para dar un
contexto general y luego se revisara el software en detalle, ya que es el tema
principal del trabajo. El presente informe consta de 6 capitulos, bibliografia y
anexos.

1. Capitulo 1: Una breve introduccion.
2. Capitulo 2: Conceptos de TDA

3. Capitulo 3: Desarrollo del clustering basado en densidad, homologia per-
sistente y algoritmo Mapper.

4. Capitulo 4: Revision de Software

5. Capitulo 5: Conclusiones, trabajo futuro, resumen de los resultados obte-
nidos e impacto.

6. Capitulo 6: Glosario
7. Bibliografia: Referencias usadas para la elaboracion del trabajo.

8. Anexos: Codigo para ejecutar el Software.



Capitulo 2

Conceptos de TDA

El analisis topologico de datos (Topological Data Analysis, TDA) es una poderosa
herramienta en el campo de la ciencia de datos, permitiendo explorar y compren-
der estrucuras complejas en conjuntos de datos multidimensionales. La motiva-
cion detras del uso del TDA nace en su capacidad para captruar caracteristicas
intrinsecas en los datos que otras técnicas de analisis podrian pasar por alto.
Este capitulo tiene el objetivo de proporcionar una base sélida en los concep-
tos y técnicas fundamentales del TDA, preparando el terreno para su posterior
aplicacion practica.

El analisis topologico esta basado en los principios de la topologia, una rama de
la matematica cuya finalidad es el estudio las propiedades de los espacios que
permanecen invariantes bajo transformaciones continuas. Aplicado a la ciencia
de datos, el TDA nos permite identificar patrones y formas en datos de alta
dimension, lo que nos ofrece una perspectiva nueva y complementaria a las
técnicas estadisticas y de aprendizaje automatico tradicionales.

2.1. Topologia

La topologia es una de las ramas mas jovenes de las matematicas, aparece en
el siglo XVII bajo el nombre analisis de la posicion. Aparece por primera vez
en el libro "Characteristica Geometrica” de G. Leibniz en 1679, tras esto L. Eu-
ler publica un articulo con la solucion al famoso problema de los puentes de
Konigsberg, titulado "Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis”.

La topologia se encarga de las propiedades de las figuras que permanecen in-
variantes cuando dichas figuras son plegadas, dilatadas, contraidas o deforma-
das, de forma que no aparezcan nuevos puntos o se hagan coincidir puntos
diferentes. La transformacion permitida presupone que hay una corresponden-
cia biunivoca entre los puntos de la figura original y los de la transformada,
y que la deformacion hace corresponder puntos proximos a puntos proximos.
Esta ultima propiedad se llama continuidad, la cual sirve para definir espacios
topologicos, en los cuales se pueden considerar los limites de las secuencias.
A veces se pueden definir distancias en estos espacios, en cuyo caso se llaman
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espacios meétricos; a veces no tiene sentido ningin concepto de distancia.[11],
[12]. Tiene varios subcampos:

1. Topologia General o Topologia de Conjuntos Puntuales: Considera las pro-
piedades locales de los espacios y esta estrechamente relacionada con el
analisis.

2. Topologia Combinatoria: Considera las propiedades globales de los espa-
cios, construidos a partir de una red de vértices, aristas y caras.

3. Topologia Algebraica: Considera las propiedades globales de los espacios y
utiliza objetos algebraicos como grupos y anillos para responder preguntas
topologicas.

4. Topologia Diferencial: Considera espacios con algun tipo de suavidad aso-
ciada a cada punto.

2.2. Espacios Métricos

Un espacio métrico es un conjunto de puntos donde cada par de puntos tiene
una distancia definida que satisface ciertas propiedades: no-negatividad, identi-
dad, simetria y desigualdad triangular. Formalmente, un espacio métrico es un
par (X,d), donde X es un conjuntoy d : X x X — R es una funcién que define
la distancia entre dos puntos en X. Este concepto es fundamental en el TDA, ya
que proporciona la base para medir similitudes y diferencias entre datos.[9]

= No-negatividad: d(z,y) > 0 para todos z,y € X.

» Identidad: d(x,y) =0 siy solo si z =y.

» Simetria: d(z,y) = d(y,z) para todos z,y € X.

» Desigualdad triangular: d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para todos z,y, z € X.

2.3. Homologia

Supongamos que se tienen datos que se encuentran en un espacio métrico, como
un subconjunto del espacio euclidiano con una funcién de distancia heredada.
En muchas situaciones, no se esta interesado en la geometria precisa de estos
espacios, sino que se busca entender algunas caracteristicas basicas, como el
numero de componentes o la existencia de agujeros y vacios. La topologia alge-
braica captura estas caracteristicas basicas ya sea contandolas o asociandoles
espacios vectoriales u otras estructuras algebraicas mas sofisticadas.

Aqui nos interesa la homologia, que es un concepto clasico en la topologia alge-
braica, proporcionando una herramienta poderosa para formalizar y manejar la
nocion de las caracteristicas topologicas de un espacio topologico o de un com-
plejo simplicial de manera algebraica. Para cualquier dimension k, los "agujeros”
de dimension k estan representados por un espacio vectorial Hy, cuya dimension
es intuitivamente el niumero de tales caracteristicas independientes. Por ejem-
plo, el grupo de homologia de dimension cero Hy representa los componentes
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conectados del complejo, el grupo de homologia de dimension uno H; repre-
senta los bucles unidimensionales, el grupo de homologia de dimension dos H,
representa las cavidades bidimensionales, y asi sucesivamente.

Una propiedad importante de estas estructuras algebraicas es que son robustas,
ya que no cambian cuando el espacio subyacente se transforma mediante fle-
xion, estiramiento u otras deformaciones. En términos técnicos, son invariantes
de homotopia.

Puede ser muy dificil calcular la homologia de espacios topolégicos arbitrarios.
Por lo tanto, aproximamos nuestros espacios mediante estructuras combina-
torias llamadas ‘'complejos simpliciales’, para los cuales la homologia se puede
calcular facilmente de manera algoritmica. De hecho, a menudo no se da el es-
pacio X, sino que se posee solo un conjunto de muestras discretas S a partir del
cual construirlo. [3], [13]

2.4. Pipeline del Analisis Topologico de Datos

El pipeline del analisis topologico de datos es un proceso estructurado que guia
desde la entrada de datos obtener informacion significativa. Este pipeline esta
compuesto de varias etapas que permiten extraer y analizar caracteristicas to-
pologicas y geométricas de un conjunto de datos. Los pasos principales de este
proceso son los siguientes[13]:

1. Entrada de Datos: El proceso se supone que es un conjunto finito de puntos
que tienen una nocién de distancia o similitud entre ellos. Esta distancia
puede ser la métrica del espacio ambiente (por ejemplo, la métrica euclidia-
na en R?% o una métrica intrinseca definida por una matriz de distancias
por pares. La eleccion de la métrica es crucial para revelar caracteristicas
topologicas y geométricas interesantes de los datos.

2. Construccion de la Estructura: Se construye una “forma continua” sobre
los datos para resaltar la topologia subyacente o la geometria. Esto ge-
neralmente es un complejo simplicial o una familia anidada de complejos
simpliciales, llamados filtraciéon, que reflejan la estructura de los datos a
diferentes escalas. El desafio es definir estructuras que reflejen informacion
relevante sobre la estructura de los datos y que puedan ser construidas y
manipuladas efectivamente en la practica.

3. Extraccion de Informacion Topolégica o Geométrica: Se extrae de las es-
tructuras construidas sobre los datos. Esto puede resultar en una recons-
truccion completa (una triangulacion) de la forma subyacente a los datos
o en resumenes aproximados que requieren métodos especificos para ex-
traer informacion relevante, como la homologia persistente. Es importante
demostrar la relevancia y estabilidad de esta informaciéon con respecto a
perturbaciones o ruido en los datos de entrada, y entender su comporta-
miento estadistico.

4. Uso de la Informacion Extraida: La informacion extraida proporciona nue-
vas familias de caracteristicas y descriptores de los datos. Estos pueden ser
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utilizados para comprender mejor los datos, especialmente a través de la
visualizacion, o pueden ser combinados con otras caracteristicas para ana-
lisis adicionales y tareas de aprendizaje automatico. Es crucial demostrar
el valor anadido y la complementariedad de la informacién proporcionada
por las herramientas de TDA en esta etapa.

2.5. Coberturas y Complejos Simpliciales

Una cobertura de un espacio X es una coleccion de subconjuntos cuya uniéon es
X. En el TDA, las coberturas se utilizan para simplificar la estructura del espa-
cio, facilitando la construcciéon de complejos simpliciales. Un complejo simplicial
es una estructura combinatoria que representa un espacio topologico de mane-
ra simplificada, utilizando vértices, aristas, triangulos y sus analogos de mayor
dimension. Estos complejos se utilizan para aproximar y analizar la forma y la
conectividad del conjunto de datos.[14]

» Vértice: un punto del conjunto.
= Arista: un par de vértices conectados.

= Simplicio: una generalizacion de triangulos a cualquier dimension.

2.6. Algoritmo Mapper

El algoritmo Mapper es una técnica en TDA que facilita la visualizacion y el
analisis exploratorio de datos complejos. Mapper divide el conjunto de datos en
regiones mas manejables utilizando una funcion de filtrado y una cobertura, y
luego construye un complejo simplicial (nervio) que captura la estructura topo-
logica de los datos. Este método ayuda a descubrir patrones y estructuras en los
datos que no son evidentes a simple vista.[15]

1. Eleccion de una funcion de filtrado: una funcién que proyecta los datos
en un espacio de menor dimension.

2. Cobertura del espacio filtrado: dividir el espacio en subconjuntos.

3. Construccion del nervio: crear un complejo simplicial a partir de las in-
tersecciones de los subconjuntos de la cobertura.

2.7. Homologia Persistente

Supongamos que se nos dan datos experimentales en forma de un espacio métri-
co finito S; hay puntos o vectores que representan mediciones junto con alguna
funcion de distancia (por ejemplo, dada por una correlacion o una medida de
disimilitud) en el conjunto de puntos o vectores. Ya sea que el conjunto S sea
una muestra de algun espacio topologico subyacente o no, es util pensar en
estos términos. Nuestro objetivo es recuperar las propiedades de dicho espacio
subyacente de una manera que sea robusta a pequenas perturbaciones en los
datos S. En un sentido amplio, este es el tema de la inferencia topologica. Si S es
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un subconjunto del espacio euclidiano, se puede considerar un ’engrosamiento’
S dado por la union de bolas de un cierto radio fijo ¢ alrededor de sus puntos y
luego calcular el complejo de Cech. De esta manera, se puede intentar calcular
caracteristicas cualitativas del conjunto de datos S construyendo el complejo de
Cech para un valor elegido de ¢ y luego calculando su homologia simplicial. El
problema con este enfoque es que a priori no hay una eleccion clara para el valor
del parametro e.

La idea clave de la homologia persistente es la siguiente: para extraer informa-
cion cualitativa de los datos, se consideran varios (o incluso todos) los posibles
valores del parametro . A medida que el valor de ¢ aumenta, se annaden sim-
plices a los complejos. La homologia persistente entonces captura como cambia
la homologia de los complejos a medida que aumenta el valor del parametro,
y detecta qué caracteristicas 'persisten’ a través de los cambios en el valor del
parametro.

La homologia persistente es una herramienta poderosa utilizada para calcular,
estudiar y codificar de manera eficiente las caracteristicas topolégicas a multi-
ples escalas de familias anidadas de complejos simpliciales y espacios topolo-
gicos. No solo proporciona algoritmos eficientes para calcular los numeros de
Betti de cada complejo en las familias consideradas, sino que también codifica
la evolucion de los grupos de homologia de los complejos anidados a través de
las escalas. Las ideas y resultados preliminares que subyacen a la teoria de la
homologia persistente se remontan al siglo XX.[3], [13]

2.8. Toplex

Un toplex es un complejo celular que puede ser construido a partir de una lis-
ta de celdas de dimension superior. Asi, un toplex cubico de dimension d es
simplemente una lista de cubos de d dimensiones. Las caras y subcaras de es-
tos cubos se construyen automaticamente a partir de la informacion del cubo
superior proporcionada por los archivos de entrada. Una manera sencilla de re-
presentar un cubo de dimension completa es proporcionar la coordenada de su
vértice minimo lexicograficamente, al cual llamaremos su ancla. Asi, un cubo
3D anclado en el punto (a,b,c) con coordenadas enteras debe ser el cubo con
vértices de la forma (a +14,b+ j,c+ k) donde 4, j y k solo pueden tomar los valores
Oy 1.[16]

2.9. Clustering

El clustering es el problema de encontrar un conjunto de grupos de objetos
similares dentro de un conjunto de datos, al mismo tiempo que se mantienen
los objetos disimiles separados en diferentes grupos o el grupo de ruido. En
general, el clustering se considera una tarea de aprendizaje no supervisado.
Dado un conjunto de datos como un conjunto de objetos de un espacio de datos
dado D C S, y una funcién de disimilitud dis : S x S — R{, la tarea es aprender
una agrupacion significativa de los datos. A menudo, el conjunto de datos es
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un conjunto de puntos reales de d-dimensiones, es decir, D C S = R? que
puede verse como una muestra de alguna densidad de probabilidad desconocida
p(z), con dis como la distancia euclidiana o alguna otra forma de distancia.
El significado de la similitud dentro del grupo y la disimilitud entre grupos es
diferente para diferentes enfoques de clustering. [17]

2.10. Conjunto de nivel

En matematicas, un conjunto de nivel (level set en inglés) de una funcion real f
de n variables reales es un conjunto donde la funcion toma un valor constante
dado ¢, es decir:

L(f)={(z1,...,zn) | f(z1,...,20) =} .

Cuando el numero de variables independientes es dos, un conjunto de nivel se
llama curva de nivel, también conocida como linea de contorno o isolinea; por
lo tanto, una curva de nivel es el conjunto de todas las soluciones reales de una
ecuacion en dos variables z; y zo. Cuando n = 3, un conjunto de nivel se llama
superficie de nivel (o isosuperficie); por lo tanto, una superficie de nivel es el
conjunto de todas las raices reales de una ecuacion en tres variables z;, xo3 y 3.
Para valores mas altos de n, el conjunto de nivel es una hipersuperficie de nivel,
el conjunto de todas las raices reales de una ecuacion en n > 3 variables.

Relacionado con los conjuntos de nivel esta el concepto de masa excesiva. Dada
una clase de conjuntos C, la funcional de masa excesiva se define como

E(t) =sup{P(C) — tu(C) : C € C},

y cualquier conjunto C € C tal que P(C) — tu(C) = E(t) se llama un t¢-cluster
generalizado. Si C incluye todos los conjuntos medibles y la densidad es acotada
y continua, entonces el conjunto de nivel superior L; es el tinico t-cluster.

2.11. Filtraciones

Una filtracion de un complejo simplicial K es una familia anidada de subcon-
juntos (K, ),cr, donde T' C R, tal que para cualquier r,7’ € T, si r < r/ entonces
K, C K.,y K = J,cr Kr. El subconjunto T puede ser finito o infinito. De manera
mas general, una filtracion de un espacio topolégico M es una familia anidada
de subespacios (M, ),cr, donde T' C R, tal que para cualquier r,7' € T, si r < ¢/
entonces M, C M,, y M = J,cp M,. Por ejemplo, si f : M — R es una funcion,
entonces la familia M, = f~!((—oo,7]), 7 € R, define una filtraciéon llamada la
filtracion de conjuntos de subnivel de f.

En situaciones practicas, el parametro r € T'a menudo puede interpretarse como
un parametro de escala y las filtraciones utilizadas clasicamente en TDA suelen
pertenecer a filtraciones construidas sobre datos o filtraciones de conjuntos de
subniveles.[13]
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2.12. Complejo de Vietoris-Rips

El complejo Vietoris-Rips aproxima el complejo de Cech. Para un nuimero real
no negativo ¢, el complejo Vietoris-Rips VR(S) a escala ¢ se define como:

VR(S) ={o C S|d(z,y) < 2¢ para todo z,y € o}

El sentido en el que el complejo VR aproxima el complejo de Cech es que, cuando
S es un subconjunto del espacio euclidiano, tenemos C(S) C VR(S) C C(v/2¢)(9).
Decidir si un subconjunto ¢ C S esta en VR(S) es equivalente a decidir si la
distancia maxima entre cualquier par de vértices en ¢ es a lo sumo 2¢. Por lo
tanto, se puede construir el complejo VR en dos pasos. Primero se calcula el
grafo del vecindario de ¢ de S. Este es el grafo cuyos vértices son todos los
puntos en S y cuyas aristas son:

(i,j) € S x S|i#jyd(ij) < 2

Segundo, se obtiene el complejo VR calculando el complejo de cliques del grafo
del vecindario de . El complejo de cliques de un grafo es un complejo simplicial
que se define de la siguiente manera: El subconjunto {xy, ..., z;} es un k-simplejo
si y solo si cada par de vértices en {z, ..., zx} esta conectado por una arista. Tal
coleccion de vértices se llama una clique.

Esta construccion hace que sea muy facil calcular el complejo VR, porque para
construir el complejo de cliques uno solo tiene que verificar las distancias entre
pares; por esta razon, los complejos de cliques también se llaman "perezosos.®
la literatura. Desafortunadamente, el complejo VR tiene la misma complejidad
en el peor de los casos que el complejo de Cech. En el peor de los casos, puede
tener hasta 2|S| — 1 simplices y dimension |S| — 1.

En aplicaciones, por lo tanto, generalmente solo se calcula el complejo VR has-
ta alguna dimensién k£ < |S| — 1. En nuestros estudios de referencia, a menudo
elegimos £ = 2 y k£ = 3. El articulo [95] revisa diferentes algoritmos para reali-
zar ambos pasos para la construccion del complejo VR, e introduce algoritmos
rapidos para construir el complejo de cliques.[3]

2.13. Numeros de Betti

Las numeros de Betti son objetos topolégicos que fueron demostrados como
invariantes por Poincaré, y utilizados por €l para extender la formula poliédrica
a espacios de dimensiones superiores. Informalmente, el niumero de Betti es el
numero maximo de cortes que se pueden hacer sin dividir una superficie en
dos piezas separadas. Formalmente, el enésimo nimero de Betti es el rango del
enésimo grupo de homologia de un espacio topologico.

El primer numero de Betti de un grafo es comunmente conocido como su rango
de circuito (o niumero cromatico).
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Sea p, el rango del grupo de homologia H, de un espacio topolégico K. Para una
superficie cerrada y orientable de género g, los niumeros de Betti son py = 1,
p1 = 29 y p2 = 1. Para una superficie no orientable con k asas cruzadas, los
numeros de Bettison pp =1, p1 =k —1y ps = 0.

El numero de Betti de un grupo abeliano finitamente generado G es el numero n
(determinado de manera tnica) tal que

G=7"aG1®...dG;
donde G1,...,G son grupos ciclicos finitos.

Los numeros de Betti de un moédulo finitamente generado M sobre un anillo
unitario local conmutativo noetheriano R son los numeros minimos b; para los
cuales existe una secuencia exacta larga

L= Rbr Zny gbaoy Snoly 9L plo S0y hp 201y

que se llama una resolucion libre minima de M. Los numeros de Betti estan
determinados de manera unica al requerir que b; sea el numero minimo de ge-
neradores de Ker(¢;_;) para todo i > 0. Estos numeros de Betti estan definidos
de la misma manera para moédulos R-positivamente graduados finitamente ge-
nerados si R es un anillo de polinomios sobre un campo.
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Capitulo 3

Técnicas de TDA

En este capitulo se explicaran las tres diferentes técnicas principales del TDA y
cuales son sus principales aplicaciones en el mundo real. Se mostraran ejemplos
practicos para visualizar como, mediante estos métodos, se puede obtener infor-
macion de un conjunto de datos del cual, aparentemente, no podemos deducir
nada. Se describiran los siguientes métodos: clustering basado en densidad, ho-
mologia persistente y algoritmo Mapper, ya que son los mas conocidos del TDA.

3.1. Clustering basado en densidad

El término “clustering” hace referencia a la tarea de identificar grupos o clusters
en un conjunto de datos. En el clustering basado en la densidad, un cluster es
un conjunto de objetos de datos distribuidos en el espacio de datos sobre una
region contigua de alta densidad de objetos. Los clusters basados en densidad
estan separados entre si por regiones contiguas de baja densidad de objetos.
Los objetos de datos situados en regiones de baja densidad suelen considerarse
ruido o valores atipicos. Este es uno de los métodos mas antiguos de del TDA.
Para ver la relacion clara entre clustering y topologia hay que centrarse en los
métodos de clustering basado en densidad.[17]

Desde un punto de vista procedimental, muchos métodos de clustering buscan
una particion del conjunto de datos en un numero predefinido k de grupos,
donde se minimiza la suma de las disimilitudes (al cuadrado) entre todos los
objetos del cluster o la suma de las disimilitudes (al cuadrado) de todos los
objetos del cluster con respecto a algun representante del cluster (por ejemplo,
el valor medio), y se maximizan los valores respectivos entre diferentes clusters,
dada alguna funcion de disimilitud dis. Estas suposiciones suelen dar como
resultado clusters de forma convexa (o idealmente, esférica).

Desde un punto de vista estadistico, tales métodos corresponden a un enfoque
paramétrico donde se asume que la densidad desconocida p(x) de los datos es
una mezcla de k densidades pi(x), cada una correspondiente a uno de los k
grupos en los datos. Se asume que los pi(x) pertenecen a alguna familia paramé-
trica (por ejemplo, distribuciones gaussianas) con parametros desconocidos. Los
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R

i =

(a)Informacion topografica (b)Area de altitud minima seleccionada

Figura 3.1: Volcan Maunga Whau[17]

parametros se estiman en funcion de la muestra dada (el conjunto de datos).

En contraste, el clustering basado en densidad es un enfoque no parameétrico
donde se considera que los clusters son areas de alta densidad de la densidad
px). Los métodos de clustering basados en densidad no requieren el ntimero
de clusters como parametros de entrada, ni hacen suposiciones sobre la densi-
dad subyacente p(x) o la varianza dentro de los clusters que pueden existir en
el conjunto de datos. Como consecuencia, los clusters basados en densidad no
son necesariamente grupos de puntos con una baja disimilitud dentro del clus-
ter medida por una funciéon de disimilitud dis, y por lo tanto, no necesariamente
tienen una forma convexa, sino que pueden tener formas arbitrarias en el espa-
cio de datos. Intuitivamente, un cluster basado en densidad es un conjunto de
objetos de datos distribuidos en el espacio de datos sobre una region contigua
de alta densidad de objetos, separada de otros clusters basados en densidad por
regiones contiguas de baja densidad de objetos.[17]

3.1.1. Aplicaciones practicas

1. Geografia y Cartografia: A veces, los clusters basados en densidad también
se denominan ’clusters naturales’ ya que son particularmente adecuados
para ciertas aplicaciones inspiradas en la naturaleza.

Por ejemplo, en datos espaciales, los clusters de puntos en el espacio pue-
den formarse a lo largo de estructuras naturales como rios, carreteras,
fallas sismicas, etc. La Figura 3.1(a) muestra informacién topografica del
volcan Maunga Whau (Monte Edén) en Auckland. Seleccionar areas por
encima de cierta altitud se relaciona con el clustering basado en densidad,
siempre que se seleccione un nivel de densidad acorde (Figura 3.1(b)).[17]

2. Zoologia y Biologia Evolutiva: Clasificacion de especies: Este enfoque se
utiliza para estudiar la divergencia de especies a partir de un ancestro co-
mun, permitiendo a los zo6logos definir familias de especies. Los miembros
de una familia pueden no mostrar una alta similitud par a par, pero si exhi-
ben cierta similitud con al menos algunos otros miembros de la familia, lo
que refleja una evolucion natural de caracteristicas.[17]-[19]

3. Analisis de datos fenotipicos: En estudios de biologia, como el analisis del
conjunto de datos de Iris de Fisher[20], los clusters naturales pueden ser
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identificados en funcion de descriptores como la longitud y el ancho de los
pétalos y sépalos, demostrando que los clusters biologicos tipicamente no
son esféricos.[17]

4. Las redes de suministro urbano de aguas son un importante activo subte-
rraneo oculto. El clustering de las roturas y reventones de tuberias puede
indicar problemas en ciernes. Mediante la herramienta de Clustering ba-
sado en densidad, los ingenieros pueden determinar déonde se encuentran
esos clusteres y tomar medidas preventivas en las zonas de alto riesgo de
sus redes de suministro de aguas.[21]

5. Otras aplicaciones:

Suponga que dispone de datos de posicion de todos los tiros con enceste y
sin enceste de los jugadores de la NBA. La herramienta Clustering basado
en densidad puede mostrarle los diferentes patrones de posiciones de tiro
con enceste y sin enceste de cada jugador. A continuacion, esta informacion
se puede usar como base para desarrollar estrategias de juego.[21]

Suponga que esta estudiando una enfermedad concreta propagada por pla-
gas y tiene un dataset de puntos que representa a los hogares de su area
de estudio, algunas de ellas infestadas y otras no. Mediante la herramienta
Clustering basado en densidad, puede determinar los mayores clusteres
de hogares infestados para ayudar a delimitar un area en la que iniciar el
tratamiento y la erradicacion de las plagas.[21]

La geolocalizacion de tuits después de una catastrofe natural o un ataque
terrorista puede organizarse en clusteres para informar sobre las necesi-
dades de rescate y evacuacion en funcion del tamarno y la ubicacion de los
clasteres identificados. [21]

Dentro del clustering basado en densidad podemos encontrar tres métodos prin-
cipales[22]:

= Clusteres de conjuntos de niveles.
» Arboles de densidad.

= Agrupamiento de modos y teoria de Morse.

3.1.2. Clusteres de conjuntos de niveles

Los level-set clusters (clusterers de conjuntos de nivel) son una técnica de anali-
sis de datos topologico basada en identificar y agrupar regiones de alta densidad
en un espacio de datos. Este método se apoya en la idea de que los datos a
menudo se distribuyen de manera no uniforme y forman regiones con diferentes
niveles de densidad. Los level-set clusters permiten identificar estas regiones y
analizarlas como conjuntos separados.

Este método se fundamenta en el concepto de conjuntos de nivel de una funcion
de densidad. Para entenderlo, consideremos una muestra aleatoria X, Xs,..., X,
extraida de una distribucion P con densidad p. La densidad de una region es una
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medida de cuantos puntos de datos se encuentran en esa region. Para entender
este método tenemos que saber que los conjuntos de nivel superior (upper level
sets) y sus componentes conectados llamados "density clusters” son fundamen-
tales.[22]

1. Definicién de Conjuntos de Nivel: Para cualquier umbral ¢ > 0, el conjun-
to de nivel superior L; se define como:

Ly =A{z : p(x) > t}

Este conjunto contiene todos los puntos = cuya densidad es mayor que el
umbral ¢.

2. Clusters de Densidad: Los clusters de densidad a un nivel ¢, denotados
como (¢, son los componentes conexos de L;. En otras palabras, cada clus-
ter en C; es una region continua de alta densidad donde todos los puntos
tienen una densidad superior a ¢. El conjunto de todos los clusters de den-
sidad se puede expresar como:

c=Jo

t>0

Esto representa la coleccion completa de clusters a todos los niveles po-
sibles de densidad. Podemos apreciar en la Figura 3.2a una funcion de
densidad, mientras que en la Figura 3.2b vemos los clusteres de densidad
correspondientes a un valor concreto de t.

3. Estimacion del Conjunto de Nivel Superior: Se puede estimar el conjunto
de nivel superior usando la siguiente férmula:

Ly = {z:plz) > t} (38.1)

donde p es el estimador de densidad.

4. Estimacion de Conjuntos de Nivel: En la practica, la densidad p no es
conocida y debe ser estimada a partir de los datos. Un estimador comun de
densidad es el estimador de densidad con nucleo (KDE, por sus siglas en
inglés), definido como:

A 1~ 1 |z — X
() = — > nals (h
=1

donde h > 0 es el parametro de ancho de banda y K es el nucleo.

5. Identificacion de Clusters: Necesitamos obtener los componentes conexos
de ;. Sea I, = {i : p»(X;) > t}. Creamos un grafo cuyos nodos corresponden
a (X; : i € I;) y ponemos una arista entre dos nodos X; y X; si ||.X; — Xj| <
€, donde ¢ > 0 es un parametro de ajuste. Los componentes conexos del
grafo estiman los clusters al nivel ¢. El nimero de componentes conexos se
denota por fy, €l numero de Betti de orden cero.

16



3.1. Clustering basado en densidad

Figura 3.2: (a) Una funcién de densidad p. (b) Clusters de densidad correspon-
dientes a L; = {z : p(x) > t}. (c) El arbol de densidad correspondiente a p se
muestra debajo de la densidad. Las hojas del arbol corresponden a los modos.
Las ramas corresponden a los componentes conexos de los conjuntos de nivel.

Dominio de aplicacion de cliusteres de conjunto de niveles

1. Segmentacion de imagenes médicas: Se usa para segmentar resonancias
magnéticas o tomografias computarizadas, los clusteres de conjuntos de
niveles pueden utilizarse para segmentar regiones de tejidos con densida-
des similares, esto nos va a permitir identificar y segmentar diferentes tipos
de tejidos (musculo, grasa, hueso) en una imagen de resonancia magnética
para ayudar en el diagnoéstico médico[23]. También se puede combinar con
algoritmos hibridos de machine learning para identificar y clasificar tumo-
res, ya que esta técnica mejora la deteccion de ruido y ayuda a refinar la
segmentacion inicial[24].

2. Analisis de redes sociales: Es posible utilizar los clusteres de conjuntos de
nivel para obtener datos sobre conexiones entre usuarios o comunidades.
Estos nos ayudan a identificar grupos de usuarios con interacciones fre-
cuentes entre ellos. Por ejemplo, identificar comunidades dentro de una red
social basada en las interacciones y conexiones entre usuarios.[25][26][27]

3. Estudio de patrones de trafico: En el analisis de datos de trafico, usan-
do datos de ubicacion y velocidad de vehiculos en una ciudad. Utilizan-
do clusteres de conjuntos de niveles, podremos identificar regiones donde
existira congestion de trafico, basandote en altas densidades de vehicu-
los. Esto podria ayudar en la gestion del trafico y la planificacion urba-
na.[28][29][30][31]

3.1.3. Arboles de densidad

El concepto de Arboles de Densidad juega un papel crucial en el analisis topo-
logico de datos (TDA), proporcionando una representacion visual y estructural
de los clusters de densidad dentro de un conjunto de datos. Estos arboles se
fundamentan en la premisa de que si consideramos cualquier par de clusters de
densidad A y B, uno esta contenido en el otro o son disjuntos. Esta estructura
jerarquica permite la representacion de una densidad y sus clusters como un
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arbol, denotado como T'(p), que aunque es técnicamente una coleccion de con-
juntos de nivel, puede visualizarse como un arbol bidimensional. La representa-
cion del arbol bajo la funcion de densidad p muestra el niumero de conjuntos de
nivel y como estos se fusionan.

Por ejemplo, al cortar el arbol en un nivel ¢, el namero de ramas corresponde al
numero de componentes conectados del conjunto de nivel, y las hojas del arbol
corresponden a los modos de la densidad. Los Arboles de Densidad, también
conocidos como arboles de cluster, ofrecen una visualizacién conveniente de una
densidad, independientemente de la dimension d del espacio en el que residen
los datos.

Dos arboles de densidad tienen la misma forma si su estructura de arbol es
idéntica. La distancia entre dos puntos z e y en el arbol se define por la ecuacion:

drp(z,y) = |p(z) + p(y) — 2mp(z,y)|,

donde m,(x,y) es la altura de fusion, definida como el supremo de ¢ para el
cual existe un cluster C' en el conjunto de nivel ¢t que contiene tanto a z como
a y. Esta definicion se extiende para definir una distancia entre conjuntos de
clusters en el arbol, induciendo una topologia en T'(p). Dos arboles T'(p) y T'(q)
son homeomorficos si existe un mapa bicontinuo entre ellos, lo que significa que
tienen la misma forma o estructura de arbol.

El arbol de densidad puede estimarse utilizando cualquier estimador de densi-
dad, como el estimador de densidad kernel, proporcionando una visualizacion
efectiva de la estructura de cluster de los datos. Para estimar la forma del arbol
de densidad, no es necesario que el ancho de banda # tienda a O a medida que
aumenta n. Bajo condiciones débiles, existe un hg tal que para todo h menor que
ho, T'(pn) es igual a T'(p), lo que tiene implicaciones practicas importantes ya que
T(pp) puede ser estimado con una tasa de O(n~'/?) independientemente de las
dimensiones d.

El bootstrap puede utilizarse para obtener conjuntos de confianza para el arbol
de densidad. Por ejemplo, si P, es la medida empirica que pone masa 1/n en
cada punto de datos, se puede dibujar una muestra independiente y distribuida
idénticamente X;,..., X,, ~ P, y calcular el estimador de densidad p;. Repitiendo
este proceso B veces, se obtienen estimaciones de densidad y se puede definir
un conjunto de confianza asintético para el arbol. El valor critico ¢, puede usar-
se para podar hojas y ramas no significativas del arbol. Un arbol de densidad
es consistente con Hartigan si, con probabilidad tendiendo a 1, se recupera la
estructura de cluster correcta. Generalmente, los arboles de densidad basados
en estimadores de densidad consistentes seran consistentes con Hartigan.[22]

Dominio de aplicacion de arboles de densidad

En este articulo de Cheng et al. en 2016 [32] se hace un estudio basandose en un
conjunto de datos que contiene el registro del crimen organizado en el continente
africano en el ano 2008, al cual le aplican el método SCDOT (Spatial Clustering
with Density-Ordered Tree) explicado en el mismo articulo y lo comparan con
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3.1. Clustering basado en densidad

a SCDOT(g=9) b DBSCAN c

30"
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Figura 3.3: Clusteres descubiertos por SCDOT, DBSCAN y Chameleon

DBSCANI[33] y Chameleon[34]. Este estudio permite ver resultados precisos y
coherentes de la distribucion geografica de los conflictos. E1 método aplicado
permite identificar clusteres de diferentes densidades sin ajustar parametros
complejos, facilitando asi su aplicacién en situaciones practicas como el analisis
de conflictos y la planificacion urbana. Para demostrar el uso de los Arboles de
densidad podemos ver la Imagen3.3, en la cual:

Argelia del Norte (Cluster Verde): Esta area experimento6 conflictos arma-
dos entre el gobierno argelino y AQIM.

Etiopia (Cluster Amarillo): Los conflictos involucraron al gobierno etiope
y a grupos como ONLF y OLF.

Somalia del Sur (Cluster Marron): Conflictos entre el gobierno somali y
Al-Shabaab.

Kenya Occidental (Cluster Verde Claro): Conflictos no estatales y violen-
cia unilateral, notablemente entre los grupos Kalenjin y Kikuyu.

Sudan Occidental (Cluster Cian): Incluye violencia estatal y unilateral,
involucrando a grupos como SLM/A y JEM.

Republica de Burundi (Cluster Rojo): Conflictos principalmente entre el
gobierno de Burundi y Palipehutu-FNL.

Norte del Golfo de Guinea (Cluster Azul): Conflictos de menor densidad,
incluyendo areas como Mali, Niger y Nigeria, involucrando a varios grupos
y fuerzas gubernamentales.

Por otro lado un reciente articulo de Menard et al en 2022[35] aborda la inves-
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tigacion sobre la comunidad académica italiana en el ambito de la estadistica
y disciplinas similares. Se busca distinguir los grupos que emergen a partir de
sus interconexiones, las cuales varian en tipo e intensidad, asi como el principal
mecanismo de agrupacion. Comprender esta estructura es clave para fomentar
colaboraciones y proyectos innovadores, o para reconocer a los lideres en areas
especificas de la comunidad.

El analisis se baso6 en la creacion de una red multicapa ponderada, estructurada
en cuatro niveles:

1. afiliacién (AFF)
macro-sector (MS)

publicaciones conjuntas (PUBS)

W N

palabras clave comunes (KW).

Se recogieron datos en noviembre de 2019, abarcando 1160 académicos e inves-
tigadores del registro del MIUR. La red global fue normalizada y se agregaron los
pesos de las conexiones entre las capas para construir una red superpuesta.

La identificacion de comunidades se llevo a cabo mediante el algoritmo de Lou-
vain, disenado para optimizar un concepto matematico denominado modulari-
dad, una medida que se utiliza en la teoria de grafos para evaluar la calidad de
una particion[36]. Se distinguieron 23 comunidades, con un rango de 13 a 102
miembros. La homogeneidad de los clusteres se midio6 en relacion con los cuatro
niveles mencionados. Los resultados mostraron que los grupos eran coherentes
en cuanto a sector cientifico y afiliacion, pero menos en publicaciones conjuntas
y temas de investigacion. Aunque la modularidad alcanzé su punto maximo, no
se consider6 excepcionalmente alta.

El estudio de los clusteres modales se efectué considerando el grado de los acto-
res, resultando en 499 clusteres en la opcion AND y 139 grupos en la opcion OR,
cada uno con distintos niveles de homogeneidad y parsimonia. La interpretacion
de la generacion de colaboracion entre los investigadores se examiné mediante
arboles de densidad, facilitando la visualizacion de la jerarquia de clusters y
ofreciendo una perspectiva mas detallada de las interacciones y colaboraciones
dentro de la comunidad, resaltando la estructura y dinamica de los académicos
en diversos niveles de detalle.

3.1.4. Agrupamiento de modos y teoria de Morse

Otro método de agrupacion de densidades es la agrupacion de modos. La idea es
encontrar modos de la densidad y luego definir los grupos como las cuencas de
atraccion de los modos. Un punto m es un modo (local) si existe un vecindario
abierto N de z tal que p(z) > p(y) para cada y € N tal que y # z. Supongamos que
p tiene k£ modos locales M = {my,...,m;}. Supongamos que p tiene un gradiente
g y una Hessiana H.

Un punto x es un punto critico si g(z) = (0,...,0)7. La funcion p es una fun-
cion de Morse si la Hessiana es no degenerada en cada punto critico (ver [38]).
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3.1. Clustering basado en densidad

Figura 3.4: (a,b) Los arboles de densidad en los paneles a y b son homeomor-
ficos; existe un mapa bicontinuo de un arbol al otro. (c) El tercer arbol no es
homeomorfico a los otros dos. Asi, los primeros dos arboles representan densi-
dades con la misma forma.

0.07 E7 T T T T
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H
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Figura 3.5: Ejemplo de arbol de densidad utilizando el bootstrap de Chen[37],
mostrando (a) los datos y (b) el arbol. Las lineas s6lidas son los arboles podados;
las lineas discontinuas son hojas y ramas que se han podado porque son mas
pequenas que el nivel de significancia del bootstrap 2¢t« (indicado en la esquina
superior derecha del panel b). Los colores a la izquierda corresponden a los
grupos en el arbol a la derecha.
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Figura 3.6: (a) Una densidad con cuatro modos. (b) La particion (cuencas de
atraccion) del espacio inducida por los modos. Estos son los clusteres de pobla-
cion.

Supondremos que p es de Morse. En este caso, m es un modo local si y solo si
g(m) = (0,...,0)T y \y(H(m)) < 0, donde \;(A) denota el mayor valor propio de la
matriz A.

Ahora sea z un punto arbitrario. Si seguimos el camino de ascenso mas empina-
do comenzando en z, eventualmente llegaremos a uno de los modos. Por lo tanto,
cada punto z en el espacio de la muestra se asigna a un modo m;. Decimos que
m; es el destino de z, lo que se escribe como dest(z) = m;.

El camino 7, : R — R? que conduce de z a un modo se define por la ecuacién
diferencial

() = Vp(ma(t), mo(0) =2

El conjunto de puntos asignados al modo m; se llama la cuenca de atraccion de
m; y se denota por C;. Los conjuntos (1, ..., C} son los grupos poblacionales. La
Figura 3.6a muestra una densidad bivariada con cuatro modos, y la Figura 3.6b
muestra la particion inducida por los modos.

Para estimar los grupos, encontramos los modos M = {r,...,7,} de la esti-
macion de densidad. Un algoritmo simple llamado algoritmo de desplazamiento
medio (ver [39]) se puede usar para encontrar los modos y encontrar el destino
de cualquier punto z. Para cualquier = dado, definimos la iteracion

Zi X, K (Hx(j)b—xz‘H)
ZiK (Hin(j)b—XiH)

De esta manera obtenemos un grafico como el que podemos ver en la Figura 3.7

J+1) (3.2)

x(

Se puede demostrar bajo condiciones de regularidad adecuadas que los modos
de la estimacion de densidad del kernel son estimaciones consistentes de los
modos de la verdadera densidad. Una vez mas, sin embargo, no es necesario es-
timar bien la densidad para estimar bien los grupos de modos. Especificamente,
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3.1. Clustering basado en densidad

Figura 3.7: El algoritmo de desplazamiento medio. Los datos estan representa-
dos por los puntos negros. Los dos modos de la estimacion de densidad son los
dos puntos azules. Las curvas rojas muestran las trayectorias de desplazamien-
to medio; cada punto de datos se mueve a lo largo de su trayectoria hacia un
modo mientras iteramos el algoritmo.

definimos

e(z,y) = {1 si dest(z) = dest(y) (3.3)

0 sidest(z) # dest(y)

Por lo tanto, ¢(z,y) = 1 si z e y estan en el mismo grupo. De manera similar,
los grupos estimados definen una funcién ¢. Sea C,...,Cy los grupos del mo-
delo. Sea ti,...,t; constantes y sea C;(t;) = {z € C; : p(x) > t;}. Los conjuntos
Ci(t1),...,C(tx) se llaman nucleos de grupo, y estos son los puntos de alta den-
sidad dentro de los grupos. Sea Core = {X; : X; € {J, Cj(¢;)} los puntos de datos
en los nucleos de grupo. En este articulo[40] muestran que, si t, ..., t; son sufi-
cientemente grandes, entonces

P(é(Xj, X1,) # ¢(X;, Xg) para cualquier X;, X, € Core) < e ™

para algun b > 0, independiente de la dimension. Esto significa que los puntos
de alta densidad pueden agruparse con precision utilizando la agrupacion de
modos. [22]

Dominio de aplicacion de agrupamiento de modos y teoria de Morse
Aplicaciones de agrupamientos de modos:

Este método se ha usado para analizar imagenes como muestra este articulo
de Cheng en 1995[39], en el cual se muestran tres posibles usos del método
apoyados de ejemplos.

1. Clustering como proceso natural: Realiza el clustering moviendo iterativa-
mente cada uno de los puntos de datos hacia areas donde la densidad es
mayor hasta que convergen en los modos de la distribucion de densidad,
de esta manera se generan clusters naturales sin necesidad de especificar
cuantos clusters existian previamente. Este método ofrece gran adaptacion
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a diferentes formas y densidades de datos. En la Figura 3.8, se ha seleccio-
nado aleatoriamente un conjunto S de datos de tamarno 100 en el cuadrado
unitario (Fig. 3.8a) y aplicado cinco variaciones diferentes de "mean shift” o
desplazamiento medio. El kernel Gaussiano truncado se utilizé en las Figs.
3.8b, 3.8c y 3.8d, mientras que el kernel Gaussiano “no truncado,” se uti-
liz6 en las Figs. 3.8e y 3.8f. El proceso de desenfoque se utilizé en la Fig.
3.8b y el proceso sin desenfoque se utilizé en otros lugares.En (b), (c) y (e),
los puntos de datos tenian el mismo peso, mientras que en (d) y (f) no.

2. Validacion del clustering: La cual se centra en dos aspectos: estabilidad y
separacion. La estabilidad se comprueba introduciendo ruido y observando
la robustez de los clusters. La separacion se mide evaluando la distancia
entre los modos de los clusters. Se utilizan visualizaciones y medidas cuan-
titativas, como la matriz de confusion y el analisis de varianza, para validar
la calidad del clustering. Para este caso la Figura 3.9 es un grafico del
proceso de desenfoque aplicado a las velocidades de 82 galaxias[41]. Los
mismos datos fueron ajustados con un modelo de mezcla normal bimodal
por Roeder[42] y la conclusion fue que el universo observable contenia dos
supercumulos de galaxias rodeados por grandes vacios. Sin embargo, al
observar la Fig.3.9, se puede ver que el resultado mas estable es de tres
clusteres en lugar de dos. Esto muestra que mientras que la mezcla bimo-
dal o el agrupamiento k-medias requieren cierto supuesto previo sobre el
numero de clasteres, el resultado del agrupamiento de modas es menos
arbitrario.

3. Aplicacion de la Transformada de Hough: Usando el agrupamiento de mo-
dos para mejorar la deteccion de formas geométricas en imagenes. En lugar
de buscar picos en la matriz de acumulacion, el agrupamiento de modos
identifica los modos de densidad en el espacio de parametros, mejorando la
precision y robustez de la deteccion de formas geométricas, especialmente
en presencia de ruido y datos dispersos.

La Figura 3.10 muestra una aplicacion del agrupamiento de modos en la
transformada generalizada de Hough. Se seleccionaron aleatoriamente 300
pixeles del borde de una imagen de 100 x 100 y cada par de ellos genero
una linea recta que los atraviesa. Las intersecciones de estas lineas y los
bordes de la imagen se redondean al entero mas cercano (posiciones de
pixeles) y se registran con acumuladores de 400 x 400 en el espacio de
parametros, similar a la transformada "muff” sugerida por Wallace[43].
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s

Figura 3.8: Trayectorias de diferentes variaciones del agrupamiento de modas
en el mismo conjunto de datos. (a) El conjunto de datos S, también el conjunto
inicial 7' para los procesos sin desenfoque. (b) Un proceso de desenfoque con
10 iteraciones y nueve clusteres. (c) Un proceso de agrupamiento de modas sin
desenfoque con un kernel Gaussiano truncado y pesos uniformes. Terminé en
20 iteraciones con 37 clusteres. (d) agrupamiento de modos sin desenfoque con
un kernel Gaussiano truncado y una funcién de peso adaptativa. Terminé en
20 iteraciones con 64 clusteres. (e) Sin desenfoque con un kernel Gaussiano
no truncado y pesos uniformes. Terminé en 274 iteraciones con dos clusteres.
(f) Sin desenfoque con un kernel Gaussiano no truncado y pesos adaptativos.
Terminé en 127 iteraciones con 13 clusteres.
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Figura 3.9: Agrupamiento de 82 galaxias basado en sus velocidades. El diagrama
en forma de arbol muestra la validez relativa de los resultados del agrupamiento
con el kernel (GF), de diferentes valores de A. Se utilizaron valores de A mas
grandes cerca de la raiz del arbol, mientras que se utilizaron valores de A\ mas
pequenos cerca de las hojas del arbol, donde la dimension a lo largo del arbol
indica las velocidades.

(a) (b)

Figura 3.10: Deteccion de picos de desplazamiento medio en el espacio de pa-
rametros de la transformada de Hough (muff). La imagen contiene 300 pixeles
de borde. Los pares de pixeles de borde hacen 44,850 sugerencias de posibles
lineas que se codifican como puntos en el espacio de parametros. Cada linea
se codifica con dos enteros entre O y 400, que etiquetan las intersecciones de la
linea con los bordes de la imagen. (a) muestra la deteccion de lineas basada en el
numero de sugerencias que caen en cada punto en el espacio de parametros. Se
utilizé un umbral de 30. (b) es el resultado después de aplicar el desplazamien-
to medio o "mean shift” a estas lineas en el espacio de parametros. Los pesos
fueron el numero de sugerencias, y surgieron cuatro clusteres como las cuatro
lineas mostradas
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Figura 3.11: Red social para "Countryside High School” y su escuela intermedia
hermana. (Izquierda) Los vértices en forma de cruz son estudiantes de la escue-
la intermedia y los vértices en forma de circulo son estudiantes de la escuela
secundaria. (Derecha) Los vértices en forma de cruz son estudiantes blancos y
los vértices en forma de circulo son estudiantes no blancos. Un punado de estu-
diantes no tienen datos raciales y sus vértices no estan marcados.

Aplicaciones de Teoria de Morse:
Aplicaciones para redes sociales:

El "National Longitudinal Study of Adolescent Health” o Estudio Longitudinal
Nacional de Salud del Adolescente es un estudio basado en escuelas de jovenes
estadounidenses. En 1994-95 se eligio una muestra de "high schools” o escue-
las secundarias y "middle schools” o escuelas intermedias, y cuando fue posible,
cada escuela secundaria se emparejoé con una escuela intermedia hermana de
la misma comunidad. A los estudiantes de cada escuela se les pidié6 que enume-
raran hasta cinco de sus amigas mas cercanas que asisten a su escuela o a su
escuela hermana, y lo mismo para sus amigos varones.

Moody[44] crea graficos de redes a partir de los datos de la encuesta. Cada estu-
diante esta representado por un vértice, y el borde entre dos estudiantes existe
si cada estudiante enumero6 al otro como amigo cercano. Analizamos el grafico
para los estudiantes de "Countryside High School”, un seudénimo utilizado por
Moody, y su escuela intermedia hermana. De los 1,147 estudiantes de esta co-
munidad que participaron en la encuesta, 20 no compartieron conexiones con
otros y fueron eliminados del grafico.

La Figura 3.11 ilustra la siguiente estructura interesante en este grafico. La
mayoria de los estudiantes pueden ubicarse en uno de los cuatro grupos, que
contienen una mayoria de estudiantes de secundaria blancos, estudiantes de
secundaria no blancos, estudiantes de escuela intermedia blancos o estudiantes
de escuela intermedia no blancos. Hay muchas amistades entre estudiantes del
mismo grupo. Ademas, hay un numero significativo de amistades entre grupos
de la misma escuela o categoria racial. Sin embargo, hay muy pocas amistades
entre grupos que no comparten ninguna categoria en comun.

Su objetivo es utilizar su enfoque de teoria de Morse para recuperar esta es-
tructura. Utilizan la mayorizacion de estrés, una estrategia de optimizacion en
el escalado multidimensional[45], para embeber los vértices del grafico como un
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Figura 3.12: Datos de red social, proyectados a un plano utilizando analisis de
componentes principales (PCA). El complejo Z* crece a medida que el umbral
de densidad a disminuye. De izquierda a derecha, tenemos cuatro O-celdas, un
bucle cuadrado y un disco.

conjunto de datos X C R® de manera que distorsione el métrica de camino mas
corto lo menos posible. La distancia de camino mas corto entre los vértices v y
w es el menor numero de bordes que se deben cruzar para viajar de v a w. Cada
punto x € X corresponde a un estudiante, y consideramos €l conjunto resultante
X como nuestro conjunto de datos de entrada.

Su método encuentra cuatro O-celdas, que corresponden a los cuatro grupos de
estudiantes. Encuentran cuatro 1-celdas que forman un bucle cuadrado. Las
0-celdas tienen densidades en [1,69 x 1072,2,02 x 1072] y las 1-celdas en [1,07 x
1072,1,54 x 1072]. Se encuentra una 2-celda que llena el bucle con densidad 0,79 x
1072,

Recuerde que el complejo CW Z® se define como la uniéon de las celdas con
densidad mayor o igual a a. Para a € (1,54x1072,1,69x1072), el modelo Z° consiste
en cuatro O-celdas (Figura 3.12). Por lo tanto, recuperan las agrupaciones de
estudiantes basadas en la escuela y la raza. Para a € (0,79 x 1072,1,07 x 1072), el
modelo Z° es un cuadrado (Figura 3.12). El cuadrado revela que los grupos que
comparten la escuela o la categoria racial estan mas estrechamente vinculados
que los grupos que comparten ninguna. Esto sugiere que es mas dificil cruzar
dos barreras culturales que una. Para a < 0,79 x 1072, el modelo Z¢ se llena hasta
un disco (Figura 3.12), que es una representacion apropiada de los datos a una
escala lo suficientemente gruesa. Tenga en cuenta que esta secuencia creciente
de modelos de complejo CW proporciona una mejor comprension del conjunto
de datos que cualquier modelo tinico por si solo.

Datos de expresion génetica:

En tres estudios anteriores de Spellman et al en 1998[46], Alter et al en 2000[47]
y Whitfield et al en 2002[48] se identifican genes asociados con el ciclo celular
utilizando analisis de microarrays, y los niveles de expresion de estos genes son
ciclicos. Una forma de modelar el comportamiento ciclico matematicamente es
con una funcion periddica. Sin embargo, mientras una funcién periodica tiene
una amplitud y un periodo fijjos, el comportamiento ciclico en biologia no es tan
rigido. La amplitud y el periodo de las expresiones génicas del ciclo celular cam-
bian con el tiempo. En particular, la amplitud tiende a disminuir, lo que puede
interpretarse como la desincronizacion de c€lulas inicialmente sincronizadas.
Otra forma de modelar el comportamiento ciclico matematicamente es con un
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Figura 3.13: Datos de microarrays para los seis genes CDC2, UBE2C, TOP2A,
CCNF, AURKA y PLKI1. Cada fila es un gen y cada columna es un punto de
tiempo. El color rojo corresponde a una alta expresion y el color verde a una
baja expresion. Aproximadamente se pueden observar tres ciclos celulares.

circulo, y esta representacion topologica es robusta a los cambios en amplitud y
frecuencia.

En este articulo de Whitfield et al en 2002[48] miden los niveles de expresion
génica a medida que las células HeLa pasan por el ciclo celular. Selecciona-
mos genes cuyas mediciones pasan varios umbrales de calidad y que se desvian
significativamente de la expresion promedio. Su umbral es estricto ya que el
proposito de este ejercicio no es descubrir nueva biologia sino probar su método
en datos de series temporales. Normalizan y agrupan los genes resultantes. Un
grupo consta de seis genes que son bien conocidos por ser parte del ciclo celular
y que tienen niveles de expresion peridodicos, como se muestra en la Figura 3.13.
Para el punto de tiempo ¢ € {0,1,...,46}, sea w; el vector vertical de longitud
seis que contiene los niveles de expresion de estos genes en el tiempo ¢. Usan
bloques de cinco puntos de tiempo para formar el conjunto de datos. Definimos
X ={zo,...,742} C R, donde:

wo w1 W42

w1 w2 w43
To = . , X1 = . ) eeey T42 =

W4 Ws W46

Aplican a su método a X y encuentran tres O-celdas y tres 1-celdas que forman
un circulo. Estas celdas tienen densidades en el rango [9,4 - 10718,12,2 - 1071%].
Encuentran una 2-celda llenando el circulo con densidad 4,0 - 10~'8. El modelo
Z, para a € (4,0-10718,9,4-107'8) es un circulo que recupera la naturaleza ciclica
de las expresiones génicas (Figura 3.14).
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Figura 3.14: Conjunto de datos de expresion génica X, proyectado a un plano
usando PCA. El complejo Z* es un circulo para a € (4,0-10718,9.4-10718),

3.2. Homologia persistente

La homologia persistente es una extension de la homologia al contexto de com-
plejos de cadenas filtradas. Las cadenas filtradas son una estructura matemati-
ca que consiste en una secuencia de complejos de cadenas C,, C C;, C C,, C ...,
donde cada complejo en la secuencia incluye al siguiente. Estos complejos sur-
gen en situaciones donde tenemos una secuencia de espacios X, C X., C X., C

Por ejemplo, podemos construir estos complejos considerando conjuntos de nivel
de una funcion de filtracion f : X — R o conjuntos de bolas abiertas alrededor de
una nube de puntos en un espacio métrico (M, d). Una propiedad fundamental
de estos complejos es que las aplicaciones de inclusion entre ellos inducen apli-
caciones en los grupos de homologia correspondientes. Este concepto, conocido
como 'functorialidad’, establece una conexion esencial entre la estructura de los
complejos de cadenas y los grupos de homologia, lo que resulta fundamental en
el analisis topologico de datos.

La homologia persistente, que se basa en este principio, se utiliza para analizar
como las caracteristicas topologicas de los datos evolucionan a medida que cam-
bia un parametro. La Figura 3.15 ilustra un ejemplo de la construccion de uno
de estos complejos, llamado complejo de Vietoris-Rips, que se fundamenta en
una filtracion de distancia y es comunmente utilizado en el analisis topolégico
de datos.

Los grupos de homologia persistente de grado k£ son las imagenes de estas
inclusiones. En otras palabras, consisten en las clases de homologia de grado
k de C., que aun existen después de aplicar la inclusion Hy(:; ;). Una clase de
homologia « se dice que nace en C;, si no esta en la imagen de Hj(s—1,). Si o
nace en C,, se dice que muere en (., si no esta en la imagen inversa de H {ZL -1
pero si lo esta en la imagen inversa de HZ?ZL ;- La persistencia de a se calcula
como la diferencia entre ¢; y ¢;, y se considera infinita si nunca muere.
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Los numeros de Betti persistentes proporcionan informacién sobre como cam-
bia la topologia a lo largo de la filtracion. Este cambio se visualiza en un dia-
grama de persistencia, donde cada punto representa el nacimiento y la muerte
de una caracteristica topologica a diferentes escalas. Cada eje del diagrama re-
presenta los valores de ¢ en los que se crean y destruyen las caracteristicas
topologicas, respectivamente.

El diagrama de persistencia se compone de puntos en el plano R?, donde la
coordenada z representa el valor de € en el que una caracteristica topologica na-
ce, y la coordenada y representa el valor de ¢ en el que muere. La multiplicidad
de un punto en el diagrama de persistencia indica cuantas clases de homologia
mueren en ese mismo intervalo de persistencia. Es decir, cuantas caracteristicas
topologicas aparecen y desaparecen en el mismo rango de escalas. Por ejemplo,
si hay un punto con multiplicidad dos en (3,5), significa que dos clases de ho-
mologia nacen en ¢ = 3 y mueren en ¢ = 5.

La homologia persistente es valiosa en analisis de datos debido a su estabilidad
frente a perturbaciones en la funcion de filtracion. Esto significa que es robusta
ante el ruido y codifica propiedades topolégicas intrinsecas de los datos. El es-
pacio de diagramas de persistencia puede ser dotado de una métrica inducida
por la bottleneck (o las distancias de Wasserstein) [49].

Un teorema de estabilidad célebre establece que la distancia L* de dos funciones
reales f y g es una cota superior para la distancia de botella W de sus respec-
tivos diagramas de persistencia Dy y D, es decir, W*>(D¢, Dy) < ||f — g||. Este
teorema de estabilidad y sus variantes son altamente relevantes para aplicacio-
nes, ya que implican que el comportamiento de la homologia persistente bajo
ruido es conocido; los descriptores como los diagramas de persistencia cambian
continuamente a medida que la funcién de entrada varia, y la "amplitud” de su
cambio esta acotada por encima mediante el teorema de estabilidad [50], [51].

3.2.1. Dominio de aplicacion de Homologia Persistente

1. Redes: Se puede interpretar una red no dirigida como un complejo simpli-
cial de una dimensioén. Si la red tiene peso en las aristas, entonces filtrar
por aumento o disminucion de peso produce un complejo simplicial filtra-
do de una dimension. Para obtener informaciéon mas refinada sobre la red,
es deseable construir simplices de dimensiones superiores. Existen varios
métodos para hacer esto. El método mas simple, llamado filtracion de cli-
ques de rango de peso (WRCF)[52], consiste en construir un complejo de
cliques en cada subred. Otro método para estudiar redes con PH consis-
te en asignar los nodos de la red a puntos de un espacio métrico finito.
Hay varias formas de calcular distancias entre nodos de una red; una de
ellas consiste en calcular un camino mas corto entre nodos. Para que esta
distancia esté bien definida, se necesita que la red esté conectada (aunque
convencionalmente se considera que la distancia entre nodos en diferentes
componentes es infinita). Hay muchos métodos para asociar un complejo
simplicial no filtrado tanto a redes no dirigidas como dirigidas. [3]

31



Capitulo 3. Técnicas de TDA

o O . ﬂ&'f‘- "Q "ﬁ
. Ly :
: o o
‘4 .: ’ & ‘..
’..' o-.‘ - -
&, .-,1" e, .g,"

Figura 3.15: Diferentes etapas de una filtraciéon de Vietoris-Rips para una nube
de puntos ’circulo’ simple. De izquierda a derecha, la conectividad del complejo
simplicial subyacente aumenta a medida que ¢ aumenta.

2. Imagenes digitales: Las imagenes digitales tienen una estructura cubica
natural: las imagenes digitales bidimensionales estan hechas de pixeles, y
las imagenes tridimensionales estan hechas de voxels. Por lo tanto, para
estudiar imagenes digitales, los complejos cubicos son mas apropiados que
los complejos simpliciales. A grandes rasgos, los complejos cuibicos son es-
pacios construidos a partir de una uniéon de vértices, aristas, cuadrados,
cubos, etc. Se puede calcular PH para complejos cubicos de manera similar
a como se hace para complejos simpliciales. Otros enfoques para estudiar
imagenes digitales también son utiles. En general, dado una imagen digital
que consiste en N pixeles o voxels, se puede considerar esta imagen como
un punto en un espacio dimensional ¢ X N, con cada coordenada almace-
nando un vector de longitud ¢ que representa el color de un pixel o voxel.
Definir una funcién de distancia adecuada en dicho espacio permite consi-
derar una coleccion de imagenes (cada una de las cuales tiene N pixeles o
voxels) como un espacio métrico finito. [3]

. Espacios métricos finitos: Como mencionamos en las dos aplicaciones ante-
riores, tanto las redes no dirigidas como los datos de imagenes se pueden
interpretar como espacios métricos finitos. Por lo tanto, los métodos para
estudiar espacios métricos finitos con PH se aplican al estudio de redes y
conjuntos de datos de imagenes.

En algunas aplicaciones, los puntos de un espacio métrico tienen 'pesos’
asociados. Por ejemplo, en el estudio de moléculas, se puede representar
una molécula como una unién de bolas en el espacio euclidiano. Para tales
conjuntos de datos, también se consideraria un valor de filtracién minimo.
[3]

3.3. Algoritmo Mapper

Este método se basa en ideas topologicas, lo que significa que preserva una
nocion de cercania, pero puede distorsionar distancias a gran escala. Esta pro-
piedad es a menudo deseable, ya que si bien las funciones de distancia a menu-
do codifican una nocién de similitud o cercania, las distancias a gran escala a
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menudo carecen de significado.

El método comienza con un conjunto de datos X y una funcion de valor real
f : X — R, para producir un grafo. Esta funciéon puede ser una funciéon que
refleje propiedades geomeétricas del conjunto de datos, como el resultado de un
estimador de densidad, o puede ser una funcion definida por el usuario, que re-
fleje propiedades del conjunto de datos en estudio. En el primer caso, se intenta
obtener informacion sobre las propiedades cualitativas del conjunto de datos en
si, y en el segundo caso, se intenta comprender como estas propiedades inter-
actuan con funciones interesantes en el conjunto de datos.

Las funciones determinan el espacio al que producimos un mapa. El método
puede modificarse facilmente para lidiar con mapas a espacios de parametros
distintos de R, como R? o el circulo unitario S! en el plano. En el primer caso,
se produce un complejo simplicial bidimensional, junto con un mapa natural
desde el conjunto de datos hacia €l. En el segundo caso, se construye un grafo
con un mapa desde el grafo hacia un circulo.

En el caso donde el espacio de parametros objetivo es R, nuestra construccion
equivale a una version estocastica del grafo de Reeb[15] asociado con la funcion
de filtro. Si la cobertura de R es demasiado gruesa, estaremos construyendo una
imagen del grafo de Reeb[53] de la funcion, mientras que si es lo suficientemente
fina, recuperaremos el grafo de Reeb precisamente.

La idea basica puede denominarse agrupamiento parcial[15], en el sentido de
que un paso clave es aplicar algoritmos de agrupamiento estandar a subcon-
juntos del conjunto de datos original, y luego comprender la interaccion de los
clusteres parciales formados de esta manera entre si. Es decir, si U y V son
subconjuntos del conjunto de datos, y U NV no es vacio, entonces los clusteres
obtenidos de U y V respectivamente pueden tener intersecciones no vacias, y
estas intersecciones se utilizan para construir un complejo simplicial.

Esta construccion produce una imagen "multiresolucion” o "multiescala” del
conjunto de datos. En realidad, se puede construir una familia de complejos
simpliciales (grafos en el caso de un espacio de parametros unidimensional), que
se ven como imagenes en niveles variables de grosor, y mapas entre ellos que van
desde un complejo a una resoluciéon mas fina a uno de resoluciéon mas gruesa.
Este hecho permite evaluar hasta qué punto las caracteristicas son “reales” en
lugar de "artefactos”, ya que las caracteristicas que persisten sobre un rango de
valores de grosor se verian como menos propensas a ser artefactos.

No intentamos obtener una representacion completamente precisa de un con-
junto de datos, sino mas bien una imagen de baja dimension que sea facil de
entender y que pueda senalar areas de interés. Tengamos en cuenta que im-
plicito en el método esta el hecho de que se fija un espacio de parametros, y
su dimension sera una cota superior de la dimension del complejo simplicial
que se estudia. Como tal, es de cierta manera analogo a la idea de una torre de
Postnikov o la filtracion cosesquelética en topologia algebraica.

La construccion en este método esta motivada por la siguiente idea. Dada una
cobertura finita U = {U, },c4 de un espacio X, definimos el nervio de la cobertura
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U como el complejo simplicial N(U) cuyo conjunto de vértices es el conjunto de
indices A. Una familia {ag,aq,...,a;} forma un k-simplejo en N(U) siy solo si
UayNUq, N...NU,, # 0. Con informacion adicional, una particién de la unidad, se
puede obtener un mapa de X a N(U). Una particion de la unidad subordinada a
la cobertura abierta finita U es una familia de funciones reales {¢, € A},c4 con
ciertas propiedades.

Recordamos que si {vg,v1,...,v;} son los vértices de un simplejo, entonces los
puntos v en el simplejo corresponden de manera biunivoca al conjunto de k-
tuplas ordenadas de numeros reales (rg,71,...,7;) que satisfacen ciertas condi-
ciones.

Luego, para cualquier punto = en X, dejamos que 7'(z) C A sea el conjunto de
todos los « tal que z esta en U,. Definimos p(z) en N(U) como el punto en el
simplejo generado por los vértices a en 7'(z), cuyas coordenadas baricéntricas
son ciertos valores determinados por las funciones ¢, (z). La continuidad de p se
puede verificar facilmente, y proporciona una especie de coordinatizacion parcial
de X en el complejo simplicial N(U).

Supongamos ahora que se nos da un espacio equipado con un mapa continuo
f X — Z a un espacio de parametros Z, y que Z esta equipado con una co-
bertura U = {U,}.ca para algin conjunto finito de indices A. Dado que f es
continuo, los conjuntos f~!(U,) también forman una cobertura abierta de X.
Para cada «, podemos considerar la descomposicion de f ~-1(U,) en sus compo-
nentes conexas por caminos, denotadas como {V(«,%)}%,, donde j, es el namero
de componentes conexas en f~!(U,). Llamamos U a la cobertura de X obtenida
de esta manera a partir de la cobertura U de Z.[15]

3.3.1. Dominio de aplicacion del algoritmo Mapper

1. El estudio de la diabetes de Miller-Reaven: En el articulo[54], G. M. Reaven
y R. G. Miller describen los resultados obtenidos al aplicar el método de
busqueda de proyeccion [55] a datos [56] obtenidos de un estudio realiza-
do en la Universidad de Stanford en la década de 1970. Participaron en el
estudio 145 pacientes que tenian diabetes, antecedentes familiares de dia-
betes, que deseaban un examen fisico o participar en un estudio cientifico.
Se midieron seis cantidades para cada paciente: edad, peso relativo, gluco-
sa plasmatica en ayunas, area bajo la curva de glucosa plasmatica durante
la prueba de tolerancia a la glucosa de tres horas (OGTT), area bajo la curva
de insulina plasmatica para la (OGTT) y respuesta de glucosa plasmatica
en estado estable. Esto cre6 un conjunto de datos de 6 dimensiones, que
se estudio utilizando métodos de busqueda de proyeccion, obteniendo una
proyeccion en un espacio euclidiano tridimensional, en la cual el conjunto
de datos aparece como en la Figura 3.16.

Miller y Reaven observaron que el conjunto de datos consistia en un nucleo
central y dos "flares” que emanaban de €él. Los pacientes en cada uno de
los flares se consideraban como sufriendo de enfermedades esencialmente
diferentes, que corresponden a la divisiéon de la diabetes en las formas de
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inicio en adultos y juvenil. Una manera en la que deseamos utilizar Map-
per es como una herramienta automatica para detectar tales flares en los
datos, incluso en situaciones donde las proyecciones en espacios bidimen-
sionales o tridimensionales no proporcionan una imagen clara. La Figura
3.17 muestra los resultados obtenidos al aplicar Mapper a este mismo con-
junto de datos, utilizando densidad estimada por un estimador de nucleo.
Mostramos dos resoluciones diferentes.[15]

. Algoritmo Mapper en una base de datos con formas 3D: Aplicamos Mapper a
una coleccion de formas tridimensionales de una base de datos publica de
objetos [57]. Estas formas corresponden a siete clases diferentes de obje-
tos (camellos, gatos, elefantes, caras, cabezas, caballos y leones). Para cada
clase hay entre 9 y 11 objetos (ver Figura 3.18). Para utilizar estas formas
como entrada de nube de puntos en Mapper, preprocesamos las formas
seleccionando 4000 puntos de referencia de un conjunto de puntos P, uti-
lizando un procedimiento de maximo minimo euclidiano. Llamamos a este
conjunto Y, donde L es el conjunto de indices de los puntos de referencia.
Calculamos las distancias entre los puntos en Y mediante una matriz de
adyacencia A calculada a partir de la informacion de la malla de puntos P,
y luego la matriz de distancias D entre puntos de Y usando el algoritmo de
Dijkstra en el grafo especificado por A.

Para aplicar Mapper a este conjunto de formas, elegimos usar E;(x) como
nuestra funcion de filtro. Para minimizar el sesgo debido a la distribucion
de caracteristicas locales, utilizamos un umbral global para la agrupacion
dentro de todos los intervalos, determinado mediante la heuristica del his-
tograma y la mediana de estos umbrales como el umbral global.

La salida de Mapper en este caso es un grafo. Algunas observaciones de los
resultados incluyen la capacidad de Mapper para recuperar el esqueleto de
la forma con precision aceptable, mostrando resultados cualitativamente
similares para poses diferentes de la misma forma y resultados significa-
tivamente diferentes para formas diferentes, lo que sugiere la retencion de
cierta informacion intrinseca invariante a la pose. Este comportamiento
sugiere la utilidad de Mapper como herramienta para simplificar formas y
realizar consultas en bases de datos y tareas de comparacion de formas
invariantes.
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Figura 3.16: Proyeccion tridimensional de los datos de la diabetes obtenida uti-
lizando proyeccion y busqueda.

Figura 3.17: A la izquierda se muestra una salida de Mapper de "baja resolu-
cion”, que se calculé utilizando 3 intervalos en el rango del filtro con un solapa-
miento del 50 %. A la derecha se muestra una salida de Mapper de “alta resolu-
cion” calculada utilizando 4 intervalos en el rango del filtro con un solapamiento
del 50%. Los colores codifican los valores de densidad, con rojo indicando alta
densidad y azul baja densidad. El tamano del nodo y el nimero en €l indican
el tamano del cluster. Los extremos de baja densidad reflejan la diabetes tipo I
y tipo II. Las ramificaciones que ocurren en la Figura 3.16 ocurren aqui como
ramificaciones con extremos azules.
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Figura 3.18: La fila superior muestra la representacion de un modelo de cada

una de las 7 clases. La fila inferior muestra el mismo modelo coloreado por la
funcion.
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Capitulo 4

Herramientas de TDA

Ahora que ya tenemos una nocion basica de alguno de los multiples métodos
que existen para aplicar el analisis topolégico de datos podemos dar paso a
introducir algunos de los softwares mas actuales que nos permitan aplicar estos
métodos. La mayoria de estos softwares estan escritos en C++[58] por lo que
se necesitan ciertos conocimientos de este lenguaje para entender plenamente
que hace el codigo pero trataré de explicarlo de tal forma que sea lo mas facil
de comprender para todos los lectores. Por el momento comenzaré hablando del
Topology Toolkit[59]

4.1. Topology ToolKit

The Topology ToolKit (TTK) [59] es una biblioteca de codigo abierto para TDA que
fue lanzada en 2017 bajo la licencia permisiva BSD[60]. Cuenta con una colec-
cion sustancial de implementaciones genéricas y eficientes de algoritmos de TDA
de referencia. TTK esta principalmente escrito en C++ (~110k lineas de c6digo)
para ofrecer el mejor rendimiento posible. Hasta la fecha, 15 instituciones han
contribuido con cédigo a TTK, incluidas 12 organizaciones académicas (Arizona
State University[61], CNRS[62], Heidelberg University[63], INRIA[64], Linkoping
University[65], Los Alamos National Laboratory[66], Sorbonne Universite[67], TU
Kaiserslautern[68], University of Arizona[69], University of Leeds[70], University
of Utah[70], Zuse Institute Berlin[71]) y 3 empresas (Kitware[72], Total[73], Sha-
peShift3D[74]).

TTK es accesible para los desarrolladores a través de varias APIs: C++, VITK/C++
o Python[75]. Para los usuarios finales, TTK es accesible directamente en forma
de un complemento para ParaView [76] y un paquete anaconda [77]. Los datos
pueden ser proporcionados a TTK en multiples formas: pueden ser muestreados
a lo largo de rejillas regulares 1D, 2D o 3D (incluyendo rejillas periodicas), o ma-
llas 1D, 2D o 3D (complejos simpliciales). También pueden ser proporcionados
como nubes de puntos de dimension arbitraria.

Para mostrar el funcionamiento del software mostraré un ejemplo de uso del
mismo, incluiré el codigo necesario para llevarlo acabo el cual no explicaré en
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Figura 4.1: Visualizacion del ejemplo integrado "Scalar data example”

detalle sino que mencionaré de forma general como se ha llevado acabo. Para
hacer uso de esta herramienta necesitamos utilizar una distribucion de Ubun-
tu[78] 22.04, 20.04 o 18.04. En mi caso voy a utilizar Ubuntu 22.04.4, para
llevar acabo la instalacion hay que seguir los pasos mencionados en su pagina
oficial en la pestana "Installation”[59]. Si todo ha salido correctamente, al arran-
car Paraview deberiamos ser capaces de abrir uno de los ejemplos que vienen
integrados en el software, lo que nos deberia permitir ver la visualizacion.

Ahora que todo funciona como esperado puedo mostrar un ejemplo de como
utilizar la herramienta. Para ello vamos a usar el dataset de TTK, el cual pode-
mos descargar desde su pagina de descargas[79]. Vamos a escoger uno de los
ejemplos integrados y sobre este voy a explicar como podemos trabajar sobre €l
modificando parametros sobre el ParaView. Para empezar vamos a centrarnos
en los datos escalares y mas en concreto en "Morse Persistence” ya que utiliza
uno de los métodos comentados anteriormente en este trabajo, la teoria Morse.

4.1.1. Morse Persistence

Para este ejemplo debemos tener descargado el paquete de datos de TTK-data.
La manera de usar esta herramienta es simple al ser un ejemplo cuyo codigo ya
esta escrito, tan solo tenemos que acceder al directorio donde se encuentra el
TTK-data y ejecutar el comando "paraview states/morsePersistence.pvsm”. Una
vez ejecutado se nos abrira ParaView y podremos visualizar el ejemplo con el
que vamos a trabajar (Figura 4.2). Podemos apreciar una superficie triangulada
con algunos datos de esqueleto adjuntos a ella, estos son una forma de resal-
tar las caracteristicas topologicas importantes, como los puntos criticos y las
lineas de gradiente que conectan estos puntos, en este caso estos datos son la
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Figura 4.2: Captura de pantalla de ParaView mostrando lo primero que vemos
al hacer la demo de persitencia Morse.

elevacion, la cual se representa en azul para valores bajos y verde para valores
altos. Podemos apreciar que los datos son ruidosos ya que se observan muchas
protuberancias muy pequenas. En cuanto a las esferas de color blanco, verde y
azul corresponden a los a los puntos criticos mas persistentes de los datos, esto
quiere decir que son los puntos con mayor estabilidad o importancia en relacion
con la estructura de los datos, los puntos criticos en el "smooth setting” son los
puntos en los que las derivadas se anulan, las esferas azules representan un
minimo local y las verdes un maximo local, mientras que las lineas blancas que
que conectan dichos puntos son las sendas separadas del complejo Morse, las
cuales voy a explicar mas adelante.

En la esquina superior derecha (ver Figura4.2) podemos ver la curva de persis-
tencia que describe la distribucion de los pares de puntos criticos en funcion de
su persistencia. Esta curva se lee de izquierda a derecha, significa que a medida
que aumentas cierto umbral de persistencia, tienes menos pares de puntos criti-
cos que son mas persistentes que tu umbral. Habitualmente podemos observar
un tipo de comportamiento de doble disminucién, donde tienes una primera
pendiente la cual indica la eliminacion de las caracteristicas ruidosa y una se-
gunda pendiente que indica la eliminacion de las caracteristicas de gran escala.
Podemos apreciar que cuando €l eje y, que representa el niumero de pares, tiene
un valor cercano a 30 en este ejemplo y habitualmente tiene este mismo com-
portamiento donde hay un claro corte entre senal y ruido, lo que nos permite a
los usuarios elegir la cantidad correcta de simplificacion topolégica para los da-
tos, normalmente poner un umbral de persistencia en este valor es una buena
idea.
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Figura 4.3: Situacion de la demostracion tras modificar el "PersistenceTh-
reshold”a 0.01

En la esquina inferior derecha tenemos el diagrama de persistencia de los datos,
es un diagrama 2D que muestra la distribucion de pares de puntos criticos en
los datos. En este grafico cada par esta representado por una barra vertical, la
coordenada X de esta barra cooresponde al valor de la funciéon del punto critico
que creo el par, mientras que la coordenada Y del punto equivale al valor escalar
de del punto critico que destruy6 el par. La codificacion por colores corresponde
a esos puntos criticos del diagrama.

Lo interesante de esta demostracion es que puedes hacer click en el apartado de
“PersistenceThreshold” o umbral de persistencia del pipeline que aparece en el
"Pipeline Browser” en la esquina superior izquierda y podemos modificar el um-
bral de persistencia con el que podemos realizar alguna simplificacion logica. En
nuestro caso los datos ya han sido simplificados ya que tenemos muchas pro-
tuberancias suaves en el diagrama y podemos deducir que debe haber algunas
caracteristicas topolégicas. Para mostrar como seria el modificar el "Persisten-
ceThreshold” voy a cambiar su valor de 0.7 que tenia inicialmente la demonstra-
cion por 0.01 (ver Figura4.3).

Lo que sucede ahora es que, incluso para las protuberancias mas leves, apare-
cen puntos criticos y parece muy desordenado el layout, el diagrama de persis-
tencia desaparece debido a que hay muchas barras muy pequenas cerca de la
diagonal. En la practica queremos dar un valor al umbral de persistencia debe-
mos fijarnos en la curva de persistencia (arriba derecha), en este caso podemos
ver los valores que hay en la "meseta” de la curva, como el valor para el eje X
es de entorno a 0.67 ponemos como minimo del umbral de persistencia el valor
0.07 que teniamos en un inicio.

Si nos fijamos bien en el ejemplo podemos ver que la colina del centro es mucho
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Figura 4.4: Layout con un valor minimo de 3 en el umbral de persistencia.

mayor al resto por lo que podemos ir mas alla en la simplificacion y darle un
valor de 3 al minimo del umbral de persistencia para obtener un layout como
el siguiente (Figura 4.4), podemos ver que tan solo se muestra la bola verde de
la colina del centro. Esta técnica es muy util cuando hacemos segmentacion de
datos. Para demostrarlo hay que seguir los siguientes pasos:

= Dejamos el minimo del umbral de persistencia en 0.7

= En el "Pipeline Browser” nos desplazamos abajo donde pone "TTKTopo-
logicalSimplification1”, lo extendemos, clicamos "segmentation” y marca-
mos las casillas de "Ascending Segmentation”, "Descending Segmentation”
y "Morse-Smale Complex Segmentation”.

» En "GenerateSurfaceNormals2” en el apartado de "Coloring” elegimos la op-
cion "MorseSmale Manifold” y en la opcién "edit” debajo de esta escogemos
la opcion "Rainbow Uniform”

Esto nos permite ver una representacion del complejo Morse del dataset (ver Fi-
gura4.5), lo que significa que para cualquier punto ubicado en la misma parcela,
si integras hacia arriba en pendiente ascendente o integras hacia abajo en pen-
diente descendente terminaras en el mismo par de puntos criticos, en el mismo
maximo y minimo. Sin embargo, si vas al otro lado de estos parametros, integra-
ras cuesta arriba a diferentes maximos, mientras sigues integrando cuesta abajo
al mismo minimo. El complejo Morse divide nuestros datos en celdas donde la
integracion hacia adelante y hacia atras termina en las mismas extremidades.
Esto es util en varios escenarios, en astrofisica utilizan las sendas que conectan
las monturas a los maximos para extraer estructuras de filamentos en sus si-
mulaciones, a las que llaman la red césmica, y tener la posibilidad de observar
varias escalas de importancia es muy interesante para fines de analisis de datos.
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Figura 4.5: Representacion de la segmentacion de datos siguiendo los pasos
mencionados.

4.1.2. Salidas de TTK

En el primer anexo se muestra el codigo Python necesario para llevar a cabo el
analisis de los datos utilizando la biblioteca Topology ToolKit (TTK) y ParaView:

En cuanto a los outputs del cédigo tenemos 5 como podemos ver en los ultimas
lineas de codigo y son los siguientes:

= PersistenceDiagram.vtu: el diagrama de persistencia de salida en formato
de archivo VTK.

= PersistenceCurve.csv: la curva de persistencia de salida.

= MorseComplexeCriticalPoints.vtp: los puntos criticos de salida (o elementos
de O dimensiones) del complejo de Morse Smale en formato de archivo VTK.

= MorseComplexelSeparatrices.vtp: cilindros, representando los bordes (o
elementos de 1 dimension) del complejo de Morse Smale de salida en for-
mato de archivo VTK.

= MorseComplexeSegmentation.vtp: superficies, representando la segmenta-
cion del complejo de Morse Smale de salida en formato de archivo VIK
(vista central, arriba en la captura de pantalla).

Como aclaracion, eres libre de cambiar la extension de archivo vtu a la de cual-
quier otro formato de archivo compatible (por ejemplo, csv) en el script de Python
para todos los outputs.
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4.2. KeplerMapper

Esta biblioteca, Kepler Mapper, es una implementacion en Python[75] del algo-
ritmo Mapper tal como se describe por primera vez en el articulo "Topological
Methods for the Analysis of High Dimensional Data Sets and 3D Object Re-
cognition”[15]. Kepler Mapper presenta una interfaz intuitiva para el algoritmo
Mapper y proporciona multiples métodos de comprension para visualizar el grafo
de red que Mapper produce. Aprovecha algoritmos de agrupamiento y escalado
compatibles con la API de Scikit-Learn[80] para construir grafos de red de ma-
nera flexible y facil de usar. También ofrece una extensa suite de tutoriales que
detallan el uso de Kepler Mapper para casos de uso simples y complejos.

Mapper es una forma de construir un grafo (o complejo simplicial) a partir de
datos de manera que revele algunas de las caracteristicas topologicas del espa-
cio. Aunque no es exacto, Mapper es capaz de estimar aspectos de conectividad
importantes del espacio subyacente de los datos para que pueda ser explorado
en un formato visual. Este es un método no supervisado para generar una re-
presentacion visual de los datos que a menudo puede revelar nuevas ideas de
los datos que otros métodos no pueden.

Informalmente, el algoritmo Mapper funciona realizando un agrupamiento local
guiado por una funcién de proyeccion. Los pasos son los siguientes:

1. Proyecta un conjunto de datos (por ejemplo: la media de = para z en X,
0 t-SNE (2d) . fit_transform(X)). Puedes usar cualquier funcién de pro-
yeccion de matematicas, estadisticas, econometria o machine learning.

2. Cubre esta proyeccion con intervalos/hiper-cubos superpuestos. En teoria,
puedes usar cualquier forma de intervalo, pero KeplerMapper actualmente
soporta hiper-cubos n-dimensionales.

3. Agrupa los puntos dentro de un intervalo (ya sea aplicando agrupamien-
to en la proyeccion y sufriendo pérdida de proyeccion, o agrupando en la
imagen inversa/datos originales). Puedes usar cualquier algoritmo de agru-
pamiento (jerarquico, basado en densidad, etc.) y métrica de distancia (no
necesita ser una métrica adecuada que satisfaga la desigualdad triangular).

4. Los clusters se convierten en nodos en un grafo.

5. Debido a la superposiciéon, un solo punto puede aparecer en multiples no-
dos. Cuando hay una interseccion de miembros de este tipo, dibuja un
borde entre estos nodos.

6. Ahora, para ayudar en la exploracion visual:

= Poner un tamano de los nodos del grafo seguin una funciéon de interés
(por ejemplo: nimero de miembros dentro del grupo).

= Colorea los nodos del grafo por una funcion de interés (por ejemplo:
gasto promedio del cliente).

= Forma los nodos del grafo por una funcion de interés (por ejemplo:
cuadrados para avg_timestamp <2015, circulos para avg_timestamp
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>= 2015).

» Tamano de los bordes del grafo por una funcién de interés (por ejem-
plo: numero de miembros intersectantes entre nodos).

= Colorea los bordes del grafo por una funcién de interés (por ejemplo:
color promedio de nodos conectados).

= Forma los bordes del grafo por una funcién de interés (por ejemplo:
linea punteada cuando la interseccion de miembros <3, de lo contrario,
linea solida).

= Proporciona estadisticas descriptivas sobre los nodos y el grafo (por
ejemplo: prueba de Kolmogorov-Smirnov entre variables de nodo y va-
riables de conjunto de datos).

Para instalar la libreria es muy simple pero previamente necesitamos instalar
una serie de dependencias:

= Python (>=2.7 o >= 3.3)
= NumPy

= Scikit-learn

= matplotlib

= bokeh

= PIL

= Roboto Webfont (Google)
= D3.js (Mike Bostock)

Una vez tenemos estas dependencias instaladas tenemos que instalar Keppler-
Mapper con el siguiente comando:

pip install kmapper

Con esto ya podriamos empezar a usar la herramienta, al igual que con el To-
pology ToolKit[59] mostraré un ejemplo ya construido que se puede encontrar
en su pagina oficial. Para esto vamos a usar el ejemplo llamado "Breast Cancer”
para el cual primero hemos de decargar el dataset que se puede encontrar aqui
[81], tenemos que almacenarlo en una carpeta llamada "data”.

Para la demostracion debemos comprender el término lente o "lens” en inglés, el
cual en el contexto del TDA se refiere a una funcion aplicada a los datos con la
finalidad de crear una representacion simplificada. Estas lentes proyectan datos
de alta dimension en espacios de menor dimension, de esta manera se facilita el
analisis y visualizacion de los datos.

La razon detras de la eleccion de lentes en la demostracion a continuacion es:

46




4.2. KeplerMapper

= Lensl: Lentes que tienen sentido biologico; en otras palabras, lentes que
resaltan caracteristicas especiales en los datos. Se crea utilizando el algo-
ritmo Isolation Forest, el cual es adecuado para detectar anomalias.

= Lens2: Lentes que dispersan los datos, en contraposicion a agrupar mu-
chos puntos juntos.

En el caso de estos datos particulares, el uso de un puntaje de anomalia (en este
caso, calculado usando IsolationForest de sklearn) tiene sentido biologico ya que
las células cancerosas son anomalas. Para el segundo lente, usamos la norma
I? ((distancia euclidiana) esto dispersa los datos en lugar de agrupar muchos
puntos juntos

Este software también permite establecer multiples funciones de color para pun-
tos de datos y funciones de color para nodos en sus visualizaciones html. El c6-
digo de ejemplo que se encuentra en el segundo anexo de demuestra tres formas
en que esto podria hacerse.

Al ejecutar dicho codigo en nuestra maquina debemos obtener este output:

KeplerMapper (verbose=3)
..Composing projection pipeline of length 1:
Projections: l2norm
Distance matrices: False
Scalers: MinMaxScaler ()
.Projecting on data shaped (569, 31)

.Projecting data using: l2norm
.Scaling with: MinMaxScaler ()
Mapping on data shaped (569, 31) using lens shaped (569, 2)

Minimal points in hypercube before clustering: 2
Creating 225 hypercubes.
Cube_0 is empty.
Cube_1 is empty.
Cube_2 is empty.
Cube_3 is empty.
Cube_4 is empty.
Cube_5 is empty.
Cube_6 is empty.
Cube_7 is empty.
Cube_8 is empty.
Cube_9 is empty.
Cube_10 is empty.
Cube_11 is empty.
Cube_12 is empty.
Cube_13 is empty.
> Found 2 clusters in hypercube 14.
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Cube_15
Cube_16
Cube_17
Cube_18 1is
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Cube_20 1is
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> Found
> Found
> Found
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Cube_109 is empty.
> Found 2 clusters in hypercube 110.
> Found 2 clusters in hypercube 111.
> Found 2 clusters in hypercube 112.
> Found 2 clusters in hypercube 113.

Created 304 edges and 158 nodes in 0:00:00.672039.
Wrote visualization to: output/breast-cancer.html

Wrote visualization to: output/breast-cancer-multiple
—color—-functions.html

Wrote visualization to: output/breast-cancer-multiple-
node-color—functions.html

Wrote visualization to: output/breast-cancer-multiple
—color—-functions—and-multiple—-node-color-functions.html
no display found. Using non-interactive Agg backend

Este codigo carga un conjunto de datos de cancer de mama de Wisconsin[82] y lo
preprocesa para eliminar columnas no deseadas y convertir la variable objetivo
en valores numéricos. Luego, crea las lentes unidimensionales personalizadas
que se combinan para formar una representacion bidimensional del conjunto de
datos. Utilizando KeplerMapper, se construye un complejo simplicial utilizando
las lentes creadas, especificando un método de cobertura y un algoritmo de
agrupamiento. Se generan visualizaciones del complejo simplicial con diferentes
funciones de color para los puntos de datos y los nodos, asi como visualizaciones
adicionales con multiples funciones de color para los nodos y los puntos de
datos. Finalmente, se muestra una visualizacion final utilizando Matplotlib para
representar el grafo del complejo simplicial.

Después de adentrarnos en el codigo y entender como las lentes personaliza-
das, como lensl y lens2, transforman los datos complejos en representaciones
mas manejables, podemos ver como estas abstracciones numeéricas se convier-
ten en visualizaciones vividas gracias a KeplerMapper. Estas visualizaciones no
son simples graficos; representan el resultado de un proceso analitico complejo
que revela la estructura oculta dentro de nuestros datos. Al explorar los mapas
topologicos, empezamos a descubrir patrones y relaciones que antes pasaban
desapercibidos. Cada nodo y conexion en estos mapas cuenta una historia so-
bre la proximidad y la relaciéon entre los datos, ofreciéndonos una perspectiva
unica que va mas alla de los nameros y las ecuaciones, y nos brinda una com-
prension mas profunda de los datos que estamos analizando.

Previo a explicar las visualizaciones cabe destacar que en la parte superior iz-
quierda de estas vamos a poder observer tres botones interactivos:

1. Cluster details: Esta seccion nos proporciona detalles sobre los clusteres
individuales que encontramos en la visualizacion. De arriba abajo podemos
distinguir:

a) Actions: Esto nos permite centrar la vista en el nodo que hemos selec-
cionado.
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b) Cluster Details: Muestra el id del nodo.

c¢) Member Distribution: Muestra la distribucién de los miembros dentro
de un cluaster especifico. Proporciona un histograma que representa
como se distribuyen los miembros del cluster a través de diferentes
intervalos o categorias. Esto nos puede ayudar a entender la densidad
y la dispersion de los puntos dentro del cluster.

d) Cluster Statistics Size: Representa el tamano del claster, normalmen-
te es el numero de puntos o miembros que contiene. Esta estadistica
es importante ya que puede indicar la prominencia de ciertas carac-
teristicas dentro del conjunto de datos, un cluster mas grande puede
significar una tendencia mas comun o un grupo mas significativo den-
tro de los datos.

e) Members: Lista de los miembros individuales del claster. Cada miem-
bro puede ser un punto de datos o una entidad dentro del conjunto de
datos que ha sido agrupado en ese cluster particular. Esta lista per-
mite examinar y explorar los elementos especificos que componen el
claster, lo cual es util para realizar analisis detallados y para enten-
der qué datos estan contribuyendo a las tendencias observadas en la
visualizacion.

2. Mapper Summary: Es un resumen de toda la visualizacion. Esta compuesto
por varios elementos:

a) PROJECTION: Indica la lente utilizada para proyectar los datos.

b) N_CUBES: Indica el nimero de hiper-cubos o intervalos que se utilizan
para dividir el rango de la proyeccion. Un numero mayor de cubos
puede resultar en una visualizacion mas detallada, pero también mas
compleja.

c¢) PERC_OVERLAP: Muestra el porcentaje de solapamiento entre los hiper-
cubos adyacentes. Un solapamiento mayor permite capturar mas co-
nexiones entre los datos, pero también puede aumentar la redundan-
cia.

d) CLUSTERER: Es el algoritmo de agrupamiento utilizado para identifi-
car clusteres dentro de cada hiper-cubo.

e) SCALER: Se refiere al método de escalado aplicado a los datos antes
de la proyeccion. El escalado puede mejorar la calidad de la proyeccion
al normalizar las caracteristicas de los datos.

f) NERVE_MIN_INTERSECTION: Es el minimo nimero de intersecciones
requerido para conectar clusteres en la visualizacion final. Esto afecta
como se construye el “nervio” del complejo simplicial.

g) NODES: El numero total de nodos en la visualizacion, cada nodo re-
presenta un cluaster encontrado en los datos.
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h) EDGES: El numero total de aristas en la visualizacion, que conectan
nodos si sus clusteres correspondientes se solapan significativamente.

i) TOTAL SAMPLES: El numero total de muestras o puntos de datos que
se han utilizado para crear la visualizacion.

Jj) UNIQUE SAMPLES: El numero de muestras unicas presentes en la
visualizacion, lo que puede ser menor que el total de muestras debido
a la superposicion en los clusteres.

k) COLOR FUNCTIONS: Las funciones de color utilizadas para colorear
los nodos, lo que puede ayudar a identificar caracteristicas interesan-
tes como gradientes o densidades dentro de los datos.

) NODE COLOR FUNCTIONS: Funciones especificas utilizadas para de-
terminar el color de cada nodo individualmente, basadas en las carac-
teristicas de los datos dentro de ese claster.

m) NODE DISTRIBUTION: La distribucion de los nodos a través de la vi-
sualizacion, lo que puede dar una idea de la distribucion de los clis-
teres y la densidad de los datos.

3. Help: Proporciona instrucciones sobre como interactuar con la visualiza-
cion.
A continuacion se mostraran varias visualizaciones del mapeador de cancer de
mama utilizando multiples funciones de color para:

1. Puntos de datos.
2. Nodos.
3. Puntos de datos y nodos.

La distribucion de nodos va a ser la misma para las tres visualizaciones (ver
Figura 4.6) lo que varian son los "cluster details” y el "Mapper Summary”.

4.2.1. Visualizacion para los puntos de datos.

Esta la visualizacion (Figura 4.6) es como un mapa detallado que nos muestra la
ubicacion exacta de cada punto de datos segun las caracteristicas seleccionadas.
Imagina que cada punto de datos es una persona en una clase, y el color de su
camiseta representa algo unico sobre ella, como su bebida favorita o el género
de musica que prefiere.

Al usar diferentes colores para representar distintas métricas, esta visualizacion
nos permite ver rapidamente si hay patrones o si ciertas caracteristicas tienden
a agruparse. Por ejemplo, podriamos descubrir que la mayoria de los puntos de
datos con alta expresion de un gen particular estan todos en una esquina del
grafico, lo que sugiere una relacion entre esa expresion génica y otras caracte-
risticas de los datos.

En esta representacion podemos cambiar el valor de "Color Function” entre "Iso-
lation Forest” y "L2-norm”, esto nos va a permitir:
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Figura 4.6: Proyeccion de datos del dataset de cancer de mama de Wisconsin.

= En el caso de elegir la lente "Isolation Forest”, esta una funcion que se
basa en un algoritmo de deteccion de anomalias, que se van a destacar
en la visualizacion. Esto nos puede permitir ver los puntos que se devian
significativamente del resto, lo cual nos sera util para detectar posibles
errores o para centrar estudios en anomalias. Si seleccionamos un nodo
sobre la proyeccion de la Figura 4.6 podremos ver los siguientes datos en
los apartados "Cluster details” (ver Figura 4.7) y en "Mapper summary” (ver
Figura 4.8), de esta manera podremos estudiar cada nodo por separado.

= En el caso de elegir la lente "L2-norm”, esta funciéon mide la distanca de
cada punto de datos al origen, utilizarala supone que resaltara la magni-
tud de los puntos de datos en el espacio de caracteristicas. Nos permite
ver como se distribuyen los puntos de datos en términos de su distancia al
origen, lo que puede ser indicativo de la varianza o la concentracion de los
datos.Si seleccionamos un nodo sobre la proyeccion de la Figura 4.6 podre-
mos ver los siguientes datos en los apartados "Cluster details” (ver Figura
4.9) y en "Mapper summary” (ver Figura 4.10), de esta manera podremos
estudiar cada nodo por separado.
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ACTIONS

Center viewport on node

Cluster Details (noce id:

cube9@_clusterl)

MEMBER DISTRIBUTION

CLUSTER STATISTICS
SIZE
25

MEMBERS

DOPOBOBTTHEODEBTBOEBEOO
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Figura 4.7: Cluster details de “output/breast-cancer-multiple-color-
functions.html” con la lente "Isolation Forest”.
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Mapper Summary

PROJECTION 12norm
N_CUBES 15
PERC_OVERLAP ©.4

CLUSTERER KMeans(n_clusters=2,
random_state=1618033)

SCALER MinMaxScaler()
NERVE_MIN_INTERSECTION 1
NODES 158

EDGES 364

TOTAL SAMPLES 1503
UNIQUE SAMPLES 5671

COLOR FUNCTIONS Tsolation Forest,
LZ-norm

NODE COLOR FUNCTION mean

NODE DISTRIBUTION
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Figura 4.8: Mapper summary de “output/breast-cancer-multiple-color-
functions.html” con la lente "Isolation Forest”.
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ACTIONS

Center viewport on node

Cluster Details (node id:

cube9@_clusterl)

MEMBER DISTRIBUTION

CLUSTER STATISTICS
SIZE
25
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Figura 4.9: Cluster details de “output/breast-cancer-multiple-color-
functions.html” con la lente "L2-norm”.
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Mapper Summary

PROJECTION 12norm
N_CUBES 15
PERC_OVERLAP 0.4

CLUSTERER KMeans(n_clusters=2,
random_state=1618033)

SCALER MinMaxScaler()
NERVE_MIN_INTERSECTION 1
NODES 158

EDGES 304

TOTAL SAMPLES 1503
UNIQUE SAMPLES 5671

COLOR FUNCTIONS Isolation Forest,
L2-norm

NODE COLOR FUNCTION mean

NODE DISTRIBUTIO
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Figura 4.10: Mapper summary de “output/breast-cancer-multiple-color-
functions.html” con la lente "L2-norm”.
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4.2.2. Visualizacion para los nodos.

En esta visualizacion (Figura 4.6) cada nodo es como un resumen de un grupo
de personas en la clase. El color del nodo podria decirnos la bebida mas popular
entre ese grupo o el género musical predominante. Esto nos da una idea general
de lo que esta pasando en diferentes areas del grafico.

Los colores de los nodos pueden indicar la media de una métrica especifica
dentro de ese cluster, la desviacion estandar, o incluso la presencia de valores
extremos. Esto es 1til para identificar areas de interés o preocupacion, como un
nodo que representa un grupo de pacientes con caracteristicas de alto riesgo.

En esta representacion podemos modificar el valor de "node color function” entre
mean, std, median o max, sin embargo al no poder cambiar la lente el campo de
“cluster details” no se va a ver afectado por ello :

= Mean o Media: Es el promedio de los valore dentro de cada nodo, nos puede
ayudar a identificar los nodos que tienen un valor promedio alto o bajo
una caracteristica especifica, esto puede ser indicativo de un patrén o una
tendencia general en el conjunto de datos (ver Figura 4.11)

= Std o Desviacion estandard: Mide la cantidad de variacion o dispercion de
los valores dentro de un nodo, esto puede resaltar los nodos con alta varia-
bilidad, lo que podria sugerir heterogeneidad en los datos o la presencia de
subgrupos (ver Figura 4.12).

= Median o Mediana: Es el valor medio que divide los valores dentro de un
nodo en dos mitades iguales, puede ser util para entender la distribucion
de los datos, especialmente en casos donde la media no es representativa
debido a la presencia de valores atipicos (ver Figura 4.13).

= Max o Maximo: Es el valor mas alto dentro de un nodo, esto puede ayudar
a identificar los nodos que contienen valores extremos, lo que puede ser re-
levante para estudios de casos maximos o para la identificacion de posibles
valores atipicos (ver Figura 4.14).

4.2.3. Visualizacion para los puntos de datos y los nodos.

Es visualizacion (Figura 4.6) es la clase en todo su esplendor, con informacion
detallada sobre cada alumno y resumenes de los grupos al mismo tiempo. Es
una combinaciéon poderosa porque nos permite ver no solo como se agrupan los
datos, sino también como las caracteristicas individuales se reflejan en el nivel
del grupo.

Por ejemplo, si un nodo tiene un color que indica un alto riesgo y los puntos de
datos dentro de ese nodo también tienen colores que representan caracteristicas
de alto riesgo, tenemos una confirmacion visual fuerte de que ese cluster es
significativo y merece una atencion especial.

En este caso podemos modificar ambas funciones, lo cual nos va a permitir obte-
ner una representacion mas rica y detallada del conjunto de datos, comprender
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Mapper Summary

PROJECTION 12norm
N_CUBES 15
PERC_OVERLAP ©.4

CLUSTERER KMeans(n_clusters=2,
random_state=1618033)

SCALER MinMaxScaler()
NERVE_MIN_INTERSECTION 1
NODES 158

EDGES 304

TOTAL SAMPLES 1563

UNIQUE SAMPLES 561

COLOR FUNCTION Row number

NODE COLOR FUNCTIONS mean, std,
median, max

NODE DISTRIBUTION
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Figura 4.11: Visualizacién con "mean” como "node color function”.
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Mapper Summary

PROJECTION 1Znorm
N_CUBES 15
PERC_OVERLAP @ .4

CLUSTERER KMeans(n_clusters=2,
random_state=1618833)

SCALER MinMaxScaler()
NERVE_MIN_INTERSECTION 1
NODES 158

EDGES 364

TOTAL SAMPLES 1503

UNIQUE SAMPLES 561

COLOR FUNCTION Row number

NODE COLOR FUNCTIONS mean, std,
median, max

NODE DISTRIBUTION
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Figura 4.12: Visualizacién con ”std” como "node color function”.
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Mapper Summary

PROJECTION 12norm
N_CUBES 15
PERC_OVERLAP © .4

CLUSTERER KMeans(n_clusters=2,
random_state=1618833)

SCALER MinMaxScaler()
NERVE_MIN_INTERSECTION 1
NODES 158

EDGES 304

TOTAL SAMPLES 1503

UNIQUE SAMPLES 561
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Figura 4.13: Visualizacion con "median” como "node color function”.
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Mapper Summary

PROJECTION 12norm
N_CUBES 15
PERC_OVERLAP ©.4

CLUSTERER KMeans(n_clusters=2,
random_state=1618033)

SCALER MinMaxScaler()
NERVE_MIN_INTERSECTION 1
NODES 158

EDGES 304

TOTAL SAMPLES 15683

UNIQUE SAMPLES 561

COLOR FUNCTION Row number

NODE COLOR FUNCTIONS mean, std,
median, max

NODE DISTRIBUTION
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Figura 4.14: Visualizacion con "max” como "node color function”.
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mas profundamente la estructura de los datos, identificar patrones, tendencias
y relaciones significativas.

4.3. Perseus

Este software esta desarrollado sobre C++[58] por Vidit Nanda[16] calcula la ho-
mologia persistente de muchos tipos diferentes de complejos celulares filtrados
después de realizar ciertas reducciones Morse tedricas que preservan la homo-
logia. En todos los casos, los usuarios debemos preparar la filtracion de entrada
como un archivo de texto con el formato correcto y luego leer los intervalos de
homologia persistente de salida, nuevamente presentados como archivos de tex-
to.

Dado que Perseus se basa en la teoria discreta de Morse, no depende de las
idiosincrasias de un tipo particular de estructura compleja o dimension para su
eficiencia. Dicho esto, ciertos tipos de complejos son mucho mas comunes que
otros en el ambito del analisis de datos. Para lidiar con peliculas e imagenes,
es mejor trabajar con estructuras de datos cubicas. Por otro lado, si la fuen-
te de datos es una triangulacion de una variedad, entonces la representacion
apropiada consiste en informacion de celda superior en un complejo simplicial.
Los datos de nube de puntos generalmente se manejan de manera efectiva con
complejos de Vietoris-Rips construidos alrededor de esos puntos.

Para calcular la homologia persistente de nuestro complejo filtrado de entrada,
deberemos ingresar los siguientes argumentos de linea de comandos (sin parén-
tesis) en el orden dado, ya sea directamente en un terminal o utilizando nuestro
entorno de desarrollo integrado.

(ruta al ejecutable de Perseus) (tipo de complejo) (nombre de archivo de
entrada) (cadena de archivo de salida)

La (cadena de archivo de salida) es completamente opcional, simplemente pro-
porciona un prefijo para los archivos de salida para que sean faciles de ubicar e
identificar. Por ejemplo, si estamos trabajando en el proyecto Madrid, hacer que
la cadena de salida sea Madrid produce archivos de salida que tienen un prefijo
Madrid seguido de otros elementos.

La salida principal de Perseus es una coleccion de archivos de texto que contie-
nen intervalos de persistencia para cada dimension. Estos archivos se nombran
segun la (cadena de archivo de salida) ingresada en la linea de comando al lla-
mar al software. Debemos tener en cuenta que es posible incluir una ruta de
archivo completa en la cadena de archivo de salida. Por ejemplo, si usa:

"C:\usuarios\miNombre\miSalida\resultado"
en Windows o
"/home/MiNombre/miSalida/resultado”

en sistemas tipo Mac o Unix, entonces los archivos de salida se crearan en
los directorios correspondientes miSalida y todos tendran nombres de archivo
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precedidos por resultado. Por supuesto, es importante que tengamos los privi-
legios de escritura apropiados en el directorio de salida deseado. En caso de no
usar ninguna cadena de archivo de salida, la eleccion predeterminada es output
y los archivos de salida se crearan con este prefijo en el directorio de trabajo ac-
tual. Debemos tener en cuenta que si ya existe un archivo con ese nombre en
este directorio, sera sobrescrito.

Suponiendo que estamos utilizando la cadena predeterminada output, los ar-
chivos de salida creados se llamaran output_O.txt, output_1.txt,... y asi suce-
sivamente. La cantidad de archivos creados depende de cuantas dimensiones
tenga realmente el complejo reducido de Morse discreto; esto siempre es menor
o igual a la dimension del complejo original que se ha utilizado como entra-
da. Es posible que la version reducida de un complejo tridimensional sea solo
bidimensional, en cuyo caso no se creara output_3.txt.

Cada archivo del tipo output_n.txt contiene los intervalos de persistencia corres-
pondientes a generadores n-dimensionales de homologia. Estos intervalos estan
dispuestos en dos columnas de enteros, donde la primera entrada indica el tiem-
po de nacimiento y la segunda entrada indica la muerte. Tenga en cuenta que
un tiempo de muerte de -1 corresponde a persistencia infinita, lo que significa
que el ciclo generador correspondiente persistiéo mas alla del final de la filtracion
y no se llené como un limite incluso cuando se agregaron todas las celdas del
complejo subyacente.

Finalmente, el archivo llamado "output_betti.txt” contiene los niumeros de Betti
en cada paso de la filtracion. Una linea tipica de este archivo se ve asi:

12 14 4 7 0

lo cual indica que cuando se incluyen todas las celdas con tiempo de nacimien-
to menor o igual a 12, entonces hay 14 componentes conectadas, 4 tuneles, 7
cavidades y ningun generador de homologia de dimensiones superiores. Los nu-
meros 14, 4 y 7 en este contexto se llaman los numeros de Betti cero, uno y dos
del subcomplejo numero 12 en la filtracion de persistencia.

Para ayudar en la visualizacion, se incluye un sencillo script de Matlab llamado
persdia junto con el codigo fuente de Perseus. Este script se puede llamar desde
el prompt de comandos de Matlab para graficar el archivo de salida de Perseus
como un diagrama de persistencia de la siguiente manera:

>> persdia ('output_1l.txt’);

Por supuesto, puede que necesitemos cambiar el argumento de cadena ’ output_1.txt’
para apuntar a la ruta donde se almacenan los archivos de salida de Perseus

en nuestro ordenador. Un ejemplo de un diagrama de persistencia creado por
persdia se veria asi (ver Figura 4.15).

Cada grafica generada por el script persdia representa un diagrama de persis-
tencia. Las caracteristicas principales de estas graficas incluyen:

= Puntos azules: Cada punto azul en la grafica corresponde a una caracte-
ristica topolégica (ciclo) que se detecta en el complejo filtrado.
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* El eje z (birth) indica el tiempo de nacimiento del ciclo.

* El eje y (death) indica el tiempo de muerte del ciclo.

Homologia Persistente de Toplexes Cubicos

Figura 4.15: Ejemplo de diagrama de persistencia creado por persdia.

Linea diagonal verde y = z: Los puntos que caen sobre esta linea diagonal
representan ciclos cuyos tiempos de nacimiento y muerte son muy cerca-
nos o iguales, considerados como insignificantes o ruido. Los puntos por
encima de la diagonal representan ciclos significativos que persisten du-
rante un rango de filtracion mas largo. La distancia vertical entre el punto
y la linea diagonal indica la duracion de la persistencia del ciclo.

Puntos rojos: Los puntos rojos representan ciclos que persisten indefini-
damente (mueren en —1). En la grafica, estos puntos se dibujan por encima
del rango de muerte maxima observada, con una marca distintiva (como
un diamante) para diferenciarlos de los ciclos finitos.

Perseus actualmente puede calcular la homologia persistente de los siguientes
tipos de datos cubicos:

Una rejilla cubica densa de dimension d consiste en cubos con vértices enteros
en el espacio euclidiano d-dimensional. Cada cubo recibe un tiempo de naci-
miento, pero si estamos interesados en calcular la homologia estandar en lugar
de la persistencia, podemos establecer todos los tiempos de nacimiento de los
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cubos que aparecen en 1. Por convencion, un tiempo de nacimiento de -1 se
reserva para los cubos que faltan en la rejilla.

El formato del archivo es sencillo. La primera linea contiene la dimension de la
rejilla cubica, digamos d. Las siguientes d lineas del archivo indican el tamano
de la rejilla a lo largo de esa dimension. Por supuesto, estos deben ser nimeros
no negativos. Entonces, para ingresar informaciéon sobre una rejilla de cuatro
dimensiones de 100 por 30 por 50 por 12 cubos, las primeras cinco lineas de
nuestro archivo deben ser 4, 100, 30, 50 y 12 en ese orden. Las lineas poste-
riores contienen los tiempos de nacimiento enteros de todos los cubos en orden
lexicografico de puntos de anclaje, con preferencia dada a las dimensiones en su
orden elegido.

Para la demostracion vamos a crear un archivo al que vamos a llamar ’grid1.txt’
que contiene una rejilla 2D de 3 por 4 donde el tiempo de nacimiento de cada
cubo 2D es la suma de las coordenadas de anclaje, excepto en el caso del cubo
anclado en (1,1) que nunca aparece en el complejo y por lo tanto recibe un tiempo
de nacimiento de -1. Nota que todos los indices comienzan con O en lugar de 1.
El contenido de este archivo es el siguiente:

N PN R DWW

N NN B 0N

A continuacion se presenta una explicacion detallada de cada numero:
= 2: Numero de dimensiones de la rejilla cubica (es una rejilla 2D).

= 3: Numero de cubos a lo largo de la primera dimension de la rejilla (hay 3
cubos en la primera dimension).

= 4: Numero de cubos a lo largo de la segunda dimension de la rejilla (hay 4
cubos en la segunda dimension).

Los siguientes numeros representan los tiempos de nacimiento de cada cubo
2D, ordenados lexicograficamente segun sus puntos de anclaje:

» 1: Tiempo de nacimiento del cubo 2D anclado en (0, 0).

» 2: Tiempo de nacimiento del cubo 2D anclado en (1,0).
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1: Tiempo de nacimiento del cubo 2D anclado en (2,0).

2: Tiempo de nacimiento del cubo 2D anclado en (0,1).
= -1: Esto indica que no hay un cubo anclado en (1, 1).
: Tiempo de nacimiento del cubo 2D anclado en

: Tiempo de nacimiento del cubo 2D anclado en
: Tiempo de nacimiento del cubo 2D anclado en

2 (
1 (
» 5: Tiempo de nacimiento del cubo 2D anclado en (
1 (
2 (
2 (

» 2: Tiempo de nacimiento del cubo 2D anclado en (2,3

La representacion de la rejilla 2D de 3x4 con los tiempos de nacimiento seria:

Coordenada (i, j) | Tiempo de nacimiento
(0,0) 1
(1,0 2
(2.0) 1
0.1) 2
(1,1) -1
2,1 2
(0,2) 1
(1,2) 5
(2,2) 1
(0,3) 2
(1,3) 2
(2,3) 2

Cuadro 4.1: Tiempos de nacimiento de cada cubo en la rejilla 2D de 3x4.

Cada cubo de menor dimension hereda automaticamente el tiempo de nacimien-
to minimo de todos los cubos de mayor dimension en su coborde. Una vez que
tienes un archivo de entrada en el formato anterior, asi es como invocamos el
ejecutable compilado, que supongo se llama "perseus”. La clave aqui es "cubtop”,
que es abreviatura de "cubical toplex”:

./perseuslin cubtop (ruta archivo entrada) (cadena archivo salida)

Dado que esta estructura de datos se almacena internamente como una matriz
contigua para el acceso en tiempo constante, cada cubo superior que nunca
aparece (es decir, se le da un tiempo de nacimiento de -1) desperdicia tanto
memoria como tiempo. Si hay muchos cubos que nunca aparecen, entonces es
mejor usar el formato de entrada de rejilla cibica dispersa que se describe mas
tarde.
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Demostracion del software

Primero, debemos descargar el archivo ejecutable desde la pagina de Perseus[16]
correspondiente a nuestro sistema operativo. En mi caso, utilizo una maquina
Linux y el ejecutable se llama perseusLin. En el caso de Windows, el ejecutable
se llama perseusWin. Para poder visualizar los resultados obtenidos, es nece-
sario tener Matlab[83] instalado. El codigo fuente contiene el script persdia.m,
que se ha explicado previamente.

Desde el directorio donde se encuentra nuestro ejecutable, ejecutaremos el si-
guiente comando:

./perseusLin cubtop gridl.txt output
Esto generara la siguiente salida en la terminal:

Read 11 birth times from Input File

Written to Cell Complex! Complex stored with 62 cells!
+++coreductions: 62 —--> 8, fraction removed 0.870968 at height 1
+++reductions: 8 ——> 8, fraction removed 0 at height 2
+++coreductions: 8 --> 8, fraction removed 0 at height 3
Computing Persistence Intervals!

Linearly ordered 8 cells...

Done!!! Please consult [outputx.txt] for results.

Se generaran tres archivos .txt:

= output_O.txt: Este archivo contiene los intervalos de persistencia para los
H, (componentes conexas) o generador O-dimensional de homologia[84].
Cada linea en este archivo representa un intervalo de persistencia en la
forma [b;, d;), donde b; es el tiempo de nacimiento y d; es el tiempo de muerte
de una componente conexa.

El contenido de este archivo es el siguiente:

= S S
)

= output_l.txt: Este archivo contiene los intervalos de persistencia para los
H, (agujeros) o generador 1-dimensional de homologia. Similar al archivo
anterior, cada linea representa un intervalo de persistencia en la forma
[bi,d;), donde b; es el tiempo de nacimiento y d; es el tiempo de muerte de
un agujero.

El contenido de este archivo es el siguiente:

2 -1

= output_betti.txt: Este archivo contiene los nimeros de Betti en cada pa-
so de la filtracion. Los numeros de Betti son invariantes topolégicos que
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cuentan:

¢ El primer valor indica el tiempo en la filtracion (cuando todas las celdas
con tiempo de nacimiento menor o igual al nimero que contenga esta
columna estan incluidas).

* El segundo valor es el 0-ésimo numero de Betti (5p), que cuenta el
numero de componentes conectados.

¢ El tercer valor es el 1-ésimo niimero de Betti (3;), que cuenta el namero
de tuneles o agujeros 1-dimensionales.

* El cuarto valor es el 2-ésimo numero de Betti (52), que cuenta el nu-
mero de cavidades o vacios 2-dimensionales.

¢ El resto de valores representan los niumeros de Betti para dimensio-
nes superiores, normalmente su valor sera O a excepciéon de que haya
generadores significativos en dimensiones mas altas.

Los numeros de Betti son una secuencia de enteros fy, 581, ... donde cada 3;
cuenta el numero de i-ciclos independientes en el complejo simplicial, y se
pueden derivar de estos intervalos de persistencia.

El contenido de este archivo es el siguiente:

140
211

Para visualizar los resultados, debemos estar en la carpeta que contenga el ar-
chivo persdia.m, los outputs recién obtenidos y ejecutar el siguiente comando
en Matlab:

>> persdia (’output_1l.txt’);

La Figura 4.16, generada a través de Matlab, representa los intervalos de per-
sistencia para los H; (agujeros) en el complejo simplicial generado a partir del
archivo gridl.txt. En el eje x se encuentran los tiempos de nacimiento (birth)
y en el eje y los tiempos de muerte (death) de los agujeros.

Cada punto en la grafica corresponde a un ciclo 1-dimensional (agujero) detec-
tado en el complejo:

= Punto rojo en la coordenada (2,3,05), indicando que hay un agujero que
nace alrededor del tiempo 2 y y persiste hasta el final del rango de filtracion
observada, esto puede indicar una caracteristica significativa de los datos.

Mediante el uso del mismo comando pero cambiando el argumento por ’'out-
put_O.txt’ o ‘output_betti.txt’ obtenemos otras dos graficas diferentes.

» Grafica con 'output_O.txt’: Esta grafica (ver Figura4.17) muestra la persis-
tencia de las caracteristicas topologicas en el complejo.

* Hay tres puntos azules en (1,2) indicando que hay tres caracteristicas
que nacen en el tiempo 1 y muere en el tiempo 2.
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Figura 4.16: Grafico generado por el script ‘persdia’ pasandole ‘output_1.txt’ co-
mo argumento.

* El punto rojo en (1,2,05) indica que nace en el tiempo 1 y persiste
hasta el final del rango de filtracion observada, esto puede indicar una
caracteristica significativa de los datos.

= Grafica con 'output_betti.txt’: Esta grafica (ver Figura4.18) muestra los nu-
meros de Betti en diferentes tiempos de la filtracién, indicando el nimero
de componentes conectados y agujeros.

¢ El punto azul en (1,4) indica que en el tiempo 1 hay 4 componentes
conectados (8y) y O agujeros (5;1). Representa el estado topologico del
complejo cuando se incluyen todas las celdas con tiempo de nacimien-
to menor o igual a 1.

¢ El punto azul en (2, 1) indica que en el tiempo 2 hay 1 componente co-
nectado (5p) y 1 agujero (81). Representa el estado topologico del com-
plejo cuando se incluyen todas las celdas con tiempo de nacimiento
menor o igual a 2.

Rejillas Cubicas Dispersas

Este formato complejo es apropiado para una estructura de cuadricula cubica
donde una gran fraccion de los cubos estan ausentes. Por ejemplo, si tenemos
una gran esfera (hueca) o toro aproximado por cubos, no deseamos tener cubos
cubriendo las porciones huecas, ya que seria muy desperdiciado — un archivo
de entrada casi lleno de -1’s — si usaramos la estructura de cuadricula cubica
densa mencionada anteriormente. Como heuristica, digamos que deseas calcu-
lar la homologia de la region negra en alguna imagen pixelada en blanco y negro
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Figura 4.17: Grafico generado por el script 'persdia’ pasandole ‘output_O.txt’ co-

mo argumento.
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Figura 4.18: Salida del script 'persdia’ pasandole ‘output_betti.txt’ como argu-

mento.
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de tamano 1000 por 1000. Si mas del 70 por ciento del total de 1 millon de pi-
xeles son negros, entonces no estara mal usar el formato de cuadricula cubica
densa anterior. Pero si el numero de pixeles negros es menor al 70 por cien-
to, probablemente deberiamos usar la siguiente implementacion de cuadricula
cubica dispersa.

El formato del archivo de entrada es el siguiente. El primer numero es la dimen-
sion deseada d de los cubos que se estan describiendo. Después de esto, cada
cubo esta representado por d + 1 numeros separados por espacios: los prime-
ros d numeros deben ser las coordenadas del ancla del cubo (es decir, el vértice
minimal lexicograficamente) y el namero final debe ser el tiempo de nacimiento
deseado para ese cubo. Nuevamente, evitamos usar -1 como tiempo de naci-
miento a menos que deseemos que ese cubo sea completamente ignorado, en
cuyo caso no hay necesidad de escribirlo en el archivo de entrada en primer lu-
gar. Usaremos un pequeno archivo de ejemplo al que llamaremos "grid2.txt” que
crea 4 cubos en dimension 3, y aqui esta una explicacion de los numeros en el
ejemplo:

m 3: esta es la dimensioén de la cuadricula cubica.
= 1 3 4 2: este es el cubo 3D anclado en (1,3,4) con tiempo de nacimiento 2.

m 2 12 -4 7: este es el cubo 3D anclado en (2, 12, -4) con tiempo de naci-
miento 7.

= 02 3 1: este es el cubo 3D anclado en (0,2,3) con tiempo de nacimiento 1.

Por supuesto, podemos ingresar muchos mas cubos. Si ingresamos multiples
cubos con los mismos puntos de ancla y diferentes tiempos de nacimiento, solo
se considerara el primero y los demas se ignoraran. En este ejemplo, podemos
ver que el punto (1,3,4) aparece como una cara del primer cubo, asi como del
tercer cubo. En este caso, se le asignara el tiempo de nacimiento mas bajo de
1 del tercer cubo. Si estamos interesados en calcular la homologia estandar en
lugar de la persistencia, simplemente podemos dar a todos los cubos un tiempo
de nacimiento igual a 1.

Una vez que tengamos un archivo de entrada en el formato deseado, asi es como
le pedimos a Perseus que calcule su homologia persistente. Nota el uso de la
palabra clave scubtop que significa "sparse cubical toplex” o "rejillas cubicas
dispersas”:

./perseuslLin scubtop (ruta archivo entrada) (cadena archivo salida)
En el caso que explico se llamara de la siguiente manera:
./perseusLin scubtop grid2.txt sparse
Esto nos va a generar 2 archivos:
= sparse_O.txt: Que genera la siguiente salida:

1 -1
7 -1
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sparse.txt
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Figura 4.19: Grafico generado por el script 'persdia’ pasandole ’sparse_O.txt’ co-
mo argumento.

= sparse_betti.txt: Que genera la siguiente salida:

11
72

Al ejecutar el script "persdia” en matlab obtendremos las siguientes represen-
taciones para sparse_0.txt (ver Figura4.19) y sparse_betti.txt (ver Figura4.20),
de las cuales podemos deducir:

= sparse_O0.txt: Hay dos puntos rojos en las posiciones (1, 8.35) y (7, 8.35)
los cuales nos permiten saber que que ambos ciclos persisten hasta el
final del rango de filtracion observado. Es decir, estos ciclos no ‘'mueren’
dentro del rango de la filtracién, lo que indica caracteristicas topolégicas
que permanecen persistentes a lo largo de todo el proceso. La persistencia
de estos ciclos puede sefialar componentes conectados significativos en la
estructura de datos analizada.

= sparse_betti.txt: Hay un punto azul en la posicion (1, 1) que indica que hay
un componente conectado (5p=1). Este ciclo no persiste significativamente,
sugiriendo que podria ser ruido ya que esta en la linea diagonal (nace en el
tiempo 1 y muere en el tiempo 1). Ademas, hay un punto azul en la posicion
(7, 2) que representa un ciclo 1-dimensional que nace en el tiempo 7 y
muere en el tiempo 2 que indica que hay un componente conectado (8y=2).
Este punto indica un ciclo significativo que persiste durante un rango de
filtracion mas largo, senialando una caracteristica topologica relevante en
los datos analizados.
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Figura 4.20: Grafico generado por el script 'persdia’ pasandole ’sparse_betti.txt’
como argumento.

4.3.2. Homologia Persistente de Toplexes Simpliciales

Un toplex simplicial es una lista de simplices de dimension maxima a partir de
los cuales se extrae automaticamente la informacion de las caras para construir
un complejo simplicial usual. Existen dos posibles casos de toplex simpliciales:
uno en el que hay una dimension maxima uniforme para todos los simplices y
otro en el que hay diferentes dimensiones maximas.

Triangular una variedad de dimension d siempre produce un complejo simplicial
con dimension maxima uniforme d. Por otro lado, un complejo simplicial general
no necesita tener una dimension uniforme. Por ejemplo, todo el complejo podria
consistir en un 1-simplice que comparte un vértice con un 3-simplice.

Representacion de Simplices

Para preparar nuestro complejo simplicial para Perseus, primero debemos pro-
porcionar la dimension ambiente de los vértices, que denotaremos aqui por n.
Recomiendo que simplemente indexemos todos los vértices presentes con nuime-
ros naturales en cualquier orden y luego usemos ”1” como la dimension ambien-
te. Este no es un paso necesario, pero hara que las cosas sean muy eficientes
en términos de tiempo y memoria. En cualquier caso, un punto de dimension
ambiente n se representa de forma unica por sus coordenadas, que son sim-
plemente una coleccion ordenada de n numeros de punto flotante. Si estamos
usando la idea de indexar los vértices por numeros naturales, entonces cada
punto es solo un numero natural y no es necesario proporcionar informacion de
coordenadas.
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Un simplice de dimension d se representa por una coleccion de d + 1 puntos,
donde cada punto es solo una coleccion de n coordenadas como se describio
anteriormente. Entonces, realmente necesitamos n(d + 1) nimeros por simplice.
Aqui, por ejemplo, esta el 2-simplice determinado por los vértices (0.1, 3.4, 7.1),
(2.4,-1.6,0.4)y (13.5, -7.9, 1.0):

01347124 -160,413,5 —7,91,0

Podemos reorganizar el orden de los vértices a nuestro gusto, pero por supuesto
es una mala idea cambiar el orden de las coordenadas de un solo vértice. Por otro
lado, si indexamos los vértices por orden lexicografico, entonces este simplice se
representaria en el formato mucho mas conveniente:

123

Perseus puede usarse para calcular la homologia persistente de los siguientes
tipos de complejos simpliciales:

Triangulaciones Uniformes

El formato del archivo para un toplex simplicial con dimensiéon maxima unifor-
me d es el siguiente. El primer numero del archivo es d, la dimension maxima
uniforme. El siguiente numero es n, el numero de coordenadas para cada veér-
tice. Nuevamente, recomiendo etiquetar los puntos con numeros naturales y
establecer n = 1 como se describi6é anteriormente. Luego, cada linea subsiguien-
te contiene n(d + 1) + 1 nimeros. Los primeros n(d + 1) de estos son numeros
de punto flotante que representan los vértices de un solo simplice en cualquier
orden como se describié anteriormente. El tltimo nimero es un entero y corres-
ponde al tiempo de nacimiento de ese simplice. Nuevamente, tenemos en cuenta
que los simplices dados con un tiempo de nacimiento de -1 seran ignorados.
Por otro lado, si solo deseamos calcular la homologia ordinaria no persistente,
debemos dar a todos los simplices un tiempo de nacimiento de 1.

Para la demostracion crearemos un archivo de texto simple con nombre “grid3.txt”
que consiste en cuatro simplices de 3 dimensiones cuyos vértices tienen dos
coordenadas cada uno. Aqui hay una explicacion de los niumeros en este archi-
vo:

= 3: esta es la dimension de los simplices, por lo que cada simplice tiene 3+1
= 4 vértices.

= 2: este es el numero de coordenadas por vértice.

= 00011011 1:este es el 3-simplice con vértices (0,0), (0,1), (1,0), (1,1)
y tiempo de nacimiento 1.

Para que Perseus calcule la homologia persistente de nuestro archivo de entrada
una vez que esté preparado, solo lo llamamos usando la palabra clave simtop
de la siguiente manera:
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./perseuslin simtop (ruta archivo entrada) (cadena archivo salida)
En el caso que explico se llamara de la siguiente manera:

./perseusLin simtop grid3.txt uniform

Al ejecutar el comando en nuestra maquina obtendremos la siguiente respuesta:

Read 4 top simplices from Input File

Writing Cell Complex From Simplicial Complex

Done! Complex stored with 45 cells!

+++coreductions: 45 —--> 1, fraction removed 0.977778 at height 1
+++reductions: 1 -——> 1, fraction removed 0 at height 2
+++coreductions: 1 --> 1, fraction removed 0 at height 3
Computing Persistence Intervals!

Linearly ordered 1 cells...

Done!!! Please consult [uniformx.txt] for results.

Lo que nos generara los siguientes archivos:
» uniform_0.txt: El contenido de este archivo es el siguiente:

1 -1

En este caso, el intervalo 1 -1 indica que hay un generador de O-homologia
que nace en el tiempo 1 y persiste indefinidamente.

» uniform betti.txt: Este archivo resume la informacioén de los nimeros de
Betti en cada paso de la filtracion. El contenido es el siguiente:

11

En este caso, 1 1 indica que cuando todas las celdas con tiempo de naci-
miento menor o igual a 1 estan incluidas, hay un componente conectado
en la homologia O (0-homologia).

Podemos visualizar esto con el uso del script 'persdia.m’ obtendremos las si-
guientes graficas:

» Grafica de uniform_O.txt (ver Figura4.21): Podemos ver que hay un punto
rojo en (1, 2.05).

» Grafica de uniform_betti.txt (ver Figura4.22): Podemos ver que hay un pun-
to azul en (1, 1).

Triangulaciones no uniformes

Aqui consideraremos el caso general en el que el toplex simplicial no tiene una
dimension maxima uniforme. Por supuesto, la dimensiéon ambiente de los pun-
tos vértice sigue siendo constante en todo momento y la llamaremos n. Este sera
el primer numero en el archivo de entrada. El resto de las lineas estan dedica-
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Figura 4.21: Grafico generado por el script 'persdia’ pasandole 'uniform_0.txt’
como argumento.
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Figura 4.22: Grafico generado por el script 'persdia’ pasandole 'uniform_betti.txt’
como argumento.
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das a los vértices en el simplice. Nuevamente, recomiendo establecer n en 1y
simplemente etiquetar los vértices con numeros enteros.

Dado que no hay una dimensién uniforme en la lista de simplices, tendremos
que proporcionar a cada simplice su propia dimensién. La forma de hacer esto
es bastante sencilla: antes de ingresar las coordenadas de los vértices en nuestro
simplice, solo ponemos un numero adicional m que indique la dimension de ese
simplice; de esta manera, el software sabe que los proximos n(m + 1) nimeros
en el archivo son las coordenadas de los vértices de ese simplice en particular.
Aqui hay un ejemplo (con la dimension del punto n igual a 3) de un simplice
2D con vértices (0.1, 0.3, 7), (-2, 8.1, 0) y (8.9, -3, 9.2). Asumimos que este
simplice tiene un tiempo de nacimiento de 5, que es el ultimo nimero como de
costumbre. Nota el ”2” al comienzo de esta linea para indicar la dimension.

2 0.1 0.37-28.1028.9-329.25

Usaremos un archivo de texto que consta de algunos simplices en varias dimen-
siones al que he llamado "grid4.txt”. Los vértices estan indexados con numeros
naturales (n = 1), como se indica en la parte superior del archivo. Aqui hay una
explicacion de algunos de los numeros en este archivo:

= 1: este es el numero de coordenadas por vértice.

= 2135 1: este es el simplice 2D con vértices 1, 3 y 5; el tiempo de naci-
miento es 1.

= 31246 2: este es el simplice 3D con vértices 1, 2, 4 y 6; el tiempo de
nacimiento es 2.

= 6123456 7 4: simplice 6D, vértices 1 al 7.

Tenemos en cuenta que es posible introducir varias inconsistencias con este
formato. Por ejemplo, podemos declarar que un simplice tiene un tiempo de
nacimiento de 3 y luego declarar que una de sus caras tiene un tiempo de naci-
miento de 10. En este caso, el tiempo de nacimiento de la cara se cambiara sin
piedad a 3 para que se preserve la estructura de la filtracion. No se permite que
ninguna cara nazca después de su simplice padre. Como de costumbre, si no
te importa la persistencia y simplemente queremos calcular la homologia, solo
establecemos todos los tiempos de nacimiento en 1 explicitamente.

Para que Perseus calcule la homologia persistente de nuestro complejo una vez
que haya sido codificado en un archivo de texto, usamos la palabra clave del
toplex simplicial no uniforme nmfsimtop de la siguiente manera:

./perseusLin nmfsimtop (ruta archivo entrada) (cadena archivo salida)
En el caso que explico se llamara de la siguiente manera:

./perseuslin nmfsimtop grid4.txt nonuniform

Al ejecutar el comando en nuestra maquina obtendremos la siguiente respuesta:

Read 4 top simplices from Input File
Writing Cell Complex From Non-manifold simplicial Complex
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Done! Complex stored with 127 cells!

+++coreductions: 127 —--> 1, fraction removed 0.992126 at height 1
+++reductions: 1 ——> 1, fraction removed 0 at height 2
+++coreductions: 1 --> 1, fraction removed 0 at height 3
Computing Persistence Intervals!

Linearly ordered 1 cells...

Done!!! Please consult [nonuniform=*.txt] for results.

Lo que nos generara los siguientes archivos:
= nonuniform_0.txt: El contenido de este archivo es el siguiente:

1 -1

En este caso, el intervalo 1 -1 indica que hay un generador de O-homologia
que nace en el tiempo 1 y persiste indefinidamente.

= nonuniform_ betti.txt: Este archivo resume la informacion de los niimeros
de Betti en cada paso de la filtracion. El contenido es el siguiente:

11

En este caso, 1 1 indica que cuando todas las celdas con tiempo de naci-
miento menor o igual a 1 estan incluidas, hay un componente conectado
en la homologia O (0-homologia).

Las graficas van a ser exactamente igual que en el en caso de las triangulaciones
uniformes.

4.3.3. Homologia Persistente de Complejos de Vietoris-Rips

El complejo de Vietoris esta completamente determinado por el 1-esqueleto sub-
yacente. Este esqueleto se puede representar como una matriz de distancias
simétrica donde las entradas provienen de distancias por pares entre puntos en
una nube de puntos, o de correlaciones y una variedad de otras fuentes. Perseus
puede calcular la homologia persistente de complejos de Vietoris generados alre-
dedor de tres tipos diferentes de datos: puntos de nacimiento uniformes, puntos
de nacimiento no uniformes y matrices de distancia.

Puntos con Tiempos de Nacimiento Uniformes

Este es el tipo mas comun de complejo de Vietoris-Rips. La entrada es una
lista de vértices (es decir, puntos) embebidos en algun espacio euclidiano. Para
cada vértice hay un radio inicial r. El radio para cada vértice se incrementa N
veces por algun tamano de paso universal s para darnos la secuencia creciente
r,r+s,7+2s,7+3s,...,7r+ Ns de radios para cada punto (generalmente, se usa
r = 0 para todos los puntos, pero esto no es necesario). La imagen correcta
aqui es imaginar bolas creciendo con un radio cada vez mayor alrededor de
cada vértice. Dados dos vértices, la arista entre ellos se le asigna un tiempo
de nacimiento igual al primer numero de paso entre 1 y N donde sus bolas
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asociadas se intersectan. Por supuesto, es posible que los puntos estén tan lejos
y sus radios iniciales sean tan pequenos que las bolas a su alrededor no se
intersecten incluso cuando el radio se incrementa por un factor aditivo de Ns, y
en este caso no se introduce ninguna arista entre estos vértices.

El archivo de entrada para este tipo de complejo es el siguiente. La primera li-
nea es la dimension ambiente d donde viven los vértices, es decir, el nimero
de coordenadas para cada vértice. Los siguientes tres numeros son, en orden:
un multiplicador de radio inicial &, el tamano de paso universal s y el nimero
total de pasos N. Lo tnico nuevo aqui es k: esta es una manera rapida de es-
calar los radios asociados a cada vértice por un factor uniforme. Casi siempre,
deberiamos simplemente establecer £ = 1. Si k£ es igual a 0.5, por ejemplo, los
radios iniciales de todos los vértices se reduciran a la mitad. Después de k, sy
N puedemos comenzar a ingresar la informacion del vértice y del radio inicial en
el siguiente formato.

Introducimos d + 1 numeros de punto flotante: los primeros d dan las coor-
denadas del vértice y el ultimo (que debe ser no negativo, de lo contrario el
vértice se ignora completamente) es el radio inicial r para ese vértice. Por ejem-
plo, cuando n = 4, entonces la linea 2,3 4,5 — 3,7 2,8 0,15 corresponde al vérti-
ce (2,3,4,5,—3,7,2,8) con el radio inicial 0,15. Usaremos este un archivo llamado
“grid5.txt” de ejemplo. Los numeros en este archivo se explican a continuacion:

= 3: la dimension ambiente, es decir, el niumero de coordenadas por vértice.

= 10.01 100: el factor de escalado del radio k£ = 1, el tamano de paso s = 0,01,
el namero de pasos N = 100

= 1.2 3.4 -0.9 0.5: el vértice (1,2,3,4,—0,9) con radio asociado r = 0,5
= 2.0 -6.6 4.1 0.3: el vértice (2,0, —6,6,4,1) con radio asociado r = 0,3
Y asi sucesivamente.

Finalmente, para calcular la homologia persistente de este complejo, usamos la
palabra clave brips, de la siguiente manera:

./perseuslLin brips (ruta archivo entrada) (cadena archivo salida)
En el caso que explico se llamara de la siguiente manera:

./perseuslLin brips grid5.txt unibirth

Al ejecutar el comando en nuestra maquina obtendremos la siguiente respuesta:

#points read: 3

nbr matrix made:

Read 3 point/radius pairs and birth times!
Writing Cell Complex From RIPS Complex
Done! Complex stored with 4 cells!

+++coreductions: 4 —--> 2, fraction removed 0.5 at height 1
+++reductions: 2 ——> 2, fraction removed 0 at height 2
+++coreductions: 2 —--> 2, fraction removed 0 at height 3

Computing Persistence Intervals!

80



4.3. Perseus

unibirthu.txt

1.9 |
1.8
LIt

1.6

death

Lok

1.4}

1.3

1.2

1.1}

1 1 1 1 1 1
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

birth

Figura 4.23: Grafico generado por el script 'persdia’ pasandole "unibirth_O0.txt’
como argumento.

Linearly ordered 2 cells...
Done!!! Please consult [unibirthx.txt] for results.

Lo que nos generara los siguientes archivos:
= unibirth_O.txt: El contenido de este archivo es el siguiente:

1 -1
1 -1

= nonuniform_betti.txt: Este archivo resume la informacién de los numeros
de Betti en cada paso de la filtracion. El contenido es el siguiente:

12

Podemos visualizar esto con el uso del script 'persdia.m’ obtendremos las si-
guientes graficas:

» Grafica de unibirth_O.txt (ver Figura4.23): Podemos ver que hay un pun-
to rojo en (1, 2.05), sin embargo viendo el archivo .txt podemos ver que
realmente seran dos superpuestos con persistencia infinita.

» Grafica de unibirth_betti.txt (ver Figura4.24): Podemos ver que hay un pun-
to azul en (2, 1). El cual indica que en el tiempo de filtracion 2, el complejo
topologico tiene 1 componente conexa.
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unibirth etti.txt
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Figura 4.24: Grafico generado por el script 'persdia’ pasandole 'unibirth_betti.txt’
como argumento.

Puntos con Diferentes Tiempos de Nacimiento

Este tipo de complejo de Vietoris se crea con triples vértice-radio-nacimiento.
Cada vértice tiene su propio tiempo de nacimiento y un radio asociado. Dos vér-
tices obtienen una arista entre ellos si las bolas correspondientes de un radio
dado se intersectan. Esta arista obtiene el maximo de los tiempos de nacimiento
de los vértices. Por ejemplo, supongamos que tenemos los triples vértice-radio-
nacimiento [(0,0,0);1;2] y [(0,1,1);1;3]. La distancia entre los vértices es aproxi-
madamente 1.414, y la suma de sus radios es 2, por lo que sabemos que habra
una arista entre ellos. Esta arista obtiene el maximo tiempo de nacimiento de
estos dos vértices, que en este caso es 3. De manera similar, los simplices 2D
obtienen los tiempos de nacimiento maximos de las aristas en sus fronteras, y
asl sucesivamente.

El formato del archivo es sencillo, como se muestra a continuacion. El primer
numero n es la dimension de embebido de los vértices, es decir, el namero de
coordenadas por vértice. Cada linea subsiguiente consta de n coordenadas de
punto flotante para un vértice, seguidas de un radio de punto flotante no nega-
tivo y un entero de nacimiento. Como de costumbre, los vértices con nacimiento
igual a -1 seran ignorados. Usaremos un archivo llamado "grid6.txt” donde los
numeros estan organizados como se explica a continuacion:

= 2: esta es la dimension ambiente, es decir, el nimero de coordenadas por
vértice.
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= 0.1 0.1 0.52 1: el vértice (0,1,0,1) con radio 0.52 y nacimiento 1.
= -0.2 0.1 0.51 3: el vértice (—0,2,0,1) con radio 0.51 y nacimiento 3.

Para calcular la homologia persistente de este complejo, se debe usar la palabra
clave rips para el tipo de complejo:

./perseuslLin rips (ruta archivo entrada) (cadena archivo salida)
En el caso que explico se llamara de la siguiente manera:

./perseuslin rips gridé6.txt difbirth

Al ejecutar el comando en nuestra maquina obtendremos la siguiente respuesta:

Read 3 point/radius pairs and birth times!
Writing Cell Complex From RIPS Complex
Done! Complex stored with 4 cells!

+++coreductions: 4 --> 2, fraction removed 0.5 at height 1
+++reductions: 2 ——> 2, fraction removed 0 at height 2
+++coreductions: 2 --> 2, fraction removed 0 at height 3

Computing Persistence Intervals!
Linearly ordered 2 cells...
Done!!! Please consult [difbirthx.txt] for results.

A partir de aqui es exactamente igual que en el apartado anterior.

Matrices de Distancia y Correlacion

A veces no es factible obtener una muestra de puntos embebida en algin espa-
cio euclidiano. En su lugar, podemos tener una matriz de distancias simétrica
donde la entrada (i,j) registra la distancia entre los puntos i y j directamente
sin proporcionar ninguna informacion sobre la ubicacion de dichos puntos. Otro
enfoque relacionado es registrar las correlaciones de pares de eventos, en cuyo
caso la nocion de puntos y distancias entre ellos ni siquiera tiene sentido.

En cualquier caso, es posible construir un complejo de Vietoris-Rips directa-
mente sin ninguna informacion sobre los puntos. De hecho, una de las mayores
ventajas del complejo de Vietoris-Rips sobre sus rivales, los complejos de Cech
y Alpha —ademas de su eficiente computabilidad— es el hecho de que se puede
construir a partir de una matriz de distancias en lugar de ubicaciones de pun-
tos. Estas ventajas tienen un precio: no existe un analogo del lema del nervio
para los complejos de Vietoris-Rips.

Para crear un archivo de entrada adecuado para Perseus, primero proporciona-
mos el tamano M de nuestra matriz de distancias. La matriz debe ser cuadrada,
por lo que solo es necesario un numero: simplemente escribimos 10 para una
matriz de 10 por 10. Luego, proporcionamos una distancia de umbral minima g
que tiene el siguiente significado: cualesquier dos puntos que estén a una dis-
tancia menor que g obtienen una arista entre ellos nacida en el tiempo cero.
Entonces, para desconectar todos los puntos distintos inicialmente, debemos
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establecer g en cero. Los siguientes numeros son el tamario de paso s como an-
tes, seguido de N, el numero de pasos. Asi, una arista nace en el paso n entre
dos vértices si n es el numero mas pequeno entre 1 y N de modo que el umbral
aumentado ns + g en el n-ésimo paso exceda la distancia por pares entre estos
vértices segun lo codificado en la matriz de entrada. Por supuesto, si n es mayor
que el numero total de pasos N, entonces esa arista nunca se crea. Finalmente,
debemos ingresar un numero natural positivo C' que limite la dimension total del
complejo. No se construiran simplices de dimension estrictamente mayor que C.
Esto se hace por razones computacionales: si las caracteristicas de interés son
de baja dimension, entonces no hay necesidad de desperdiciar tiempo y memoria
construyendo complejos de mayor dimension.

Finalmente, insertamos A -cuadrado numeros de punto flotante que indiquen
las entradas de una matriz de distancias. Las entradas diagonales deben ser
cero, ya que representan la distancia de cada punto a si mismo. Usaremos un
archivo llamado "grid7.txt” que contiene un pequeno ejemplo (con M = 3) junto
con una explicacion de los numeros.

= 3: este es el numero de filas/columnas en la matriz de distancias simétrica.

= 0.1 0.2 5 2: distancia de umbral inicial ¢ = 0,1, tamano de paso s = 0,2,
numero de pasos N =5 y limite de dimension C' = 2.

s 0 0.26 0.4: distancia de la entrada 1 a si misma, entrada 2, entrada 3.

= 0.26 0 2.1: distancia de la entrada 2 a la entrada 1, a si misma y a la
entrada 3.

= 0.4 2.1 O: etc.

Si en lugar de distancias estuviéramos usando correlaciones entre pares de
eventos, entonces la "distancia” efectiva seria 1 — correlacion, donde correlacion
es el numero leido del archivo. No es necesario cambiar explicitamente tus en-
tradas de datos en este caso, Perseus también acepta entradas de correlacion
directamente y realiza el calculo 1 — valor como se explica a continuacion.

Para calcular la homologia persistente para dicha entrada, deben usarse las
palabras clave distmat o corrmat como tipo de complejo:

./perseusLin distmat (ruta al archivo de la matriz de distancias)
(cadena de archivo de salida)

./perseuslin corrmat (ruta al archivo de la matriz de correlacidn)
(cadena de archivo de salida)

En el caso que explico se llamara de la siguiente manera:

./perseuslLin distmat grid7.txt dist

./perseuslLin corrmat grid7.txt cor

Al ejecutar el comando con ’'distmat’ en nuestra maquina obtendremos la si-
guiente respuesta:

84



4.3. Perseus

Read 3 point/distance pairs!

Done! Complex stored with 5 cells!

+++coreductions: 5 --> 5, fraction removed 0 at height 1
+++reductions: 5 ——=> 5, fraction removed 0 at height 2
Computing Persistence Intervals!

Linearly ordered 5 cells...

Done!!! Please consult [dist*x.txt] for results.

Lo que nos generara los siguientes archivos:
» dist_0.txt: El contenido de este archivo es el siguiente:

03
0 4
0 -1

= dist_1.txt: El cual esta vacio, por lo que no hay clicos de dimension 1
(agujeros) en la complejidad Vietoris-Rips para los datos proporcionados
en el archivo de matriz de distancias.

n dist betti.txt: Este archivo resume la informacién de los numeros de Betti
en cada paso de la filtracion. El contenido es el siguiente:

DS W O
=N W
O O O

Al ejecutar el comando con ‘corrmat’ en nuestra maquina obtendremos la si-
guiente respuesta:

Read 3 point/distance pairs!
Done! Complex stored with 4 cells!

+++coreductions: 4 —-—-> 2, fraction removed 0.5 at height 1
+++reductions: 2 ——> 2, fraction removed 0 at height 2
+++coreductions: 2 --> 2, fraction removed 0 at height 3

Computing Persistence Intervals!
Linearly ordered 2 cells...
Done!!! Please consult [corx.txt] for results.

Lo que nos generara los siguientes archivos:
= cor_O.txt: El contenido de este archivo es el siguiente:

0 -1
0 -1

= cor_betti.txt: Este archivo resume la informacion de los nimeros de Betti
en cada paso de la filtracion. El contenido es el siguiente:

0 2

85



Capitulo 4. Herramientas de TDA

coro.txt

0.9
0.8}
0.7}

0.6

death

0.4
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0.1r

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
birth

Figura 4.25: Grafico generado por el script 'persdia’ pasandole 'cor_O.txt’ como
argumento.

cnrhetti.txt

1.6

1.4

1.2

death

0.8

0.6

0.4

0.2

0 0.5 1 1.5 2
birth

Figura 4.26: Grafico generado por el script 'persdia’ pasandole ’cor_betti.txt’ co-
mo argumento.

Esto nos va a generar las siguientes graficas (ver Figuras 4.25, 4.26, 4.27 y
4.28), las cuales hemos de interpretar siguiendo la misma légica que en el resto
de casos explicados previamente.
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death

di st,.txt

0.5

1.5 2 2.5
birth

3.5

Figura 4.27: Grafico generado por el script 'persdia’ pasandole 'dist_0.txt’ como

argumento.

death

25

0.5

dist, etti.txt

15 2

birth

Figura 4.28: Grafico generado por el script 'persdia’ pasandole ’'dist_betti.txt’

como argumento.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo se expondra una valoracion del resultado obtenido del trabajo,
impacto, conclusion y trabajo futuro.

5.1. Resumen de resultados obtenidos

Los resultados obtenidos del trabajo han sido todos satisfactorios al hacer uso
de Software existente y no tener que desarrollar lineas de codigo. A pesar de
esto me ha permitido visualizar los principales métodos del analisis topolégico
de datos y en casos como el software KeplerMapper haciendo uso de datasets
de cancer de mama de Wisconsin me ha permitido contextualizar el uso que
pueden llegar a tener realmente estos métodos en el dia a dia o el desarrollo de
ciertos campos como la biologia o las ciencias sociales.

Cada uno de los sofwares ha permitido generar una representacion diferente:

» TTK ha facilitado la generacion de diagramas de persistencia para destacar
caracteristicas significativas como protuberancias y estructuras persisten-
tes que reflejan la conectividad y forma del espacio de datos.

= KepplerMapper por otro lado ofrece visualizaciones detalladas que revelan
patrones ocultos en datasets complejos como por ejemplo agrupamientos y
conexiones dentro del dataset lo que nos ayuda a comprender de manera
visual las caracteristicas que poseen los datos.

= Perseus nos permite calcular la homologia persistente de diferentes tipos
de complejos incluyendo cubicos, simpliciales y de Vietoris-Rips lo que nos
ayuda a entender la estructura y los componentes significativos de los mis-
mos ya que facilitan la identificacion de ciclos y cavidades persistentes.

En conjunto estos softwares revisados en el trabajo permiten explorar y com-
prender mejor los datasets, haciendolo de manera rapida y efectiva. Facilitan la
labor de encontrar caracteristicas significativas de la estructura topolégica de los
datos y aportan representaciones visuales claras que facilitan la interpretacion
de los datos estudiados.
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En cuanto a los objetivos marcados en la introduccion, se han cumplido todos a
lo largo del trabajo:

= Mostrar paquetes e implementar posibles pipelines de analisis: A lo largo
del capitulo llamado "Herramientas de TDA” se ha descrito la forma de uso
y comprension de tres softwares diferentes.

= Destacar los algoritmos mas importantes: En el capitulo "Técnicas de TDA”
se muestran tres de las principales técnicas usadas en el analisis topologico
de datos.

= Explorar las caracteristicas topologicas y sus invariantes: Este objetivo se
ha cumplido a la par que el primero debido a que se han explicado las
salidas de los softwares mientras se exlpicaba cémo usarlo.

» Enfatizar las diversas graficas y diagramas especificos: Tras finalizar el tra-
bajo considero que este objetivo y el anterior son similares, ya que estudia-
mos las cracteristicas en las graficas o diagramas que producen los softwa-
res.

» Revisar aplicaciones y problemas especificos: Uno de los objetivos mas im-
portantes a mi parecer era buscar aplicaciones en el mundo real para estas
técnicas, para ello se han mostrado al menos dos usos de cada técnica.

5.2. Evaluacion del proceso de desarrollo del trabajo

Considero que al ser un area aun muy joven y estar en desarrollo las posibilida-
des son muy amplias y ser capaces de aprovechar estos métodos y herramientas
nos permitira obtener perspectivas completamente innovadoras en el campo del
analisis de datos. Combinar diferentes enfoques y el uso de estas nuevas tecno-
logias nos va a abrir nuevas formas de estudiar y entender los datos, lo que con
ayuda del desarrollo tecnolégico con el que contamos y el uso de IA generativa
creo que aun no se puede medir la magnitud de estos métodos.

A nivel personal ha sido un trabajo muy enriquecedor me ha permitido estudiar
una rama del estudio de datos que desconocia y para mi ha sido como un ”ice-
berg” comencé estudiando las bases matematicas de los métodos sin intencion
de sumergirme demasiado en ellas y centrarme en el software y cuando comen-
cé a buscar informacién vi que no era tan facil dar con lo que buscaba, hasta
que fui enlazando articulos que me han permitido recopilar toda la informacion
que he incluido en el trabajo. En cuanto a la parte de software solo he tratado
ejemplos simples y previamente documentados ya que tan solo buscaba hacer
un analisis de los softwares y explicar su funcionamiento y cémo interpretar
los resultados, algo que no ha sido facil ya que tengo una base muy ligera de
analisis de datos. A pesar de ello he descubierto un campo que como he men-
cionado en el primer parrafo considero que tiene una proyeccion inmensa y el
haber dedicado tiempo a su estudio y aplicacion a pesar de que haya sido a baji
nivel creo que me va a ayudar en un futuro a comprender los desarrollos que se
hagan en este precioso area que es el analisis de datos.
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5.3. Trabajo futuro

Queriendo establecer unas lineas futuras a este Trabajo de Fin de Grado, con-
sidero que como he mencionado esto es la punta del "iceberg”, tan solo he si-
do capaz de sintetizar, descurbrir y probar ciertos softwares, ain quedan mu-
chos por estudiar, entre ellos: giotto-tda[85] (Python), Dionysus[86] (C++ con
bindings en Python), GUDHI[87] (C++ con interfaz en Python), Javaplex[88] (Ja-
va y Matlab), PHAT[89] (C++), Ripser[90] (C++), Ripser++[91] (C++), Rivet[92],
UMAP[93] (Python) y Ayasdi[94] (nuevo SymphonyAl). Los cuales no he podido
probar por falta de tiempo.

Sobre el actual trabajo considero que deberia estudiar ejemplos mas complejos
para cada software, por ejemplo TTK tiene un ejemplo llamado "Tectonic Puzz-
le” el cual procesa un modelo geofisico bidimensional de la superficie terrestre
para segmentarlo en funcion de las placas tectonicas por mencionar uno de los
muchos ejemplos que tiene que aplican al mundo real que considero que es lo
mas atractivo de los datos o el software KepplerMapper nos permite hacer una
deteccion de trafico TOR cifrado con analisis de datos topoléogicos y de refuerzo.
Y también hacer mi propia investigacion utilizando estos softwares con potencial
practicamente desconocido.

5.4. Impacto

Cuando hablamos de impacto voy a valorar 6 apartados por separado: personal,
empresarial, social, economico, medioambiental y cultural.

A nivel personal, enfocandolo desde un punto en el que este articulo sea leido
por un posible usuario de estos softwares considero que aprender a utilizar estos
softwares seria realmente util para el analisis de grandes bases de datos lo que
complementandose con otros métodos o herramientas tendria un gran valor a
nivel profesional.

A nivel empresarial, el uso de estos softwares nos puede ayudar a obtener in-
sights de los datos, lo que nos podria ayudar a la toma de decisiones, por ejem-
plo en el campo de marketing podrian hacerse segemntaciones de clientes y
patrones de comportamiento. Por otra parte las empresas que aprovechen estos
softwares podrian obtener ventaja competitiva e impulsar la innovacion

A nivel social, el uso de KepplerMapper se se utiliza para el analisis de datasets
meédicos, permitiendonos mejorar diagnosticos y tratamientos. También tienen
uso desde la biologia hasta las ciencias sociales, 1o que nos puede permitir en-
contrar nuevos descubrimientos o avances.

A nivel econoémico, el uso de dichos softwares no quieren de un desarrollo de un
software propio lo cual asociado a la investigacion es una ventaja. También el
analisis es eficiente y esta optimizado lo que reduce los recursoso y por tanto
tendran un rendimiento mas econémico

A nivel medioambiental, podemos analizar modelos climaticos y datos acerca
de la biodiversidad por lo que podrian ser tutiles para estudiar cambios me-
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dioambientales o sus impactos, esto nos permitiria tomar decisiones sobre la
sostenibilidad o la gestion ambiental.

A nivel cultural, se puede aplicar para preservacion del arte y patrimonios cul-
turales analizando patrones y estructuras en obras de arte, también pueden
ayudar en politica y estrategias culturales ya que nos pueden revelar patrones o
tendencias de grupos.

Acerca del alineamiento con Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS) de la Agen-
da 2030 de la ONU considero que son relevantes:

Objetivo 3: Garantizar una vida sana y promover el bienestar para todos
en todas las edades, como he mencionado antes nos permitiria mejorar
estudios de enfermedades, diagndsticos y tratamientos.

Objetivo 4: Garantizar una educacion inclusiva, equitativa y de calidad y
promover oportunidades de aprendizaje durante toda la vida para todos,
son herramientas valiosas para campos como la informatica o biologia, lo
que mejoraria las competencias técnicas (4.4).

Objetivo 9: Construir infraestructuras resilientes, promover la industriali-
zacion sostenible y fomentar la innovacion, por lo que he mencionado en el
apartado de "Impacto”.

Objetivo 11: Lograr que las ciudades sean mas inclusivas, seguras, resi-
lientes y sostenibles, estos softwares nos pueden ayudar a planificar y ges-
tionar ciudades de manera mas sostenible.

Objetivo 12: Garantizar modalidades de consumo y produccion sostenibles,
se pueden estudiar datos de produccion y consumo para optimizar recursos
mediante el estudio de patrones de consumo y produccion.

Objetivo 13: Adoptar medidas urgentes para combatir el cambio climatico
y sus efectos, analizando datos climaticos y ambientales.

Objetivo 15: Gestionar sosteniblemente los bosques, luchar contra la deser-
tificacion, detener e invertir la degradacion de las tierras, detener la pérdida
de biodiversidad, analizando datos de biodiversidad y ecosistemas.
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Glosario

Agujero (ciclo 1-dimensional) Caracteristica topologica que representa un ci-
clo cerrado en el espacio.

Aprendizaje no supervisado Tipo de aprendizaje automatico para encontrar pa-
trones en datos no etiquetados.

Bicontinuo Propiedad de una funcién que es continua y tiene una inversa con-
tinua.

Bootstrap Técnica estadistica para estimar la distribucion de un estadistico
mediante muestreo con reemplazo.

Cluster basado en densidad Grupo de objetos de datos distribuidos en una re-
gion contigua de alta densidad.

Cluster Agrupacion de objetos similares en conjuntos.

Componente conexa Parte de un espacio topolégico en la que cualquier par de
puntos puede conectarse por una curva.

Complejidad Medida de la dificultad de resolver un problema o describir una
estructura.

Complejo simplicial Estructura matematica formada por simples (vértices, aris
tas, triangulos, etc.) que se utilizan para estudiar las propiedades topologi-
cas de un espacio.

Conjuntos de nivel Regiones donde una funciéon adquiere un valor particular.

Consistencia Propiedad de un estimador que converge al valor verdadero a me-
dida que aumenta el tamano de la muestra.

Cuadricula cubica dispersa Formato de entrada para representar estructuras
de cuadricula cubica donde una gran fraccion de los cubos estan ausentes.

Cuencas de atraccion Regiones del espacio de datos que convergen hacia un
modo de densidad.
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Densidad de probabilidad Distribucion de la probabilidad de ocurrencia de una
variable aleatoria continua.

Desplazamiento medio Algoritmo utilizado para encontrar modos de densidad
en conjuntos de datos.

Deteccion de anomalias Identificacion de patrones inusuales en los datos.

Diagramas de dispersion Graficos que muestran la relacion entre dos varia-
bles.

Distancia euclidiana Medida de distancia entre dos puntos en un espacio eu-
clidiano.

Estimacion consistente Propiedad de un estimador cuyos valores se aproxi-
man al verdadero a medida que aumenta el tamano de la muestra.

Estimacion de modas Técnica para identificar los picos en la distribucion de
densidad de datos.

Estimacion de ridge Método de regresion lineal que incluye una penalizacion
para evitar el sobreajuste.

Filtraciéon Proceso de anadir sucesivamente simples a un complejo simplicial
para estudiar cambios en sus propiedades topologicas.

Firma topolégica Conjunto de invariantes topolégicos que caracterizan una for-
ma o estructura.

Funcion de disimilitud Medida de la diferencia entre dos objetos en un espacio
de caracteristicas.

Funcién de Morse Funcion cuyos puntos criticos tienen una estructura espe-
cifica.

Generadores n-dimensionales de homologia Elementos que representan cla-
ses de homologia en una dimension especifica.

Hesiana Matriz de segundas derivadas parciales de una funcion; describe la
curvatura de una funcion en un punto.

Hiper-cubo Generalizacion de un cubo en dimensiones superiores.

Homologia persistente Técnica que estudia las caracteristicas topoldgicas de
un espacio a través de diferentes escalas.

Invariancia topolégica Propiedad de un objeto que no cambia bajo transfor-
maciones continuas.

Intervalo de persistencia Par (b;,d;) que representa el tiempo de nacimiento (b;)
y el tiempo de muerte (d;) de una caracteristica topologica en un complejo
simplicial.

Método no paramétrico Enfoque de modelado estadistico que no asume una
forma especifica para la distribucion de los datos.
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Método paramétrico Enfoque de modelado estadistico que asume una forma
especifica para la distribucion de los datos.

Modos de densidad Puntos donde la densidad alcanza un méaximo local.

Nervio del complejo simplicial Conjunto simplicial que captura la intersec-
cion de cubos o otros conjuntos.

Nuamero de Betti Entero 5; que cuenta el numero de i-ciclos independientes en
un complejo simplicial.

Nucleos de grupo Puntos de alta densidad dentro de los grupos identificados
por el agrupamiento de modas.

Parametro desconocido Valor que influye en el comportamiento de una distri-
bucion estadistica, pero cuyo valor exacto no se conoce.

Particiéon Division de un conjunto de datos en subconjuntos mas pequenos y
distintos.

Perseus Software para calcular la homologia persistente de un complejo simpli-
cial.

Persistencia de caracteristicas Duracion de caracteristicas topologicas a tra-
vés de una filtracion.

Pipeline de analisis Secuencia de pasos de procesamiento de datos y analisis.
Punto critico Punto donde el gradiente de una funcion es cero.

Redes neuronales Modelos de aprendizaje automatico inspirados en el cerebro
humano.

Reduccion de la dimension no lineal Métodos para reducir la cantidad de va-
riables en los datos sin asumir relaciones lineales.

Regularidad Propiedad de una funcion o conjunto de datos que satisface ciertas
condiciones matematicas.

Ruido de los datos Perturbaciones aleatorias en los datos que pueden afectar
a los resultados de un analisis.

Script 'persdia’ Script de Matlab para visualizar los intervalos de persistencia
generados por Perseus.

Teoria topografica Estudio de la forma y las caracteristicas fisicas de la super-
ficie de la Tierra o de otros objetos.

Topologia Rama de la matematica que estudia las propiedades de los espacios
que permanecen invariables bajo deformaciones continuas.

Toplex cubico disperso (scubtop) Formato de entrada especifico utilizado en
Perseus para representar cuadriculas cubicas dispersas.
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Apéndice A

Primer anexo

Codigo en Python del ejemplo de "Morse Persistence” utilizado para mostrar el

uso del software llamado "Topology ToolKit”.

from paraview.simple import =

planel = Plane()
planel.XResolution 300
planel.YResolution = 300

tetrahedralize? = Tetrahedralize(Input=planel)

randomAttributesl = RandomAttributes(Input=tetrahedralizel)

randomAttributesl.DataType = "Float"
randomAttributesl.ComponentRange = [0.0, 1.0]
randomAttributesl.GeneratePointScalars = 1

tTKScalarFieldSmootherl =
<~ TTKScalarFieldSmoother (Input=randomAttributesl)

tTKScalarFieldSmootherl.ScalarField = ["POINTS", "RandomPointScalars"]

tTKScalarFieldSmootherl.IterationNumber = 7

sine = Calculator (Input=tTKScalarFieldSmootherl)
sine.ResultArrayName = "Sine"
sine.Function = "sin (20xcoordsX+1.5)+sin (20xcoordsY+1.5)"

distanceField = Calculator(Input=sine)
distanceField.ResultArrayName = "DistanceField"
distanceField.Function = "-sqrt (coordsX*xcoordsX+coordsY+coordsY)"
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Capitulo A. Primer anexo

# create a new ’'Calculator’

calculatorl = Calculator(Input=distanceField)
calculatorl.ResultArrayName = "Blend"

calculatorl.Function = "Sine+bxDistanceField+5+xRandomPointScalars"

# create a new ’'Extract Surface’
extractSurfaceé6 = ExtractSurface(Input=calculatorl)

# create a new ’'Warp By Scalar’
warpByScalarl = WarpByScalar (Input=extractSurfaceb)
warpByScalarl.Scalars = ["POINTS", "Blend"]

warpByScalarl.ScaleFactor = 0.05

# create a new 'TTK PersistenceDiagram’
tTKPersistenceDiagraml = TTKPersistenceDiagram(Input=warpByScalarl)
tTKPersistenceDiagraml.ScalarField = ["POINTS", "Blend"]

tTKPersistenceDiagraml.IgnoreBoundary = False

# create a new ’'TTK PersistenceCurve’
tTKPersistenceCurvel =
— TTKPersistenceCurve (Input=tTKPersistenceDiagraml)

# create a new ’'Threshold’

thresholdl = Threshold(Input=tTKPersistenceDiagraml)
thresholdl.Scalars = ["CELLS", "PairIdentifier"]
thresholdl.ThresholdMethod = "Between"
thresholdl.LowerThreshold = 0.0
thresholdl.UpperThreshold = 100000.0

# create a new 'Threshold’

persistenceThreshold = Threshold(Input=thresholdl)
persistenceThreshold.Scalars = ["CELLS", "Persistence"]
persistenceThreshold. ThresholdMethod = "Between"
persistenceThreshold.LowerThreshold = 0.7

persistenceThreshold.UpperThreshold = 10000.0
# create a new ’'Tetrehedralize’
tetrahedralizel = Tetrahedralize (Input=warpByScalarl)

# create a new 'TTK TopologicalSimplification’
tTKTopologicalSimplificationl = TTKTopologicalSimplification (
Domain=tetrahedralizel, Constraints=persistenceThreshold
)
tTKTopologicalSimplificationl.ScalarField = ["POINTS", "Blend"]

# create a new 'TTK MorseSmaleComplex’
tTKMorseSmaleComplexl =

— TTKMorseSmaleComplex (Input=tTKTopologicalSimplificationl)
tTKMorseSmaleComplexl.ScalarField = ["POINTS", "Blend"]

# save the ouput

SaveData ("PersistenceDiagram.vtu", tTKPersistenceDiagraml)
SaveData ("PersistenceCurve.csv", OutputPort (tTKPersistenceCurvel,
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85

86

87

SaveData ("MorseComplexeCriticalPoints.vtp",
— OutputPort (tTKMorseSmaleComplexl, 0))

SaveData ("MorseComplexelSeparatrices.vtp",
— OutputPort (tTKMorseSmaleComplexl, 1))

SaveData ("MorseComplexeSegmentation.vtu",
— OutputPort (tTKMorseSmaleComplexl, 3))
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Apéndice B

Segundo anexo

Codigo en Python del ejemplo usado para demostrar el funcionamiento del soft-
ware "KepplerMapper”.

import sys

try:
import pandas as pd
except ImportError as e:
print (
"pandas 1is required for this example. Please install with ‘pip
— install pandas' and then try again."
)

sys.exit ()

import numpy as np

import kmapper as km

import sklearn

from sklearn import ensemble

df = pd.read_csv("data/breast-cancer.csv")

feature_names = [c for c¢ in df.columns if ¢ not in ["id", "diagnosis"]]
df["diagnosis"] = df["diagnosis"].apply(lambda x: 1 if x == "M" else 0)
X = np.array(df[feature _names].fillna(0))

y = np.array(df["diagnosis"])

model = ensemble.IsolationForest (random state=1729)
model.fit (X)
lensl = model.decision_function(X) .reshape((X.shapel[0], 1))

mapper = km.KeplerMapper (verbose=3)
lens2 = mapper.fit_transform(X, projection="l2norm")

109




34
35
36

38
39
40
41

42
43
44
45
46
47

72
73

74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84

Capitulo B. Segundo anexo

lens = np.c_[lensl, lensZ2]

# Create the simplicial complex
graph = mapper.map (
lens,
Xl
cover=km.Cover (n_cubes=15, perc_overlap=0.4),
clusterer=sklearn.cluster.KMeans (n_clusters=2,
— random state=1618033),

# Visualization

mapper.visualize (
graph,
path_html="output/breast-cancer.html",
title="Wisconsin Breast Cancer Dataset",
custom_tooltips=y,

# Visualization with multiple color functions

mapper.visualize (
graphl
path_html="output/breast-cancer-multiple-color-functions.html",
title="Wisconsin Breast Cancer Dataset",
custom_tooltips=y,
color_values=lens,
color_function_name=["Isolation Forest", "L2-norm"],

# Visualization with multiple node color functions

mapper.visualize (
graphl
path_html="output/breast-cancer-multiple-node-color-functions.html",
title="Wisconsin Breast Cancer Dataset",
custom_tooltips=y,
node_color._function=["mean", "std", "median", "max"],

# Visualization showing both multiple color functions, and also
— multiple node color functions

mapper.visualize (
graphl
path_html="output/breast-cancer-multiple-color-functions-and-
multiple-node-color-functions.html",
title="Wisconsin Breast Cancer Dataset",
custom_tooltips=y,
color_values=lens,
color_function_name=["Isolation Forest", "L2-norm"],
node_color._function=["mean", "std", "median", "max"],

110




import matplotlib.pyplot as plt

km.draw_matplotlib (graph)
plt.show()
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