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Resumen

Este trabajo de fin de grado tiene como objetivo implementar y estudiar un
nuevo modelo multifractal con el que se pueda representar de forma realista los
precios de los activos financieros a escala intradia, modelando de forma precisa
los movimientos tick a tick a lo largo de dias completos. Este esfuerzo se basa
en la necesidad de superar las limitaciones de los modelos financieros clasicos,
que simplifican excesivamente la naturaleza compleja y cadtica de los mercados
financieros.

La motivacion principal de este estudio radica en la observacion de que los
modelos tradicionales, como el Modelo de Black-Scholes, el Capital Asset Pricing
Model (CAPM) y el Valor en Riesgo (VaR), no logran capturar adecuadamente las
caracteristicas estadisticas de los retornos financieros, especialmente a escalas
pequenas. Se han ido proponiendo mejoras que permitan a estos modelos ser
mas realistas, centrandose la mayoria de estas propuestas en anadir
volatilidades estocasticas. Sin embargo, hay muy pocas propuestas sobre
modelos que se enfoquen en escalas intradia o de ticks.

El trabajo comienza con un analisis detallado de las distribuciones de retornos
del EURUSD a diferentes escalas, resaltando la importancia de la curtosis, valor
que describe que tan pronunciadas son las colas de una distribucion, y cémo
esta aumenta cuanto menor es la escala de observacion. A continuaciéon, se
estudia e implementa el MMAR (Multifractal Model for Asset Returns), modelo
propuesto por Mandelbrot para estudiar modelos mas realistas que mantengan
la consistencia de escala y la memoria a largo plazo en la varianza de los
retornos.

Desarrollamos un modelo basado en la idea del MMAR de separar el tiempo y el
precio para modelar tick a tick los retornos de dias enteros manteniendo la
consistencia estadistica a diferentes escalas, teniendo en cuenta la memoria
larga y tendencia diaria de la volatilidad y desarrollando lo de tal forma para
que se obtengan resultados dificilmente distinguibles de datos reales.

El trabajo concluye estudiando los resultados de dicho modelo y sugiriendo
futuras mejoras. Ademas, estudiamos los posibles campos financieros en los
que las cualidades de nuestro modelo podrian ser utiles en casos reales.



Abstract

This thesis aims to implement and study a new multifractal model that can
realistically represent the prices of financial assets on an intraday scale,
precisely modeling tick-by-tick movements over entire days. This effort is based
on the need to overcome the limitations of classical financial models, which
overly simplify the complex and chaotic nature of financial markets.

The primary motivation for this study lies in the observation that traditional
models, such as the Black-Scholes Model, the Capital Asset Pricing Model
(CAPM), and Value at Risk (VaR), fail to adequately capture the statistical
characteristics of financial returns, especially on small scales. Improvements
have been proposed to make these models more realistic, with most of these
proposals focusing on adding stochastic volatilities. However, there are very few
proposals for models that focus on intraday or tick scales.

The work begins with a detailed analysis of the return distributions of EURUSD
at different scales, highlighting the importance of kurtosis, a measure that
describes how pronounced the tails of a distribution are, and how this increases
as the observation scale decreases. Next, the MMAR (Multifractal Model for
Asset Returns) is studied and implemented, a model proposed by Mandelbrot to
develop more realistic models that maintain scale consistency and long-term
memory in the variance of returns.

We develop a model based on the idea of the MMAR of separating time and price
to model tick-by-tick returns over entire days while maintaining statistical
consistency at different scales, taking into account long memory and daily
trends in volatility, and developing it in such a way that results are obtained
that are difficult to distinguish from real data.

The work concludes by studying the results of this model and suggesting future
improvements. Additionally, we explore the potential financial fields where the
qualities of our model could be useful in real-world applications.
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1 Introduccion

La estabilidad global esta intimamente ligada a la salud de los mercados
financieros. Los principales participantes, y por tanto influyentes, de estos
mercados son los bancos y fondos de inversién. Unicamente en el mercado de
divisas se mueven de media mas de 6 billones de dodlares diarios.

La crisis financiera de 2008 mostré al mundo como subestimaciones en el riesgo
asumido por estas entidades puede llevar a una reaccion en cadena con
consecuencias devastadoras. La quiebra de Lehman Brothers y el colapso de los
derivados hipotecarios llevaron a una crisis de confianza que paralizo6 el crédito
global, resultando en quiebras empresariales, aumento del desempleo y rescates
financieros masivos por parte de los gobiernos.

Los principales objetivos de los bancos y fondos de inversion en el sector
financiero son el manejo eficaz del riesgo y la maximizaciéon de los beneficios
financieros. Para lograr estos objetivos, los bancos necesitan herramientas
cuantitativas solidas que les permitan comprender y predecir el
comportamiento de los mercados. Los modelos financieros son fundamentales
para evaluar el riesgo de inversion, crear modelos para derivados financieros y
para hacer pruebas de estrés de estrategias de trading.

Los modelos financieros tradicionales, como el Modelo de Black-Scholes [6] y el
Valor en Riesgo (VaR), se basan en supuestos sobre como son las distribuciones
de los retornos financieros. El Modelo de Black-Scholes, por ejemplo, asume
que los rendimientos de los activos siguen una distribuciéon lognormal,
produciendo un movimiento geométrico browniano. Por otro lado, el VaR estima
el riesgo al cuantificar la pérdida maxima esperada en un nivel de confianza
dado, asumiendo también distribuciones normales de los rendimientos.

En "The Misbehaviour of Markets" (2003) [1], Mandelbrot critica los modelos
financieros tradicionales, como el Modelo de Black-Scholes y el VaR, por su
simplificacion excesiva de la realidad de los mercados financieros. Argumenta
que estos modelos asumen distribuciones de probabilidad que no reflejan la
naturaleza caodtica y no lineal de los datos financieros reales. Expone la
subestimacion de la frecuencia de eventos extremos, como los crashes
financieros. Y, por ultimo, se sostiene que los mercados exhiben patrones
caoticos y fractales. Todo esto desafia las premisas de independencia y
distribuciéon normal en los modelos convencionales. ¢Estaban los bancos e
instituciones financieras asumiendo riesgos mayores a los estimados?

El sistema multifractal de Mandelbrot [2] introduce la idea de la geometria
fractal en la modelizacion financiera, lo que permite capturar la naturaleza
intrinsecamente cadtica y no lineal de los mercados. Al considerar la
heterogeneidad y la dependencia a lo largo del tiempo de los rendimientos
financieros, el modelo multifractal ofrece una representacion mas precisa de la
complejidad de los mercados, lo cual puede facilitar a los bancos y fondos de
inversion a mejorar la gestion del riesgo, optimizar las estrategias de inversion
y tomar decisiones mas informadas en un entorno financiero cada vez mas
volatil y complejo.

La evolucion de los modelos multifractales ha sido notable en las ultimas
décadas. Inicialmente, se basaban en conceptos tedricos sobre la teoria del caos
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y la geometria fractal, como los introducidos por Mandelbrot. Sin embargo, a
medida que la investigacion avanzaba con aportaciones como las de Edgar E.
Peters en “Fractal Market analisis”’[4], se desarrollaron meétodos mas
sofisticados para estimar y aplicar estos modelos en entornos financieros reales.

Los avances en la tecnologia computacional también han contribuido a la
evolucion de los modelos multifractales, permitiendo analisis mas detallados de
grandes conjuntos de datos y una mejor calibracion de los modelos a la
complejidad observada en los mercados financieros.

Hoy en dia, los modelos multifractales se aplican en una variedad de areas
financieras como la prediccion de precios, manejo de riesgo y el trading de alta
frecuencia. A pesar de esto, todavia enfrentan desafios en términos de
interpretacion, calibracién y capacidadesq los cuales estudiaremos a lo largo
este trabajo.

La gran mayoria de estos modelos multifractales se usan para modelar retornos
diarios o unos pocos ticks (movimiento minimo del mercado) pero no se usan
para ambos a la vez. En este trabajo se desarrollara un modelo multifractal con
el cual se pueda modelar tick a tick dias enteros.



2 Objetivos

Los objetivos del estudio son:

1. Entender las distribuciones de los retornos a diferentes escalas, los
modelos financieros clasicos y el modelo multifractal clasico (MMAR).

2. Disenar un modelo multifractal con el que modelar tick a tick dias
enteros manteniendo las propiedades estadisticas de los retornos a
diferentes escalas.

3. Estudiar el modelo disefiado, ver sus capacidades y encontrar
aplicaciones practicas del modelo en el mundo financiero.



3 Estudio de la distribucion de retornos
financieros

3.1 Seleccion y obtencion de datos

El mercado financiero mas grande del mundo es el Forex, y dentro de este, el
activo con mayor volumen de transacciones es el EURUSD. El EURUSD es un
par de divisas que representa la relacion entre el euro (EUR) y el doélar
estadounidense (USD). Por ejemplo, si el tipo de cambio es 1.20, significa que 1
euro equivale a 1.20 dolares estadounidenses. Los traders pueden comprar o
vender este par, especulando sobre si el euro se fortalecera o debilitara frente
al dolar estadounidense o para cubrir riesgos en transacciones internacionales.

En este trabajo usaremos y estudiaremos tnicamente los datos del EURUSD.
No obstante, los resultados y modelos se podran usar para cualquier otro
mercado.

Los datos se obtendran de un Broker de CFD (contrato por diferencias), en
donde se pueden obtener datos precisos del EURUSD de varias temporalidades.

3.2 Analisis de retornos

Siendo X(t) la serie temporal del precio de un activo en el momento t, definimos
un retorno de periodo At como:

R =X(t+ At) — X(¢t)

El objetivo de este apartado es entender la forma de las distribuciones de los
retornos del EURUSD a diferentes escalas. Hay varios estudios que demuestran
que estos retornos siguen distribuciones “estables” [3]. Es por esto que vamos
a asumir que los retornos siguen una distribucion “estable”.

En teoria de la probabilidad, una distribucion o variable aleatoria se denomina
estable si es una combinacion lineal de dos o mas copias independientes de una
muestra aleatoria que tiene la misma distribucion de probabilidad. La familia
de distribuciones estables en ocasiones también se la denomina como
distribucién a-estable de Lévy.

Los momentos estadisticos son medidas que se utilizan para caracterizar estas
distribuciones denominadas estables. Hay varios tipos de momentos, pero los
mas comunes son los momentos centrados alrededor de la media de una
distribucion. El primer momento estadistico es la media, que representa el
centro de la distribucion. El segundo momento es la varianza, que indica la
dispersion de los datos alrededor de la media. El tercer momento es la asimetria,
que mide la simetria o falta de simetria de la distribucién alrededor de la media.
El cuarto momento es la curtosis, que describe la forma de la distribucion en
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relacion con una distribucion normal estandar, indicando qué tan
pronunciados son los picos de la distribucién.

Por tanto, estas distribuciones se pueden clasificar por medio de 4 parametros:
el indice de estabilidad a, el parametro de sesgo (3, el parametro de escala o, y
el parametro de ubicacion o media p.

En el caso de finanzas, hay que tener en cuenta varias cosas:

1. La media de los retornos en las divisas grandes de Forex esta muy
cercana a 0, por lo tanto, en este estudio se asumira u = 0.

2. En el caso de una distribucion normal, la escala equivale a la varianza.
Sin embargo, en la mayoria de las distribuciones estables, la escala no
se puede cuantificar de forma exacta, se estima.

3. Las distribuciones de las principales divisas de Forex son simétricas,
debido a esto, el parametro de sesgo es muy cercano a 0.

Esto significa que el parametro de sesgo 3, el parametro de escala o, y el
parametro de ubicacion o media 1 no son grandes problemas a la hora de
estudiar las cualidades estadisticas de los retornos. Sin embargo, el indice de
estabilidad a es el parametro clave aqui.

Distribuciones Estables para Diferentes Valores de Alpha

— alpha=0.5
0.6 4 — alpha=1

Levy (alpha=0.5) —— alpha=2

0.5 1

0.4

Cauchy (alpha=1)

PDF

0.3

0.2 A

0.1+

0.0

Imagen 1: comparacion de las tres principales distribuciones estables: Levy, Cauchy y Normal.

Excepto por unos pocos casos, estas distribuciones no tienen soluciones
exactas, tan solo se pueden estimar. Hay dos que destacan, la normal (a =2) y
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la cauchy (a = 1), ambas con soluciones exactas. En la obra de Mandelbrot “The
Missbehaviour of markets” [1] en el capitulo 2 explica que ni la distribucion
Normal ni la Cauchy representan bien la distribucion de los retornos diarios de
los mercados financieros. Se necesita encontrar algo entre medias de estas dos
distribuciones, es decir, 1<a<2.

Teniendo en cuante lo anterior, vamos a coger los datos de los retornos a
diferentes escalas del par EURUSD, aproximarlo mediante distribuciones
Normal y Cauchy, y estudiar su curtosis.

La curtosis es una medida estadistica que describe la forma de la distribucion
de datos en relacion con la distribucion normal estandar. Indica la "peakedness”
o apuntamiento de la distribucion, es decir, qué tan pronunciados son los picos
en comparacion con la distribucion normal. Una curtosis alta indica una
distribucién con picos mas pronunciados (leptocurtica), mientras que una
curtosis baja indica una distribucibn mas aplanada (platicurtica) en
comparacion con la distribucién normal estandar, que tiene una curtosis de
cero.

3.2.1 Analisis de retornos diarios

Para realizar el estudio, hemos obtenido datos de retornos diarios desde 2003
hasta 2023 (un total de 5454 dias).



histograma de retornos diarios del EURUSD
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Imagen 2: gjuste de una distribucion Normal(negro) y Cauchy(rojo) a datos reales de retornos del
EURUSD (azul).
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Imagen 3: grdfica de cuantiles de una Normal y de Cauchy. Los puntos azules (de datos reales)
deberian de seguir una linea recta (la roja) si siguieran alguna de las dos distribuciones.



Resultados estadisticos:

Curtosis de los retornos diarios del EURUSD: 2.46 (la curtosis de una normal
es 0)

Tests estadisticos:
Shapiro-Wilk Test: 0.97435
p-value: 3.9e-30

p = 3.9730 es extremadamente pequenio. Un p-valor menor que 0.05 indica que
podemos rechazar la hipotesis nula de normalidad con un alto nivel de
confianza y, por tanto, rechazar que los retornos siguen una distribucion
normal.

3.2.2 Analisis de retornos intradiarios

Para este apartado, hemos conseguido datos de retornos de 1 minuto del 2022
y 2023. Tenemos un total de 748.797 retornos. Usaremos esto para conseguir
los retornos de temporalidades de 1, 5, 15 y 60 minutos.

Distribucién de los Retornos para Diferentes Marcos de Tiempo del EURUSD

histograma de retornos de 1 minutos del EURUSD histograma de retornos de 5 minutos del EURUSD
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Imagen 4: grdficas de las distribuciones de periodos de 1, 5, 15 y 60 minutos.
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Imagen 5: grdficas de cuantiles de una Normal (izquierda) y una Cauchy (derecha).

Resultados estadisticos:

Curtosis de retornos de 1 minutos del EURUSD: 123

Curtosis de retornos de 5 minutos del EURUSD: 33



Curtosis de retornos de 15 minutos del EURUSD: 14

Curtosis de retornos de 60 minutos del EURUSD: 8

Test estadistico de retornos de 1 minutos del EURUSD:
Shapiro-Wilk: 0.84

p-value: 0.0

Test estadistico de retornos de 5 minutos del EURUSD:
Shapiro-Wilk: 0.87

p-value: 0.0

Test estadistico de retornos de 15 minutos del EURUSD:
Shapiro-Wilk: 0.89

p-value: 0.0

Test estadistico de retornos de 60 minutos del EURUSD:
Shapiro-Wilk: 0.90

p-value: 0.0

Conclusiones:

Las curtosis de los retornos intradiarios han sido superiores a las de los retornos
diarios. También llama la atencién que a mas pequena la escala temporal,
mayor es la curtosis. Evidentemente, ninguna prueba sugiere normalidad de los
retornos.

3.2.3 Analisis de ticks

En este trabajo, consideraremos un "tick" como un movimiento en el precio. Por
ejemplo, en un periodo de un minuto, pueden ocurrir entre 200 y 1000
movimientos, lo que refleja la dinamica constante del mercado. Es importante
destacar que, para que se registre un movimiento en el caso del EURUSD, el
precio debe cambiar al menos en le-5 unidades. Es por esto por lo que los
retornos no pueden ser igual a O (necesita haber un cambio) y tienen que ser
un multiplo del movimiento minimo (le-5). Cada broker puede tener sus propias
caracteristicas y datos de ticks. En nuestro caso los hemos obtenido de un
broker de CFD, IcMarkets.

Estos datos son un poco mas complicados que los vistos en los apartados
anteriores. El precio de un activo esta definido por el Ask y el Bid, o, en otras
palabras, el precio minimo al que se puede comprar (Ask) y el precio maximo al
que se puede vender (Bid). El Ask es siempre mayor al Bid. La diferencia entre
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Ask-Bid se conoce como spread. En nuestro caso el spread es bastante bajo,
por lo que el Ask y el Bid son extremadamente parecidos y se mueven de forma
casi idéntica. Por simplificacion, solo usaremos los datos Ask de los ticks
obtenidos.

histograma de retornos Ask del EURUSD

35000
— normal fit
—— cauchy fit
30000 BN EURUSD
25000 ~
20000
15000 -
10000 -
3000 ~
':. ! I
—=0.00010 —0.00005 0.00000 0.00005 0.00010

Imagen 6: distribucién de los retornos de ticks de Ask.
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Q-Q plot normal Q-Q plot Cauchy
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Imagen 7: grdfica de cuantiles de los retornos de ticks de Ask.

Valor estadistico:

Kurtois: 784

Conclusion:

Debido a la complejidad de estos datos no se realizara pruebas estadisticas. Es
obvio que los datos no siguen una distribucion normal o cauchy. De hecho, son
los datos que mas destacan en la grafica QQ, al tener colas mas pronunciadas.

3.3 Observaciones

Después de analizar datos de retornos diarios, de diferentes intervalos de tiempo
(1, 5, 15 y 60 minutos) y de ticks, se llega a la conclusion de que ni la
distribucién normal ni la distribucion cauchy son adecuadas para modelar
estos retornos. Se necesita algo entre medias.

Cabe destacar que cuanto mas pequeno el periodo, mayor curtosis obteniamos.
Esto sugiere que cuanto menor es el periodo menor indice de estabilidad a
debera tener la distribuciéon que represente los retornos.
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4 Modelos financieros tradicionales

Los modelos financieros tradicionales pueden clasificarse en varias categorias,
incluyendo modelos de valoracion de activos, modelos de gestion de riesgos y
modelos de fijacion de precios de derivados, entre otros. Cada uno de estos
modelos tiene su propia area de aplicacion y utiliza diferentes enfoques y
técnicas para lograr sus objetivos.

En este contexto, los modelos financieros tradicionales proporcionan a los
inversores y analistas una serie de herramientas poderosas para evaluar el
rendimiento de los activos, estimar el riesgo asociado con las inversiones y
tomar decisiones estratégicas sobre la asignacion de capital. Sin embargo, es
importante tener en cuenta que estos modelos se basan en ciertos supuestos y
simplificaciones que pueden no reflejar completamente la complejidad del
mundo real.

Es importante recalcar que, de estos modelos, que son los que se suelen ensenar
en la mayoria de las formaciones de ingenieria financiera, finanzas cuantitativas
o econometria, son tan solo la base de modelos mas complejos y completos que
se usan luego en las entidades mas competitivas. Sin embargo, al ser de un
valor demasiado grande para las entidades, no es facil encontrar estos modelos
expuestos publicmente.

En la siguiente seccion, exploraremos algunos de los modelos financieros
tradicionales mas importantes y analizaremos sus caracteristicas, aplicaciones
y limitaciones.

4.1 Modelo de Black Scholes Merton

Una opcion financiera es un contrato que otorga a su titular el derecho, pero no
la obligacion, de comprar (Call) o vender (Put) un activo subyacente a un precio
especifico en una fecha determinada o antes de ella. Las opciones se utilizan
comUnmente en los mercados financieros para gestionar el riesgo, especular
sobre movimientos futuros de precios y obtener exposicion a activos sin
necesidad de poseerlos fisicamente permitiendo el apalancamiento.
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Compra call Compra put

A A :
Ganancia . Ganancia
Ganancia

/ Ganancia
5 5
Prima Pérdida Precio subyacente Prima AN Precio subyacente

Pérdida pérdida

Venta call Venta put

L
M Ganancia
Ganancia

Prima Ganancia
Prima Ganancia -

Pérdida

Pérdida

Pérdida

Pérdida

Pérdida

Imagen 8: Representacién del funcionamiento de las Opciones financieras mediante grdficas de
ganancia y pérdida con respecto al precio subyacente del activo.

El desafio principal en la valoracion de opciones radica en determinar un precio
justo que refleje su valor intrinseco y su valor temporal. El modelo de Black-
Scholes expuesto por primera vez en 1972 por Fischer Black y Myron Scholes
[6] (una de las principales razones por la que dichos autores consiguieron el
premio Nobel de Economia en 1997) proporciona una solucion para esta
dificultad al calcular el precio tedrico de una opciéon utilizando una férmula
matematica basada en las siguientes suposiciones:

1. Mercado eficiente:

El modelo asume que los mercados son eficientes y que no existen
oportunidades de arbitraje. Esto implica que no hay costos de transaccion, ni
impuestos, ni restricciones sobre la cantidad de activos que se pueden comprar
o vender.

2. Sin dividendos:

El modelo asume que el activo subyacente no paga dividendos durante la vida
de la opcién.

3. Movimientos de precios lognormales:

Los movimientos de precios del activo subyacente se distribuyen
lognormalmente. Es decir, los cambios porcentuales en los precios del activo
subyacente tienen una distribucion normal.
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4. Tasa de interés constante y conocida:

La tasa de interés libre de riesgo es constante y conocida durante toda la vida
de la opcion.

5. Volatilidad constante:

La volatilidad del activo subyacente es constante y conocida durante toda la
vida de la opcion.

La formula para el precio de una opcion de compra (call option) segiin el modelo
de Black-Scholes es:

C = SON(dl) - Xe_rtN(dz)

Donde:

e C es el precio de la opcién de compra.

e Spes el precio actual del activo subyacente.

e X es el precio de ejercicio de la opcion.

e res latasa de interés libre de riesgo

e tes el tiempo hasta la expiracion de la opcion.

e Nes la funcion de distribucion acumulativa de la distribucion normal
estandar.

e d,; yd,son calculados como:

() (- +%):
oVt

d2=d1_0-\/z

Intuitivamente se puede pensar en la formula como la expectativa del valor
ganado del activo en el momento de cierre (S,N(d;)) menos la expectativa del
coste de ejecutar la accion teniendo en cuenta la tasa de interés libre de riesgo
(Xe "EN(dy)).
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Estimacioén del precio
del activo en el
tiempo de expiracién

Retorno
positivo

©0000000000000000000000000000000000000000 ooy . Final del periodo

Ganancia/perdida de la Opcion

negativo

Imagen 9: representacion grdfica de la férmula de Black-Scholes. La superficie de la zona roja
representa la estimacién de las posibles pérdidas de un comprador de la opcién y la superficie de
la zona verde representa la estimacién de las posibles ganancias de un comprador de la opcion. El
modelo se basa en equilibrar estas dos superficies para que ambas sean iguales y no exista ventaja
entre comprar o vender la opcién (que el precio esté equilibrado).

4.2 Modelos VaR

El Value at Risk (VaR) es una medida de riesgo utilizada en finanzas para
estimar la pérdida maxima que una cartera de inversiones podria experimentar
en un periodo de tiempo especifico con un cierto nivel de confianza. En otras
palabras, el VaR proporciona una estimacion cuantitativa de la cantidad de
dinero que una cartera podria perder en condiciones normales de mercado
durante un intervalo de tiempo determinado, manteniendo un nivel de
confianza predefinido.

El VaR se expresa en términos de una cantidad de dinero y un horizonte
temporal, y generalmente se interpreta en el contexto de un intervalo de
confianza, como el 95% o el 99%. Por ejemplo, un VaR del 95% a un dia de $1
milloén indica que hay un 95% de probabilidad de que la cartera no pierda mas
de $1 millén en un solo dia bajo condiciones normales de mercado.

Es importante destacar que una de las principales suposiciones de este tipo de
modelos es la distribucion que siguen los rendimientos de los activos.
Normalmente se asumen distribuciones normales o se realizan simulaciones de
Montecarlo para esto.

4.3 Modelo CAPM

El Modelo de Fijacion de Precios de Activos de Capital (CAPM, por sus siglas en
inglés) es un modelo financiero que describe la relacion entre el riesgo y el
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rendimiento esperado de un activo financiero. Fue desarrollado por William
Sharpe, John Lintner y Jan Mossin en la década de 1960.

E1 CAPM establece que el rendimiento esperado de un activo financiero es igual
a la tasa libre de riesgo mas un premio por riesgo de mercado, multiplicado por
la beta del activo. La beta (B) es una medida de la sensibilidad del activo a los
movimientos del mercado en general. En otras palabras, el CAPM propone que
el rendimiento esperado de un activo esta determinado por su exposicion al
riesgo sistematico o no diversificable, que es el riesgo que no se puede eliminar
mediante la diversificacion de la cartera.

E(R;) = Ry + Bi(E(Rn) — Ry)

Donde:

e E(R;) es el rendimiento esperado del activo i.

* Ryes la tasa libre de riesgo, que representa el rendimiento de un activo
sin riesgo, como los bonos del gobierno.

e [;es la beta del activo i, que mide la sensibilidad del activo a los
movimientos del mercado.

e E(R,)es el rendimiento esperado del mercado.

* R es la tasa libre de riesgo

El CAPM se basa en varias suposiciones clave, incluyendo la existencia de
inversores racionales y mercados eficientes. Los inversores racionales se definen
como aquellos que buscan maximizar su utilidad esperada, teniendo en cuenta
el riesgo y el rendimiento de sus inversiones. Por otro lado, los mercados
eficientes se caracterizan por reflejar rapidamente toda la informaciéon
disponible y ajustarse rapidamente a cualquier nueva informacion.

Bajo estas suposiciones, el CAPM implica que los rendimientos de los activos
financieros se distribuyen normalmente en el mercado. La distribucion normal
de los rendimientos implica que los eventos extremos ocurren con una
probabilidad baja y que la mayoria de los rendimientos se concentran alrededor
de la media, siguiendo una curva de campana simétrica.

4.4 Observacion

Si algo destaca en estos tres modelos es que todos asumen normalidad en los
retornos de los activos financieros ¢Pero si hemos visto en el capitulo anterior
que los retornos no son normales, por qué se usa esta distribucion?

Al hablar sobre las distribuciones estables hemos destacado dos en particular:
la Normal y la de Cauchy. Estas distribuciones destacan por tener soluciones
exactas, lo que simplifica mucho las cosas a la hora de realizar calculos. De las
dos, la distribucién Normal cuadra mas que la de Cauchy, ademas, tiene una
varianza conocida. Debido a esto los modelos asumen distribuciones normales
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de los precios. Sin embargo, esto puede tener graves consecuencias si no se
entiende bien. Es facil subestimar riesgos con estos modelos.

En el caso del modelo de Black Scholes Merton se necesita calcular la volatilidad
implicita (la observada en el mercado) constantemente para calibrar los modelos.
Resulta que hay una volatilidad implicita diferente para cada precio de ejercicio
y cada tiempo de expiracion. Si el modelo fuera correcto tan solo deberia de
haber una misma volatilidad para cualquier parametro. La superficie de
volatilidades que se crea es la famosa superficie de volatilidad. Es algo asi como
“jugar a encontrar los parametros correctos para el modelo erréoneo”.

Volatilidad Implicita

&
w
L

Implied Vo

""" . 2
15

Tiempo de expiracion Moneyness M = S/K

25

Imagen 10: Superficie de la Volatilidad Implicita. Dicha superficie se obtiene encontrando las
volatilidades (o) que hacen que el modelo de Black Scholes de el mismo precio de la opcion que el
que se encuentra en el mercado. (grdfica obtenida de Wikipedia para usos ilustrativos)

Los profesionales del sector son conscientes de esto, y durante los tiltimos anos
se han publicado numerosos modelos que tratan de mejorar los modelos
expuestos anteriormente:

e Black-Scholes-Merton — Volatilidad Estocastica y el modelo de Salto-
Difusion [7]

e VaR — GARCH [§]

e CAPM — CAPM extendido [9]

La mayoria de estos avances requieren de conocimientos cada vez mas técnicos
y complicados. Es por esto que el sector de las finanzas se ha llenado en los
ultimos anos de perfiles técnicos (estadisticos, matematicos, fisicos, ingenieros,
etc). Aquellos que consigan desarrollar los mejores modelos seran los que
consigan mas ventajas con respecto a la competencia.

Cabe destacar que estos modelos no estan disenados para modelar retornos de
duraciones de menos de un dia. Los precios intradiarios tienen la dificultad
anadida que, dependiendo de la hora, habra mas volatilidad o menos en funcion
de las casas de intercambio abiertas (Londres, Tokio, Nueva York...).
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Ademas, se estan explorando soluciones de Aprendizaje Automatico para crear
modelos financieros y de trading mediante uso de GANs, RNNs, TCNN, etc. Estos
modelos no seran enfocados en este estudio, pero es importante mencionarlos
debido a su gran potencial en estos anos.
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5 Modelo clasico multifractal

5.1 ¢Qué es un multifractal?

Los fractales son estructuras geométricas que exhiben autosimilitud a
diferentes escalas. En otras palabras, un fractal es un objeto geométrico cuya
forma se repite a si misma en multiples niveles de magnificacion. Esto significa
que, al observar un fractal, se pueden encontrar patrones similares sin importar
el nivel de detalle en el que se observe.

Es raro encontrarse papers con mas de 100 citaciones sobre fractales en
finanzas. Una de las tesis mas Utiles para realizar este capitulo es la de Rostislav
Sibirtsev [5], en donde implementa el MMAR y estudia los resultados. Sin
embargo, los papers de fractales enfocados a otras ciencias consiguen miles de
citaciones. “Hay una necesidad de herramientas fractales en finanzas”
comentaba Mandelbrot, pionero en estudio de fractales, en 2005[10].

En finanzas, si quitamos la variable temporal, se vuelve verdaderamente
complicado interpretar a qué temporalidad puede pertenecer un grafico. Esto
quiere decir que, las estructuras menores del precio son auto similares a
estructuras mayores, una cualidad fractal. Aqui muestro cuatro graficos de
diferentes temporalidades (1 hora, 4 horas, diario y semanal).

EURUSD, Weekly: Euro vs US Dollar

Imagen 11: grdfico de lineas semanal del EURUSD.
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EURUSD, Daily: Euro vs US Dollar

ikl

Imagen 12: grdfico de lineas diario del EURUSD.

EURUSD, H4: Euro vs US Dollar

o

Imagen 13: grdfico de lineas de 4 horas del EURUSD.

EURUSD, H1: Euro vs US Dollar

Imagen 14: grdfico de lineas de 1 hora del EURUSD.
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Los fractales son objetos que pueden ser infinitamente complejos, pero definidos
matematicamente de manera relativamente simple. A menudo se construyen
mediante algoritmos iterativos, donde una regla o conjunto de reglas se aplica
repetidamente para generar la estructura completa del fractal. Estas reglas
pueden ser Dbastante simples, pero el resultado final puede ser
sorprendentemente intrincado y complejo.

Imagen 15: curva de Koch. Fractal autosemejante.

En finanzas, generar movimiento browniano (movimiento aleatorio,
normalmente gaussiano, usado para generar simulaciones de precios
financieros) es un punto clave. Una forma de generar movimiento browniano
con la teoria fractal es utilizando métodos de simulaciéon numérica basados en
fractales. En estos métodos hay un componente clave, el exponente de Hurst.
Dependiendo de los valores que este tome se obtendran series temporales anti
persistentes (H<0.5), aleatorias/normales (H=0.5) y persistentes (H>0.5).
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Construccién de Movimiento Browniano Fraccional
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Imagen 16: Iteraciones de la construccién de Movimiento Browniano Fraccional.

Movimiento Browniano Fraccional (FBM) con Diferentes Valores de H
FBM con H = 0.25

— H=0.25

valor

FBM conH = 0.5

0759 — H=05
0.50

0.25 4

Valor

0.00 4

-0.25 - T T T T
FBM con H = 0.75

Tiempo

Imagen 17: Movimiento Browniano Fraccional con diferentes valores H. Destacar que a menor H
(primer grdfico) mayor anti-persistencia en las tendencias y que a mayor H (tercer grdfico), mayor
persistencia en las tendencias
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Un multifractal es una generalizacion de los fractales que exhibe multiples
escalas de autosimilitud, en contraste con los fractales tradicionales que
muestran autosimilitud en una sola escala. En otras palabras, un multifractal
es una estructura matematica que presenta diferentes grados de irregularidad
o complejidad en diferentes regiones del objeto fractal. Esto quiere decir que el
exponente de Hurst ahora es variable, pasando a llamarse exponente de Holder.

La idea detras de los multifractales es que en ciertos sistemas complejos, como
los mercados financieros, la naturaleza de la irregularidad o variabilidad puede
ser heterogénea y no uniforme en todas partes. En lugar de tener una sola
dimension fractal que caracterice toda la estructura, los multifractales pueden
tener multiples dimensiones fractales que describen la irregularidad en
diferentes partes del objeto fractal.

5.2 Aplicacion de modelos multifractales a finanzas

Una de las primeras obras en criticar publicamente y en estudiar nuevas formas
de modelar los mercados es el paper de 1997 de Mandelbrot junto con sus dos
estudiantes Fisher y Calvet (“A multifractal model of asset returns”) [2]. En esta
obra se presenta un modelo basado en teoria multifractal que aplicaremos paso
a paso con el EURUSD.

5.3 Introduccion

E1 MMAR (“Multifractal Model for Asset Returns”) [2] es un modelo para simular
el crecimiento a lo largo del tiempo, compuesto por una cascada multifractal y
un movimiento browniano fraccional. Lo que se busca con esto es conseguir un
proceso que genere:

1. Distribuciones con colas largas (1 < a < 2).
2. Dependencia temporal en los retornos.
3. Momentos de volatilidad que tiendan a agruparse.

Podemos definirlo de la siguiente forma:

X(t) = By[6(1)]

Donde X(t) corresponde con el precio simulado, By corresponde al Movimiento
Browniano Fraccional y 6(t) es una funcion de distribucion acumulativa de un
proceso de cascada multifractal definida en [O, T].

By depende tinicamente de un parametro, H (exponente de Hurst). 6(t) depende
de {a, 4, %}, y es el componente que le aporta la multifractalidad. Podemos
pensar en este parametro como el encargado de acelerar/desacelerar el tiempo
y, por tanto, el encargado de aportar periodos de mas o menos volatilidad al
precio.
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La idea es la siguiente: Conseguir la funcion de escalado del EURUSD con datos
diarios, obtener los parametros necesarios a partir de ella (H,a, 4,02), generar
movimiento fractal browniano (By) y el tiempo de trading (6(t)), y juntar ambas
simulaciones (X(t)). Se puede encontrar informacion sobre los procesos en el
capitulo de multifractales de la obra Falconer. St Andrews, Fractal Geometry
[11].

5.3.1 Recopilacion de datos y calculo de los retornos de cada
observacion

Vamos a coger 5040 retornos diarios del EURUSD. Hemos escogido este numero
debido a su gran cantidad de divisores (60) ya que necesitaremos dividir estos
datos en observaciones de diferentes longitudes y estudiar como escala la
magnitud de los retornos de estas observaciones. También destacar como estos
numeros se encuentran de forma exponencial, algo que se puede ver bien en la
siguiente grafica logaritmica:

Divisores de 5040

107 3

10 -

101 4

107 5

Imagen 18: divisores del 5040 expuestos en escala logaritmica.

5.3.2 Calculo de las funciones de particion con diferentes “q”

Las funciones de particion, en el contexto de la multifractalidad, son utilizadas
para estudiar las propiedades estadisticas de las series temporales a diferentes
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escalas. Se definen a partir de las sumas de potencias de los incrementos de la
serie.

Las funaciones de particion se consiguen separando los datos en particiones de
tamano At (estos tamanos seran los divisores vistos anteriormente) y aplicando:

N-1

S, (T, At) = Z[IX(i « At + Af) — X(i * A7)

i=0
Donde N = % y q es escogido arbitrariamente. Calcularemos S para un rango de
q entre [0,10] pero con mayor densidad de puntos cercanos a 2 (q = [0, 1, 1.5,
1.8, 1.9, 1.95, 2, 2.05, 2.1, 2.2, 2.5, 3, 4] por ejemplo).

Los resultados se pueden visualizar mediante un plot:

Momentos Estadisticos de diferentes q
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0 1 2 3 4 5 6 7 8
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Imagen 19: momentos estadisticos (S) de diferentes q.

5.3.3 Estimacion de la funcion de escalado

Mediante la formula:

Ln [E[Sq(T, At)]] = 1(q)Ln[At] + c(q)Ln[T]
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Se estima la funcion de escalado t(q) realizando regresion lineal (OLS) de todas
las graficas obtenidas de diferentes gs. La pendiente de las rectas obtenidas
corresponde con la estimacion de t(q) . c(q) , que equivale al término
independiente de At, se puede ignorar.

El resultado de las regresiones se observa en la siguiente grafica:

funcién de escalado

3.0 4 —— EURUSD

Ideal
2.5 4

2.0 +

1.5

1.0

T(g)

0.5

0.0

_D.S -

_l.D -

Imagen 20: funcién de escalado. Al salir curva se sugiere la existencia de multifractalidad.

5.3.4 Estimacion del exponente de Hurst

H se deriva de la funcién de escalado mediante la siguiente formula:

t() =0,
1
- =5

Tomamos 7() como una funcion cuadratica, por lo que estimamos los
parametros y calculamos el punto de intrseccion 7(x) = 0:
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Intersection of t(q) with y=0
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Imagen 21: grdfica que muestra el punto en el que t(g)=0.

Obtenemos: q = 2.2164 y H = 0.4511. Este ultimo valor H corresponde con el
exponente de Hurst que usaremos como parametro para el movimiento
browniano fraccional.

5.3.5 Obtencion del espectro multifractal f(a) mediante la
transformada de Lagrange

La definicion del espectro multifractal es muy técnica. Segin el paper de MMAR
[2], un espectro multifractal f(a) es una funcién que "describe la tasa de
crecimiento local en un proceso multifractal". Por lo tanto, el espectro "describe
la dimension fractal del conjunto de instantes que tienen un exponente local
(Holder) dado". La dimension fractal mide la suavidad de una funciéon en un
punto dado. Conceptualmente, el espectro multifractal permite que el exponente
de Hurst varie en el tiempo, en cuyo caso podriamos llamarlo "exponente de
Hoélder". Buscamos:

f(@) = inflga — 7(q)]

Si 17(q) es cuadratica (ax?+bx+c), f(a) también serda cuadratica con
parametros dependientes de a, b y c de 7(q).

1

af=a
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Imagen 22: Espectro multifractal.

El exponente de Holder mas probable sera el a para el cual la funcion es maxima.
En nuestro caso a = 0.48.

5.3.6 Estimacion de la media y varianza para la distribucion log-
normal para la generacion del tiempo

Para la cascada multiplicativa se necesitara generar numeros aleatorios de una
distribucion log-normal. Los parametros de dicha distribucion se obtienen
mediante las formulas:

/1_&
H
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En nuestro caso obtenemos: 1 = 1.064 y o2 = 0.185

5.3.7 Simulacion de tiempo

Generamos una cascada multiplicativa lognormal con los parametros obtenidos
anteriormente (codigo en github). Estas son las iteraciones 1,3,5,7,9 y 11 de
nuestro proceso:

0.58 4

0.56 4

0.54 4

0.52 4

0.50 7

0.48 1

0.46

0.44 4

0.42 4

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Imagen 23: iteracién 1 de la cascada multiplicativa.

0.18

0.16

0.14 1

0.10 4 —

0.08 1

Imagen 24: iteracién 3 de la cascada multiplicativa.
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Imagen 25: iteracion 5 de la cascada multiplicativa.
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Imagen 26: iteracion 7 de la cascada multiplicativa.
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Imagen 27: iteracion 9 de la cascada multiplicativa.
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Imagen 28: iteracion 11 de la cascada multiplicativa.

CDF de cascada generada
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Imagen 29: CDF de los valores generados.

(Aclaracion: en los trabajos de Mandelbrot este proceso se ve con picos bastante
mas exagerados. Esto es debido a que los activos analizados, DM /USD, daban
una varianza bastante mayor a la nuestra con el EURUSD)

5.3.8 Simulacion de movimiento browniano fraccional

Para esto usaremos la libreria de Python de FBM (Fractional Brownian Motion)
con el algoritmo de Davies-Harte:
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Imagen 30: representacion del movimiento browniano fraccional generado.

5.3.9 Poniendo el tiempo y precio generados juntos

Ahora que ya tenemos los precios y los tiempos tan solo tenemos que juntarlos:

X(t) = By[6(1)]

Para esto tenemos que hacer continuo By mediante una interpolacion y obtener
X(t) para todos los t pertenecientes a la CDF obtenida de la cascada (un total
de 4048 puntos):

0.5

0.44

0.34

0.2

0.14

0.0 4

6 lUIOO 20‘00 3060 40‘00
Imagen 31: grdfica donde se muestra 4048 puntos reales del EURUSD (naranja), del fbm(verde) y

del MMAR(azul). Destacar que el MMAR es el fbm pero comprimido y expandido en algunas zonas,
lo que proporciona momentos de una mayor o menor volatilidad.

33



oooooooooooooooooooooooooooooooo

Podemos observar que con el MMAR obtenemos volatilidades con un rango
m (sobresale del i ia del FBM m
mplo) y tiene algiin atilid
M normal. Estas e se meje m
m 0, habria q al alguan ru
verificar dichas observaciones.
5.4 Conclusiones
1 modelo mu m de activos, ne
Mandelbrot ( )[2] egularidades im observ
e tiem luidas col mem
m ctalid junto res los t
a me m a de tiemp rvaci



integrado en el modelo a través del tiempo de negociacién, una distorsion
aleatoria del tiempo del reloj que explica los cambios en la volatilidad.

Las propiedades de MMAR incluyen multifractalidad, consistencia de escala y
memoria de volatilidad prolongada. La previsibilidad de los precios
(logaritmicos) no esta especificada tedricamente, ya que el modelo tiene
suficiente flexibilidad para satisfacer la propiedad martingala en algunos casos
y larga memoria en sus incrementos en otros. Por tanto, el MMAR es una
alternativa prometedora a los modelos tipo ARCH. Al igual que GARCH, MMAR
incorpora memoria larga a la volatilidad. Ademas, la MMAR permite la
posibilidad de que los rendimientos no estén correlacionados, pero no lo exige.
Esta es una propiedad importante para los investigadores interesados en
cuestiones de eficiencia del mercado. La principal ventaja de MMAR sobre
alternativas como GARCH es la propiedad de coherencia de escala. Debido a
esta propiedad, las caracteristicas de agregacion de los datos (consideradas de
otro modo como la informacién contenida en diferentes frecuencias de
muestreo) se pueden utilizar para probar e identificar el modelo.

Sin embargo, el modelo también tiene sus restricciones. Una de las restricciones
mas notables del MMAR (y de la mayoria de los modelos clasicos) es su
aplicacion exclusiva a retornos diarios. Esta limitacion puede restringir su
utilidad en ciertos contextos financieros donde el analisis de datos intradia o de
alta frecuencia es crucial. Por ejemplo, en los mercados de alta frecuencia,
donde las transacciones se realizan en fracciones de segundos, la capacidad de
modelar dinamica intradia es esencial para capturar la verdadera naturaleza de
la volatilidad y las fluctuaciones de precios. Es en este contexto en donde nos
centraremos para desarrollar nuestro modelo.

Otra posible limitacion del MMAR es su complejidad computacional y la
necesidad de una implementaciéon cuidadosa para asegurar resultados precisos.
No hay una implementacion “oficial” sobre qué algoritmos usar para el FBM y
la cascada multiplicativa lognormal. La generacion de series de tiempo
multifractales requiere de una considerable potencia de calculo y una
comprension profunda de las matematicas de detras del modelo.

Ademas, aunque el MMAR incorpora propiedades importantes como la
coherencia de escala y la memoria prolongada de la volatilidad, su capacidad
para capturar todas las caracteristicas empiricas de los datos financieros reales
puede ser limitada. Las series de tiempo financieras son extremadamente
complejas y pueden contener patrones y comportamientos que no se ajustan
perfectamente a las suposiciones del MMAR.
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6

Modelo Multifractal Intra-diario

6.1 Objetivo

El

objetivo de este modelo multifractal intra-diario es proporcionar una

representacion realista y detallada de los precios de los activos a lo largo de un
dia de negociacion, modelando tick a tick. Este modelo se enfoca en capturar
las caracteristicas intradias y de alta frecuencia de los precios de los activos,
manteniendo la complejidad y realismo observados en los datos reales. A
continuacion, se detallan los objetivos especificos del modelo:
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e Realismo en los Ticks de Precios:

Objetivo: Crear un modelo que reproduzca los ticks de precios a lo largo del
dia de manera que no se pueda distinguir facilmente entre datos reales y
simulados.

Implementacion: Obligar a redondear los precios simulados al valor minimo
de los precios observados en el mercado y generar tiempos y tamanos de
transaccion realistas.

e Colas Mas Exageradas en la Distribucion de Retornos:

Objetivo: Obtener distribuciones de retornos que presenten colas mas
pronunciadas en comparacion con una distribucion normal.

Implementacion: Utilizar distribuciones t-Student al generar el Movimiento
Browniano Fraccional (FBM) para simular los retornos.

e Correlaciones a Diferentes Escalas Temporales (Consistencia de
Escala):

Objetivo: Reflejar las correlaciones observadas en los datos a diversas
escalas temporales.

Implementacion: Construir el FBM con diferentes parametros de Hurst (H)
para capturar estas correlaciones en multiples escalas.

e Distribucion de Tiempos Autosemejante:

Objetivo: Conseguir que los tiempos entre transacciones sigan una
distribucién autosemejante similar a la observada en los datos reales.

Implementacion: Utilizar distribuciones lognormales para modelar los
tiempos entre transacciones.



e Tendencias Diarias de Volatilidad:

Objetivo: Reflejar las tendencias diarias de volatilidad observadas en los
mercados.

Implementacion: Modelar el tiempo de negociacion de manera que refleje
las variaciones de la volatilidad a diferentes horas del dia, capturando los
patrones intradia tipicos. (Lo ideal seria tener esto en cuenta también para
modelar el tamano de ticks, algo que no me di6é tiempo a implementar pero
que resolveré en un futuro, mas explicacion en las conclusiones)

e Autocorrelacion de la Volatilidad:

Objetivo: Modelar la autocorrelacion de la volatilidad en el tiempo entre
transacciones y en el tamano de los ticks.

Implementacion: Utilizar un modelo GARCH para incorporar la memoria
prolongada y la autocorrelacion en la volatilidad.

Este enfoque permitira desarrollar un modelo multifractal intra-diario que
capture las complejas dinamicas de las series de tiempo financieras, logrando
que los datos simulados sean lo mas cercano a indistinguibles de los reales en
escalas que van desde los ticks hasta dias enteros.

Es importante mencionar que muchos de los conceptos utilizados en este
capitulo (como el exponente de Hurst o el analisis RS) se pueden encontrar
explicados en profundidad en la obra de Edgar E. Peters, “Fractal Market
Analysis” [4].

6.2 Construccion e implementacion

La idea es la siguiente, normalmente los modelos tratan de simular
directamente los precios segin escalas temporales (semanas, meses, dias,
horas...). En el modelo MMAR explicado e implementado anteriormente se da
un enfoque de “separar el precio y el tiempo”. Sin embargo, creo que esto se
puede llevar mas lejos.

El precio de un activo financiero esta formado por ticks. Un tick es un
movimiento en el mercado. Entre dos ticks transcurre un tiempo que suele estar
comprendido entre unos pocos milisegundos hasta unos pocos segundos
dependiendo del mercado y del Broker o Exchange. Este tiempo entre ticks va
variando a lo largo del dia, por ejemplo, en el caso del EURUSD el tiempo entre
ticks es mas corto (el mercado se mueve mas) cuando los mercados de Europa
Y Estados Unidos estan abiertos.

Para reflejar esto, vamos a modelar por un lado el precio (el tamano de los Ticks)
y por otro lado el tiempo entre ticks. Esto se hara de forma similar a como se
separa en el MMAR el tiempo y el precio, pero con la diferencia de que estamos
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modelando todos y cada uno de los movimientos que ocurren a lo largo de un
dia.

6.2.1 Obtencion de datos

Para la obtencion de datos usaremos los datos de tick del EURUSD de un ano
(alrededor de 15 millones de ticks) de un broker tal y como se hizo en el estudio
de las distribuciones en el capitulo 2.

6.2.2 Obtencion de la media de tiempos entre ticks de cada hora del
dia

A lo largo del dia, la media de los tiempos entre ticks varia segun las sesiones
de mercado que estén abiertas.

Media de los incrementos de tiempo entre ticks

25004

)
=1
o
=1

tiempo ms

1500 +

1000 +

horas

Imagen 32: Media de 1000 periodos de los incrementos de tiempo entre ticks.

En el grafico, los dos valles (zonas mas volatiles) corresponden a las aperturas
de Londres y Nueva York, respectivamente.

Una vez calculadas las medias, se utilizan en las distribuciones lognormales
para generar los datos aleatorios. Este es un ejemplo de un histograma que
muestra los valores reales (en rojo) y los valores obtenidos de una distribucion
lognormal (en azul):
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Histograma de Incrementos de Tiempo
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Imagen 33: histograma de los incrementos de tiempo reales (rojo) y los generados (azul).

6.2.3 Obtencion de GARCH

Una vez tenemos las medias, para obtener la varianza de estas distribuciones
usaremos GARCH. El modelo GARCH (Generalized Autoregressive Conditional
Heteroskedasticity) permite modelar la varianza condicional de los rendimientos
financieros, capturando la dependencia temporal de la volatilidad. En concreto,
GARCH considera que la varianza en un momento dado depende tanto de los
choques pasados (rendimientos anteriores) como de las varianzas pasadas. Esto
se expresa mediante ecuaciones que combinan términos autoregresivos y de
media movil para la varianza. Este enfoque es util para ajustar las
distribuciones lognormales de los incrementos de tiempo entre ticks, reflejando
de manera mas precisa la variabilidad observada en los datos financieros:

q P
2 _ 2 2
of = aop + Zaift—i +Zﬁj0t—j
i=1 =1

Donde:
ap > 0 es una constante.
a; > 0 son los coeficientes asociados a los rezagos de los términos de error & ;.

B; = 0 son los coeficientes asociados a los rezagos de las varianzas condicionales
anteriores 2 i

En nuestro caso usaremos un solo GARCH(2, 2).

6.2.4 Simular tiempo
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Una vez obetnidas las 24 medias y entrenado el modelo GARCH, falta crear las

simulaciones. Primero comprobemos que tal se ven los datos reales comparados
con los simulados:

Incrementos de tiempo simulados
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17500 -

15000 -

12500

10000 4
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Incrementos de tiempo reales

20000 -

17500 -

15000 4

12500 A

10000

7500 1

5000 4

2500 1

T T T
0 200 400 600 800 1000

A simple vista costaria mucho saber cuaes son los valores simulados y cuales
los reales, lo que indica que haber elegido una distribucion lognormal a partir
de la cual obtener los datos aleatorios ha sido un acierto. Comprobemos qué tal
se ve la media de 100 periodos de los tiempos y los rangos en las que se
encuentra:
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Media movil de 100 periodos de los incrementos de tiempo simulados
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Media movil de 100 periodos de los incrementos de tiempo reales
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1500 -
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Se puede observar en las graficas que la primera es algo mas rugosa que la
segunda. A su vez, la segunda tiene un rango mayor (1500-4000) comparado
con la primera (1800 — 3500).

Por ultimo modelamos varios dias (rojo) y los presentamos en forma de CFD
comparandolos con reales (azul):
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1e7 CDF de los incrementos de tiempo simulados y reales

—— incrementos de tiempo simulados // /
incrementos de tiempo reales p/ 2 g ~ B
) 7 #

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000

Imagen 34: CDF de 25 dias de tiempos reales (azul) y tiempos simulados (rojo).

6.2.5 Obtencion de exponentes de Hurst

Para el modelo, hemos estudiado los exponentes de Hurst del EUR/USD
mediante un analisis de rango reescalado (RS). El exponente de Hurst (H) es
una medida utilizada para evaluar la presencia de dependencia a largo plazo en
una serie temporal. Como se menciono previamente, un valor de H mayor a 0.5
indica persistencia (tendencia a continuar en la misma direccion), mientras que
un valor menor a 0.5 sugiere anti-persistencia (tendencia a revertir). Un valor
de H=0.5 es caracteristico de un paseo aleatorio, indicando ausencia de
memoria a largo plazo.

El analisis RS se realiza en varias etapas:

e Segmentacion de la serie temporal: La serie temporal de precios del
EUR/USD se segmenta en subseries de longitud n. En nuestro caso,
sabemos que a la hora de construir el FBM usaremos potencias de 2, por
lo que nuestros segmentos seran de longitudes n = 29,21, ..., 218,

e Calculo del rango reescalado (RS): Para cada subserie, se calcula la media
(X).
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media
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Imagen 35: media de los tamarnios de los retornos de las diferentes observaciones.

Ahora obtenemos los diferentes escalados dividiendo el valor de cada media
de segmentos de tamano n; por la media de segmentos de tamano n;_;.

Escalados de RS

151

144

Escalado

131

124

Imagen 36: Escalados de RS.

Normalmente, el valor del rango reescalado se grafica en una escala logaritmica
frente al tamafio de la subserie en una escala logaritmica. Se realiza una

43



regresion lineal sobre estos puntos y la linea de regresion en la grafica log-log
proporciona una estimacion del exponente de Hurst.

La mayoria de los valores estan cercanos a 1.5 o ligeramente por debajo, lo que
es normal, recordar también que al construir el MMAR obtuvimos un valor de
H de alrededor de 0.45, que equivale a escalado de 1.45, muy parecido a los
valores que obtenemos en la grafica.

Sin embargo, hay algo que llama la atenciéon en el grafico. Para n=1, es decir
para los incrementos inmediatos de ticks obtenemos un valor muy cercano a
1.12, lo que significa que exponente de Hurst para dichos intervalos seria de
0.12, indicando una gran anti-persistencia. Esto no es algo aleatorio, para
movimientos inmediatos, el siguiente movimiento es mucho mas probable que
sea en direccion opuesta. En otras palabras, si tenemos un tick positivo, lo mas
probable es que el siguiente tick sea negativo. Desafortunadamente, son
movimientos demasiado pequefios de los cuales no se puede beneficiar uno
(comisiones, spread, etc).

Es por esto por lo que en vez de usar un solo valor de reescalado en el FBM de
S = 1+H, usaremos directamente los obtenidos en la grafica para reflejar estos
comportamientos a escalas pequenas.

Al aplicar este método al EUR/USD, los valores de escalado obtenidos permiten
evaluar la estructura de dependencia y antidependencia a largo plazo de esta
serie temporal. Esto es crucial para el modelo, ya que influye en la
parametrizacion de los procesos estocasticos subyacentes, como los modelos
GARCH, que se utilizaran para la simulacion y el analisis de la volatilidad.

6.2.6 Generar FBM con distribuciones t_student

Una vez tenemos los valores de escalado, el otro punto importante es obtener
los valores aleatorios de una funcion de colas mas largas que la normal, de una
t student con 3 grados de libertad. Veamos en una misma grafica una
simulacién comparada con datos reales:

Simulacion vs Real precios de ASK

—— simulado

1.080 +
real

1.078 r‘ 'm
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T T T T T T T
o 20000 40000 60000 80000 100000 120000

Imagen 37: comparacion de simulacion de 120.000 ticks (azul) en comparaciéon con datos reales
(naranja).
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A simple vista parecen dos procesos bastante similares, veamos las
distribuciones que obtenemos. Mostraremos los incrementos 1 a 1 tick e
incrementos de 10.000 a 10.000 ticks.

Histograma de incrementos de precios de 1 tick Histograma de incrementos de precios de 10000 ticks

B simulado s simulado
e real e real
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107 4
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—0.0004-0.0003-0.0002-0.0001 0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 —0.006 —0.004 -0.002 0.000 0.002 0.004 0.006

Imagen 38: histograma de retornos de 1 tick (izquierda) y de 10.000 ticks (derecha) con niumeros
aleatorios generados de distribuciones t_student.

Obtenemos distribuciones extremadamente similares a reales. Hay también que
tener en cuenta que se esta mostrando en escala logaritmica. Ahora veamos
como se generarian dichas distribuciones obteniendo los niimeros aleatorios de
distribuciones normales:

Histograma de incrementos de precios de 1 tick Histograma de incrementos de precios de 10000 ticks
B simulado B simulado
B real B real
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102
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0 4
10 107 4

—0.0004-0.0003-0.0002-0.0001 0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0004 —-0.006 —-0.004 -0.002 0.000 0.002 0.004 0.006

Imagen 39histograma de retornos de 1 tick (izquierda) y de 10.000 ticks (derecha) con numeros
gnerados de distribuciones normales.

A pesar de utilizar los diferentes escalados al ejecutar el FBM (que hacen que
las colas a pequenas escalas sean mas largas) nos encontramos con
distribuciones que tienen colas claramente menos pronunciadas que las reales.
Esta es la principal razén por la que decidimos utilizar otro tipo de
distribuciones con colas mas largas para obtener los niumeros aleatorios.
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6.2.7 Juntar tiempo y precio

Ahora tan solo habria que juntar el precio en funciéon del tiempo para generar
una simulacién completa de un dia, de una forma muy parecida a como se
juntaba el tiempo y precio en el MMAR:

X() =P(T()
Donde:

e P son los precios generados por el FBM

e T son los valores de la suma cumulativa de los tiempos generados

e 1ies el indice que va desde O hasta n, siendo n la cantidad de tiempos
generados (a la hora de generar los tiempos se para cuando se llega a las
24h)

De esta forma se consigue comprimir y expandir los precios generados para que
se asemejen mejor a precios diarios en donde existen diferentes volatilidades a
lo largo del dia. Aqui el ejemplo del precio sin tiempo (azul) y precio con el tiempo
(naranja):

FBM sin tiempo vs FBM con tiempo

0.0020 1 — FBM sin tiempo

—— FBM con tiempo
0.0015 ’
0.0010 4
!

Y
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ks Wn { MM oM

—0.0015 4
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Imagen 40: FBM con tiempo constante (azul) y FBM con tiempo variable generado anteriormente
(naranja).
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CDF de incrementos de tiempo

—— Sin incrementos de tiempo simulados
—— Con incrementos de tiempo simulados
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Imagen 41: CFD de los tiempos de las graficas de la figura anterior.

En finanzas, la visualizacion de los precios se hace normalmente mediante
velas de periodos, también conocidas como graficos de velas japonesas. Estas
velas representan las variaciones de precio en intervalos especificos de tiempo,
mostrando la apertura, el cierre, el maximo y el minimo de los precios en cada
periodo. Esta forma de visualizacion es particularmente util para identificar
patrones y tendencias en los datos de precios.

A continuacion, mostraré un grafico de velas de periodo de 5 minutos para
comparar los precios generados por mi modelo con los precios reales de un dia
especifico.
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Imagen 42: Grdfico de una simulacion de un dia del EURUSD con velas de 5 minutos.
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Imagen 43: Grdfico de un dia real del EURUSD con velas de 5 minutos.
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7 Resultados y conclusiones

En este capitulo redactaremos los Resultados y Conclusiones obtenidas tras la
construccion del modelo. Ademas, comentaremos las posibles mejoras y
siguientes pasos a seguir.

7.1 Resultados

1. Realismo en los Ticks de Precios

El modelo multifractal intra-diario ha sido capaz de generar ticks de precios que
se asemejan a los datos reales del mercado. Esto se ha conseguido redondeando
los precios simulados al valor de resolucion observado en el mercado y
generando tiempos y tamanos de transaccion realistas. En las pruebas
realizadas, los observadores no pudieron distinguir facilmente entre los datos
simulados y los reales, lo que demuestra el éxito en el logro de este objetivo.
Esto quiere decir que se pueden llegar a realizar simulaciones a tiempo real en
donde se pueda observar como se va moviendo el precio tick a tick a lo largo del
dia.

2. Colas Mas Exageradas en la Distribucion de Retornos

El principal problema de los modelos clasicos era el no conseguir modelar las
colas largas y, por tanto, tener consecuencias como subestimar eventos
extremos. Las distribuciones de retornos generadas por el modelo presentan
colas significativamente mas pronunciadas que una distribucion normal que se
asemejan mucho mas a as reales, lo cual es consistente con la observacion de
eventos extremos en los mercados financieros. Utilizando distribuciones t-
Student para generar el Movimiento Browniano Fraccional (FBM) ademas de
implementar un tiempo entre ticks con volatilidad variable, el modelo ha
capturado efectivamente las colas largas en la distribucion de retornos,
proporcionando una mejor representacion de los riesgos extremos.

3. Correlaciones a Diferentes Escalas Temporales

En el MMAR, la consistencia de escala se consigue mediante un unico valor H
para todos los periodos, exigiendo una correlacion constante indiferente de la
escala. En nuestro modelo, al construir el FBM con diferentes parametros de
Hurst (H), se han capturado las correlaciones presentes en las diferentes escalas
de los datos de precios reales.

4. Distribucion de Tiempos Autosemejante
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La distribucion de los tiempos entre transacciones sigue una estructura
autosemejante, similar a la observada en los datos reales. Se ha logrado
utilizando distribuciones lognormales con varianzas obtenidas de un modelo
GARCH. Esto es particularmente importante para capturar la dinamica de alta
frecuencia en los precios.

5. Tendencias Diarias de Volatilidad

El modelo refleja las tendencias diarias de volatilidad observadas en los
mercados. La modelacion del tiempo de negociacion en funcion de la hora del
dia ha permitido capturar las variaciones de intradiaria, incluyendo picos y
valles de volatilidad durante las aperturas y cierres de los mercados. Aunque el
tamano de los ticks atin no ha sido modelado en funcién de estas variaciones,
los resultados preliminares indican que el modelo esta bien encaminado para
lograr esto en futuras versiones.

6. Autocorrelacion de la Volatilidad

En el mercado, la volatilidad ocurre de forma autocorrelacionada, dando lugar
a momentos de alta o bajas volatilidades, en otras palabras, los momentos de
volatilidad son persistentes a lo largo del tiempo (memoria larga). El uso del
modelo GARCH ha permitido incorporar la memoria prolongada y la
autocorrelacion en la volatilidad en el tiempo entre transacciones. Gracias a la
generacion de movimiento browniano mediante FBM (Frctional Brownian
Motion) se consigue también la autocorrelacion y memoria larga en el tamano
de los ticks. En un futuro se pueden estudiar formas de conseguir que esta
volatilidad se genere a partir de un solo proceso tanto para el tiempo entre ticks
como para el tamano para conseguir que las volatilidades entre los dos procesos
sean consistentes.

7.2 Conclusiones

El modelo multifractal intra-diario desarrollado ha demostrado ser una
herramienta poderosa para simular precios de activos financieros a lo largo de
un dia de negociacion, capturando caracteristicas intradias y de alta frecuencia
con un alto grado de realismo. Los objetivos especificos del modelo se han
alcanzado de la siguiente manera:

e Realismo en los Ticks de Precios: Los precios simulados son
practicamente indistinguibles de los precios reales, gracias a la
implementacion de redondeos a la resolucion del mercado y generacion
de transacciones realistas.

e Colas Mas Exageradas y Realistyas en la Distribucion de Retornos:

Las distribuciones t-Student utilizadas en el FBM han permitido capturar
efectivamente las colas largas observadas en los retornos financieros.
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e Correlaciones a Diferentes Escalas Temporales: E]l uso de parametros
de Hurst variables en el FBM ha permitido reflejar consistencia de escala.
Esto significa que las propiedades estadisticas de los precios financieros
son coherentes cuando se observan a diferentes escalas temporales. Algo
muy importante cuando se estudian escalas temporales muy pequenas
en el precio.

e Distribucion de Tiempos Autosemejante: La modelacion de los tiempos
entre transacciones con distribuciones lognormales ha replicado
adecuadamente las distribuciones de tiempo reales.

e Tendencias Diarias de Volatilidad: El modelo de tiempo de negociacion
ha capturado las variaciones intradias en la volatilidad, aunque se
requiere mas trabajo para modelar de forma similar el tamano de los ticks
a diferentes horas del dia.

e Autocorrelacion de la Volatilidad: El modelo GARCH ha incorporado
de manera efectiva la autocorrelacion y la memoria larga en la volatilidad
del tiempo entre ticks. Ademas, gracias a usar FBM (Fractional Brownian
Motion) para modelar los incrementos de precio, también conseguimos
memoria larga y autocorrelacion en la volatilidad del tamario de los ticks.

7.3 Futuras Mejoras

A pesar de los logros alcanzados, el modelo puede mejorarse en varios aspectos.
En un futuro se conseguira también reflejar las tendencias diarias del tamano
de los ticks a lo largo de las diferentes horas del dia. Esto incluira desarrollar
meétodos para ajustar dinamicamente el tamano de los ticks en funcion de las
variaciones de la volatilidad a lo largo del dia. También sera importante en
trabajar en conseguir que la volatilidad encontrada en los tamanos de los ticks
y en el tiempo entre ticks sea coherente y no independiente.

También sera importante trabajar un estudio mas elaborado de pruebas
estadisticas para validar mejor las cualidades del modelo y conseguir una
formulacion mas matematica para definir mejor el modelo.

En resumen, nuestro modelo multifractal intra-diario representa un avance
significativo en la simulacion de precios de activos financieros, proporcionando
una herramienta robusta para la investigacion y el analisis financiero que puede
ser mejorada y expandida en futuras versiones.
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8 Aplicaciones

En este capitulo trataremos las principales posibles aplicaciones del modelo
desarrollado: valoracion de derivados, trading de alta frecuencia y analisis de
riesgos y simulaciones para backtesting.

8.1 Valoracion de Derivados

La valoracion precisa de derivados, como opciones, requiere modelar o suponer
la dinamica subyacente del precio del activo con alta precision, especialmente
en contextos de alta frecuencia. Por ejemplo, los modelos clasicos explicados en
el capitulo 2 suponen que la distribuciéon de precios sigue una distribucion log-
normal basada en el movimiento browniano geomeétrico.

Con nuestro modelo, para valorar una opcion financiera, se pueden realizar
simulaciones de trayectorias de precios del activo. Estas trayectorias, que
incorporan la variabilidad intradia y la autocorrelacion, pueden proporcionar
estimaciones mas precisas del valor esperado de la opcion.

8.2 Trading de Alta Frecuencia

El trading de alta frecuencia (HFT) se basa en la ejecucion de operaciones a muy
corto plazo, aprovechando pequenas ineficiencias de mercado. Es por esto que
la precision en la prediccion de los movimientos de precios a corto plazo es
fundamental.

Nuestro modelo captura las variaciones intradiarias y de alta frecuencia en los
precios, proporcionando datos realistas sobre los movimientos de precios tick a
tick. Al modelar la volatilidad y los patrones de precios intradia, el modelo podria
generar senales de trading mas precisas para los algoritmos de HFT, mejorando
la capacidad de prediccion a corto plazo.

8.3 Analisis de Riesgos y Simulaciones para Backtesting

El analisis de riesgos implica la identificacion y evaluacion de riesgos financieros
que puedan afectar a una cartera de inversiones o de estrategias. El backtesting
es el proceso de evaluar la efectividad de una estrategia de trading utilizando
datos historicos. Sin embargo, muchas veces estos datos histéricos no son
suficientes y se recurren a simulaciones de Montecarlo para evaluar la robustez
de las estrategias de trading o inversion.

Con nuestro modelo podemos realizar simulaciones que generan trayectorias de
precios tick a tick con propiedades estadisticas realistas, incluyendo colas
largas y autocorrelacion, esenciales para pruebas de estrés y evaluacion de
riesgos.
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8.4 Conclusion

El modelo desarrollado es una herramienta para capturar la complejidad y el
realismo de las series de precios financieros intradiarios. Las posibles
aplicaciones en la valoracion de derivados, el trading de alta frecuencia y el
analisis de riesgos pueden permitir una mejor toma de decisiones financieras y
una gestion de riesgos mas precisa.
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9 Analisis de Impacto

Este capitulo analiza el impacto potencial de los resultados obtenidos durante
la realizacion del Trabajo de Fin de Grado (TFG) en diferentes contextos:
personal, empresarial, social, econémico, medioambiental y cultural. También
se considera su relacion con los Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS) de la
Agenda 2030.

9.1 Impacto Personal

Beneficios Esperados:

- Desarrollo de habilidades técnicas avanzadas en modelado y analisis
financiero.
- Mejora del perfil profesional, abriendo nuevas oportunidades laborales.

Posibles Efectos Perjudiciales:

- Sobrecarga de trabajo y estrés durante el desarrollo del TFG.

9.2 Impacto Empresarial

Beneficios Esperados:

- Innovaciéon en modelos financieros, mejorando la valoracion de derivados,
estrategias de trading y analisis de riesgos.

Posibles Efectos Perjudiciales:

- Altos costos de implementacion y resistencia al cambio dentro de las
empresas.

9.3 Impacto Social

Beneficios Esperados:

- Mejora de la educacion financiera y comprension de modelos
multifractales.

Impacto Econémico
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Beneficios Esperados:

- Contribucion a la estabilidad financiera y crecimiento econémico mediante
una mejor gestion del riesgo.

9.4 Impacto Medioambiental

Beneficios Esperados:

- Promocion de la sostenibilidad econéomica mediante una mayor eficiencia en
los mercados financieros.

9.5 Impacto Cultural

Beneficios Esperados:

- Inspiracion y fomento de la innovacion en el campo financiero.

Posibles Efectos Perjudiciales:

- Resistencia para adoptar nuevas metodologias.

9.6 Impacto en los Objetivos de Desarrollo Sostenible
(ODS)

El proyecto puede contribuir a los ODS relevantes, como:

- ODS 4: Contribucion a la educacion de calidad.
- ODS 8: Promocién del trabajo decente y el crecimiento econémico.
- ODS 9: Fomento de la industria, innovacion e infraestructura.
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