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Resumen

A lo largo de la historia, la humanidad se ha enfrentado al desafio de las pan-
demias y epidemias. Para hacer frente a estas crisis se requiere un enfoque
multidisciplinar, en el que las Matematicas desempenan un papel crucial en el
desarrollo de estrategias preventivas y estudios detallados de la dinamica de las
enfermedades. Los modelos matematicos nos permiten predecir los resultados y
aplicar medidas para reducir los posibles impactos.

La reciente pandemia de COVID-19 mostré la importancia de la modelizacion
matematica para comprender y controlar las enfermedades infecciosas. Concep-
tos como aplanar la curva, curva de contagio o coeficiente de transmision del
virus, pasaron a ser incorporados de manera significativa en la sociedad.

Este trabajo se centra en la modelizacion matematica de fenémenos epidemio-
légicos, en particular los que implican reinfeccion. Comenzamos explorando el
modelo clasico SIR (Susceptible-Infectado-Recuperado), que ha sido fundamen-
tal en el campo de la epidemiologia. Posteriormente se incorporan parametros
para modelar la dinamica vital y después se anade un parametro para tener en
cuenta la posible reinfeccion de indivduos, desarrollando asi modelos mas com-
pletos que reflejan con mayor precision las complejidades de las epidemias del
mundo real.

El analisis incluye un estudio tedrico que determina las condiciones bajo las
que una enfermedad puede erradicarse o hacerse endémica, asi como el com-
portamiento de la soluciones a largo plazo. Todo el estudio se hace bajo el marco
teorico de las ecuaciones diferenciales, los sistemas dinamicos y la teoria de los
atractores globales. Adicionalmente mediante el uso de simulaciones numeéricas
ilustramos todos los resultados anteriores y presentamos una simulacion de dis-
tintos escenarios para ver como afecta el parametro de reinfeccion a la evolucion
de la enfermedad.

La inclusion del parametro de reinfeccion al modelo nos permitira estudiar co6-
mo la pérdida de inmunidad y las reinfecciones afectan a la propagacion de la
enfermedad y ayudara a las autoridades sanitarias a establecer las medidas de
control que deberan tomar para controlar las enfermedades o incluso erradicar-
las.






Abstract

Throughout history, society has faced the challenge of pandemics and epidemics.
Addressing these crises requires a multidisciplinary approach, with mathemat-
ics playing a crucial role in the development of preventive strategies and detailed
studies of disease dynamics. Mathematical models allow us to predict outcomes
and implement measures to reduce potential impacts.

The recent COVID-19 pandemic showed the importance of mathematical mod-
elling in understanding and controlling infectious diseases. Concepts such as
flattening the curve, contagion curve or virus transmission coefficient, came to
be incorporated significantly into society.

This paper focuses on the mathematical modelling of epidemiological phenom-
ena, in particular those involving reinfection. We begin by studying the classical
SIR (Susceptible-Infected-Recovered) model, which has been fundamental in epi-
demiology.After that, we consider new parameters to model vital dynamics and
later a parameter to model reinfection. Then, we develop extended models which
reflects in a better manner the complexities of real-world epidemics.

The analysis includes a theoretical study that determines the conditions under
which a disease can be eradicated or becomes endemic, and the long-term be-
haviour of the solutions. The whole study is done under the theoretical frame-
work of differential equations, dynamical systems and the theory of global at-
tractors. Additionally, using numerical simulations, we will contrast the pre-
vious results and simulate different scenarios to illustrate how the re-infection
parameter affects the evolution of the disease.

The inclusion of the reinfection parameter in the model will allow us to study
how loss of immunity and reinfections affect the spread of the disease and will
help health authorities to establish the control measures they should take to
control or even eradicate diseases.
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Capitulo 1

Introduccion

Las enfermedades infecciosas han significado a lo largo de la historia un pro-
blema muy importante para las civilizaciones. Con el avance en el sector de
la medicina en los ultimos siglos, la sociedad ha pensado que este tipo de en-
fermedades estan controladas, pero como hemos visto en los ultimos anos con
enfermedades como el coronavirus, causada por el virus SARS-CoV-2, o el SIDA,
causada por el VIH, han supuesto y siguen suponiendo un gran desafio para la
sociedad.

Uno de los principales problemas de las enfermedades contagiosas es la trans-
misién de la enfermedad. Cuando infecta a un numero de individuas superior
al esperado en una poblacién durante un tiempo determinado se denomina epi-
demia. Este fenémeno no solo representa un desafio de salud publica, sino que
también pone a prueba la capacidad de respuesta y adaptacion de las socieda-
des.

Algunas de las epidemias mas importantes a lo largo de la historia segin [1] son
la reciente COVID-19, con mas de tres millones de muertos, la peste negra (541-
700, 1347-1353), causando 75 millones de muertes, o la viruela que provoco
alrededor de 300 millones de personas muertas en todos los continentes en
distintas €épocas.

Como vemos, estudiar, prevenir y comprender las epidemias ha sido, es y sera
un objetivo y una necesidad en la sociedad. Es por ello que muchas ramas de la
ciencia se dedican a la investigacion en el campo de la epidemilogia, que consis-
te en el estudio de patrones, las causas y el control de las enfermedades en los
grupos de personas. La biologia, la medicina, la informatica o las matematicas
son algunas de las muchas ciencias que trabajan en conjunto para obtener una
comprension completa de las enfermedades y su impacto, y desarrollar estrate-
gias efectivas para su prevencion y control.

Una de las herramientas que permite predecir la propagacion de enfermedades
y evaluar estrategias para su control y prevencion es el modelado de las epi-
demias a través de modelos matematicos. Muchos de los modelos matematicos
que se usan en las epidemias tienen que ser susceptibles a cambios a lo largo
del tiempo, es por ello que el uso de el calculo diferencial es crucial para poder
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Capitulo 1. Introduccién

describir como cambian las tasas de infeccion, recuperacion y mortalidad a lo
largo del tiempo en una poblacion a través de las ecuaciones diferenciales par-
ciales y ordinarias. También es importante que mencionemos que algunas veces
conseguimos modelos complejos que no pueden ser resueltos analiticamente y
es por eso que la realizacion de simulaciones numeéricas también aporta gran
ayuda y permite explorar el impacto de diferentes estrategias de intervencion y
realizar analisis predictivos.

Uno de los primeros modelos matematicos fue desarrollado por Daniel Bernoulli
en 1760 (véase [2]). Este modelo evalu6 los efectos de vacunar a la poblacion
contra la viruela y abrio el camino para futuras investigaciones y desarrollos en
modelos de enfermedades. Posteriormente, a principios del siglo XX W.H.Hamer
explor¢ la periodicidad de las epidemias, especialmente en relacion con enferme-
dades como el sarampion y la escarlatina [3]. El enfoque de W.H.Hamer fue uno
de los primeros en aplicar un marco matematico a la transmisiéon de enfermeda-
des basado en principios de interaccion directa, lo que influy6 en el desarrollo de
modelos epidemiologicos mas sofisticados en décadas posteriores. Mas tarde, en
1911 Ronald Ross utilizé6 un modelo matematico para demostrar como interven-
ciones especificas pueden alterar significativamente la probabilidad de brotes
de malaria, y proporciona un marco cuantitativo para evaluar la efectividad de
diferentes estrategias de prevencion [4]. Finalmente, en 1927, W. O. Kermack y
A. G. McKendrick desarrollaron el modelo SIR (Susceptible, Infectado, Recupe-
rado), que se ha convertido en uno de los pilares de la epidemiologia matematica
[5]. En este ultimo modelo nos centraremos para desarrollar el trabajo.

1.1. Modelizacion

Vamos a introducir el modelo SIR clasico con mas detalle que el resto de los
modelos puesto que sera el que utilizaremos para realizar el trabajo. Este mo-
delo divide a la pobalcion en tres grupos distintos y estudia como la poblacion
transita de un grupo a otro. Los tres grupos en los que se divide el modelo son:

= Susceptibles (S) : Estos son los individuos que no estan infectados con la
enfermedad en cuestion, pero son susceptibles a la infeccion.

= Infectados (I) : Estos son los individuos que estan actualmente infectados
y son capaces de transmitir la enfermedad a los susceptibles.

= Recuperados (R) : Estos son los individuos que se han recuperado de la
enfermedad y han desarrollado inmunidad o que han fallecido y, por lo
tanto, no pueden ser infectados nuevamente o transmitir la enfermedad.

Es necesario dejar claro qué hipoteis usaremos para poder trabajar con este
modelo.

= Poblacién constante: El modelo asume que la poblacion total NV sera cons-
tante en cualquier instante de tiempo y, ademas, para que el estudio tenga
sentido la poblacion N sera positiva, es decir, mayor que cero. De esto po-
demos deducir que la suma de los tres grupos en cualquier instante de
tiempo sera igual al mismo numero de personas que sera el numero total
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1.1. Modelizacion

de individuos:
S(t)+ I(t)+ R(t)=N,  Yt>0.

» Transicion de Susceptibles a Infectados: Los individuos que son sus-
ceptibles solo dejaran su grupo (S) si entran en contacto directo con una
persona infectada y se contagian. En ese momento, pasaran a integrar el
grupo de infectados (I).

= Recuperacion o Fallecimiento de Infectados: Los miembros del grupo
de infectados solo se trasladaran a otro grupo si se recuperan o si fallecen
debido a la enfermedad, momento en el cual se incorporaran al grupo de
recuperados (R).

» Inmunidad permanente: Una vez que los individuos se recuperan, se con-
sidera que son inmunes de manera permanente a la enfermedad y perma-
neceran en el grupo de los recuperados (R). No se considera la posibilidad
de reinfeccién (inicialmente).

Teniendo en cuenta con que hipétesis vamos a trabajar, vamos definir las tran-
siciones de un grupo a otro en los modelos con los siguientes parametros:

» El parametro  representara el coeficiente de transmision de la enfermedad.
Este coeficiente § sera mayor que cero.

= El parametro % representara el tiempo medio en el que un individuo per-
manece infectado. El tiempo medio % Sera mayor que Cero.

Para visualizar como se definen las transiciones entre los grupos, teniendo en
cuenta las hipotesis y parametros anteriores, lo representaremos con el diagra-
ma de la Figura 1.1.

S —> 1 —> R

Figura 1.1: Transicion entre los grupos del modelo SIR clasico

A partir de todo lo que hemos mencionado anteriormente podemos obtener el
modelo SIR clasico, dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias

dsS ST

— g2 1.1
dt BN’ (1.1
dl ST

- —~] 1.2
7 BN 7, (1.2)
dR
—_— I 1-
b (1.3)

sabiendo que S = S(¢),I = I(t), R = R(t) representan el nimero de susceptibles,
infectados y recuperados, respectivamente, en un instante de tiempo ¢ > 0. N > 0
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Capitulo 1. Introduccién

representa una poblacién constante tal que S(t)+1(t)+R(t) = N y los parametros
B >0y 1/y > 0 representan el coeficiente de transmision de la enfermedad y el
tiempo medio de recuperacion, respectivamente.

El modelo SIR clasico anterior, proporciona un marco sélido para entender co6mo
una enfermedad evoluciona. Sin embargo, este modelo asume que la poblacion
total es constante y cerrada, sin entradas (nacimientos) o salidas (muertes) ex-
cepto por la enfermedad. Esto puede ser una simplificacion excesiva para en-
fermedades que se extienden en tiempo o para poblaciones donde la dinamica
demografica (natalidad y mortalidad) juega un papel importante. Es por esto
que vamos a introducir al modelo SIR clasico (1.1)-(1.3) dinamica vital, es decir,
anadiremos al modelo la tasa de natalidad y mortalidad.

Suponemos que la tasa de natalidad y la tasa de mortalidad son iguales para
mantener constante la poblacion total. Denotaremos con u tanto la tasa de na-
talidad como la de mortalidad donde p > 0 para que el modelo tenga sentido.
Por tanto, obtenemos una nueva transicion entre grupos que podemos ver en la
Figura 1.2.

UN
J7AY ul UR

Figura 1.2: Transicion entre los grupos del modelo SIR clasico con dinamica vital

Anadiendo la dinamica vital al modelo obtenemos un nuevo sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias

dsS ST

—uN — B== — 1.4
il v (1.4)
dl ST
5767]\7 =l —pl, (1.5)
dR

donde /N representa los nacimientos, que se consideran susceptibles, y uS, ul
y uR representan las fallecimientos por causas ajenas a la enfermedad en cada

grupo.

La primera parte del trabajo consitira en estudiar el modelo SIR con dinamica
vital (1.4)-(1.6) mediante los conceptos y resultados relacionados con ecuaciones
diferenciales y estabilidad que hemos expuesto en el Anexo A y los conceptos y
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1.1. Modelizacion

resultados sobre teoria de semigrupos que hemos expuesto en el Anexo B. Con
ello proporcionaremos resultados acerca de la estructura interna del atractor
global que no permitira establecer condiciones sobre los parametros del modelo
para indicar si la infeccion desaparece o, por lo contrario, se vuelve endémica.
Estas conclusiones aportaran informacion a las autoridades sanitarias de qué
médidas deben tomar para el control de la epidemia sin necesidad de esperar a
ver como evoluciona en tiempo real.

Como hemos observado en el modelo SIR con dinamica vital, el proceso de tran-
sicion de los individuos se define claramente entre los estados de susceptibles,
infectados y recuperados, asumiendo que una vez recuperados (transicion de
infectados a recuperados), los individuos adquieren inmunidad permanente. No
obstante, en el caso de enfermedades como el coronavirus, se ha evidenciado
que la inmunidad puede ser temporal y los infectados pueden volver a ser sus-
ceptibles directamente, sin necesariamente pasar por un estado de recuperacion
completa que les confiera inmunidad a largo plazo.

Para modelar este comportamiento, modificaremos el modelo SIR tradicional pa-
ra permitir que un porcentaje de los infectados regrese al grupo de susceptibles,
sin alcanzar un estado de recuperado con inmunidad. Esto puede realizarse in-
troduciendo un nuevo parametro en el modelo que represente la tasa a la cual
los infectados vuelven a ser susceptibles.

El parametro « representara la tasa de infectados que pueden ser reinfectados,
es decir, representa la tasa de personas que pasan del grupo de infectados a
susceptibles porque no han obtenido inmunidad a la enfermedad tras su recu-
peracion. Consideraremos « > 0 para que el modelo tenga tenga sentido. Apli-
cando estos cambios al modelo se puede visualizar la nueva transicion entre los
grupos infectados y susceptibles en la Figura 1.3.

UN
SN 7
1 —> R
B B
L l
JTAY ul UR

Figura 1.3: Transicion entre los grupos del modelo SIR clasico con dinamica vital
y reinfeccion

Anadiendo la reinfeccion al modelo obtenemos un nuevo sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias
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dS SI

dI ST

E_Bﬁ—vl—ul—al, (1.8)
dR

Este ultimo modelo sera el que estudiaremos en la segunda parte del trabajo,
obteniendo mas resultados e informacion de las epidemias con reinfeccion de
individuos. Para este modelo emplearemos los mismos métodos utilizados en la
primera parte del trabajo, pero centrando nuestro estudio en el impacto de la re-
infeccion en la dinamica de la epidemia. Exploraremos cémo varia la evolucion
de la epidemia en funcion de la tasa de reinfeccion « de los individuos recu-
perados que vuelven a ser susceptibles para ver como influye esta tasa en los
posibles resultados y conclusiones.

Este trabajo se estructura de la siguiente manera. Hemos comenzado en el Ca-
pitulo 1 con una introduccion general del tema que abordaremos a lo largo de
esta memoria y hemos presentado la modelizacion de los dos modelos que se
van a estudiar.

En el Capitulo 2 realizaremos un estudio del modelo SIR clasico con dinami-
ca vital, especificado en las ecuaciones (1.4)-(1.6). Estudiaremos la existencia y
unicidad de la solucion global, los puntos de equilibrio, su estabilidad local y
presentaremos un conjunto absorbente que asegurara la existencia y unicidad
del atractor global. Profundizaremos en la estructura interna del atractor, sus
propiedades y determinaremos en qué condiciones la enfermedad puede erradi-
carse o permanecer endémica.

En el Capitulo 3, llevaremos a cabo un analisis parecido al del Capitulo 2, pero
enfocandonos en el modelo SIR con dinamica vital y reinfeccion, especificado
en las ecuaciones (1.7)-(1.9). Resaltaremos como la inclusion de la reinfecciéon
modifica la dinamica del modelo y explicaremos los distintos escenarios que
surgen al modificar los parametros del sistema.

En el Capitulo 4 nos centraremos en las simulaciones numeéricas, mostrando
de forma visual los conceptos tratados en capitulos anteriores y ofreciendo una
interpretacion biologica de los resultados. Esto nos facilitara evaluar las diversas
estrategias que las autoridades sanitarias podrian implementar para controlar
y, potencialmente, erradicar la enfermedad.

En el Capitulo 5, exploraremos como este estudio contribuye a alcanzar los ob-
jetivos de desarrollo sostenible, particularmente el objetivo 3 que se centra en
la salud y el bienestar, como parte de la Agenda 2030. Destacaremos el impac-
to y la relevancia de investigaciones de este tipo para comprender y apoyar la
realizacion de dichos objetivos.

El trabajo finaliza con tres anexos: el Anexo A, que cubre los fundamentos de
las ecuaciones diferenciales ordinarias y la teoria de estabilidad, el Anexo B, que
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1.1. Modelizacion

contiene la teoria de sistemas dinamicos auténomos y el concepto de atractor
global y su estructura interna, y el Anexo C, que contiene los codigos utilizados
para realizar las simulaciones numeéricas.






Capitulo 2

Modelo SIR con dinamica vital

En este capitulo aplicaremos conceptos y resultados tedricos sobre ecuaciones
diferenciales ordinarias, teoria de estabilidad, sistemas dinamicos auténomos y
atractores globales, expuestos en los anexos Anexo A y Anexo B, para estudiar
el primero de los modelos definidos en el Capitulo 1, detallado por el sistema de
ecuaciones ordinarias (1.4)-(1.6). Concluiremos este capitulo realizando simula-
ciones de este modelo, para verificar los resultados obtenidos en este estudio.

2.1. Estudio del modelo SIR clasico con dinamica vital

En esta seccion se utilizaran los resultados y conceptos mencionados anterior-
mente para poder aplicarlos al modelo SIR clasico con dinamica vital descrito en
(1.4)-(1.6) que esta formado por la siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias

ds ST

a N Oy s 20
dl ST

@~y 22
dR

donde S = S(t),I = I(t) y R = R(t) indican el nimero de individuos susceptibles,
infectados y recuperados respectivamente en cada instante de tiempo ¢. Ademas
recordemos que N > 0 representa la poblacion de individuos y es constante
en todo tiempo ¢ > 0. Los parametros 3, 1/v y u representan el coeficiente de
transmision de la enfermedad, el tiempo medio que permanece infectado un
individuo y la tasa tanto de mortalidad como de mortalidad, respectivamente.
También hay que recordar que para que el modelo tenga sentido g > 0,7 >
Oypu>0yS(t)+1(t)+R(t) =N.

Para el estudio que realizaremos a lo largo de la seccion usaremos como espacio
de fases el octante positivo de R? y lo denotaremos como

X = {(z,y,2) € R®x,y,z > 0}.

9



Capitulo 2. Modelo SIR con dinamica vital

2.1.1. Existencia de solucion y unicidad de solucion global positiva

El objetivo de esta seccion es demostrar que existe una unica solucion global
positiva para el sistema (2.1)-(2.3) que representa al modelo SIR clasico con
dinamica vital. Para garantizar todo lo anterior usaremos el siguiente teorema.

Teorema 2.1.1. Para cada dato inicial o = (Sy, Iy, Ro) € X, el sistema tiene una
tinica solucion global positiva que viene dada por

$(';O,$0) = (S('aOax0)71('707$0>7R('707$0)) € Cl([07 +OO)7X)7

con zo = x(0;0,z0),Ilp = z(0;0,1y), Ry = (0;0,Ro) y Ry = x(0;0,Ry). Ademas, la
solucion genera un semigrupo {T'(t) : t > 0} definido como

T(t): X — X,
z(zo) = T(t)zo,

con T'(t)zg = z(t;0,x0), es decir, el valor de la solucién x en el tiempo t que en el
tiempo ty = 0 tenia un valor x.

Demostracién. Empezaremos reescribiendo el sistema (2.1)-(2.3) como

dsS ST
S, I,R):= — =uN — 8— — uS
gl( s 4y ) dt H BN Ho,
dl SI1
gz(S,I,R) -—%—ﬁF—WI—,UL
dR
93(S, I, R) := dr =1 —pR.

Veamos ahora que g = (g1, g2, g3) es continuamente diferenciable en X. Para ello
hallaremos la derivadas parciales de g1,¢92 y , g3 respecto de S,/ y R, en las que
obtenemos lo siguiente:

Y S T o _,
as — ' W as "N as
o~ 8 dg2 S g3

W__ﬁﬁa W_/BN_'M_% W_%
G0 _ g 9 _ 093 _ _
R~ R~ or ~ I

Podemos observar que las derivadas parciales de primer orden de g existen y son
continuas en X, por tanto, por el Teorema A.1.4, existe una solucion maximal
unica del sistema (2.1) - (2.3) definida en un intervalo maximal I,,,,;.

A continuacion, demostraremos que toda solucion del sistema (2.1)-(2.3) es po-
sitiva para todo ¢t > 0. Observemos que como la solucion es continua, si un valor
de la solucion es negativo antes tendra que haber pasado por el cero. Entonces,
vamos estudiar qué ocurre cuando cada una las soluciones S(t) = 0,1(t) =0y
R(t) = 0.

m SiS=0el,R >0, tenemos de (2.1) que

as

W N>0
dt |y "=

10



2.1. Estudio del modelo SIR clasico con dinamica vital

ya que u, I, R > 0. Por tanto, como es mayor o igual que cero, tenemos que
S >0.

= Si/=0y S, R >0, tenemos de (2.2) que

dI
il =0,
dt
por tanto I > 0.
= SiR=0yS,I >0, tenemos que (2.2)
i =~I >0,
dt |p_o

por ser I,v > 0. Por tanto, R > 0.

Podemos observar que como S,I, R > 0 tenemos que toda solucion del sistema
(2.1)-(2.3) que parte de X permanecera en X.

Finalmente, probaremos que la solucion del sistema (2.1)-(2.3) es global y no
solo local. Podemos observar que como la poblacién N es constante tenemos

S(ta 0, 50)7[(t70710)’R(ta01R0) <N, Vi>0 y V(SOaI()vRO) Sl

Con esto deducimos que las soluciones del sistema (2.1)-(2.3) estan acotadas
vVt > 0. Por tanto, aplicando el Teorema A.1.5 tenemos que no explotan en tiempo
finito y, como consecuencia, la solucion es global.

Queda demostrado entonces que existe una solucion unica global positiva para
el sistema (2.1)-(2.3).

2.1.2. Estabilidad local. Puntos de equilibrio

En esta seccion el objetivo sera estudiar los puntos de equilibrio del sistema
(2.1)-(2.3) para analizar su estabilidad.

Observemos que como la poblacion N es constante, tenemos que N =S+ 1+ R,
lo que implica que R = N — R — . Esto significa que podemos reducir el sistema
a dos ecuaciones quedando el sistema de la siguiente manera

ds IS

== = uN — 8=~ — 2.4
il BN wS, 2.4
dl I8

=B I — Al 2.
7 51\7 pl — (2.5)

Este sera el sistema con el que trabajaremos a lo largo de la seccion para hallar
los puntos de equilibrio y analizar la estabilidad del sistema.

11



Capitulo 2. Modelo SIR con dinamica vital

Para obtener los puntos de equilibrio del sistema (2.4)-(2.5) tenemos que resolver
el siguiente sistema no lineal
18
N—-f——uS=0
pN — B — .
1S
— —ul —~I =0.
By~ —2I=0

Resolviendo el sistema obtenemos dos puntos de equilibrio que son
EY:=(N,0),

que denominaremos punto de equilibrio libre de infeccién, y

om (B (1 2)).

que denominaremos punto de equilibrio endémico.

Recordemos que debe cumplirse que p + v < g para que el punto de equilibrio
éndemico tenga sentido biologico. Por tanto podemos distinguir tres casos.

= Caso 1l : .+~ >p :en este caso solo tenemos un punto de equilibrio que
es el de libre de infeccion

E° = (N,0),

ya que en este caso el punto de equilibrio éndemico carece de sentido bio-
logico.

= Caso 2: y+ vy = § : en este caso tenemos también un tnico punto de
equilibrio, que vuelve a ser el libre de infeccion

E® = (N,0),
ya que E* = E° cuando (u+7) = 3

= Caso 3: 1+ v < [ : en este caso tenemos dos puntos que son el libre de
infeccion y el éndemico

E°=(N,0) y E*:(N(““L'V),MN( 1 —1>>.

B pty B

A continuacion, estudiaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio. Ob-
servemos que en este caso no es posible aplicar el Teorema A.2.2 (Teorema de
Estabilidad en Primera Aproximacion). Entonces linearizaremos el sistema tal y
como explicamos en el la Seccion A.2 del Anexo A, obteniendo la matriz jacobia-
na del sistema (2.4)-(2.5). Esta matriz es

it )
J(S, 1) = J\ZH e N
N N M7

Volveremos a distinguir tres caso para estudiar la estabilidad.

12



2.1. Estudio del modelo SIR clasico con dinamica vital

Caso 1 : i+ > (B :en este caso solo tenemos un punto de equilibrio, ya
que el punto de equilibrio endémico carece de sentido biologico. Evaluando
la matriz jacobiana J en el unico punto de equilibro, que es el punto de
equilibrio libre de infeccion E°, obtenemos

—H —f
J(N,0) = :
(N.0) ( 0 f—p— 7)
Los autovalores de J(N,0) son \; = —uy A2 = f— (¢ +). Tenemos entonces
que ambos autovalores tienen parte real negativa y, por el Teorema A.2.3,
podemos deducir que EY es un punto de equilibrio localmente exponencial-
mente asintéticamente estable (LEAE).

Caso 2 : i+ v = 3 : recordemos que en este caso tenemos solo un punto
de equilibrio, ya que el punto de equilibrio endémico E* = E° en este caso.
Evaluando la matriz jacobiana, .J, en el inico punto de equilibro, que es el
punto de equilibrio libre de infeccion E°, obtenemos

J(N,0) = (‘0“ _OB> .

Los autovalores de J(N,0) son A\; = —p y A2 = 0. Tenemos que el autovalor
A1 tiene parte real negativa pero la parte real del autovalor A\, es cero y por
tanto no tenemos informacioén para concluir sobre la estabilidad del punto
de equilibrio usando el Teorema A.2.3.

Caso 3 : u+7v < (B : en este caso tenemos dos puntos de equilibrio. Evaluan-
do la matriz en el primer punto de equilibrio, que es el punto de equilibrio
libre de infeccion E°, obtenemos

—H —f
J(N,0) = .
(%0 < 0 B—n— 7)
Los autovalores de J(N,0) son \; = —uy A2 = 8 — (¢ + 7). Tenemos que el
autovalor )\; tiene parte real negativa pero en el autovalor \; la parte real

es positiva ya que p + v < Sy, por el Teorema A.2.3, podemos deducir que
E° es localmente inestable.

Evaluando la matriz en el otro punto de equilibrio, que es el punto de equi-
librio endémico E*, obtenemos

N(u+7) 1 N\ [ Brlps—5) - —(k+)
J( Mﬁ - ’“N<(u+7)_6>>_ 5£#(+Ziwﬁ>g) 0
Los autovalores de la matriz anterior son
Gy ) (e 2) o) o (5 3)
) 2 *

Vamos a proceder a analizar el signo de la parte real de los autovalores.
Para ello empezaremos analizando
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Observemos que como (¢ + ) < 8y 7,3 > 0 tenemos que

1 1

() e
1 1

(o0 (55-5) o) <o

Ahora veamos qué ocurre dentro de la raiz. Tenemos que diferenciar tres
casos:

y, por lo tanto,

1. El valor del interior de la raiz es negativo. En este caso obtendriamos
autovalores complejos. Como la parte real es la que hemos analizado
previamente, tenemos dos autovalores con parte real negativa.

2. El valor del interior de la raiz es 0. En este caso obtendriamos el auto-
valor doble

que es negativo por el analisis hecho en la primera parte.

3. El valor del interior de la raiz es positivo. En este caso hay dos auto-
valores. El primero lo determinaremos con el — del + obteniendo una
resta de dos valores negativos que es otro valor negativo. Por tanto el
primer autovalor tendria parte real negativa. Para el segundo autovalor
usaremos el + del +. Tenemos entonces

1 1 1 1 2
Pu <7+u_6> ﬂL_\/(BN <7+u_6> +M>

y ademas que

\/(ﬁu (’Yiﬂ_;> +M>2> \/(5“ (@—;) +M>2—45u('y+u) (,Yili—;)

Asi, tenemos que el segundo autovalor también seria negativo.

Tenemos entonces que ambos autovalores tienen parte real negativa y, por
el Teorema A.2.3, podemos deducir que £E* es un punto de equilibrio local-
mente exponecialmente asintoticamente estable (LEAE).

Para ver todos estos casos de una forma mas resumida los mostraremos en la
Tabla 2.1.
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2.1. Estudio del modelo SIR clasico con dinamica vital

Y+up>p Y+u=p YHp<p
EY LEAE Sin informacion | Localmente inestable
E* | Carece de sentido biologico No existe LEAE

Tabla 2.1: Estabilidad local de los puntos de equilibrio

2.1.3. Existencia y estructura interna del atractor global

La informacion obtenida acerca de los putos de equilibrio y la estabilidad solo
nos aporta informacion local del comportamiento de las soluciones. El objetivo
de esta seccion es estudiar la existencia de un atractor global para las solu-
ciones del sistema (2.4)-(2.5) y, posteriormente, analizar su estructura interna
para obtener informacion sobre el comportamiento asintético de cada una de las
variables del modelo que estamos estudiando.

Para el resto de la seccién estableceremos el cuadrante positivo de R? como
Y = {(z,y) € R? : 2,y > 0} y asumiremos que los datos iniciales estan tomados
en un conjunto arbitrario del espacio de fases ).

Como hemos mencionado al incio de la seccion el primer objetivo es estudiar la
existencia de un atractor global para las soluciones del sistema (2.4)-(2.5). Esta
existencia la podemos garantizar gracias al siguiente teorema.

Teorema 2.1.2. Para cada e > 0, el conjunto
K.:={(S,1)eY:S+I<N+¢}
es un compacto absorbente para las soluciones del sistema (2.4)-(2.5).

Demostracion. Sea y = S + I. Podemos deducir del sistema (2.4)-(2.5) que

s dI
ot = uN = p(S+ 1) =91, (2.6)

de lo que se obtiene
< uN — py. 2.7)

Observemos que si utilizamos el factor integrante ¢#! e integramos entre 0 y ¢
obtenemos que
y(t:0,90) < yoe M + N (1 —e M)

para todo t > 0 y todo dato inicial yo = Sy + Ip > 0. Por lo tanto, para todo ¢ existe
T'(e) tal que
y(ta 072/0) S N +¢

para todo t > T'(¢) y todo dato inicial yg = Sy + Ip > 0. Como y = S + I, podemos
concluir que el conjunto K, := {(S,I) € Y : S+ I < N + ¢} es un conjunto com-
pacto absorbente para las soluciones del sistema (2.4)-(2.5). Queda demostrado
entonces que existe un unico atractor global para las soluciones del sistema
(2.4)-(2.5). [
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Una vez que ya hemos estudiado la existencia de un unico atractor global para
las soluciones del sistema (2.4)-(2.5), analizaremos su estructura interna para
obtener de informacion de como se comportan las soluciones del sistema (2.4)-
(2.5), para poder concluir con qué condiciones la epidemia se erradica o se vuelve
endémica. Para ello demostraremos el siguiente teorema.

Teorema 2.1.3. Sea A el atractor global para las soluciones del sistema (2.4)-
(2.5).

1. Siu+ v > B, el atractor global A esta_formado por el punto de equilibrio E°,
es decir, A = {E}.

2. Siu+~ = B, el atractor global A esta_formado por el punto de equilibrio E°,
es decir, A = {E"}.

3. Siu+v < B, el atractor global A esta _formado por el punto de equilibrio E°, el
punto de equilibrio endémico E* y las conexiones heteroclinas que los unen.

Demostracion. Para poder analizar el atractor global tenemos que distinguir de
nuevo tres casos como lo hemos hecho anteriormente.

= Caso 1 : .+~ > f.Delaecuacion (2.5) tenemos que:

dl ST

— =f3——ul —~I.

g =Py M
Como S < N, por ser N = S + I + R, tenemos la siguiente desigualdad
diferencial i

S B+ 2.8)

A continuacién, multiplicamos (2.8) por el factor integrante e~ (#=(#+7)t ¢
integramos entre 0 y ¢, obteniendo

I(t;0, 1) < IpeP=F), (2.9)

Observemos que como p + v > 3, si tomamos el limite cuando ¢t — oo obte-
nemos
lim I(¢;0,1p) =0,

t—+o00

que por definicion significa que , fijado Iy > 0, tenemos que Ve > 0, existe
T(e) > 0 tal que

1(t;0,1p) < e, Vip >0y Vit >T(e). (2.10)
Si aplicamos (2.10) a (2.3) obtenemos que
dR
Ez’y[—uRSfys—uR, Vt > T(e)y Ve > 0. (2.11)

Observemos que (2.11) es una desigualdad diferencial ordinaria de primer
orden. Por tanto, resolviendo dicha desigualdad obtenemos que, fijado Ry >
0, se tiene que

R(t:0, Ry) < Roe!t + % et > T(e). 2.12)
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2.1. Estudio del modelo SIR clasico con dinamica vital

Como Ry = 0, podemos concluir de (2.12) que

}uuo,R@fg%f vt > T(e), (2.13)

de lo que deducimos que

t£+moo R(t;0,Ro) = 0.
Finalmente, como 1(¢;0,1p) — 0y R(t;0,Ry) — 0 cuando t - coy N =
S+ I + R tenemos que cuando t — oo, S(t;0,S5)) — N, es decir, el nimero
de individuos susceptibles tiende al ntimero total de la poblacion. Esto
significa que en este caso A = {E°}.

Caso 2 : i + v = (. Si estudiamos este caso de la misma manera que el
anterior concluimos que

I(t:;t,0) < I,  Vt>0.

Es decir, tenemos que el namero de infectados a lo largo del tiempo nunca
superara el inicial. Este resultado no nos aporta infomaciéon del comporta-
miento de la solucion a largo plazo, por ello en este caso usaremos el méto-
do de las isoclinas. En este caso diferenciaremos dos tipos de isoclinas, las
S-isoclinas y las [-isoclinas. La S-isoclina viene dada por la ecuacion

SI
N —B— —puS =
7 I3 N wS =0,
donde despejando la I obtenemos la la hipérbola

I =———5—— (2.14)

A su vez las I-isoclinas vienen dadas por la ecuacion

ST
— — I=0
B —(w+m)
de donde podemos ver que las isoclinas resultantes son las rectas

=0, (2.15)

N(p+)

S =
B

= N. (2.16)

En la Figura 2.1 podemos ver representadas las isoclinas (2.14)-(2.16) en
el plano de fases (S, ), el punto de equlibrio libre de infeccion y diferentes
regiones en las que estudiaremos el comportamiento de las soluciones. Las
flechas de cada region indican la direccion del campo vectorial del sistema
(2.4)-(2.5).

Como podemos observar, tenemos dos regiones limitadas por las isoclinas y
larecta S+ 1 = N, ya que las soluciones deben cumplirque S+ 7+ R =N,y
por tanto solo consideraremos soluciones dentro de la region S+/7 < N. Para
estudiar como se comportan las soluciones del sistema (2.4)-(2.5) vamos a
estudiar qué ocurre en cada region.
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I uN?2 1 uN [IRegién |
T B S B [ JRegién i
N=S+1
S=N

[ h £

Figura 2.1: Isoclinas caso (¢ +v) =

* Region I. Consideremos una solucién cuyo valor inicial (S, Ip) se en-
cuentre en el interior de la region I. Observemos que en este caso la
decrece mientras que la S crece, esto significa que el campo vectorial
del sistema (2.4)-(2.5) en esta region va hacia abajo y hacia la derecha.
Podemos deducir entonces que cualquier solucion que comience en la
region I acabara convergiendo al punto de equilibrio libre de infeccion
E°, ya que no pueden tocar a la isoclina I = 0 por ser solucion.

* Region II. Consideremos una solucion cuyo valor inicial (Sp, Ip) se en-
cuentre en el interior de la region II. Observemos que en este caso
tanto la I como la S decrecen, esto significa que el campo vectorial del
sistema (2.4)-(2.5) en esta region va hacia abajo y hacia la izquierda.
Podemos deducir entonces que cualquier solucion que comience en la
region II acabara tocando a la isoclina (2.14) y acabara entrando en el
interior de la region I.

3 2 . . =
* Isoclina [/ = &% — 4N Consideramos ahora una solucién cuyo va-

lor inicial (S, Ip) se encuentre sobre la iscoclina. Observemos que en
este caso S permanece constante por ser una S-isoclina e I decrece,
esto significa que el campo vectorial del sistema (2.4)-(2.5) sobre la is-
colina (2.14) va hacia abajo. Podemos deducir entonces que cualquier
solucion que comience sobre la isoclina (2.14) acabara entrando en el
interior de la region I.

* Isoclina / = 0. Consideramos ahora una solucién cuyo valor inicial
(S0, Io) se encuentre sobre la iscoclina. Observemos que en este caso
I permanece constante por ser una /-isoclina y S crece, esto significa
que el campo vectorial del sistema (2.4)-(2.5) sobre la iscolina (2.14)
va hacia la derecha. Podemos deducir entonces que cualquier solucion
que comience sobre la isoclina (2.15) acabara convergiendo al punto
de equilibrio libre de infeccion E°.

* Isoclina S = N. En este caso solo un punto pertenece a la region que
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estamos estudiando. Este punto coincide con el punto de equilibrio
libre de infeccion E°.

Queda demostrado entonces que para cualquier dato inicial toda solucion
converge al punto de equilibrio libre de infeccion E°,es decir, A = {E°}.

Caso 3 : i1+ v < 5. En este caso volveremos a estudiar el comportamiento
de las soluciones con el método de las isoclinas. Para este caso volvemos
a obtener las mismas isoclinas que en el caso anterior excepto la isoclina
(2.16) que como u + v < 3, obtenemos que la I-isoclina (2.16) pasa a ser la

recta
N(p+7)

B

En la Figura 2.2 podemos ver representadas las isoclinas (2.14)-(2.16) en
el plano de fases (5,7), el punto de equilibrio libre de infeccion, el punto
de equilibrio endémico y las diferentes regiones. Las flechas de cada region
indican la direccion del campo vectorial del sistema (2.4)-(2.5). Como po-

S = (2.17)

_uN®1  uN [IRegién |
=535 % g Nt region i
B []Regién llI

/ [ ]Regién IV

1

_—t

Figura 2.2: Isoclinas caso (u+7) < 8

demos observar, tenemos cuatro regiones limitadas por las isoclinas y la
recta S+ 1 = N, ya que las soluciones deben cumplir que S+ 1+ R = N, por
tanto solo consideraremos soluciones dentro de la region S + I < N. Para
estudiar como se comportan las soluciones del sistema (2.4)-(2.5) vamos a
estudiar qué ocurre en cada region.

* Region I. Consideremos una solucién cuyo valor inicial (S, Ip) se en-
cuentre en el interior de la region I. Observemos que en este caso la
decrece mientras que la S crece, esto significa que el campo vectorial
del sistema (2.4)-(2.5) en esta region va hacia abajo y hacia la derecha.
Podemos deducir entonces que cualquier solucion que comience en la
region I acabara tocando la isoclina (2.17) y entrado en la region IV o
convergera al punto de equilibrio endémico E*.

¢ Region II. Consideremos una solucion cuyo valor inicial (Sp, Ip) se en-
cuentre en el interior de la region II. Observemos que en este caso
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tanto la I como la S decrecen, esto significa que el campo vectorial del
sistema (2.4)-(2.5) en esta region va hacia abajo y hacia la izquierda.
Podemos deducir entonces que cualquier solucion que comience en la
region II acabara tocando a la isoclina (2.14) y acabara entrando en el
interior de la region I.

¢ Region III. Consideremos una soluciéon cuyo valor inicial (So, Ip) se
encuentre en el interior de la region III. Observemos que en este caso la
I crece y la S decrece, esto significa que el campo vectorial del sistema
(2.4)-(2.5) en esta region va hacia arriba y hacia la izquierda. Podemos
deducir entonces que cualquier solucion que comience en la region III
acabara tocando a la isoclina (2.17) y acabara entrando en el interior
de la region II o convergera al punto de equilibrio endémico E*.

* Region IV. Consideremos una solucion cuyo valor inicial (Sy, ly) se
encuentre en el interior de la region IV. Observemos que en este caso
tanto la I como la S crecen, esto significa que el campo vectorial del
sistema (2.4)-(2.5) en esta region va hacia arriba y hacia la la derecha.
Podemos deducir entonces, que cualquier solucién que comience en la
region IV acabara tocando a la isoclina (2.14) y acabara entrando en el
interior de la region III . Ademas en este caso el punto de equilibrio E°
es localmente inestable lo que significa que cuando una solucion este
cerca acabara repelida.

. 2 . s =
¢ Isoclina / = %% — % Consideramos ahora una solucion cuyo valor

inicial (Sp, [yp) se encuentre sobre la iscoclina. Observemos que en este
caso S permanece constante por ser una S-isoclina. En el caso de
I tendremos que dividir dos casos que dependen de donde empiece
la solucion. Esta division de casos esta determinada por el punto de
equilibrio endémico.

o Caso 1: S > N(“Tﬂ) Consideramos ahora una solucion cuyo valor
inicial (Sp, [y) se encuentre sobre esta parte de la iscoclina. Obser-
vemos que en este caso la I crece, esto significa que el campo vec-
torial del sistema (2.4)-(2.5) sobre la isoclina en esta parte va hacia
arriba. Podemos deducir entonces que cualquier solucion que co-
mience sobre la isoclina (2.15) acabara entrando en la region III.

o Caso 2: S < YPY)  consideramos ahora una solucién cuyo valor
inicial (S, Ip) se encuentre sobre esta parte de la iscoclina. Obser-
vemos que en este caso la I decrece, esto significa que el campo
vectorial del sistema (2.4)-(2.5) sobre la isoclina en esta parte va
hacia abajo. Podemos deducir entonces que cualquier solucion que
comience sobre la isoclina (2.15) acabara entrando en la region 1.

* Isoclina / = 0. Consideramos ahora una soluciéon cuyo valor inicial
(So, Io) se encuentre sobre la iscoclina. Observemos que en este caso
I permanece constante por ser una /-isoclina y S crece, esto significa
que el campo vectorial del sistema (2.4)-(2.5) sobre la iscolina (2.14)
va hacia la derecha. Podemos deducir entonces que cualquier solucion
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que comience sobre la isoclina (2.15) acabara convergiendo al punto
de eqilibrio libre de infeccion E°.

e Isoclina S = Y1) Consideramos ahora una solucién cuyo valor ini-
cial (Sp, Ip) se encuentre sobre la isoclina. Observemos que en este caso
I permanece constante por ser una /-isoclina. En el caso de S tendre-
mos que dividir dos casos que dependen de donde empiece la solucion.
Esta division de casos esta determinada por el punto de equilibrio en-
démico.

o Caso 1: I > uN ((# o 5). Consideramos ahora una solucion cu-

yo valor inicial (Sp, Ip) se encuentre sobre esta parte de la isoclina.
Observemos que en este caso la S decrece, esto significa que el
campo vectorial del sistema (2.4)-(2.5) sobre la iscoclina en esta
parte va hacia la izquierda. Podemos deducir entonces que cual-
quier solucion que comience sobre la isoclina (2.15) acabara en-
trando en la region II.

o Caso 2: ] < uN ((u = %) Consideramos ahora una solucion cu-

yo valor inicial (Sy, Iy) se encuentre sobre esta parte de la isoclina.
Observemos que en este caso la S crece, esto significa que el cam-
po vectorial del sistema (2.4)-(2.5) sobre la isoclina en esta parte
va hacia la derecha. Podemos deducir entonces que cualquier so-
luciéon que comience sobre la isoclina (2.15) acabara entrando en
la region IV.

Para finalizar analizaremos un poco mas la estructura interna del atractor
global de este caso. En primer lugar, como los puntos de equilibrio E° y
E* son soluciones globales acotadas, por el Teorema B.3.1, tenemos que
{E°} ¢ Ay que {E*} C A. También podemos deducir qué, como el espacio
de fase ) es conexo, el atractor global A también lo sera. Ademas, tenemos
que como los puntos de equilibrio son conjuntos compactos invariantes,
aplicando el Teorema B.3.2 tenemos que las variedades inestables también
pertenecen al atractor global A.

Finalmente, demostraremos, con ayuda de los Teoremas B.3.3 y B.3.4, que
toda solucion del sistema (2.4)-(2.5) converge a un punto de equilibrio.

Sea )Y C R? abierto y simplemente conexo. Consideremos el sistema (2.4)-
(2.5) como

s
F8il) = =p— 5f—u5
I IS
9(5:1) = - = b =l =71,

con f,g continuamente diferenciables en ). Sea D : ) — R una funcion
definida por

D(S, 1) = -
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Capitulo 2. Modelo SIR con dinamica vital

Tenemos que D es continuamente diferenciable en ). De esto se deduce

que

o(Df)  o(Dg) B u
5 + o __N_T<O’ V(S,I)e .

Aplicando el Teorema B.3.4, tenemos que el interior de ) no contiene 6rbi-
tas periodicas ni graficas. Como consecuencia aplicando el Teorema B.3.3,
tenemos que toda solucion, que comienza en )Y converge al punto de equi-
librio endémico E*. Queda demostrado entonces, que el atractor global A
esta formado por los dos puntos de equilibrio E° y E* y las érbitas hetero-
clinas que los unen.

2.2. Simulaciones numeéricas

En esta seccion expondremos distintas simulaciones nimericas para ilustrar
los resultados que hemos obtenido a lo largo de este capitulo. Puesto que los
resultados que hemos obtenido dependen de tres casos, separaremos sus simu-
laciones en tres secciones distintas.

Para cada simulacion obtendremos dos graficas. La primera nos representara la
evolucion temporal de la epidemia a lo largo del tiempo de cada uno de los tres
grupos, susceptibles (5), infectados (I) y recuperados (R), variables del sistema
(2.1)-(2.3). La segunda mostrara el plano de fases de la solucion del sistema
(2.4)-(2.5) con la representacion de su campo vectorial. Para todos los casos
vamos considerar una poblacion constante de 300 individuos (N = 300). El resto
de parametros se estableceran especificamente en cada caso.

Para realizar la simualcion numérica usaremos el método de Euler que es un
método de primer orden para integrar numéricamente ecuaciones diferenciales
ordinarias.

2.2.1. Casol: u+~v>p

En este caso la condicion es p + v > . Vamos a utilizar Sy = 78, Iy = 222 y
Ry = 0, siendo los individuos susceptibles, infectados y recuperados iniciales,
respectivamente. Los parametros que usaremos seran 8 = 0,63, p =046y v=0,4
que verifican la condicién u + v > . A continuacién, mostraremos dos figuras.
La Figura 2.3 muestra que la infeccion desaparece a lo largo del tiempo. A su
vez, la Figura 2.4 nos muestra como la solucion del sistema (2.4)-(2.5) tiende al
punto de equilibrio libre de infeccion E° = (300, 0), tal y como demostramos en el
Teorema 2.1.3.
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Evolucion Temporal de la Epidemia
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n

8 —Infectados |
5 Recuperados
.Z 200 |- |
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Figura 2.3: Evolucion epidemia caso p+ v > /8

Campo de Vectores en el Plano de Fases (S, )
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Figura 2.4: Plano de fases u+~v >

2,22, Caso2: u+~v=0

En este caso la condicion es pu + v = (. Vamos a utilizar Sop = 42, Iy = 258 y
Ry = 0, siendo los individuos susceptibles, infectados y recuperados iniciales,
respectivamente. Los parametros que usaremos seran g = 0,77, uy = 0,47y v =
0,3 que verifican que es p + v = (. A continuacion, mostraremos dos figuras.
La Figura 2.5 muestra que la infeccion desaparece a lo largo del tiempo. A su
vez, la Figura 2.6 nos muestra como la solucion del sistema (2.4)-(2.5) tiende al

punto de equilibrio libre de infeccion E° = (300, 0), tal y como demostramos en el
Teorema 2.1.3.
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Evolucion Temporal de la E

pidemia

Numero de individuos
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—Infectados
Recuperados
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Figura 2.5: Evolucion epidemia caso p+ v = f.

Campo de Vectores en el Plano de Fases (S, I)
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Figura 2.6: Plano de fases y+~v =7

2.23. Caso3: yu+~v>p

En este caso la condicion es 4+ v < . Vamos a utilizar Sy = 130, Iy = 870
y Ry = 0, siendo los individuos susceptibles, infectados y recuperados iniciales,
respectivamente. Los parametros que usaremos seran 5 = 0,81, u = 0,14y v = 0,27
que verifican la condicion i + v < . A continuacién, mostraremos dos figuras.
La Figura 2.7 muestra que la infeccion no desaparece a lo largo del tiempo. A su
vez, la Figura 2.8 nos muestra como la solucion del sistema (2.4)-(2.5) tiende al
punto de equilibrio endémico E*, tal y como demostramos en el Teorema 2.1.3.

En este caso con E* ~ (151,9,50,6) y E° = (300,0) .
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Evolucion Temporal de la Epidemia
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Figura 2.7: Evolucion epidemia caso p+ v < 8
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Figura 2.8: Plano de fases u+ v <

Todas los resultados que hemos obtenido a lo largo del capitulo los analizaremos
en el Capitulo 4, sobre resultados y conclusiones.
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Capitulo 3

Modelo SIR con dinamica vital y
reinfeccion

En el capitulo anterior hemos estudiado el modelo SIR clasico con dinamica
vital, pero no considerabamos la reinfeccion de los individuos. Es decir, una
vez los individuos se recuperaban obtenian inmunidad completa al superar la
enfermedad. Sin embargo, como hemos mencionado en la introducciéon se ha
evidenciado que la inmunidad a largo plazo no necesariamente tiene que pro-
ducirse y el individuo puede volver a ser susceptible, por ello en este capitulo
el objetivo sera estudiar, de forma similar al anterior capitulo, el modelo que
viene dado por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (1.7)-(1.9), pa-
ra obtener resultados acerca de como se comportan las soluciones anadiendo
el parametro de reinfeccion y, con ello, poder deducir resultados que ayuden a
obtener conclusiones del modelo.

La primera parte del capitulo consitira en aplicar conceptos y resultados teoricos
sobre ecuaciones diferenciales ordinarias, teoria de estabilidad, sistemas dina-
micos auténomos y atractores globales, expuestos en el Anexo A y en el Anexo
B, tal y como hicimos en el capitulo anterior. Al final del capitulo, también, se
realizaran simulaciones numéricas de este modelo para analizar los resultados
teoricos obtenidos en el estudio del modelo.

3.1. Estudio del modelo SIR clasico con dinamica vital
y reinfeccion

En esta seccion empezaremos estudiando el modelo de forma tedrica usando los
conceptos antes mencionados sobre el modelo SIR clasico con dinamica vital y
reinfeccion de individuos dado por el sistema (1.7)-(1.9), que esta formado por el
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Capitulo 3. Modelo SIR con dinamica vital y reinfeccion

siguientes sistemas ecuaciones diferenciales ordinarias

dS ST

dl ST

pri BW -l —pul —al, (3.2)
dR

AN — .
g =k &3

donde S = S(t),I = I(t) y R = R(t) indican el nimero de individuos suscepti-
bles, infectados y recuperados, respectivamente, en cada instante de tiempo ¢.
Ademas, recordemos que N > 0 representa la poblacion de individuos y es cons-
tante en todo tiempo ¢ > 0. Los parametros (3, 1/, u y o representan el coeficiente
de transmision de la enfermedad, el tiempo medio que permanece infectado un
individuo , la tasa tanto de mortalidad como de mortalidad y la tasa de reinfec-
cion, respectivamente. También hay que recordar que para que el modelo tenga
sentido 8> 0,7y >0y u >0y S(t)+ I(t)+ R(t) = N.

Para el resto del estudio realizado a lo largo de la seccion usaremos como espacio
de fases el octante positivo de R? y lo denotaremos como

X = {(z,y,2) € R[z,y, 2 > 0},

3.1.1. Existencia de solucion y unicidad de solucion global positiva

En esta seccion demostraremos que existe una tnica solucion global positiva pa-
ra el sistema (3.1)-(3.3) que representa el modelo SIR clasico con dinamica vital
y reinfeccion de individuos. Esto lo garantizaremos gracias al siguiente teorema.

Teorema 3.1.1. Para cada dato inicial o = (Sy, Iy, Ry) € X, el sistema tiene una
tinica solucion global positiva que viene dada por

ZL‘(';O):UO) = (S(',0,$0),I(',0,$0),R(',0,$0)) € Cl([07+oo)7X)7

con xg = z(0;0,z0),Ip = x(0;0,1y), Ry = x(0;0,Rp) y Ry = z(0;0, Ry). Ademas, la
solucién genera un semigrupo, {T'(t) : t > 0} definido como

T): X — &,
z(xo) +—  T(t)xo,

con T(t)xg = x(t;0,x0), es decir, el valor de la solucion x en el tiempo t que en el
tiempo ty = 0 tenia un valor xg.

Demostraciéon. Empezaremos reescribiendo el sistema (3.1)-(3.3) como

ds S1
I = — = —_ _— I
q1(S, 1, R) o = kN B —nS+al,
dI ST
IR):=— =B —yI —ul —al
dR
g3(S,I7R) :E:’}/I—MR
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3.1. Estudio del modelo SIR clasico con dinamica vital y reinfeccion

Veamos ahora que g = (g1, g2, g3) es continuamente diferenciable en X. Para ello
hallaremos la derivadas parciales de ¢;,g92 y , g3 respecto de S,/ y R, obteniendo
lo siguiente:

091 _ I 992 _ g1 9gs _
o5 ~ P Ay a5 ~ N a5~V
O _ 55 992 _ 55 993 _
a]—_ /8N+a7 8I_6N M ’Y aa 81_77
991 _ 9% _, 993 _ _
oR oR or ~ M

Podemos observar que las derivadas parciales de primer orden de g existen y son
continuas en X, por tanto, por el Teorema A.1.4, existe una solucion maximal
Unica del sistema (3.1)-(3.1) definida en un intervalo maximal I,,,,;.

A continuacién, demostraremos que toda solucion del sistema (3.1)-(3.1) es po-
sitiva para todo ¢t > 0. Observemos que, como la solucion es continua, si un
valor de la solucion es negativo, antes tendra que haber tomado el valor ce-
ro. Entonces, vamos estudiar qué ocurre cuando cada una de las soluciones
S(t)=0,1I(t) =0y R(t) = 0.

m SiS=0el, R >0, tenemos de (3.1) que

ds

— = uN I1>0
at uN +al >0,

S=0

yaque N >0y u,a, I, R, > 0. Por tanto, tenemos que S > 0.
» Si/=0y S, R >0, tenemos de (3.2) que

dI
- =0,
dt|;_,
por lo que I > 0.
» SiR=0y S,I >0, tenemos de (3.3) que
i =~I >0,
dt | p_o

por ser I,y > 0. Por tanto, R > 0.

Podemos observar que, como S, I, R > 0, toda solucion del sistema (3.1)-(3.3) es
positiva, ya que para cada solucion que parte de X permanecera en X'

Finalmente, probaremos que la solucion del sistema (2.1)-(2.3) es global y no
solo local. Podemos observar que, como la poblacion N es constante, tenemos

S(t; 0, So),[(t;o,fo),R(t;O,Ro) < N, Vit >0 y V(S(),I(),Ro) cX.

Con esto podemos deducir que las soluciones del sistema (3.1)-(3.3) estan aco-
tadas Vvt > 0. Por tanto, aplicando el Teorema A.1.5, tenemos que no explotan en
tiempo finito y, como consecuencia, la solucion es global.

Hemos demostrado entonces que existe una solucion unica global positiva para
el sistema (3.1)-(3.3). [ |

29



Capitulo 3. Modelo SIR con dinamica vital y reinfeccion

3.1.2. Estabilidad local. Puntos de equilibrio

A continuacion, a lo largo de esta seccion estudiaremos los puntos de equilibrio
del sistema (3.1)-(3.3) y su estabilidad. Tal y como hicimos con el modelo ante-
rior, reduciremos el sistema (3.1)-(3.3) a dos ecuaciones usando que la poblacion
N es constante y despejando R = N — R — I, obteniendo el siguiente sistema de
dos ecuaciones diferenciales ordinarias

ds 15
dl 1S
E_BW—,LLI—VI—OJ. (3.5)

Para obtener los puntos de equilibrio del sistema (3.4)-(3.5) tenemos que resolver
el siguiente sistema no lineal

1
,uN—ﬁWS—;LS—{—OéI:O,
I
6%—,u[—fy[—od:0.
Resolviendo el sistema obtenemos dos puntos de equilibrio que son

EY:= (N,0),

que denominaremos punto de equilibrio libre de infeccién, y

«_ (Nu+vy+a) uN B N
pom (TS G 6 e w),

que denominaremos punto de equilibrio endémico.

Recordemos que no tiene sentido que las poblaciones S, I < 0, entonces debemos
tener © + v+ o < § para que el punto de equilibrio éndemico tenga sentido
biologico. Por tanto podemos distinguir tres casos.

= Caso1l:pu+~v+a> (. En este caso solo tenemos un punto de equilibrio,
que es el libre de infeccion
E° = (N,0),

ya que, en este caso el punto de equilibrio éndemico carece de sentido
biologico.

= Caso 2: .+ v+ «a = (. En este caso tenemos también un unico punto de
equilibrio, que vuelve a ser el libre de infeccion

E° = (N,0),
ya que E* = E° cuando p+v 4+ a = f.

s Caso 3: 1 +v+«a < 8. En este caso tenemos dos puntos que son el libre de
infeccion y el éndemico

Np+v+a)  pN
B Bty
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3.1. Estudio del modelo SIR clasico con dinamica vital y reinfeccion

A continuacion, estudiaremos la estabilidad de los puntos de equilibrio. Ob-
servemos que en este caso no es posible aplicar el Teorema A.2.2 (Teorema de
Estabilidad en Primera Aproximacion). Entonces linearizaremos el sistema, tal y
como explicamos en la Seccion A.2 del Anexo A, obteniendo la matriz jacobiana
del sistema (3.4)-(3.4). Esta matriz es

DA, B
J(S, 1) = JV[;I 45 N
N N HTYTe

Como los puntos de estabilidad variaban dependiendo de (x4 + v + «) y 3, volve-
remos a distinguir tres caso para estudiar la estabilidad.

= Caso1l:pu+~v+«a>[(.En este caso solo tenemos un punto de equilibrio,
ya que el punto de equilibrio endémico en este caso carece de sentido bio-
logico. Evaluando la matriz jacobiana J en el unico punto de equilibro, que
es el punto de equilibrio libre de infeccion E°, obtenemos

J(N, 0) — <_OM ﬁ __M/B_‘F’}/Oé_ a) .

Los autovalores de J(N,0) son \; = —uy Ay = 8 — (u + v + «). Tenemos
entonces que ambos autovalores tienen parte real negativa y, por el Teo-
rema A.2.3, podemos deducir que E° es un punto de equilibrio localmente
exponecialmente asintoticamente estable (LEAE).

= Caso 2 : u+v+a) = . Recordemos que en este caso tenemos solo un punto
de equilibrio ya que, el punto de equilibrio, endémico E* = E°. Evaluando
la matriz jacobiana, J, en el tinico punto de equilibro, que es el punto de
equilibrio libre de infeccion E°, obtenemos

J(N,0) = (_0“ b 0+ 0‘) .

Los autovalores de J(N,0) son A\; = —p y A2 = 0. Tenemos que el autovalor
A1 tiene parte real negativa, pero en el autovalor )\, la parte real es cero vy,
por tanto, no tenemos informacion sobre la estabilidad del punto de usando
el Teorema A.2.3.

= Caso 3 : .+ v+ a < (3. En este caso tenemos dos puntos de equilibrio.
Evaluando la matriz en el primer punto de equilibrio, que es el punto de
equilibrio libre de infeccion E°, obtenemos

J(N,0) = <‘0" P M__ny - a) .

Los autovalores de J(N,0) son A\ = —uy A2 = f— (u+7v+«a). Tenemos que el
autovalor \; tiene parte real negativa, pero en el autovalor A\; la parte real
es positiva, ya que p + v+ a < 5. Asi, el Teorema A.2.3, podemos deducir
que E° es localmente inestable.
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Capitulo 3. Modelo SIR con dinamica vital y reinfeccion

Evaluando la matriz en el otro punto de equilibrio, que es el punto de equi-
librio endémico E*, obtenemos

Np+~v+a) uN —Miﬂ_(‘ﬁwﬂ) —pu —(p+)

Los autovalores de la matriz anterior son

(Wgﬁj+”+u)i¢ﬁmgﬁﬁ+”+u)4MBW+7+@D
g .

Vamos a proceder a analizar el signo de la parte real de los autovalores.
Para ello empezaremos analizando

—(u+v+
n(B—(n+~ aD+M
oty
Observemos que, como (u+v+«a) < 8y u,v,a, 3 > 0 tenemos que

p(B—(p+v+a))

A2 =

+u>0
pty
y, por lo tanto,
—(p+y+
_(Mﬁ 1+~ aD+M><Q
Bty
Ahora veamos qué ocurre dentro de la raiz. Tenemos que diferencia tres

casos:

1. El valor del interior de la raiz es negativo. En este caso obtendriamos
autovalores complejos. Como la parte real es la que hemos analizado
previamente, tenemos dos autovalores con parte real negativa.

2. El valor del interior de la raiz es 0. En este caso obtendriamos el auto-

valor doble B )
pB—(ptyta
o (T + “)

2 )
que es negativo por el analisis hecho en la primera parte.

3. El valor del interior de la raiz es positivo. En este caso hay dos auto-
valores. El primero lo determinaremos con el — del + obteniendo una
resta de dos valores negativos que es otro valor negativo. Por tanto el
primer autovalor tendria parte real negativa. Para el segundo autovalor
usaremos el + del +. Tenemos entonces

(B — (u+vy+a)) (B = (pt+y+a)) ?
1y +M_¢< w+y +M>

y ademas que

w(B—(p+v+a)) 2 p(B—(u+v+a)\”
¢< o 4#0 >¢< T )—AMﬁ—w+7+aD

Asi, tenemos que el segundo autovalor también seria negativo.
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3.1. Estudio del modelo SIR clasico con dinamica vital y reinfeccion

Tenemos entonces que ambos autovalores tienen parte real negativa y, por
el Teorema A.2.3, podemos deducir que £E* es un punto de equilibrio local-
mente exponencialmente asintoticamente estable (LEAE).

Para ver todos estos casos de una forma mas resumida los mostraremos en la
Tabla 3.1.

p+y+a>p p+y+a=p p+y+a<p
E° LEAE Sin informacion | Localmente inestable
E* | Carece de sentido biologico No existe LEAE

Tabla 3.1: Estabilidad local de los puntos de equilibrio

3.1.3. Existencia y estructura interna del atractor global

Igual que ocurria en el capitulo anterior, los resultados obtenidos solo nos dan
informacion acerca del comportamiento local de las soluciones. En esta seccion
el objetivo sera estudiar la existencia de un atractor global para las soluciones de
sistema (3.4)-(3.5) y, posteriormente, analizar su estructura interna para obte-
ner informacion sobre el comportamiento asintético de cada una de las variables
del modelo que estamos estudiando.

Tal y como hicimos con el otro modelo consideraremos el cuadrante positivo de
R? como Y = {(z,y) € R? : z,y > 0} y asumiremos que los datos iniciales estan
tomados en un conjunto arbitrario del espacio de fases ).

Para garantizar la existencia de un atractor global del sistema (3.4)-(3.5), demos-
traremos el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2. Para cada e > 0, el conjunto
K.:={(5,1)eY:S+1I<N+¢}
es un compacto absorbente para las soluciones del sistema (3.4)-(3.5).

Demostracion. Sea y = S + 1. Podemos deducir del sistema (3.4)-(3.5) que

as dI
2 uN - I)—~I

de lo que se obtiene

dy

— < uN — py.

a = H HY
Observemos que si utilizamos el factor integrante e¢* e integramos entre 0y € > 0,
obtenemos que

y(t;0,90) < yoe M + N (1 — e )

para todo t > 0 y todo dato inicial yo = Sy + Ip > 0. Por lo tanto, para todo ¢ > 0
existe T'(¢) > 0 tal que
y(t;0,0) < N +¢
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Capitulo 3. Modelo SIR con dinamica vital y reinfeccion

para todo ¢t > T'(¢) y todo dato inicial yg = Sy + Ip > 0. Como y = S + I, podemos
concluir que el conjunto K, := {(S,I) € Y : S+ I < N + ¢} es un conjunto com-
pacto absorbente para las soluciones del sistema (3.4)-(3.5). Queda demostrado
entonces que existe un unico atractor global para las soluciones del sistema
(3.4)-(3.5). [

Una vez que ya hemos estudiado la existencia de un unico atractor global para
las soluciones del sistema (3.4)-(3.5), volveremos a analizar su estructura inter-
na como hicimos con el modelo del capitulo anterior, para obtener informacion
de como se comportan las soluciones del sistema (3.4)-(3.5), para poder concluir
bajo qué condiciones la epidemia se erradica o se vuelve endémica. Para ello
demostraremos el siguiente teorema.

Teorema 3.1.3. Sea A el atractor global para las soluciones del sistema (3.4)-
(3.5).

1. Sip+ v+ a> f, el atractor global A esta formado por el punto de equilibrio
EY, es decir, A = {E"}.

2. Sipu+ v+ a= g, el atractor global A esta formado por el punto de equilibrio
EY, es decir, A = {E"}.

3. Sipu+v+a < p, el atractor global A esta formado por el punto de equilibrio
E°, el punto de equilibrio endémico E* y las conexiones heteroclineas que los
unen.

Demostracion. Para poder analizar el atractor global tenemos que distinguir de
nuevo tres casos como lo hemos hecho anteriormente.

= Caso1l:u+~+a>p.Delaecuacion (3.5) tenemos que:

dl 1S

E—ﬁﬁ—uf—'yl—af.

Como S < N, por ser N = S+ I + R, tenemos la siguiente desigualdad
diferencial

dl

% S (B—(n+v+a)l (3.6)

Resolviendo dicha desigualdad diferencial obtenemos

I(t;0, 1) < IgelP~trta)t, (3.7)

Observemos que como i + v + a > [, si tomamos el limite cuando ¢t — o~
obtenemos
t£+moo 1(t;0,1y) =0,
que, por definicion, significa que, fijado Iy > 0, Ve > 0, existe T'(¢) > 0 tal
que
I(t;0,1p) < e, Vit > T(e). (3.8)
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Si aplicamos (3.8) a (3.3) obtenemos que

dR

o= ~I — R < ve — uR, vt > T(e). (3.9)
Observemos que (3.9) es una desigualdad diferencial ordinaria de primer
orden. Por tanto, resolviendo dicha desigualdad obtenemos que

R(t;0, Ro) < Roert + 15 = DEe=nt it > (), YRy > 0. (3.10)

Lo
Como Ry = 0, podemos concluir de (3.10) que

R(t0,Ro) < L= vt >1T(e),

I

de lo que deducimos que

tl}eroo R(t;0,Ry) = 0.
Finalmente, como 1(¢;0,Ip) — 0y R(t;0, Ryg) -+ 0Ocuandot — coy N = S+I+R
tenemos que cuando t — oo S(¢;0,.59) — N, es decir, el numero de individuos
susceptibles tiende al numero total de la poblacion. Esto significa que en
este caso A = {E"}.

Caso 2 : i+ v+ o = . Si estudiamos este caso de la misma manera que
el anterior concluimos que

I(tt,0) < Io,  Vt>0.

Es decir, tenemos que el numero de infectados a lo largo del tiempo nunca
superara el inicial. Este resultado no nos aporta infomacion del comporta-
miento de la solucion a largo plazo, por ello usaremos el método de las iso-
clinas. En este caso diferenciaremos dos tipos de isoclinas, las S-isoclinas
y las I-isoclinas. La S-isoclina viene dada por la ecuacion

I
MN—ﬁ%—uS—i—aI:O,

donde despejando la I obtenemos la la hipérbola definida

—uNS + pN?
I= “BS_*N’; (3.11)
A su vez las I-isoclinas vienen dadas por la ecuacion
B2 (o)l =0,
de donde podemos ver que las isoclinas resultantes son las rectas
I =0, (3.12)
S = W - N. (3.13)
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—uNS N2 [JRegi6n |
‘ I= MﬂS——_FJ\/f; [ JRegién I
N=S+1
S=N

>

Figura 3.1: Isoclinas caso (u+ v+ «a) =8

En la Figura 3.1 podemos ver representadas las isoclinas (3.11)-(3.13) en el
plano de fases (S, ), el punto de equilibrio libre de infeccion y las diferentes
regiones. Las flechas de cada region indican la direccion del campo vectorial
del sistema (3.4)-(3.5).

Como podemos observar, tenemos dos regiones limitadas por las isoclinas
y larecta S+ = N, ya que las soluciones deben cumplir que S+ 7+ R =N
y, por tanto, solo consideraremos soluciones dentro de la region S + I <
N. Para estudiar como se comportan las soluciones del sistema (3.4)-(3.5)
vamos a estudiar qué ocurre en cada region.

* Region I. Consideremos una solucién cuyo valor inicial (S, Ip) se en-
cuentre en el interior de la region I. Observemos que en este caso la
decrece mientras que la S crece, esto significa que el campo vectorial
del sistema (3.4)-(3.5) en esta region va hacia abajo y hacia la derecha.
Podemos deducir entonces que cualquier solucion que comience en la
region I acabara convergiendo al punto de equilibrio libre de infeccion
E°, ya que no pueden tocar a la isoclina I = 0 por ser solucion.

* Region II. Consideremos una solucion cuyo valor inicial (Sp, Ip) se en-
cuentre en el interior de la region II. Observemos que en este caso
tanto la I como la S decrecen, esto significa que el campo vectorial del
sistema (3.4)-(3.5) en esta region va hacia abajo y hacia la izquierda.
Podemos deducir entonces que cualquier solucion que comience en la
region II acabara tocando a la isoclina (3.11) y acabara entrando en el
interior de la region I.

. —_ 2 . . =
* Isoclina / = % Consideramos ahora una solucion cuyo va-

lor inicial (Sp,lp) se encuentre sobre la isoclina. Observemos que en
este caso S permanece constante por ser una S-isoclina e I decrece,
esto significa que el campo vectorial del sistema (3.4)-(3.5) sobre la iso-
clina (3.11) va hacia abajo. Podemos deducir entonces que cualquier
solucion que comience sobre la isoclina (3.11) acabara entrando en el
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interior de la region I.

¢ Isoclina / = 0. Consideramos ahora una soluciéon cuyo valor inicial
(So, Ip) se encuentre sobre la isoclina. Observemos que en este caso [
permanece constante por ser una /-isoclina y S crece, esto significa
que el campo vectorial del sistema (3.4)-(3.5) sobre la isoclina (3.11)
va hacia la derecha. Podemos deducir entonces que cualquier solucion
que comience sobre la isoclina (3.12) acabara convergiendo al punto
de equilibrio libre de infeccion E°.

* Isoclina S = N. En este caso solo un punto pertenece a la region que
estamos estudiando. Este punto coincide con el punto de equilibrio
libre de infeccion E°.

Queda demostrado entonces que para cualquier dato inicial toda solucion
converge al punto de equilibrio libre de infeccion E°,es decir, A = {E"}.

Caso 3 : 1+ v+ a < 8. En este caso volveremos a estudiar el compor-
tamiento de las soluciones con el método de las isoclinas. Para este caso
volvemos a obtener las mismas isoclinas que en el caso anterior, excepto la
isoclina (3.13). Ahora bien, como p + v+ a < 3, obtenemos que la I-isoclina
(3.13) pasa a ser la recta

N(p+~+a)
— 5
En la Figura 3.2 podemos ver representadas las isoclinas (3.11)-(3.13) en
el plano de fases (5,7), el punto de equlibrio libre de infeccién, el punto

de equilibrio endémico y las diferentes regiones. Las flechas de cada region
indican la direccion del campo vectorial del sistema (3.4)-(3.5).

S = (3.14)

—uNS + uN? |:|Regi6n |
I= BS — Na S = M [_JRegién I
B [_1Regié6n Il

/ [ JRegi6n IV

— L

Figura 3.2: Isoclinas caso (u+ v+ a) < S.

Como podemos observar, tenemos cuatro regiones limitadas por las iso-
clinas y la recta S + 1 = N, ya que las soluciones deben cumplir que
S+ 1+ R = Ny, por tanto, solo consideraremos soluciones dentro de la
region S + I < N. Para estudiar como se comportan las soluciones del sis-
tema (3.4)-(3.5) vamos a estudiar qué ocurre en cada region.
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* Region I. Consideremos una solucién cuyo valor inicial (S, Ip) se en-
cuentre en el interior de la region I. Observemos que en este caso la
decrece mientras que la S crece, esto significa que el campo vectorial
del sistema (3.4)-(3.5) en esta region va hacia abajo y hacia la derecha.
Podemos deducir entonces que cualquier solucion que comience en la
region I acabara tocando la isoclina (3.14) y entrado en la region IV o
convergera al punto de equilibrio endémico E*.

* Region II. Consideremos una solucion cuyo valor inicial (Sp, Ip) se en-
cuentre en el interior de la region II. Observemos que en este caso
tanto la I como la S decrecen, esto significa que el campo vectorial del
sistema (3.4)-(3.5) en esta region va hacia abajo y hacia la izquierda.
Podemos deducir entonces que cualquier solucion que comience en la
region Il acabara tocando a la isoclina (3.11) y acabara entrando en el
interior de la region I.

¢ Region III. Consideremos una solucion cuyo valor inicial (So, Ip) se
encuentre en el interior de la region III. Observemos que en este caso la
I crece y la S decrece, esto significa que el campo vectorial del sistema
(3.4)-(3.5) en esta region va hacia arriba y hacia la izquierda. Podemos
deducir entonces que cualquier solucion que comience en la region III
acabara tocando a la isoclina (3.14) y acabara entrando en el interior
de la region II o convergera al punto de equilibrio endémico E*.

* Region IV. Consideremos una solucion cuyo valor inicial (Sp, ly) se
encuentre en el interior de la region IV. Observemos que en este caso
tanto la I como la S crecen, esto significa que el campo vectorial del
sistema (3.4)-(3.5) en esta region va hacia arriba y hacia la la derecha.
Podemos deducir entonces que cualquier solucion que comience en la
region IV acabara tocando a la isoclina (3.11) y acabara entrando en el
interior de la region III . Ademas en este caso el punto de equilibrio E°
es localmente inestable lo que significa que cuando una solucion este
cerca acabara repelida.

. —_— 2 . . -
* Isoclina [ = % Consideramos ahora una solucion cuyo valor

inicial (So, Ip) se encuentre sobre la isoclina. Observemos que en este
caso S permanece constante por ser una S-isoclina. En el caso de
I tendremos que dividir dos casos que dependen de dénde empiece
la solucion. Esta division de casos esta determinada por el punto de
equilibrio endémico.

o Caso 1: § > W Consideramos ahora una solucion cuyo va-
lor inicial (Sp, Iy) se encuentre sobre esta parte de la isoclina. Ob-
servemos que en este caso la I crece, esto significa que el campo
vectorial del sistema (3.4)-(3.5)sobre la isoclina en esta parte va ha-
cia arriba. Podemos deducir entonces que cualquier solucion que
comience sobre la isoclina (3.12) en esta parte acabara entrando
en la region III.

o Caso 2: S < W Consideramos ahora una solucion cuyo valor
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inicial (Sp, [y) se encuentre sobre esta parte de la iscoclina. Obser-
vemos que en este caso la I decrece, esto significa que el campo
vectorial del sistema (3.4)-(3.5) sobre la isoclina en esta parte va
hacia abajo. Podemos deducir entonces que cualquier solucion que
comience sobre la isoclina (3.12) en esta parte acabara entrando en
la region I.

* Isoclina / = 0. Consideramos ahora una soluciéon cuyo valor inicial
(S0, Ip) se encuentre sobre la iscoclina. Observemos que en este caso
I permanece constante por ser una I-isoclina y S crece, esto significa
que el campo vectorial del sistema (3.4)-(3.5) sobre la iscolina (3.11)
va hacia la derecha. Podemos deducir entonces que cualquier solucion
que comience sobre la isoclina (3.12) acabara convergiendo al punto
de equilibrio libre de infeccion E°.

. N . .
e Isoclina § = YW1t9): consideramos ahora una solucién cuyo valor

inicial (Sp, lp) se encuentre sobre la isoclina. Observemos que en es-
te caso I permanece constante por ser una /-isoclina. En el caso de
S tendremos que dividir dos casos que dependen de donde empiece
la solucion. Esta division de casos esta determinada por el punto de
equilibrio endémico.

. pulN
o Caso 1: ] > A

3G (8 — (u+ v+ «)). Consideramos ahora una solu-
cién cuyo valor inicial (Sp, Ip) se encuentre sobre esta parte de la
iscoclina. Observemos que en este caso la S decrece, esto signifi-
ca que el campo vectorial del sistema (3.4)-(3.5) sobre la iscoclina
en esta parte va hacia la izquierda. Podemos deducir entonces que
cualquier soluciéon que comience sobre la isoclina (3.12) en esta

parte acabara entrando en la region II.

o Caso 2: | < 6(%:7) (8= (u+ v+ «)). Consideramos ahora una so-
lucion cuyo valor inicial (Sp, Iy) se encuentre sobre esta parte de
la iscoclina. Observemos que en este caso la S crece, esto signifi-
ca que el campo vectorial del sistema (3.4)-(3.5) sobre la iscoclina
en esta parte va hacia la derecha. Podemos deducir entonces que
cualquier solucion que comience sobre la isoclina (3.12) en esta
parte acabara entrando en la region IV.

Para finalizar analizaremos un poco mas la estructura interna del atractor
global de este caso. En primer lugar, como los puntos de equilibrio E° y
E* son soluciones globales acotadas, por el Teorema B.3.1, tenemos que
{E"} ¢ Ay que {E*} C A. También podemos deducir que, como el espacio
de fase ) es conexo, el atractor global .4 también lo sera. Ademas, tenemos
que, como los equilibrios son conjuntos compactos invariantes, aplicando
el Teorema B.3.2, tenemos que las variedades inestables también pertene-
cen al atractor global A.

Finalmente, demostraremos, con ayuda de los Teoremas B.3.3 y B.3.4, que
toda solucion del sistema (3.4)-(3.5) converge a un punto de equilibrio.
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Sea ) C R? abierto y simplemente conexo. Consideremos el sistema (3.4)-
(3.5), dado como

ds 18
)= — =uN — B— — I
f(8:1) = = pN = B — pS + al,
dI IS
i=—=8——ul —~I —al
g(S,1) 7 =Py —Hl - -al
con f,g continuamente diferenciables en ). Sea D : ) — R una funcién
definida por
1
D(S,I) = -.
(S7 ) I

Tenemos entonces que D es continuamente diferenciable en ). Ademas, se
tiene que
aDf)  9(Dg) B u

55 T e = n - 7<0 VSDeY.

Aplicando el Teorema B.3.4, tenemos que el interior de ) no contiene orbi-
tas periodicas ni graficas. Como consecuencia del Teorema B.3.3, tenemos
que toda solucion que comienza en ) converge al punto de equilibrio endé-
mico E*. Queda demostrado entonces que el atractor global 4 esta formado
por los dos puntos de equilibrio E° y E* y las orbitas heteroclinas que los
unen.

3.2. Simulaciones numeéricas

Al igual que hicimos en el capitulo anterior, en esta seccion expondremos distin-
tas simulaciones numericas para ilustrar los resultados que hemos obtenido a lo
largo de este capitulo. En este modelo los resultados que hemos obtenido hemos
visto que vuelven a depender de tres casos, entonces separaremos sus simula-
ciones en tres secciones distintas. Para cada simulacion obtendremos dos gra-
ficas. La primera representara la evolucion temporal del namero de individuos
susceptibles (S5), infectados (/) y recuperados (R), representados como variables
en el sistema (3.1)-(3.3). La segunda mostrara el plano de fases del sistema (3.4)-
(3.5) con la representacion de su campo vectorial. Para todos los casos vamos
a considerar una poblacion constante de 300 individuos (N = 300). El resto de
parametros se estableceran especificamente en cada caso. Volveremos a usar el
método de Euler para obetener las simulaciones numeéricas.

3.2.1. Casol:y+~v+a>p.

En este caso la condicion es p + v + a > (. Vamos a utilizar Sy = 78, [y = 222
y Ry = 0, siendo los individuos susceptibles, infectados y recuperados iniciales,
respectivamente. Los parametros que usaremos seran § = 0,63, p = 0,46, v = 0,4
y a = 0,2 que verifican la condicion i + v + a > 8. A continuacion, mostraremos
dos figuras. La Figura 3.3 muestra que la infeccion desaparece a lo largo del
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tiempo. A su vez, la Figura 3.4 nos muestra como la solucion del sistema (3.4)-
(3.5) tiende al punto de equilibrio libre de infeccion E° = (300,0), tal y como
demostramos en el Teorema 3.1.3.

Numero de individuos

300

Evolucion Temporal de la Epidemia

250 —

150

100

50 (~ -
0 —— | | | | | | | |
0 10
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—Infectados
Recuperados
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Figura 3.3: Evolucion epidemia caso y+ v+ «a > 3
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Figura 3.4: Plano de fases py+~vy+a >

3.2.2. Caso2: y+~v+a=20.

En este caso la condicion es p + v + a = . Vamos a utilizar Sy = 42, Iy = 258
y Ry = 0, siendo los individuos susceptibles, infectados y recuperados iniciales,
respectivamente. Los parametros que usaremos seran § = 0,77, p = 0,47, v = 0,3
y o = 0,1 que verifican pu + v+ a = . A continuacion, mostraremos dos figuras.
La Figura 3.5 muestra que la infeccion desaparece a lo largo del tiempo. A su
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vez, la Figura 3.6 nos muestra como la solucion del sistema (3.4)-(3.5) tiende al

punto de equilibrio libre de infeccion EY = (300, 0), tal y como demostramos en el
Teorema 3.1.3.
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Figura 3.5: Evolucion epidemia caso p+ v+ a = f
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Figura 3.6: Plano de fases py+~vy+a =0

3.23. Caso3: u+v+a<p.

En este caso la condicion es u + v + a < f. Vamos a utilizar Sy = 130, Iy = 870
y Ry = 0, siendo los individuos susceptibles, infectados y recuperados iniciales,
respectivamente. Los parametros que usaremos seran § = 0,81, u = 0,14, v = 0,27
y a = 0,2 que verifican la condicion p + v + a < 8. A continuacién, mostraremos
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dos figuras. La Figura 3.7 muestra que la infeccion no desaparece a lo largo del
tiempo. A su vez, la Figura 3.8 nos muestra como la solucion del sistema (3.4)-
(3.5) tiende al punto de equilibrio endémico E*, tal y como demostramos en el
Teorema 3.1.3. En este caso con E* ~ (225,9,25,3) y EY = (300,0) .
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Figura 3.7: Evolucion epidemia caso y+v+a < 3
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Figura 3.8: Plano de fases py+vy+a <

Todas los resultados que hemos obtenido a lo largo del capitulo los analizaremos
en el Capitulo 4, sobre resultados y conclusiones.
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Capitulo 4

Resultados y conclusiones

A lo largo de los anteriores dos capitulos hemos presentado y estudiado dos
modelos SIR diferentes, el modelos SIR con dinamica vital (2.1)-(2.3), estudiado
en el Capitulo 2, y el modelo SIR con dinamica vital y reinfeccion de individuos
(3.1)-(3.3), estudiado en el Capitulo 3.

En ambos estudios el objetivo era obtener resultados acerca de como se com-
portan las soluciones del sistema y, por tanto, poder sacar conclusiones acerca
de como varian el numero de los individuos (susceptibles, infectados y recupe-
rados) que conforman el modelo, dependiendo de la tasa de transmision de la
enfermedad f, la tasa de recuperacion +, la tasa de natalidad y mortalidad p y,
en el caso de la reinfeccion, la tasa de reinfeccion a.

Para este estudio en ambos modelos hemos seguido el mismo procedimiento. Pri-
mero hemos verificado la existencia y unicidad de una solucién positiva global,
luego hemos obtenido los puntos de equilibrio y hemos analizado la estabilidad
local de sus sistemas asociados. Este ultimo analisis solo nos proporcionaba
informacion local de las soluciones, por tanto hemos verificado la existencia de
un atractor global de los sistemas y hemos analizado su estructura interna para
comprender el comportamiento global del sistema.

Con los resultados obtenidos en el Capitulo 2 del modelo SIR con dinamica
vital hemos podido establecer las condiciones mediante las cuales la enfermedad
se erradica o por lo contrario se vuelve endémica. Estas condciones son las
siguientes:

= Si g < u+ 7, entonces la enfermedad se erradica.
= Si 8 =+, entonces la enfermedad se erradica.
= Si g > u+ v, entonces la enfermedad se vuelve endémica.

Las condiciones para la erradicacion de la enfermedad o su conversion en endé-
mica en el modelo con reinfeccion son ligeramente diferentes debido a la inclu-
sion del parametro . Estas condiciones son:

= Si g < u+ v+ a, entonces la enfermedad se erradica.
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» Si = pu+ v+ «, entonces la enfermedad se erradica.
= Si 3> u+ v+ a, entonces la enfermedad se vuelve endémica.

El parametro de reinfeccion, «, introduce un nuevo nivel de complejidad en el
analisis de la epidemia. En particular, la reinfecciéon implica que los individuos
recuperados pueden volver a ser susceptibles.

Vamos a introducir ahora el concepto de niumero reproductivo basico, Rj. Este
valor indica el nimero promedio de casos nuevos que genera un individuo in-
fectado en una poblacion completamente susceptible. Este valor es crucial para
determinar si una enfermedad se propagara o se extinguira en una poblacion.

En el modelo SIR con dinamica vital, el nimero reproductivo basico se define
como: 5
Ry =

N
Si Ry <1, la epidemia se erradica; si Ry > 1, la epidemia se vuelve endémica.

Para el modelo SIR con dinamica vital y reinfeccion, el numero reproductivo
basico es ligeramente diferente:

B

Ry= ———.
1 el e

Volvemos a obtener que si Ry < 1, la epidemia se erradica; si Ry > 1, la epidemia
se vuelve endémica.

Observemos que si o = 0, las condiciones obtenidas para el modelo SIR con
dinamica vital y reinfeccion se reducen a las condiciones del modelo SIR con
dinamica vital, demostrando que el modelo clasico es un caso particular del
modelo extendido cuando no hay reinfeccion. Es por ello que para hacer el resto
de conclusiones nos basaremos en el modelo con reinfeccion, ya que que las
conclusiones del modelo SIR sin reinfeccion estaran incluidas en este modelo.

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos, vemos que si queremos erradicar
la enfermedad tenemos que tener que Ry < 1. Para ello debemos reducir reducir
el coeficiente de transmision 3, que es el uinico sobre el que podemos actuar, por
ejemplo, imponiendo medidas de contingencia como el lavado de manos, el uso
de mascarillas, la distancia social o el confinamiento.

4.1. Simulacion de escenarios

El objetivo en esta seccion sera observar que ocurre cuando variamos el para-
metro de la tasa de reinfeccion (o) dejando fijo el coeficiente de transmision de
una enfermedad (), para ver el efecto de la reinfeccion en el modelo.

Para la simulaciéon de escenarios cogeremos como enfermedad la reciente epi-
demia COVID-19 causada por el virus SARS-CoV-2. La simulacion se realizara
sobre una poblacion constante de 300 individuos. Supondremos una poblacion
susceptible inicial de 299 individuos (Sp = 299) una poblacién infectada inicial de
1 individuo (I, = 1) y una poblacién recuperada inicial de O individuos (Ry = 0).
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A continuacion, estableceremos el resto de parametros que vamos a utilizar para
realizar la simulacion numerica. Usaremos en nuestra simulacion las tasas de
natalidad y mortalidad de la sociedad espanola en el ano 2022 segun [6]. Esta-
blecemos entonces que la tasa de natalidad es 6,88 y la tasa de mortalidad 9,67.
Como tenemos que tener la tasa de natalidad igual a la de mortalidad para man-
tener la poblacion constante, usaremos la media obteniendo 8,275. En cuanto al
tiempo medio de recuperacion usaremos el estimado por [7], estableciendo un
tiempo medio de 14 dias de recuperacion. Finalmente, usaremos el Ry al inicio
de la pandemia indicado por [7], estableciendo un Ry = 2, 5.

Tenemos entonces que v = 0,071 dias™! y 4 = 0,023 dias—!. Ademas, supondremos
una tasa de reinfeccion « = 0,01, que iremos variando. Como sabemos que Ry(u+
v+ a) = B obtenemos un coeficiente de transmision g = 0,26.

Una vez establecidos los parametros, definiremos los diferentes escenarios para
observar qué sucede cuando variamos la tasa de reinfeccion fijado un coeficiente
de transmision. Los escenarios que usaremos son:

= Escenario 1. La tasa de reinfeccion sera o = 0,01.
s Escenario 2. La tasa de reinfeccion sera o = 0,05.
= Escenario 3. La tasa de reinfecciéon sera o« = 0,075.
s Escenario 4. La tasa de reinfeccion sera a = 0,1.

= Escenario 5. La tasa de reinfeccion sera o = 0,15.

La grafica 4.1 muestra la evolucion del nimero de infectados a lo largo del tiem-
po en los distintos escenarios.
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Figura 4.1: Simulacion de escenarios variando la tasa de reinfeccion

Como podemos observar en 4.1 que a medida que o« aumenta, el nimero de in-
fectados disminuye. Esto se debe a que la dinamica del modelo se ve afectada
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por los valores /3 y la tasa de reinfeccion. Como el valor de 3 es bajo la entrada
de nuevos individuos en el grupo de infectados es reducida, sin embargo, como
la tasa de de reinfeccion es alta, comparada con §, los individuos que se encuen-
tran en el grupo de infectados regresan rapidamente al grupo de susceptibles.

La explicacion biolégica de este resultado es que un valor alto de « implica que
los individuos recuperados pierdan su inmunidad rapidamente y vuelven al gru-
po de susceptibles. Esto acelera el ciclo de la poblacion entre los grupos de
susceptibles, infectados y recuperados. Esto significa que la enfermedad puede
eventualmente ser controlada o erradicada si Ry disminuye debido a la rapida
reinfeccion y recuperacion de los individuos de la poblacion.
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Capitulo 5

Analisis de impacto

En este capitulo, explicaremos como los modelos SIR estudiados a lo largo del
trabajo pueden contribuir a cumplir los Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS)
establecidos en la Agenda 2030 de las Naciones Unidas. Los recientes desafios
globales en salud publica, como la COVID-19, han destacado la importancia de
la ciencia en la gestion de crisis sanitarias. Es por eso que los modelos mate-
maticos siguen siendo fundamentales para comprender la propagaciéon de en-
fermedades infecciosas y disenar estrategias de mitigacion, alineandose con los
objetivos de la Agenda 2030.

Ly e

POBREZA-
SALUDY

: 3
BIENESTAR
S'é“&‘if.',‘z'.‘,\“xt
OBJETIVOS GLOBALES DE
DESARROLLO SOSTENIBLE
5

AGUA LIMPIAY
SANEAMIENTO

Figura 5.1: Objetivos de la Agenda 2030

Los objetivos de la Agenda 2030 establecidos por la ONU, identifican cuales
son los problemas que debemos solucionar para 2030 para conseguir un futuro
sostenible (véase [8]). En este trabajo nos hemos centrado especialmente en el
ODS 3, que tiene como objetivo garantizar la salud y el bienestar para todos,
como podemos ver en la Figura 5.2. Este ODS se pretende cumplir mediante el
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uso de 13 metas. En nuestro caso, colaboramos para que se pueda cumplir la
meta 3.3, que indica que se debe poner fin a ciertas epidemias para 2030 (véase

[9]).

” Garantizar una vida
Y BIENESTAR sanay promover el

M /‘ bienestar para todos
en todas las edades

Figura 5.2: ODS 3 salud y bienestar

Por tanto, gracias a los resultados que se han expuesto a lo largo del traba-
jo, como las condiciones bajo las cuales una epidemia se erradica o se vuelve
endémica, podemos contribuir a un estudio mas eficiente pudiendo predecir la
evolucion de las epidemias y evaluar la efectividad de diversas medidas de con-
trol sin necesidad de tener que malgastar recursos innecesarios. Concretamente,
las conclusiones y resultados obtenidos seran todavia mas utiles para el caso de
epidemias con reinfeccién de individuos.

5.1. Modelos SIR en el cumplimiento de la meta 3.3 del
ODS 3

El uso de modelos SIR permite entender y controlar la propagacion de enfer-
medades infecciosas. Ademas permite simular escenarios y estrategias de inter-
vencion, facilitando una planificacion mas efectiva y eficiente. Por ejemplo, al
modelar la dindmica de una enfermedad, se puede identificar el umbral critico
de inmunizaciéon necesario para prevenir futuros brotes, o como en el caso de
este trabajo, el impacto de la reinfeccion en una enfermedad.

Si aplicamos estos modelos para ayudar a contribuir a la meta 3.3 del ODS 3,
que se enfoca en acabar con las epidemias, podemos:

1. Identificar puntos criticos de intervencion. Los modelos SIR ayudan a
determinar los momentos donde las intervenciones seran mas efectivas,
permitiendo una asignacion 6ptima de recursos.

2. Evaluar estrategias de mitigacién. Simulando diferentes estrategias de
control, los modelos pueden predecir cuales seran mas efectivas en reducir
la transmision de la enfermedad.

3. Prever escenarios futuros. Los modelos permiten prever la evolucion de
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las epidemias bajo distintos escenarios, ayudando a las autoridades a pre-
pararse mejor para futuros brotes.

4. Optimizar el uso de recursos. Evaluando la efectividad de diferentes in-
tervenciones, se pueden evitar gastos innecesarios en medidas que no pro-
porcionen beneficios, asegurando que los recursos se utilicen de manera
mas eficiente.

Como podemos ver, los modelos SIR no solo son herramientas esenciales para el
estudio de las enfermedades infecciosas, sino que también ayudan en el logro de
los Objetivos de Desarrollo Sostenible, particularmente en el ambito de la salud
publica, ya que ayudan a disefar estrategias de intervenciéon mas efectivas y
eficientes, contribuyendo asi a un futuro mas saludable y sostenible para todos.
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Apéndice A

Preliminares sobre ecuaciones
diferenciales y teoria de
estabilidad

En este capitulo del anexo presentamos los teoremas y definiciones sobre la
teoria de ecuaciones diferenciales y la teoria de estabilidad que hemos necesitado
para la elaboracion del trabajo. Para ver mas infomacion acerca de estas teorias
recomendamos [10], [11], [12] y [13].

A.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

El analisis y el estudio de las ecuaciones diferenciales son una parte funda-
mental en el ambito de las matematicas ya que nos dan la capacidad de poder
modelar fenémenos fSicos y con ello predecir y analizar resultados. Es por ello,
que el objetivo principal de esta secciion es introducir y desarrollar algunos con-
ceptos teodricos basicos que serviran como herramientas para abordar el estudio
de las ecuaciones diferenciales y, por tanto, los modelos realizados a partir de
estas.

Los teoremas que presentaremos a continuacion se basan en dos grupos de
ecuaciones diferenciales ordinarias, las ecuaciones diferenciales autonomas y
las ecuaciones diferenciales no auténomas, por tanto, es necesario empezar de-
finiendo dos grupos.

Definicion A.1.1. Se dice que una ecuacion diferencial es auténoma si no depen-
de explicitamente del tiempo y, por tanto, puede ser escrita de la forma

dx

donde f : R? — R? con d € N es una funcién que satisfacera ciertas propiedades.
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Definicion A.1.2. Se dice que una ecuacion diferencial es no auténoma si de-
pende explicitamente del tiempo, es decir, si la variable independiente t aparece
explicitamente en el miembro derecho de la ecuacion y, por tanto, puede ser escrita
de la forma

dx

donde f : R x R* - R? con d € N es una _funcién que satisfacerd ciertas propieda-
des.

En el resto de seccion usaremos el problema de valores iniciales (PVI), que defi-
niremos que vamos a definir a continuacion

d
i = f(z,1), (o) =z € R, (A.3)

donde f : (a, +00) x R* C R 5 RY cona € RydeN.

Los conceptos basicos y resultados teodricos clasicos que vamos a exponer a con-
tinuaciéon son validos tanto para las ecuaciones diferenciales auténomas como
para las no autéonomas.

Definicion A.1.3. Sea I C (a,+0c0) un intervalo de tiempo. Una solucion de PVI
(A.3) en I es una aplicacion ¢ : I — R? d € N, con, ¢ € C'(I;R?) que satisface las
siguientes propiedades:

1. CZC;@(T) — f(tpt) Viel.

2. gD(to) = XZ0.

En este trabajo necesitamos obtener soluciones definidas globalmente en el
tiempo y, por tanto, necesitamos enunciar el siguiente teorema que nos va a
garantizara la existencia de soluciones globales.

Teorema A.1.1. Supongamos que f : (a,+o0) x R = R? cona € Ry d € N con
f € C!' y que existen dos aplicaciones continuas no negativas h,k : (a,+o0) — R
tales que

|f(t, )| < h(t)|z| + k(t), Y(tz) € (a,+00) x RL (A.4)

Entonces, existe una tnica solucion de PVI (A.3) que estd definida globalmente en
tiempo.

Observemos que en el Teorema A.1.1 f esta definida en todo R y que la condi-
cion (A.4) es muy restrictiva. En lo que sigue presentamos algunos resultados
que garantizan la existencia de soluciones globales para el PVI (A.3) con condi-
ciones menos restrictivas sobre un subespacio de R¢.

Sea Q2 C RY, don d € N un subconjunto no vacié, abierto, conexo y sea I un
intervalo de tiempo abierto. Consideramos la funciéon f del PVI (A.3) definida en
I xQ.
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Definicion A.1.4. Sea J C I un intervalo de tiempo tal que ty € J. Una aplicacion
¢ : J — Q es una solucioén local del PVI (A.3) en J si € C'(J;R?) y satisface las
siguientes condiciones:

1. p(t) e Vteld.

d
2. o= Ffltelt), vield.

3. (p(to) = X0.

Definicién A.1.5. Una aplicacion f : (t,z) € I x Q@ ¢ R — R es localmente
Lipschitz respecto a x en I x Q si  V(to,z0) € I x Q, existec > 0y L > 0, ambas
constantes dependiendo del punto (ty, xg), tal que

1. B((to,l‘o);€) cIxQ.

2. V(t,x1), (t,22) € B((to,x0);¢), f satisface

|f(t,x1) — f(t,x2)| > L|z1 — 2. (A.5)

Si la condicion (A.5) se cumple V(t,x1), (t,x2) € I x Q y la constante L no depende
del punto (tg, o), decimos que f es globalmente Lipschitz respecto a la variable x
enl x Q.

Los teoremas que vamos a enunciar a continuacion nos permiten demostrar la
existencia y unicidad de la solucion local del PVI (A.3).

Teorema A.1.2 (Teorema de Picard). Supongamos que f es continua respecto a t
y localmente Lipschitz respecto a x en I x ). Entonces, ¥(to, zo) € I x 2 existe j > 0
tal que el PVI (A.3) posee una solucion tinica en el intervalo Is = [ty — d,ty + ¢].

Observemos que el Teorema de Picard asegura que existe una solucion tnica
para cada intervalo [; pero no en las intersecciones de estos intervalos. Con el
siguiente teorema vamos a ver que esto si se cumple en el PVI (A.3).

Teorema A.1.3 (Unicidad de solucion). TA13] Supongamos que f es continua
respecto a t y localmente Liptschitz respecto a x en I x Q. Dado cualquier (ty, zg) €
I x 9, sea ¢;(t) la solucion del PVI (A.3) en el intervalo I y ps(t) la solucion del
PVI (A.3) en el intervalo I,. Entonces

(,01(75) 5902(75)7 Vte I N Is.

En este trabajo tenemos un interés en estudiar y analizar la soluciones de las
ecuaciones a largo plazo. Concretamente debemos asegurar que existe una so-
lucién para cualquier tiempo ¢ > ¢, del PVI (A.3). Por tanto, vamos a introducir
el concepto de solucion maximal que es una solucion definida en el mayor inter-
valo de tiempo [t,, Tinez) tal que no haya mas soluciones en un intervalo mayor.
Observemos que cuando 7T,,,, = +oco entonces tendremos una solucion global.
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Definicion A.1.6. Supongamos que (t,,z,) € I x Q y sea ¢(t) la solucion del PVI
(A.3) en el intervalo J C I. Se dice que la solucion o(t)

= puede ser continuada por la derecha, si existg otra solucion ¢, (t) del PVI (A.3)
en el intervalo Jy, talque J C Jy yelsupJ € Jy.

» puede ser continuada por la izquierda, si existe otra solucién y9(t) del PVI
(A.3) en el intervalo Js, tal que J C J; y elinf J € J;.

= es continuable, si puede ser continuada por la izquiera, por la derecha, o por
ambas.

Definicion A.1.7. Una solucién del PVI (A.3) es una solucién maximal si no es
continuable.

Teorema A.1.4 (Existencia y unicidad de solucion maximal). Sea € un subcon-
junto abierto, no vacio y conexo de R y f : I x Q — R? continua respecto a t
y localmente Lipschitz respecto a x. Entonces, V(to,xo) € €2, exsite una solucién
maximal tinica del PVI (A.3). Ademas, el intervalo de definicion de esa solucion
maxiaml, denotado I,,q; = Imaz(to, o), €s abierto.

Veamos con el siguiente teorema que cuando f(t, ) esta definida en todo R x R¢,
una solucion es global si no explota en tiempo finito.

Teorema A.1.5. Sea (m;, m2) el intervalo maximal de existencia del PVI (A.3). Si

|ma| < oo, enonces Hmt—>m2_ |o(t)| = co. Andlogamente con m; .

Para proximos teoremas y definiciones trabajaremos con la dependencia conti-
nua respecto del dato inicial.

Consideremos el conjunto
0= {(t,to,&?o) S Rd+2 ‘ (to, xo € Qyt c Imam(t[b .CC()))} (A6)
Por tanto, podemos definir la aplicacion ¢ como

¢: OCRM*? 5 R4
(t,to,m0) €0  —  @(t;tg, x9) € R

Esta manera de formular la solucién del PVI (A.3) es llamada soluciéon maximal
expresada en términos de los valores iniciales.

Sabemos que las solucién maximal ¢(-;t z() e€s continua respecto a t en el inter-
valo I,,4:(to, zo) y con el siguiente teorema verificaremos que también es continua
respecto al valor inicial (¢, xo).

Teorema A.1.6 (Dependencia continua respecto a los valores iniciales). Sea (2
un subconjunto no vacio, abierto y conexo en de R¢ y f : I x Q — R? continua
respecto a t y localmente Lipschitz respecto a x y sea © definido como en (A.6).
Entonces, la solucion global ¢(-;-,-) del PVI (A.3) expresada en términos del valor
inicial verifica que ¢ € C°(0; R?)
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A.2. Teoria de estabilidad

En esta seccion presentamos algunos conceptos basicos y resultados de teoria
de estabilidad. Para ello, solo consideraremos ecuaciones diferenciales auténo-
mas y, por lo tanto, el siguiente problema de valores iniciales

dx
pri g(z), x(tg) =x0 € Q, (A.7)
donde g: Q c RY - R% deN.
Definicion A.2.1. Un punto z* es un punto de equilibrio del PVI (A.7) si g(z*) = 0.
Definicion A.2.2. Un punto de equilibrio x* se dice estable si para cualquier
e > 0, existe d(¢) tal que si |zg — z*| < d(e), entonces I,qx(to, o) 2 [to, +00) Y

|@(t;t07x0) - ‘T*‘ <g, vt > Oa
es decir, si las soluciones empiezan cerca del punto de equilibrio, permaneceran
cerca en todo tiempo futuro.
Definicién A.2.3. Un punto de equilibrio ©* se dice covergente o atractivo si
existe § > 0 tal que si |xg — z*| < 0, entonces I,q.(to, o) 2 [to, +00) Y

tlggo o(t;to, zo) = 27,

es decir, si las soluciones empiezan cerca del punto de equilibrio, convergerdan a él
cuando el tiempo tienda a infinito.

Definicion A.2.4. Un punto de equilibrio =* se dice asintéticamente estable si
es estable y convergente.

Definicion A.2.5. Un punto de equilibrio z* se dice que exponencialmente es-
table si existe 0 > 0 y o, A\ > 0 tal que si |zy — z*| < § entonces I,q(to, +00)y

lo(t; to, xo) — ™| < a]zg — x*|ef)‘(t7t0)’ viz0
es decir, silas soluciones empiezan cerca del punto de equilibrio, covergeran a él
de _forma exponencial.

Sea z*(t) una solucion particular no trivial del PVI(A.7) si aplicamos el siguiente
cambio de variable

y(t) == x(t) — z * (t) (A.8)

podemos comprobar que
dy(t)
dt
donde g = g(y + z*(t)) — g(z*(¢)), con g(¢,0) =0 V¢ € R. En el caso que z*(t) = z*
es constante V¢ € R, §(t,y) = g(y) = g(y + z*) — g(z*) y gracias a esto podemos
contemplar que la funcion g del PVI (A.7) satisface que ¢(0) = 0.

= g(tv y(t)),
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A.2.1. Estabilidad de sistemas lineales

Las soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales tienen el mis-
mo tipo de estabilidad.

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales lineales

dx
— = Az +b(¢ A.9
o = A+ (), (A.9)
donde A = (a;j); j=1,..4 €5 Una matriz de dimension d x d con coeficientes a;; € R.
Si 2*(t) es solucion del sistema (A.9), entonces y(t) = x(t) — z*(¢) es solucién de
su sistema homgéneo asociado

dy

— = Ay. A.10

=Y (A.10)
Por tanto si estudiamos la estabilidad de cualquier solucion del sistema (A.9)
estamos también estudiando la del la solucion trivial del sistema (A.10), sea b(t)
CEero o no.

Teorema A.2.1. Sea {)\;}i<j<q C C el cornjunto de autovalores de la matriz A.
Entonces,

1. cualquier solucion del sistema (A.10) es exponencialmente estable si y solo
Si
R(A; <0) paratodo1 < j <d.

2. cualquier solucion del sistema (A.10) es (uniformemente) estable si y solo si
R(Aj) <0 paratodol < j < dy, sipara aquellos autovalores tal que R(\;) = 0
las multiplicidades algebraica y geométrica son iguales.

A.2.2. Estabilidad de sistemas no lineales

En la seccion anterior, gracias al Teorema A.2.1, hemos caracterizado de forma
completa la estabilidad de los sistemas diferenciales lineales con coeficientes
constantes. Este mismo teorema lo podemos usar para estudiar la estabilidad
de sistemas no lineales mediante el método de primera aproximacién. Vamos a
describir a continuacion el método.

Supongamos que la funcion g € C! en (A.7) y que g(0) = 0. Entonces, por la
formula de Taylor, g puede ser escrita como

g(2) = Je + Ti(x), J= <agi (o)> : (A.11)
Ox; i,j=1,....d

donde el término de orden mas alto de 77 (-) cumple que

i L] _ (a.12)

z—0 |.’L‘|
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A.2. Teoria de estabilidad

Teorema A.2.2 (Estabilidad en primera aproximacion). Supongamos que g €
C1(Q) y g(0) = 0. Sea J el Jacobiano de la matriz definida en (A.11). Entonces,

1. sitodos los autovalores de la matriz J poseen parte real negativa, la solucion
trivial de (A.7) es (localmente) exponencialmente estable.

2. si alguno de los autovalores de la matriz J poseen parte real positiva, la
solucion trivial es (localmente) inestable.

El Teorema A.2.2 solo puede aplicarse si se cumple (A.12). Si esta condicién no
se cumple entonces tendremos que linealizar el sistema como mostraremos a
continuacion.

Se g la funcion del sistema (A.3), continuamente diferenciable y sea z* un punto
de equilibrio (A.3). Entonces, podemos escribir

g(x) = J-(x — "), sixz x,

siendo J la matriz jacobiana del campo g en el punto z*. Por tanto, el sistema
(A.7) queda aproximado por el sistema linelaizado

dx

e J - (x —2*), cuando x xo. (A.13)

Si ademas hacemos el cambio de variable (A.8), el sistema (A.13) se queda como

dx

—=J- A.14

7 , ( )
cuyo punto de equilibrio es el 0. Recordemoa que ademas el punto de equilibrio

xz* del sistema (A.7) hereda la estabilidad de este punto de equilibrio O en el
sistema (A.14).

Teorema A.2.3 (Teorema de Linealizacion de Liapunov y Poincaré). Considere-
mos el sistema (A.14). Entonces,

1. si todos los valores de la matriz J poseen parte real negativa, la solucién
trivial del sistema (A.14) es exponencialmente asintéticamente estable.

2. sialguno de los autovalores de la matriz J posee parte real positiva, la solu-
cion trivial es inestable.
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Apéndice B

Preliminares teoria de
semigrupos

En este capitulo del anexo presentamos los teoremas y definiciones sobre siste-
mas dinamicos auténomos y sobre el concepto de atractor global, incluyendo su
estructura interna, que hemos necesitado para la elaboracion del trabajo. Para
ver mas infomacion acerca de estas teorias, recomendamos [14] y [15].

B.1. Semigrupos

En esta seccion utilizaremos problemas de valores iniciales de la forma

d

= =g(0). alto) =z € R, (B.1)
donde g : RY — R?y d € N. Particularmente nos referiremos a los casos d = 2 o
d = 3 en las aplicaciones.

Es necesario para el trabajo que para poder utilizar los conceptos y resultados
sobre semigrupos y sobre atractor global, el PVI (B.1) posea solucion global y sea
unica y también dependencia continua respecto de los datos iniciales. Por tanto,
supongamos que el PVI (B.1) posee solucion global unica. Entonces, la solucion
es una aplicacién global diferenciable z(-;tg,z9) : R — R¢ donde ademas su
derivada cumple que z(to;t9, z9) = xo. La aplicacion que hemos definido cumple
las siguiente propiedades:

1. La evolucién de » depende del tiempo transcurrido, no del tiempo ini-
cial y final. Esto se debe a que como el sistema es auténomo g no depende
del tiempo. Si aplicamos el cambio de variable ¢ — ¢t — {; podemos probar
que la solucion

x(t; to,xo) = Hf(t — t(); O,Jfo) Vit > to.

Esto significa que la solucion en el instante de tiempo ¢ que empez6 con el
valor inicial (¢, z¢), es el mismo que el valor de la solucion en el instante de
tiempo t — ¢ty que empezo con el valor inicial (0, zg).
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Capitulo B. Preliminares teoria de semigrupos

2. Propiedad del valor inicial. Si la solucion empieza en el valor inicial
(to, o), entonces tenemos que

.%'(to;to,xo) =x9 Vo € Rd, Vig € R.

3. Concatenacion de soluciones. Supongamos que una solucion que empie-
za en el valor inicial (0, z¢) pasa por z; = (t1;0,z0) y después sale del valor
inicial (0,z1) y llega a z2 = z(t2;0, x1). Entonces

x(te;0,2(t1;0,20)) = x(t1 + t2;0, x0).

4. Dependencia continua de las soluciones respecto a los valores inicia-
les. Debido a errores de medicion que se pueden tener al obtener el dato
inicial debemos comprobar si las solciones z(t; tg, zo) y x(t; o, Zo) estan cer-
ca cuando los datos iniciales zy y %9 estan cerca. Si esto no sucede un
error de medicion en el dato inicial puede crear grades desviaciones en las
soluciones. Con suposiciones sobre g podemos garantizar esta propiedad.

A partir de este momento consideraremos que ty = 0 en el PVI (B.1) por lo que
usaremos

dx d

il g(x), x(0) =xz9 € R% (B.2)
La solucién del PVI (B.2) la denotaremos por z(¢; 0, z9) = (¢; o).
Empezaremos ahora a desarrollar el concepto de semigrupo, el cual es clave

en sistemas dinamicos auténomos. Para el usaremos el espacio de fases X que
vendra dado por R? o R? en las aplicaciones.

Sea el PVI (B.2) con existencia y unicidad de solucion global que denotaremos
por z(t; zg). Podemos definir la familia de aplicaciones {7'(¢) : t > 0}, dada por

T): X — &,
xz(xo) +—  T(t)xo,

donde T'(t)xz¢ := z(t;z¢). Podemos observar que cuando t recorre [0,00) y x( re-
corre X, T(t)xy describe todos los puntos de las soluciones del sistema para
cualquier tiempo y cualquier dato inicial.

Definicion B.1.1. Sea (X, dy) un espacio métrico, donde dy denota una distancia
en X. La familia de aplicaciones T(t) : t > 0 de X en si mismo se denomina
semigrupo si cumple

1. T(0) = Id.
2. THT(s)=T(s)T(t) =T(s+t), Vt,s>0.

3. {tecR | t>o0}xX3(ts)— T(t)xr € X es continuo!

'Esta condicién se cumple siempre que haya existencia y unicidad de solucién, y dependencia
continua respecto de los valores iniciales.
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B.1. Semigrupos

Definicion B.1.2. Sea (Y, dy) un espacio métricoy A, B C Y dos conjuntos de ese
espacio. La semi-distancia de Hausdor{f entre A y B, se define como

ist(A, B) = inf
dist(A, B) 21613523 dy (a,b),

o, equivalentemente;
dist(A,B) :==inf{e >0: A C N(B,¢)},

donde N(B,e) = y €Y :dy(y, B) < ¢ denota un e-entorno de B. Observamos que
si dist(A, B) = 0, solo podemos asegurar que A C B, con lo que la semi-distancia
de Hausdorff no define una métrica. De hecho la distancia de Hausdorf{f se define
como

distg (A, B) := méax{dist(A, B),dist(B, A)}.

Algunas de las propiedades de la semi-distancia de Hausdor{f son:
1. dist(,Y) = 0,mientras que dist(X,) no estd definida.
2. dist(X,Y) = dist(X,Y).
3. SiY) CYs, entonces dist(X,Y1) > dist(X,Y2).
4. Si X; C Xy, entonces dist(X1,Y) < dist(Xs2,Y).

Definicion B.1.3. Sean A y B subconjuntos de X y T'(t) : t > 0 un semigrupo en
X. Diremos que el conjunto A atrae a B si

dist(T'(t)B,A) — 0, cuandot — occ.

Definicion B.1.4. Diremos que {T'(t) : t > 0} es disipativo acotado (disipativo
compacto) (disipativo puntual) si existe un conjunto acotado B C X tal que para
todo D C X acotado (conjunto compacto K C X) (punto x € X), existe to = to(D)
(to = to(K))to = to(x)) tal que T(t)D C B(T(t)K C B) (T(t)x C B) para todo t > tg.
Simplificando, un sistema es disipativo si sus soluciones convergen al interior de
un conjunto acotado del espacio de fases X.

Definicion B.1.5. Un corjunto D C X es absorbente respecto del semigrupo
{T'(t) : t > 0} si para todo cornjunto acotado B C X, existe un tiempo T'(B) > 0
tal que

T(t)B C D, para todot > T(B).

Definicion B.1.6. Un conjunto D es invariante bajo el semigrupo {T'(t) : t > 0} si

T(t)D = D, para todot > 0.
Definicién B.1.7. El conjunto A C X es el atractor global para el semigrupo {T'(t) :
t >0} si
1. es compacto.

2. atrae acotados de X.

67



Capitulo B. Preliminares teoria de semigrupos

3. es invariante bagjo el semigrupo {T'(t) : t > 0}

Ademds, se puede demostrar que el atractor global A es el menor acotado atra-
yente y el mayor compacto invariante en el espacio de fases X.

Proposicion B.1.1. Sea B C X. Si para algtn ty > 0 el conjunto
GRAGE:
t>to

es compacto, entonces w(B) es no vacio, compacto e invariante, donde w(B) denota
el conjunto w-limite de B.

B.2. Existencia de atractor global

En esta seccion garantizaremos la existencia de atractor global mediante los
resultados siguientes.

Proposicion B.2.1. Sean A, B C X con A acotado que atrae a B. Entonces,

w(B) C A.

Teorema B.2.1. Supongamos que el semigrupo {T(t) : t > 0} es disipativo acota-
do, siendo K C X un conjunto absorbente. Si K es compacto, entonces existe un
tinico atractor global A que viene dado por

A=w(K).

Si el espacio de fases X es conexo, también lo es A.

B.3. Estructura interna del atractor

En esta seccion proporcionaremos una serie de conceptos y resultados que nos
ayudaran a caracterizar el atractor global y su relacion con las variedades ines-
tables del sistema, sabiendo que el atractor existe.

Definicion B.3.1. Llamamos solucién global para el semigrupo {T'(t) : t > 0} en
X atoda la familia {{(t) : t € R} tal que £(t) =T'(t +s5)&(s) VieRys<t.

Teorema B.3.1. Sea {T'(t) : t > 0} un semigrupo en X y supongamos que po-
see atractor global A. Entonces, A es la unién de todas las soluciones globales
acotadas.

Definicion B.3.2. Sea x € X. La variedad inestable de x es el conjunto
W (x) :={y € X : existe una solucién global £(-) y ty € R tal que {(ty) =y,

£(t) = x cuando t — —oo}.

Andlogamente, definimos la variedad estable de x como

Wé(z) :={y € X : T(t)y — xcuandot — oo}
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B.3. Estructura interna del atractor

Sea ahora el conjunto D C X. La variedad inestable de D es el conjunto
W (D) := {y € X : existe una solucién global {(-) y to € R tal que {(ty) = v,

dist(&(t), D) — 0 cuando t — —oo}.

y la variedad estable de D esta definida como

W#(D) :={y € X : dist(T(t)y, D) — xcuandot — co}.

Teorema B.3.2. Sea K C Xun compacto invariante, entonces

WH(K) C A.

Proposiciéon B.3.1. Dada una trayectoria xz(t) = T(t)zg, un ¢ > 0 y un tiempo
Ty > 0, existe un tiempo 7 = 7(¢,Tp) > 0 y un punto yo € A tal que

lz(r +1) = T()yollx <€

paratodot tal que 0 <t <Tj.

La propiedad de aplastamiento que acabamos de definir nos garantiza que las
trayectorias fuera del atractor crean una "sombra.®" el interior.

Corolario B.3.2.1. Dada una trayectoria z(t) = T'(t)x¢, existe una sucesion {e,, }°° ;
que tiende a cero, una sucesion de tiempos {t,}>°, con t,4+; —t, — oo cuando
n — oo Y una sucesion de puntos del atractor A, {y,}:° ;, de modo que

||x(t) - T(t - tn)ynHX <e, Vt € [tn,tn_y-ﬂ.

Ademads, los saltos ||yn+1 — T (tn+1 — tn)yn||x decaen hacia cero.

Las siguientes definiciones y resultados nos proporcionaran informacion deta-
llada sobre la estructura interna del atractor global cuando trabajamos con sis-
temas en dos dimensiones.

En lo que queda de seccion usaremos el sistema diferencial

2= ). B3
Ly
diy][t] - f(xmy)? (B4)

donde f y g son funciones que satisfacen ciertas propiedades.

Definicion B.3.3. Una orbita homoclinica es una trayectoria de un semigrupo
que une un punto de equilibrio consigo mismo. Una 6rbita heteroclinica es una
trayectoria que une dos puntos de equilibrio diferentes.

Definicion B.3.4. Una separatriz es una curva que conecta las variedades esta-
ble e inestable de un par de puntos de equilibrio.
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Capitulo B. Preliminares teoria de semigrupos

Definicion B.3.5. Un ciclo separatriz consiste en la union de un niimero finito de
puntos de equilibrio z3,j = 1,....,m Yy separatrices I'; tales que I'; va desde z} a
i Y Tppyq = P1

Definicion B.3.6. Una grdfica es la unién de un niumero finito de ciclos de sepa-
ratriz orientados adecuadamente.

Teorema B.3.3 (Tricotomia de Poincare-Bendixson). Supongamos que X C R2 es
un conjunto que contiene sélo un niimero finito de puntos de equilibrio. Sea x(-; x)
una solucion en X que esta definida y acotada en [0, 00) con w(xy) C X. Entonces
se cumple uno de los siguientes resultados:

1. w(xg) consiste en un equilibrio.
2. w(zp) es una orbita periédica.
3. w(xg) es una grafica.

Teorema B.3.4 (Criterio de Dulac-Bendixson). Sea Z C X, X C R2, abierto y
siplemnete conexo. Supongamos que

= las funciones f y g del sistema (B.3)-(B.4) son continuamente diferenciables
enz.

= existe una funcion D : Z — R continuamente diferenciable, tal que

o(Df)  9(Dyg)
ox + oy

es estrictamente positiva en casi todo Z o es estrictamente negativa en casi
todo Z.

Entonces Z no contiene orbitas periédicas o grdficas.
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Apéndice C

Codigos de las simulaciones
numericas

En este anexo expondremos los codigos de Matlab usados para las simulaciones
numéricas de ambos modelos y escenarios.

C.1. Codigo simualcion modelo sir con dinamica vital

986 MODELO SIR CLASICO CON DINAMICA VITAL

% Establecemos la poblacion constante del modelo y los valores iniciales de

% los distintos grupos de individuos Susceptibles (S_0), Infectados (I_0) y
Recuperados (R_0)

% % Caso 1

% S_0 = 78;
% 1_0 = 222;
% RO = O;

% % Caso 2
% S_0 = 42;
% 1 0 = 258;
% R O 0;

5 % Caso 3

S 0 = 258;
1 0O = 42;
R O = O;

Z
I

SO0+ 10 + RO; %a poblacion es constante y es la suma de todos los
individuos

% Inicializamos los parametros del modelo
% coeficiente de transmision (beta), inverso del tiempo medio de
% infeccion (gamma) y tasa de natalidad y mortalidad (mu)

8 % %Caso 1

% beta = 0.63;
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% gamma = 0.4;
%mu = 0.46;

% %Caso 2

% beta = 0.77;
% gamma = 0.3;
%mu = 0.47;

% Caso 3
beta = 0.81;

gamma = 0.27;
mu = 0.14;

%lnicializamos los puntos de equilibrio para las graficas

EO = [N,0]; 9Punto de equilibrio libre
de infeccion

El = [(N * (gamma + mu)) / beta,...
mu * N = ((1 / (gamma + mu)) - (1 / beta))]; 9®Punto de equilibrio
endemico

% Establecemos el intervalo de tiempo (en dias) que usaremos para la simulacion
Inicio = O; % Tiempo inicial

Final = 100; % Tiempo final

space = 0.01; % Paso de tiempo (delta_t)

t = Inicio:space:Final; % Variable tiempo

% Preasignamos las matrices para las soluciones para optimizar la memoria
num_steps = length (t);

S = zeros(1l, num_steps) ;

I zeros (1, num_steps) ;

R zeros (1, num_steps) ;

% Inicializamos las condiciones iniciales

S(1) = S_0;
I(1) = 1.0;
R(1) = R O;

% Bucle para calcular la solucion del sistema en cada paso de tiempo
% mediante el metodo de Euler x(t+delta_t)=x(t)+delta_t=f(t,x(t))
for i = 1l:num_steps—1

Sprev = S(i); % S(t)

Iprev = I(i); % I(t)

Rprev R(i); % R(t)

95 (t+delta_t)=S(t)+delta_t (muN - (beta/N) =S(t)I(t) — muS(t)
S(i+1) = Sprev + space * (mu * N — (beta / N) = Sprev
+ Iprev — mu * Sprev);

%I (t+delta_t)=I(t)+ delta_t((beta/N)*S(t)I(t) — gammal(t) -mul(t))
I(i+1) = Iprev + space * ((beta / N) * Sprev * Iprev

— gamma * Iprev — mu * Iprev);
IR (t+delta_t)=R(t)+delta_t (gammal(t)-muR(t))

R(i+1) = Rprev + space * (gamma * Iprev — mu * Rprev);
end

% Grafico de la evolucion temporal de la epidemia
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C.1. Cédigo simualcion modelo sir con dinamica vital

figure;

plot(t, S, °b’, ’'LineWidth’, 2); hold on;

plot(t, I, ’'r’, ’LineWidth’, 2);

plot(t, R, ’g’, ’LineWidth’, 2);

xlabel (’{\bf D\’ ’ias}’, 'Interpreter’, latex’);

ylabel (’{\bf N\’ ’'mero de individuos}’, Interpreter’, 'latex’);

title ("{\bf Evoluci\’’'n Temporal de la Epidemia}’, Interpreter’, ’latex’);
legend (’Susceptibles’, ’Infectados’, 'Recuperados’);

grid off;

% Grafico del campo de vectores en el plano de fases R*2 de (S, I)

% Campo de vectores

[Sgrid, Igrid] = meshgrid(0:15:N, 0:15:N);

dSdt =mu .* N - (beta ./ N) .# Sgrid .# Igrid — mu .* Sgrid;

dIdt = (beta ./ N) .* Sgrid .# Igrid - gamma .* Igrid — mu .* Igrid;

%Grafica

figure;

quiver (Sgrid, Igrid, dSdt, dIdt);

xlabel (’Susceptibles (S(t))’);

ylabel (’Infectados (I(t))’);

title ('Campo de Vectores en el Plano de Fases (S, I)’);

axis ([0 N O NJ);

grid off;

hold on;

plot(S, I, 'k-’, ’LineWidth’, line_width);

plot(EO(1), EO(2), ’'o-’, ’'MarkerFaceColor’, ’blue’, ’'MarkerEdgeColor’, ’blue’,

’MarkerSize’, 6);
plot (E1(1), E1(2) ,...

) ’

o—’, ’'MarkerFaceColor’, ’'red’, ’'MarkerEdgeColor’, ’'red’, ’MarkerSize’, 6);
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C.2. Coadigo simualcion modelo sir con dinamica vital y
reinfeccion de individuos

986 MODELO SIR CLASICO CON DINAMICA VITAL Y REINFECCION DE INDIVIDUOS

% Establecemos la poblacion constante del modelo y los valores iniciales de

% los distintos grupos de individuos Susceptibles (S_0), Infectados (I_0) y
Recuperados (R_0)

=W N =

6 % % Caso 1

7% S 0 = 78;
8% 1_0 = 222;
9% RO = 0O;

11 % % Caso 2
12 % S 0 = 42;
13% 1_0 = 258;
14 % RO = O;

16 % Caso 3
17 S_0 = 258;
18 1_0 = 42;
19 R0 = 0;

22 N=S 0+ I_0 + RO; %.a poblacion es constante y es la suma de todos los
individuos

24 % % Inicializamos los parametros del modelo

25 % coeficiente de transmision (beta), inverso del tiempo medio de
26 % infeccion (gamma) , tasa de natalidad y mortalidad (mu) y la
27 % tasa de reinfeccion (alpha)

29 % 9%Caso 1

30 % beta = 0.63;
31 % gamma = 0.4;
32 %mu = 0.46;
33 % alpha = 0.2;

35 % %Caso 2

36 % beta = 0.77;

37 % gamma = 0.3;

38 %omu = 0.37;

39 % alpha =0.1;

40

41 % Caso 3

42 beta = 0.81;

43 gamma = 0.27;

22 mu = 0.14;

45 alpha = 0.2;

46

47 %nicializamos los puntos de equilibrio para las graficas

48 EO = [N,O]; 9Punto de equilibrio
libre de infeccion

29 E1 = [(N * (gamma + mu + alpha)) / beta,

50 (mu#N) / (beta * (mutgamma) ) * (beta —(mutgammatalpha))]; %Punto de equilibrio
endemico
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C.2. Cédigo simualcion modelo sir con dinamica vital y reinfeccion de
individuos

% Establecemos el intervalo de tiempo (en dias) que usaremos para la simulacion

Inicio = O; % Tiempo inicial
Final = 100; % Tiempo final
space = 0.01; % Paso de tiempo (delta_t)

t = Inicio:space:Final; % Variable tiempo

% Preasignamos las matrices para las soluciones para optimizar la memoria
num_steps = length (t);

S = zeros(1l, num_steps);

I = zeros(1l, num_steps);

R = zeros(1l, num_steps);

% Inicializamos las condiciones iniciales
S(1) = S_0;

I1(1) =1.0;

R(1) = RO;

% Bucle para calcular la solucion del sistema en cada paso de tiempo
% mediante el metodo de Euler x(t+delta_t)=x(t)+delta_t=f(t,x(t))
for i = 1l:num_steps—1

Sprev S(i):; % S(t)

Iprev = I(i); % I(t)

Rprev R(i); % R(t)

%S (t+delta_t)=S(t)+delta_t (muN- (beta/N) *S(t)I(t)-muS(t)+ alphal(t))
S(i+1) = Sprev + space * (mu * N — (beta / N) * Sprev * Iprev
- mu * Sprev + alphasIprev);

%l (t+delta_t)=I(t)+ delta_t((beta/N)*S(t)I(t)-gammal(t)-mul(t) —alphal(t))
I(i+1) = Iprev + space * ((beta / N) * Sprev * Iprev
—mu * Iprev — gamma * Iprev — alpha*Iprev);

R (t+delta_t)=R(t)+delta_t (gammal(t)-muR(t))
R(i+1) = Rprev + space #* (gamma * Iprev — mu * Rprev);
end

% Grafico de la evolucion temporal de la epidemia

figure;

plot(t, S, ’b’, ’LineWidth’, 2); hold on;

plot(t, I, °r’, ’LineWidth’, 2);

plot(t, R, ’g’, ’LineWidth’, 2);

xlabel ("{\bf D\’ ’ias}’, 'Interpreter’, 'latex’);

ylabel ("{\bf N\’ ’'mero de individuos}’, Interpreter’, ’'latex’);

title ("{\bf Evoluci\’’'n Temporal de la Epidemia}’, 'Interpreter’, ’latex’);
legend (’Susceptibles’, ’Infectados’, 'Recuperados’);

grid off;

% Grafico del campo de vectores en el plano de fases R*2 de (S, I)

% Campo de vectores

[Sgrid, Igrid] = meshgrid(0:15:N, 0:15:N);

dSdt =mu .*+ N - (beta ./ N) .+ Sgrid .# Igrid — mu .* Sgrid + alpha .* Igrid;

dIdt = (beta ./ N) .* Sgrid .# Igrid — gamma .* Igrid — mu .* Igrid - alpha .#
Igrid;

9% Grafica

figure;
quiver (Sgrid, Igrid, dSdt, dIdt);
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100 xlabel (’Susceptibles (S(t))’);

110 ylabel (’Infectados (I(t))’);

111 title (’Campo de Vectores en el Plano de Fases (S, I)’);
112 axis ([0 N O NJ);

113 grid off;

114 hold on;

115 plot(S, I, 'k-’, ’LineWidth’, line_width);

116 plot(EO(1), EO(2), ’'o-’, ’'MarkerFaceColor’, ’blue’, ’'MarkerEdgeColor’, ’blue’,

’MarkerSize’, 6);
117 plot(E1(1), E1(2) ,...

)

118 o—’, ’'MarkerFaceColor’, ’'red’, ’'MarkerEdgeColor’, ’'red’, ’'MarkerSize’, 6);
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C.3. Codigo simualcion de escenarios variando el parametro de reinfeccion

C.3. Cddigo simualcion de escenarios variando el para-
metro de reinfeccion

%0 SIMULACION DE ESCENARIOS

% Establecemos la poblacion constante del modelo y los valores iniciales de
% los distintos grupos de individuos Susceptibles (S_0), Infectados (I_0) y
Recuperados (R_0)

= 299;
I ;

1
=O,

|;UI
o oo

N=S0+ 10+ RO; %La poblacion es constante y es la suma de todos los
individuos

% Inicializamos los parametros del modelo

% Coeficiente de transmision (beta), inverso del tiempo medio de
% infeccion (gamma), tasa de natalidad y mortalidad (mu) y la

% tasa de reinfeccion (alpha)

beta = 0.24;
gamma = 0.071;
mu = 0.023;

% Valores de alpha a considerar
alphas = [0.01, 0.05, 0.075, 0.1,0.15];

% Establecemos el intervalo de tiempo (en dias) que usaremos para la simulacion

; Inicio = O; % Tiempo inicial
Final = 100; % Tiempo final
space = 0.01; % Paso de tiempo (delta_t)

t = Inicio:space:Final; % Variable tiempo

% Preasignamos las matrices para las soluciones para optimizar la memoria
num_steps = length(t);

% Inicializamos la figura para graficar
figure;
hold on;

% Bucle para diferentes valores de alpha
for a = 1:length (alphas)
alpha = alphas(a);

% Inicializamos las condiciones iniciales
S zeros (1, num_steps) ;
I zeros (1, num_steps) ;
R = zeros (1, num_steps) ;

S(1) = S 0;
I1(1) =1_0;
R(1) = RO;

% Bucle para calcular la solucion del sistema en cada paso de tiempo
% mediante el metodo de Euler x(t+delta_t)=x(t)+delta_t=f(t,x(t))
for i = l:num_steps—1

Sprev = S(i); % S(t)
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Iprev = I(i); % I(t)
Rprev = R(i); % R(t)
% S(t+delta_t)=S(t)+delta_t (muN- (beta/N) *S(t)I(t)-muS(t)+ alphal(t))
S(i+1) = Sprev + space * (mu * N — (beta / N) * Sprev # Iprev
- mu * Sprev + alpha #* Iprev);
% I(t+delta_t)=I(t)+ delta_t((beta/N)*S(t)I(t)-gammal(t)-mul(t) —alphal
(t))
I(i+1) = Iprev + space * ((beta / N) # Sprev # Iprev
—mu * Iprev — gamma * Iprev — alpha #* Iprev);
% R(t+delta_t)=R(t)+delta_t (gammal(t)-muR(t))
R(i+1) = Rprev + space * (gamma * Iprev — mu * Rprev);
end
% Graficar el numero de infectados (I) en una sola figura
plot(t, S, ’DisplayName’, [’\alpha = ’ num2str(alpha)], ’LineWidth’, 2);
end

font_size = 26;

xlabel ('Tiempo’, ’'FontSize’, font_size);
ylabel ('Numero de Susceptibles’, ’'FontSize’, font_size);
title (’Comparacion de Susceptibles para Diferentes Valores de Alpha’, ’'FontSize

*, font_size);
legend show;

% Aumentar el tamano de la fuente de los ejes
set(gca, 'FontSize’, font_size);

hold off;
% Inicializamos la figura para graficar
figure;
hold on;
for a = 1l:length (alphas)
alpha = alphas(a);

% Inicializamos las condiciones iniciales
S = zeros(l, num_steps);
I = zeros(1, num_steps);
R = zeros (1, num_steps) ;

S(1) = S_O;
I(1) = 1_0;
R(1) = R O;

% Bucle para calcular la solucion del sistema en cada paso de tiempo
% mediante el metodo de Euler x(t+delta_t)=x(t)+delta_t=f(t,x(t))
for i = l:num_steps—1

Sprev = S(i); % S(t)

Iprev = I(i); % I(t)

Rprev R(i); % R(t)

% S(t+delta_t)=S(t)+delta_t (muN- (beta/N) *S(t)I(t)-muS(t)+ alphal(t))
S(i+1) = Sprev + space * (mu * N — (beta / N) * Sprev * Iprev
- mu * Sprev + alpha = Iprev);

% I(t+delta_t)=I(t)+ delta_t((beta/N)*S(t)I(t)-gammal(t)-mul(t) —alphal
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(t))
110 I(i+1) = Iprev + space # ((beta / N) * Sprev * Iprev
111 - mu * Iprev - gamma * Iprev — alpha * Iprev);
112

113 % R(t+delta_t)=R(t)+delta_t (gammal(t)-muR(t))

114 R(i+1) = Rprev + space # (gamma * Iprev — mu * Rprev);

115 end

116

117 % Graficar el numero de infectados (I) en una sola figura

118 plot(t, I, ’DisplayName’, [’\alpha = ’ num2str(alpha)], ’LineWidth’, 2);
119

120 end

121
122 font_size = 26;

123 xlabel (’Tiempo’, ’'FontSize’, font_size);
124 ylabel ('Numero de Infectados’, ’'FontSize’, font_size);
125 title (’Comparacion de Infectados para Diferentes Valores de Alpha’, ’FontSize’,

font_size);
126 legend show;
127
128 % Aumentar el tamano de la fuente de los ejes
120 set(gca, 'FontSize’, font_size);
130

131 hold off;
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