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Resumen

Este Trabajo Fin de Grado aborda la modelizacion y el posterior estudio de fe-
nomenos epidemiologicos, donde se tienen en cuenta diferentes estrategias de
vacunacion sobre los individuos que conforman la poblaciéon a estudiar.

Una vez que se obtiene el modelo matematico en cada caso, dado por un siste-
ma de ecuaciones diferenciales tipo SIR (Susceptible-Infectado-Recuperado), se
estudia la existencia y unicidad de solucion global no negativa del mismo.

Asumiremos en este trabajo que la poblacion donde se desarrolla la epidemia
permanece constante, 1o que nos permite obtener un sistema diferencial redu-
cido SI (Susceptible-Infectado) que contiene toda la informacion relevante sobre
el fenomeno que deseamos estudiar. De hecho, el siguiente paso que se lleva a
cabo es obtener los puntos de equilibrio de dicho sistema reducido, para luego
hacer un estudio de la estabilidad de los mismos, tanto a nivel local como global.

De esta forma, podemos encontrar condiciones bajo las cuales la epidemia se
erradica o bien se vuelve endémica. Ademas, es posible observar como influyen
las tasas de vacunacion en la evolucion de la epidemia y qué puede hacerse para
controlarla y evitar que se vuelva endémica.

Por otra parte, el estudio teodrico realizado se complementa con simulaciones nu-
meéricas, incluyendo tanto escenarios ficticios como situaciones basadas en da-
tos reales obtenidos del inicio de la COVID-19 en Espana en 2020. Esto permite
ilustrar los resultados obtenidos anteriormente a lo largo del trabajo y obser-
var, en particular, la eficacia de distintas estrategias de vacunacion de manera
grafica, util para la planificacion de respuestas sanitarias en caso de epidemia.

Finalmente, se incluye una comparacion entre los diferentes modelos matema-
ticos estudiados, asi como una serie de conclusiones que se consideran impor-
tantes tras la realizacion del trabajo.






Abstract

This Final Degree Project addresses the modelling and subsequent study of epi-
demiological phenomena, taking into account different vaccination strategies for
the individuals in the population under study.

Once the mathematical model is obtained in each case, represented by a system
of SIR (Susceptible-Infected-Recovered) differential equations, the existence and
uniqueness of a global non-negative solution are analyzed.

In this work, we assume that the population where the epidemic develops re-
mains constant, allowing us to derive a reduced SI (Susceptible-Infected) differ-
ential system that contains all relevant information about the phenomenon we
aim to study. In fact, the next step involves finding the equilibrium points of this
reduced system, followed by a stability analysis of these points at both local and
global levels.

This approach enables us to identify conditions under which the epidemic is
eradicated or becomes endemic. Additionally, it allows us to observe how vac-
cination rates influence the evolution of the epidemic and determine what mea-
sures can be taken to control it and prevent it from becoming endemic.

Furthermore, the theoretical study is complemented with numerical simula-
tions, including both hypothetical scenarios and real situations based on data
from the onset of the COVID-19 pandemic in Spain in 2020. This illustrates the
previously obtained results throughout the work and, in particular, graphically
demonstrates the effectiveness of various vaccination strategies, which is useful
for planning health responses in case of an epidemic.

Finally, a comparison between the different mathematical models studied is in-
cluded, as well as a series of important conclusions derived from the work.
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Capitulo 1

Introduccion

Las pandemias siempre han representado un desafio para la humanidad, y en-
contrar la mejor manera de hacerles frente ha sido uno de los objetivos globales
mas importantes. La expansion de una epidemia no solo afecta a la salud y el
bienestar de la poblacion, sino también a otros sectores como la economia, ya
que la disminucioén del personal activo puede ralentizar o paralizar el desarrollo
del pais.

A lo largo de la historia, hemos documentado los resultados devastadores de
enfermedades como la peste o la viruela, que se extendian rapidamente y po-
dian acabar con poblaciones enteras. La Peste Negra, una de las pandemias
mas mortales de la Edad Media, arras6 con 30 millones de vidas en ocho anos,
en un momento en el que no se disponia del conocimiento ni de los recursos
necesarios para controlar su expansion. En aquella época, se atribuia el mal a
las miasmas, es decir, a la corrupcion del aire provocada por la emanacion de
materia organica en descomposicion (véase [1]). De hecho, los primeros escritos
sobre enfermedades contagiosas se encuentran en la Biblia, donde se pensaba
que la causa de la peste estaba relacionada con un efecto de la coélera divina,
como un castigo. En aquellas épocas, el sagrado libro ya incluia varias medidas
sanitarias para prevenir el contagio, como el lavado de manos y alimentos y el
aislamiento de los enfermos (véase [2]).

Afortunadamente, a mediados del siglo XX, gracias a los avances médicos y los
estudios realizados, la mortalidad por enfermedades infecciosas se ha reducido
en los paises desarrollados. Sin embargo, a pesar de las mejoras sanitarias, las
enfermedades infecciosas continiian cobrando millones de vidas. En este contex-
to, la viruela se erradico en 1980, después de haber acabado con 300 millones de
vidas en el siglo XX, convirtiéndose en la tnica enfermedad infecciosa declarada
erradicada hasta hoy en dia (véase [3]).

Los grandes avances cientificos han generado la esperanza de erradicar todas las
enfermedades infecciosas, pero la realidad es que los microorganismos se adap-
tan y evolucionan, dando lugar a nuevas enfermedades. Un ejemplo es el virus
de la gripe, que ademas de adquirir cierta resistencia a algunos medicamentos,
sigue mutando periodicamente su genoma, permitiéndole extenderse en nuevas
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Capitulo 1. Introduccién

regiones. No obstante, segun la Organizacion Mundial de la Salud (véase [4]), la
vacunacion sigue siendo la mejor manera de prevenir la enfermedad.

Como consecuencia de las enfermedades emergentes y reemergentes, es impres-
cindible tomar medidas de contingencia para ralentizar su expansion y realizar
estudios para la investigacion de vacunas o medicamentos que permitan erradi-
carlas o controlarlas. Para ello, utilizaremos ecuaciones diferenciales para con-
tribuir al estudio de las enfermedades.

La disciplina cientifica que se encarga del estudio de la distribucion y control
de los factores determinantes en enfermedades se denomina epidemiologia. Las
matematicas siempre han desempeniado un papel importante en la epidemiolo-
gia, ya sea en el analisis y estudio de la evolucion o la expansion de las pande-
mias para poder controlarlas lo antes posible. En particular, la modelizacion y
la simulacion son herramientas esenciales para el estudio de la propagacion y el
control de las enfermedades.

El primer articulo sobre modelizacion matematica en epidemiologia fue redac-
tado en 1760 por Daniel Bernoulli, quien estudié la propagacion de la viruela
mediante un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias e introdujo las ven-
tajas de un programa de vacunacion. Aunque este articulo tuvo un impacto
limitado, sent6 las bases para futuras investigaciones en el campo. En 1906,
W.H.Hamer formul6é un modelo matematico discreto que describia la transmi-
sion del sarampion, postulo que el curso de una epidemia depende de la tasa de
contactos entre individuos susceptibles e infecciosos, lo que marcé el comienzo
del estudio formal de modelos matematicos en epidemiologia.

Posteriormente, en 1911, R.Ross formulé el principio de accion de masas, un
modelo que predijo la propagacion de un brote de malaria. Por la misma época,
en 1927, W.O.Kermack y A.G.McKendrick establecieron el Teorema del Umbral,
el cual postula que la introducciéon de un individuo infeccioso da lugar a un bro-
te epidémico si la densidad de la poblacion susceptible es mayor que un umbral
y la dependencia en el tiempo transcurrido desde que se contrajo la enferme-
dad. Este modelo proporciona un enfoque unificado de los modelos epidémicos
compartimentados, convirtiéndose en una herramienta invaluable para analizar
y predecir la evolucion de enfermedades (véanse [2], [5]).

Hoy en dia, el modelo de compartimentos de Kermack y McKendrick es cono-
cido como modelo basico SIR (Susceptible-Infectado-Recuperado), que divide la
poblacion en tres grupos y describe el flujo entre ellas:

» Individuos susceptibles S(t¢). Pertenecen a este grupo los individuos que
no estan infectados y pueden contagiarse al estar en contacto con algun
individuo infectado.

» Individuos infectados I(¢). Pertenecen a este grupo los individuos que
estan infectados y son portadores de la enfermedad.

» Individuos recuperados R(¢). Pertenecen a este grupo los individuos que
son inmunes a la enfermedad, por lo que no pueden ser infectados.
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La pandemia mas reciente que hemos vivido, COVID-19, ha resaltado la impor-
tancia de comprender y modelar la propagacion de enfermedades infecciosas en
poblaciones humanas. Esta enfermedad contagiosa es provocada por el virus
SARS-CoV-2, que se propago rapidamente y causoé la muerte de 6.9 millones de
personas en todo el mundo (véase [6]), provocando un gran impacto mundial. No
obstante, la expansion de esta epidemia se ha logrado ralentizar y disminuir gra-
cias a la implementacion de medidas de contingencia, como el distanciamiento
social, el uso de mascarillas y el confinamiento, asi como la preparacion y dis-
tribucion de vacunas. Estas medidas, respaldadas por los resultados obtenidos
en diversos estudios, han demostrado ser efectivas para mitigar la propagacion
del virus y reducir el impacto de la pandemia.

Ante las recientes pandemias, este trabajo tiene como objetivo analizar como dis-
tintas estrategias y tasas de vacunacion afectan la propagacion y erradicacion
de una enfermedad en una poblacién. Para lograrlo, ademas de utilizar mo-
delizacion matematica, hemos realizado simulaciones numeéricas con MATLAB.
Las simulaciones, tanto en escenarios ficticios como reales, nos permitiran eva-
luar la eficacia de distintas estrategias de vacunacion y ofrecer recomendaciones
practicas para la gestion de situaciones de epidemia. En resumen, este trabajo
busca contribuir al campo de la epidemiologia mediante el uso de modelos mate-
maticos y simulaciones numéricas, proporcionando herramientas para mejorar
la toma de decisiones en salud publica y aumentar la eficacia de las estrategias
de vacunacion.

En los Capitulos 2 y 3 describiremos y analizaremos el modelo SIR basico con
dinamica vital y con vacunacion de recién nacidos o vacunacion de la poblacion
susceptible, respectivamente. Partiremos del modelo basico SIR, donde supone-
mos una poblacion fija de N individuos. Como la poblacién se mantiene cons-
tante y siempre mayor que cero (ya que los estudios epidemiologicos solo tienen
sentido si la poblaciéon no es nula), la suma de los tres grupos en cualquier ins-
tante ¢ tiene que seguir la condicion S(¢) + I(¢t) + R(t) = N. De esta manera, si un
individuo susceptible del grupo (S) es infectado, pasa al grupo de infectados ().
De la misma manera, un individuo que se vuelve inmune a la infeccion pasa al
grupo (R).

En nuestro caso tomaremos que los individuos del grupo (I) pasaran al grupo
(R), y los del grupo (R) permaneceran en este grupo. Por lo tanto, la dinamica
entre los distintos grupos se puede representar como en el diagrama de la Figura
1.1, donde 8 > 0 es el coeficiente de transmision de la enfermedad y 1/v es el
tiempo medio en el que un individuo permanece infectado, con v > 0.

p Y

S — 1

h 4

R

Figura 1.1: Modelo SIR clasico.
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Capitulo 1. Introduccién

De esta manera, el modelo clasico SIR es definido por el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias

as SI

a - N (-1
al SI

— =f— - 1.2
u =Py (1.2)
dR

— =~l. 1.

Tt (1.3)

Sin embargo, el modelo (1.1)-(1.3) no considera variables como nacimientos,
muertes o pérdida de inmunidad a lo largo del tiempo. Aunque este enfoque
puede ser apropiado para estudios a corto plazo, resulta insuficiente para anali-
zar pandemias que se desarrollan a largo plazo. Por esta razon, adoptaremos el
modelo SIR con dinamica vital, que incorpora tanto nacimientos como muertes.

UN

p Y
S I

l l

u It u

R

h 4

Figura 1.2: Modelo SIR con dinamica vital.

Esta modificacion se ilustra en la Figura 1.2, donde ahora x > 0 denota tanto la
tasa de natalidad como la tasa de mortalidad de la poblacion, y vendra descrito
por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

ds ST

=7 = WN = b= —uS, (1.4)
dI ST

E—ﬁfN =l —pl, (1.5)
dR

— =~I — uR. 1.6
priil R (1.6)

Es importante senalar que, en condiciones reales, las tasas de natalidad y mor-
talidad suelen ser distintas. Sin embargo, en nuestro estudio,que esta enfoca-
do en la poblacion de Espana, ambas tasas presentan valores similares segun
el Instituto Nacional de Estadistica ([7]). Por consiguiente, el modelo (1.4)-(1.6)
considera que las tasas de natalidad y mortalidad son idénticas.

En el Capitulo 4, ofreceremos un resumen de los resultados obtenidos, interpre-
tandolos desde una perspectiva biologica y ejemplificandolos con simulaciones
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numeéricas en diferentes escenarios bajo distintas condiciones. Ademas, utiliza-
remos datos reales del ano 2020 de Espana, con los cuales emplearemos di-
versas tasas de vacunacion para ver como evolucionaria la pandemia. Esto nos
permitira visualizar de manera grafica la eficacia de distintas estrategias de va-
cunacion, lo que es util para la planificacion de respuestas sanitarias en caso de
epidemia hacia un resultado 6ptimo. Este analisis subrayara la importancia de
las matematicas en la investigacion epidemiologica, en la comprension y manejo
de las epidemias, tal como hemos argumentado previamente.

El Capitulo 5 abordara el analisis de impacto de nuestro estudio, evaluando su
relevancia y alineacion con los objetivos delineados en la Agenda 2030. Nos da-
mos cuenta de que este proyecto no solo contribuye al Objetivo de Dasarrollo
Sostenible 3, salud y bienestar, sino que su influencia se extiende a otros domi-
nios, afectando multiples areas y destacandola relevancia de nuestro estudio.

Finalmente, se incluyen anexos para profundizar en la teoria y practica del pro-
yecto. El Anexo A contiene los fundamentos de la teoria de sistemas diferenciales
ordinarias, mientras que el Anexo B contiene los codigos utilizados para realizar
las simulaciones numeéricas.






Capitulo 2

Modelo SIR clasico con dinamica
vital y vacunacion de recién
nacidos

En este capitulo nos enfocaremos en la deduccion y estudio del modelo SIR clasi-
co con dinamica vital y vacunacion de recién nacidos. Este modelo nos permitira
analizar como la vacunacion puede influir en la propagacion de enfermedades
infecciosas, en nuestro caso la COVID-19, en una poblacion.

Ademas de considerar los aspectos demograficos como los nacimientos y de-
funciones, examinaremos el impacto de la vacunacién en la proteccion de la
poblacién y en la mitigacion de la enfermedad. Este analisis nos proporcionara
una comprension mas completa de las estrategias de vacunacion y su papel en
el control de enfermedades infecciosas.

(I-p)uN puN

S | R

M Iz M

Figura 2.1: Diagrama del modelo SIR con dinamica vital y vacunacion de recién
nacidos.

2.1. Modelizacion

El modelo SIR clasico con dinamica vital y vacunacion de recién nacidos viene
dado mediante un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Este sistema
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Capitulo 2. Modelo SIR clasico con dinamica vital y vacunacion de recién
nacidos

describe la evolucion temporal de los individuos susceptibles (S), infectados (I)
y recuperados (R) de una cierta poblacion, considerando ademas los efectos de
los nacimientos y las defunciones por causas ajenas a la enfermedad, asi como
la aplicacion de vacunas a los recién nacidos. El sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias esta formada por las siguientes ecuaciones

ds ST
= = (1—=p)uN — 8= — uS 2.1
i (1-p)p By —HS 2.1)
dI ST

- —~T —ul 2.2
7 5]\7 I — pl, (2.2)
dR

donde recordamos que S = S(t),I = I(t) y R = R(t) denotan el niumero de indivi-
duos susceptibles, infectados y recuperados, respectivamente, en cada instante
de tiempo, N > 0 describe el nimero de individuos de la poblaciéon (asumimos
que es constante), 5 > 0 es el coeficiente de transmision del virus (medido en
dias™!), 1/y > 0 es el tiempo medio que un individuo permanece infectado (en
dias), i > 0 refleja tanto la tasa de natalidad como la de mortalidad en la pobla-
ciony p > 0 es la tasa de vacunacion de recién nacidos.

Por tanto, nuestro problema de Cauchy del modelo presentado viene dado como
( S(t)I(t
(0= - puv - 52O s,

S(H)I(t)

I't)y=p N ) =), (2.4)

R'(t) = ppN +~I(t) — pR(1),

5(0) = So,  1(0) = 1o, R(0) = R,

donde Sy >0, Ip >0y Ry > 0.

2.2. Existencia y unicidad de solucion global no negati-
va

Antes de comenzar con el estudio, demostraremos que el sistema (2.4) posee
solucion global no negativa unica.

En primer lugar, consideremos

I
RS T R) = (L= p)uN — 57 — pS, 2.5)
FoS,1, R) = Bk AT — . 2.6)
f3(S, I, R) = puN + I — pR, (2.7)
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2.2. Existencia y unicidad de solucion global no negativa

donde fi, f2, f3 son funciones bien definidas y continuamente diferenciables en
R3. Para ello, calculamos las derivadas parciales de f;, donde i = 1,2, 3, respecto
de S, I y R, respectivamente. Asi, obtenemos

ofi Y of1 .5 o1 _
8S(SIR) 6N aI(SIR) 5]\7 8R(SIR) 0,
Ofs B dfs L5 ofi

0fs3 B 0fs3 B 0fs

Notese que las funciones fi, fo, f3 € C°(R?) y todas las derivadas parciales de
primer orden de las funciones f1, fo, f3 existen y son continuas en R3. Asi, gracias
al Teorema A.l1.1, podemos garantizar que existe una unica solucion maximal
para cada dato inicial (S, I, Ro) € R3 del problema de Cauchy (2.4).

Observemos que estamos trabajando con un modelo de poblaciones, con lo que
en la realidad los datos iniciales que tomaremos seran siempre no negativos, es
decir, seran puntos de X = {(z,y,2) € R® : z,y,z > 0}. Como hemos mencionado
antes, toda solucion es continua en su intervalo de definicion, por consiguiente,
antes de tomar un valor negativo tiene que tomar el valor 0. Veamos qué sucede
cuando cada una de las soluciones toma el valor O.

En primer lugar, supongamos que existe t* > 0 tal que S(t*) = 0,I(t*) > 0y
R(t*) > 0. Entonces obtenemos que la ecuacion diferencial (2.1) se reduce a
S'(t*) = (1 — p)uN > 0, con lo que podemos concluir que la componente S nunca
toma valores negativos.

Supongamos ahora que existe t* > 0 tal que I(t*) = 0,5(t") > 0y R(t*) > 0.
Entonces obtenemos que I'(t*) = 0, con lo que la componente I nunca toma
valores negativos.

Finalmente, supongamos que existe t* > 0 tal que R(t*) = 0,5(t*) > 0 e I(t*) > 0.
Entonces obtenemos que R'(t*) = puN + vI(t*) > 0, con lo que la componente R
nunca toma valores negativos.

En conclusion, toda solucion del problema de Cauchy (2.4) con dato inicial en
X permanecera en X' (es decir, sera no negativa) para todo tiempo futuro en que
esté definida.

Por ultimo, debemos probar que la tinica solucion maximal no negativa del pro-
blema de Cauchy (2.4) es, en realidad, global, es decir, esta definida para todo
t > 0. La demostracion es sencilla, ya que la poblacion N es constante, con lo
que S(t;50) < N, I(t;1p) < N, R(t; Ryp) < N para todo ¢t > 0y (So, lo, Ro) € X.

Todas las componentes estan acotadas para todo ¢ > 0, con lo que estan defini-
das para todo ¢ > 0, de donde la solucion maximal es, en realidad, global. Asi,
aplicando el Teorema A.1.2 acabamos de demostrar que, para todo dato inicial
(So, o, Rp) € X, existe una unica soluciéon global no negativa del problema de
Cauchy (2.4).



Capitulo 2. Modelo SIR clasico con dinamica vital y vacunacion de recién
nacidos

2.3. Puntos de equilibrio y estabilidad local

En esta seccion estudiaremos los puntos de equilibrio del sistema (2.1)-(2.3) y
analizaremos su estabilidad. Para proceder, como la poblacion total permanece
siempre constante, es decir, S(t) +1(¢)+ R(t) = N, entonces R(t) = N —S(t) — I(t),
con lo que basta estudiar el sistema diferencial reducido

(0= (- v — 52O s
(2.8)

SOOI o 1(s) ~ o).

Para obtener los puntos de equilibrio del sistema reducido (2.8), tenemos que
resolver el sistema algebraico no lineal

I'(t)=p

ST
— (1 —p)uN — 22 —
0=(1—ppN — B~ —ns,
ST

Obtenemos los puntos de equilibrio del sistema reducido (2.8), dados como

E°=(N(1-p),0) y E*=<N(75+M)’“N<i+i_;)>’

donde el punto E° se denomina punto de equilibrio libre de infeccion y el punto
E* se donomina punto de equilibrio endémico.

Como puede observarse, el punto de equilibrio endémico (£*) no siempre tiene
sentido biologico, con lo que consideraremos a partir de ahora los siguientes
casos:

= Caso 1: 3(1—p) < v+pu. Solo tenemos el punto de equilibrio libre de infeccion
EO.

» Caso 2: 3(1 — p) = v + p. Ambos puntos de equilibrio libre de infecciéon E° y
E* coinciden.

= Caso 3: 5(1 — p) > v+ p. En este caso tenemos ambos puntos de equilibrio
E'y E*.

En primer lugar, linealizaremos el sistema reducido (2.8) para estudiar la es-
tabilidad local de los puntos de equilibrio segun el Anexo A.2. De esta forma,
construimos la matriz Jacobiana del sistema reducido (2.8), que viene dada co-
mo

I S
_BN_M _BN
J(S, 1) = , S
BN BN_V_N



2.3. Puntos de equilibrio y estabilidad local

Ahora, basta evaluar la matriz Jacobiana anterior en los diferentes puntos de
equilibrio y obtener los correspondientes autovalores de la matriz resultante en
cada caso.

La parte real de los autovalores nos ayudara a determinar en cada caso la esta-
bilidad local de cada uno de los equilibrios.

No obstante, dado que E* no siempre tiene sentido biologico, debemos de nuevo
distinguir los mismos casos que anteriormente.

Comencemos con el primer caso, es decir, cuando 3(1 — p) < v + u. Recordemos
que en dicho caso s6lo tenemos el punto de equilibrio E°. Por tanto, evaluando
la matriz Jacobiana en el punto de equilibrio £° tenemos

HN.0) = —p —B(1 —p)
o B(l—p)—v—p 7

cuyos autovalores vienen dados por A\ = —u 'y A2 = S(1 —p) — (v + p).

Como (1 —p) < v+ p, ambos autovalores A\; y A2 poseen parte real negativa, con
lo que podemos concluir entonces que el punto de equilibrio libre de infeccion
E° es localmente exponencialmente estable por el Teorema A.2.1.

Continuamos con el segundo caso, es decir, cuando (1 —p) = v+ u. Recordemos
que en dicho caso tenemos solo el punto de equilibrio E°. Por tanto, evaluando
la matriz Jacobiana en el punto de equilibrio E° tenemos

- —B(1—p)
J(N,0) = . . :

cuyos autovalores vienen dados por A\; = —puy Ay = 0.

Observamos que el autovalor \; posee parte real negativa; sin embargo, el au-
tovalor A2 es nulo. En este caso el Teorema A.2.1 no proporciona informacion
sobre la estabilidad local del punto de equilibrio E°.

Finalizamos con el tercer caso, es decir, cuando (1 —p) > v+ u. Recordemos que
en dicho caso tenemos tanto el punto de equilibrio E° como el E*.

Comenzamos evaluando la matriz Jacobiana en el punto E° y tenemos
—p =B -p)
J(N, 0) == ’
0 Bl—p)—v—n
cuyos autovalores vienen dados por A\ = —u y Ao = 8(1 —p) — (v + p).
Como 5(1 — p) > v+ u, el autovalor A\, posee parte real positiva, con lo que, por

el Teorema A.2.1 podemos concluir entonces que el punto de equilibrio E° es

11
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localmente inestable.

Por ultimo, evaluando la matriz Jacobiana en el punto de equilibrio £* tenemos

Bul-p)
J<N(7+u) #N<1—p_1>>: Y4 Grm)
B Y+u B Bu(l—p) ’
—_——u 0
v+

cuyos autovalores tienen la siguiente expresion

Bu(l —p) Bu(l—p)\?*
N i\/( L) 59— (4 a)

2

Para saber la estabilidad local del punto de equilibrio necesitamos saber el signo
de la parte real de los autovalores. Tengamos en cuenta que los parametros

1—
B, i, p,y > 0, por lo que W >0y 4p(B(1—p)—(y+p)) > 0. Ahora distingamos
Bp(l—p)\*
tres casos segun el valor del discriminante A = <’Y+M> —4u(B(1—p)—(y+p)):
. Bu(l —p)
m SiA<O0.Enestecaso R(A\) = ————><0
) 2(v + p)
. Au(l —p)
= Si A =0. En este caso R(\y) = ———— < 0.
) = o0 )
1—
» Si A > 0. En este caso denotamos w =10, 4pu(B(1—-p)—(v+p) =:a.

Ahora bien, es obvio que
0<0?—a<d

Tomando raiz cuadrada en la desigualdad anterior, se llega a que

VO < V62 —a<Ve2 =04
V2 —a <,
0+ ViZ—a<.

Por tanto,

con lo que

De donde R(A;+) = Ay < 0.
Finalmente, es claro que R(A_) = A_ < 0.

Como acabamos de demostrar, ambos autovalores A1 poseen parte real negativa,
con lo que, por el Teorema A.2.1, podemos concluir entonces que el punto de
equilibrio £* es localmente exponencialmente estable.

De esta forma, la Tabla 2.1 resume el estudio de la estabilidad local de los puntos
de equilibrio que hemos llevado a cabo en esta seccion.

12
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B(l—p)<vy+u B(l—p)=v+u B(l—p)>v+u

E° | Loc. Exponenc. Estable | Sin informacion | Localmente inestable

E* | Sin sentido biologico No existe Loc. Exponenc. Estable

Tabla 2.1: Estabilidad local de los puntos de equilibrio.

2.4. Dinamica a nivel global

En esta seccion, estudiamos el modelo SIR clasico con dinamica vital y vacuna-
cion de recién nacidos a nivel global. Este analisis nos ayudara a comprender
mejor la propagacion de enfermedades infecciosas y a identificar estrategias efec-
tivas para controlar y prevenir la transmision de enfermedades en comunidades
en todo el mundo.

Analicemos de manera detallada el comportamiento del sistema y la estabilidad
de las soluciones usando el método de las isoclinas, donde nuestras isoclinas
vienen dadas como

I
(1—=p)uN — ﬁ% —pS =0, (2.9)
I=0, (2.10)
S
5N—’Y—M:0- (2.11)

A continuacion dividiremos el estudio en los mismos casos que surgieron en
secciones anteriores.

» Caso 1: 5(1 — p) < v+ u. En este caso, despejando I en (2.9) podemos ver
que la isoclina es una hipérbola que podemos expresar como

;- (L=puN? pN
BS p

La segunda isoclina (2.10) es una recta horizontal que coincide con la so-
lucién I = 0. Por ultimo, la tercera isoclina (2.11) es una recta de ecuacion

N(y+p)
B
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Region 1
Region I1
Region I11

g No+p)

Figura 2.2: Isoclinas en el caso (1 — p) < v + pu.

En la Figura 2.2 representamos las isoclinas (2.9)-(2.11), asi como el punto
de equilibrio libre de infeccion E°. Ademas, las flechas indican la direccion
del campo de vectores del sistema (2.8), que justificaremos en detalle a
continuacion.

ST
Isoclina (1 — p)uN — BW — uS = 0. Sea (Sp, lp) un punto sobre esta

isoclina. Entonces S permanece constante e / decrece, con lo que la
solucién que parte de (S, [p) acabara entrando en la Regién I.

Isoclina / = 0. Esta isoclina es solucion del sistema (2.8), por lo que
ninguna otra solucion puede cortarla debido a la unicidad de solucion.
Por esta razoén, si una solucion (S, [p) comienza con dato inicial en
esta isoclina, se mantendra en ella el resto del tiempo a la vez que S
crece si Sy < N(1 —p) o decrece si Sy > N(1 — p), por lo que convergera
al punto de equilibrio libre de infeccién E°.

Isoclina ﬂé — v —u = 0. Sea (Sp, lp) un punto cualquiera sobre esta

isoclina. En este caso, el valor de I se mantiene constante y S ira
disminuyendo, con lo que la soluciéon que parte del dato inicial (S, Iy)
acabara entrando en la Region II.

Region I. Sea (5, [p) un punto cualquiera de la Region I. En este caso
vemos que S crecera, mientras que I decrecera, es decir, el campo
de vectores del sistema (2.8) apunta hacia la derecha y hacia abajo.
Por tanto, toda solucion de (2.8) que comience en la Region I acabara
convergiendo al punto de equilibrio libre de infeccion E°.

Region II. Sea (.5, [y) un punto cualquiera del interior de la Region II.
En este caso comprobamos que tanto S como I decreceran, es decir, el
campo de vectores del sistema (2.8) apunta hacia la izquierda y hacia
abajo. Por tanto, toda solucion de (2.8) que comience en la Region II
acabara cortando a la isoclina (2.9) y entrara en la Region I o bien
convergera al punto de equilibrio E°.

14
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* Region III. Sea (S, [p) un punto cualquiera del interior de esta region.
En este caso, el valor de S decrece y el de I crece. Es decir, el campo de
vectores del sistema (2.8) apunta hacia la izquierda y hacia arriba, por
tanto toda solucion que comience en la Region III acabara cortando a
la isoclina (2.11) y entrando en la Region II.

En conclusion, acabamos de demostrar que toda solucion del problema de
Cauchy (2.4) con dato inicial (Sy, Iy, Ry) € X converge al punto de equilibrio
E°. Entonces, podemos concluir que la epidemia se erradica.

Caso 2: (1 —p) = v+ u. En este caso, llevaremos a cabo un estudio similar
al realizado en el Caso 1 usando el método de las isoclinas.

Despejando I en (2.9) podemos ver que la isoclina es una hipérbola que
podemos expresar como

;- (A=ppN? pN
BS B

La segunda isoclina (2.10) coincide con la solucion I = 0. Por ultimo, la
tercera isoclina (2.11) es una recta de ecuacion

N
s NO+1 _ i _pw
B
I
Region 1
X _ SI Regién II
s 0= (1 —p)uN B BW —pS Region 111
S+I1I=N
N(y+p)
§—=_ T
/ ’
EO A S

Figura 2.3: Isoclinas en el caso 3(1 — p) = v + pu.

En la Figura 2.3 representamos las isoclinas (2.9)-(2.11), asi como el punto
de equilibrio libre de infeccion E°. Ademas, las flechas indican la direccion
del campo de vectores del sistema (2.8), que justificaremos en detalle a
continuacion.

SI
¢ Isoclina (1 — p)uN — BW — uS = 0. Sea (S5, lp) un punto sobre esta
isoclina. Entonces S permanece constante e / decrece, con lo que la
solucion que parte de (Sp, Ip) acabara entrando en la Region I.

15
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Isoclina / = 0. Esta isoclina es solucion del sistema (2.8), por lo que
ninguna otra solucion puede cortarla debido a la unicidad de solucion.
Por esta razon, si una solucion comienza con dato inicial en esta iso-
clina, se mantendra en ella el resto del tiempo a la vez que S crece si
So < N(1—p) o decrece si Sy > N(1 —p), por lo que convergera al punto
de equilibrio libre de infeccion E°.

S
Isoclina 3 — —~v—pu = 0. Sea (Sy, Ip) un punto cualquiera sobre esta iso-

clina. En este caso, I se mantiene constante y S ira disminuyendo, con
lo que la solucién que parte del dato inicial (Sy, Ip) acabara entrando
en la Region II.

Region I. Sea (.5, [p) un punto cualquiera de la Region I. En este caso
vemos que S crecera, mientras que I decrecera, es decir, el campo
de vectores del sistema (2.8) apunta hacia la derecha y hacia abajo.
Por tanto, toda solucion de (2.8) que comience en la Region I acabara
convergiendo al punto de equilibrio libre de infeccion E°.

Region II. Sea (S, [p) un punto cualquiera del interior de la Region II.
En este caso comprobamos que tanto S como I decreceran, es decir, el
campo de vectores del sistema (2.8) apunta hacia la izquierda y hacia
abajo. Por tanto, toda solucion de (2.8) que comience en la Region II
acabara cortando a la isoclina (2.9) y entrara en la Region 1.

Region III. Sea (.5y, ) un punto cualquiera del interior de esta region.
En este caso, el valor de S decrece y el de I crece. Es decir, el campo de
vectores del sistema (2.8) apunta hacia la izquierda y hacia arriba, por
tanto toda solucion que comience en la Region III acabara cortando a
la isoclina (2.11) y entrando en la Region II.

Entonces con este método hemos demostrado que toda solucion con cual-
quier valor inicial converge al punto de equilibrio libre de infeccion E°. Es
decir, la epidemia desaparecera, pues el niumero de individuos infectados
tiende a cero.

» Caso 3: 5(1 —p) > v+ u. Aligual que en el Caso 2, vamos a usar el método
de las isoclinas para estudiar el comportamiento de las soluciones.

En este caso, la tercera isoclina (2.11) es una recta de ecuacion

N(y+p)
B
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Region 1

Regién 11
Regién 111
Regién IV

Figura 2.4: Isoclinas en el caso 3(1 — p) > v + pu.

En la Figura 2.4 representamos las isoclinas (2.9)-(2.11), asi como el punto
de equilibrio libre de infeccion E° y el punto de equilibrio endémico E*.
Ademas, las flechas indican la direccion del campo de vectores del sistema
(2.8), que justificamos en detalle a continuacion.

* Isoclina / = 0. Esta isoclina es solucién del sistema (2.8), por lo que
ninguna otra solucion puede cortarla debido a la unicidad de solucion.
Por esta razon, si una solucion comienza con dato inicial en esta iso-
clina, se mantendra en ella el resto del tiempo a la vez que S crece si
So < N(1 —p) o decrece si Sy > N(1—p), por lo que convergera al punto
de equilibrio libre de infeccion E°.

SI
¢ Isoclina (1 —p)uN — ﬁﬁ — 1S = 0. En esta isoclina encontramos nues-

tro punto de equilibrio endémico E*. Sea (Sy, Ip) un punto sobre esta
isoclina. En este caso, su S permanece constante y su [/ varia depen-
diendo de su valor con respecto al punto de equilibrio

- (52 (152

N
o Si Sy < M el valor de I decrece y el campo de vectores del

sistema (2.8) apunta hacia abajo, con lo que la solucion que parte
del dato inicial (Sy, Ip) acabara entrando en la Region I.

N
o SiSy) > M el valor de I crece y el campo de vectores del

sistema (2.8) apunta hacia arriba, con lo que la soluciéon que parte
del dato inicial (Sy, Iy) acabara entrando en la Region IV.

S
¢ Isoclina ﬁﬁ —~ — = 0. En esta isoclina encontramos nuestro punto

de equilibrio endémico E*. Sea (Sy, I) un punto sobre esta isoclina.
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Entonces I permanece constante. Sin embargo, dependiendo de su
posicion en relacion al punto de equilibrio £*, la S puede presentar
distintos comportamientos.

1

o Sil<uN (+ — 5)’ cualquier solucioén que empiece en esta zo-
TTH

na tendra / constante y su valor de S crecera, es decir, el campo de

vectores del sistema (2.8) apunta hacia la derecha. En consecuen-
cia, todos los puntos que parten del dato inicial (Sp, [y) acabaran
entrando en la Region III.
1-— 1
oSil > uN <p — > En este caso, el valor de I se mantiene

T+u B
constante y el valor de S decrece, es decir, el campo de vectores del

sistema (2.8) apunta hacia la izquierda. En consecuencia, todos los
puntos que empiecen con esta condiciéon acabaran entrando en la
Region II.

* Region I. Sea (5, [p) un punto cualquiera del interior de esta region.
En este caso, su valor de S creceray su valor de / disminuira. Es decir,
el campo de vectores del sistema (2.8) apunta hacia la derecha y hacia
abajo, por lo que toda solucién que parte del dato inicial (Sy, Iy) del sis-
tema (2.8) que comience en la Region I acabara cortando a la isoclina
(2.11) y entrara en la Region III o convergera al punto de equilibrio £*.

¢ Region II. Sea (S, [p) un punto cualquiera del interior de esta region.
En este caso, sus valores de S e I decreceran, es decir, el campo de
vectores del sistema (2.8) apunta hacia la izquierda y hacia abajo. Por
tanto, toda solucion que parte del dato inicial (S, Iy) del sistema (2.8)
que comience en la Region II acabara cortando la isoclina (2.9) y en-
trara en la Region 1.

* Region III. Sea (S), Ip) un punto cualquiera que empieza en esta re-
gion. En este caso, sus valores de S e I creceran. Es decir, el campo
de vectores del sistema (2.8) apunta hacia la derecha y hacia arriba,
por tanto, toda soluciéon que parte del dato inicial (S, [y) del sistema
(2.8) que comience en la Region III acabara cortando a la isoclina (2.9)
y entrara en la Region IV.

* Region IV. Sea (5, Ip) un punto cualquiera del interior de esta region.
En este caso, su valor de S decrecera mientras que su valor de [ cre-
cera. Es decir, el campo de vectores del sistema (2.8) apunta hacia la
izquierda y hacia arriba, por tanto toda soluciéon que parte del dato
inicial (So, Ip) del sistema (2.8) que comience en la Region IV acabara
cortando a la isoclina (2.11) y entrara en la Region II o convergera al
punto de equilibrio E*.

Como podemos observar en la Figura 2.4, tenemos cuatro regiones y no
esta claro que las soluciones del sistema (2.8) con dato inicial (S, Iy, Ro) €
R? converjan al punto de equilibrio E*, ya que, por ejemplo, podrian existir
soluciones periddicas del sistema en estudio.
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2.5. Simulaciones numéricas

Consideremos el conjunto
V= {($,y)€R2:m>0,y>O},

que es abierto, simplemente conexo y posee una cantidad finita de pun-
tos de equilibrio, de hecho, s6lo contiene al equilibrio £*. Recordemos que
estamos trabajando con el sistema reducido

S()I(t)

S'(t) = (1=ppN - f—

—pS(t) =: f(S,1),
S(H)I(t)

I =70

—I(t) = pl(t) =: g(S,I).

Como existen todas las derivadas parciales de f y g respecto de S e I y son

funciones continuas en ), tenemos que f,g € C*()).
1
Definamos ahora la funcion de Dulac D : Y — R como D(S,]) = T

Ademas, observamos que D € C1()) y

oDf) 0Dy _ B n
s a1 N 1°0

para todo (S,I) € ), con lo que no cambia de signo en ).

Podemos entonces hacer uso del Criterio de Dulac-Bendixson A.2.3 para
concluir que no existen orbitas periddicas ni graficas en ). Asi, gracias a
la Tricotomia de Poincaré-Bendixson A.2.2, toda solucion del sistema (2.8)
con dato inicial en ) converge al punto de equilibrio E*. En conclusion,
deducimos que la epidemia se vuelve endémica.

2.5. Simulaciones numéricas

En esta seccion presentaremos las simulaciones numeéricas de los tres casos es-
tudiados previamente con el fin de ilustrar los resultados obtenidos en la seccion
anterior.

En cada uno de los casos mostraremos dos figuras. Una correspondera a la
representacion de la evolucion temporal de las variables de estado del sistema
(2.4), mientras que la otra correspondera al plano de fases del sistema reducido
(2.8) junto con una representacion del campo de vectores.

Para todos los casos consideraremos una poblacion constante N = 100. Para
los demas parametros tomaremos g =1, v = 0,5, u = 0,1 y el valor de p variara
dependiendo del caso en el que nos encontremos.

Considerando los datos iniciales (So, I, Ro) = (80, 20,0), empecemos con el Caso
1 donde 3(1 —p) < v+ p. En primer lugar, presentamos el Caso 1 con p = 0,5 que
satisface la condicién requerida.
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Figura 2.5: Evoluciéon temporal de la epidemia. Valores de los parametros:
g=1,v=0,5 u=0,1,p=0,5, (So,Ilo, Ro) = (80,20,0).

En la Figura 5.1 observamos que la epidemia desaparece, pues el numero de

infectados tiende a cero. Ademas, observamos que el niumero de recuperados y
susceptibles convergen a una misma cantidad.

Plano de fases (5,1)
100x T w/ o e e e ———
Vol 4 s e e e e
80{ il / , ” -— — — ———
8 \ ] '] 4 P - e e— — = \::
| Y A N Ol i
"CUG 60‘ SO
§ Vb e e e e e e e e e—
= 40, ' ] . . - - = = = = =~
I—:I ) ' : . - - - - - bt - - =
20\ Al - - - - et - - _ _
0- . I . ST P . J .
0 20 40 60 80 100

Susceptibles

Figura 2.6: Plano de fases con campo de vectores. Valores de los parametros:
f=1,v=0,5, p=0,1,p=0,5, (So, o, Ro) = (80,20,0).

Observando la Figura 2.6 llegamos a la misma conclusion, pues toda solucion
tiende al punto de equilibrio libre de infeccion E° = (50,0).

A continuaciéon observemos como evoluciona la epidemia en el Caso 2 cuando

B(1 —p) =+ p. En este caso disminuiremos el valor de p para que se cumpla la
condiciéon requerida sin modificar las demas variables.

En la Figura 2.7, podemos observar que la epidemia también desaparece con
el tiempo, ya que el numero de infectados tiende a cero en un corto periodo
de tiempo. Ademas, la Figura 2.8 muestra que la solucion tiende al equilibrio

libre de infeccion E° = (60,0). Por lo tanto, en este caso, la epidemia también se
erradica.
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Figura 2.7: Evolucién temporal de la epidemia.

Valores de los parametros:
g=1,v=0,5 u=0,1,p=0/4, (So,lo, Ry) = (80,20,0).

Plano de fases (S5,1)
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Figura 2.8: Plano de fases con campo de vectores. Valores de los parametros:
B=1,v=0,5 p=0,1,p=04, (So,