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Abstract

This doctoral thesis belongs to the field of science called Game Theory and, specifically,
addresses the analysis of Hotelling’s game. In the model defined by Harold Hotelling (1895-
1973), two players sell the same product and compete in location and price along a linear
market segment where potential consumers are homogeneously distributed. A customer deci-
des to buy the product from one of them on the basis of the price and the transportation cost
from his position to the point of sale. In addition to the original model, this thesis addresses
the reservation cost game and the game with elastic (variable) demand, called Hotelling-
Smithies game. The game is analyzed from several points of view, depending on the market
structure (monopoly vs. duopoly) and on the type of the transportation cost function (lineal
vs quadratic). Different tools are used in this work to study Hotelling’s game, such as nu-
merical simulation techniques based on cellular automata and the entanglement of players
strategies based on Quantum Game Theory.

To characterize the game, two specific game situations are analyzed: the Nash equilibrium
and the Pareto optimal solution. The Nash equilibrium is the game situation in which the
strategy of each player is the best response to the strategy of the rest, while the Pareto optimal
is given by a combination of strategies where the players agree to achieve the maximum
possible payoffs, against the consumer interest (collusion).

Under these premises, the research aim is to apply a new and reliable methodology which
allows analyzing the game in a highly operational way, particularly locating its critical solu-
tions (Nash equilibrium, Pareto optimal solution...). In the context of this general purpose,
other more specific objectives are covered, such as the evaluation of the effectiveness and
accuracy of the simulation technique used, the analysis of the effect of quantization on the
results compared to the classic game (in absence of entanglement), the study of the mo-
del with close players or how particular values of the parameters involved in the game can
increase the payoffs.

After this research, as a first conclusion, it is verified that the numerical simulation tech-
nique used constitutes a powerful tool in the analysis of the game, its monitoring and the
knowledge of its real behaviour, especially when an analytical solution cannot be obtained.
Regarding quantization, at a general level, it is concluded that, for high entanglement values,
the Pareto optimal solution emerges in the Nash equilibrium as a form of collusion, maximi-
zing the payoffs of the players and improving the result of the classic game in this sense. The
study of the game with close players has made it possible to calculate the strategy to which
the players tend when there is no equilibrium (collective consensus solution), theoretically
predicted in the specialized scientific literature, and to observe that the equilibrium region
increases progressively in the three versions of the game analyzed: original model, the game
with reservation cost and the Hotelling-Smithies game.
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Resumen

Esta tesis doctoral se enmarca en la rama de la ciencia denominada Teoria de Juegos
y, en concreto, aborda el analisis del juego de Hotelling. En el modelo definido por Harold
Hotelling (1895-1973), dos jugadores venden un mismo producto y compiten en localizacion
y precio a lo largo de un segmento de mercado lineal donde se distribuyen homogéneamente
los potenciales consumidores. Un consumidor decide comprar el producto a uno de ellos en
funcion del precio y el coste de desplazamiento desde su posicién al punto de venta. Ademas
del modelo original, en esta tesis se abordan el juego con limite de coste y el juego con
demanda eldstica (variable), denominado juego de Hotelling-Smithies. Se analiza el juego
desde diversos puntos de vista, dependiendo de la estructura del mercado (monopolio vs.
duopolio) y del tipo de funcién de coste de desplazamiento (lineal vs. cuadratica). En este
trabajo se utilizan diferentes herramientas para el estudio del juego de Hotelling, tales como
técnicas de simulacion numérica basadas en automatas celulares o el entrelazamiento de las
estrategias de los jugadores basado en la Teoria de Juegos Cuéntica.

Para caracterizar el juego, se analizan principalmente dos situaciones especificas del mismo:
el equilibrio de Nash y la solucién 6ptima de Pareto. El equilibrio de Nash es la situacion del
juego en la cual la estrategia de cada jugador es la mejor respuesta a la estrategia del resto,
mientras que el 6ptimo de Pareto viene dado por una combinaciéon de estrategias donde los
jugadores se ponen de acuerdo para obtener los méaximos beneficios posibles, en contra de los
intereses del consumidor (colusion).

Bajo estas premisas, el objetivo de esta investigacion es aplicar una metodologia novedosa
y fiable que permita analizar el juego de forma altamente operativa, en particular localizando
sus soluciones criticas (equilibrio de Nash, éptimo de Pareto...). En el contexto de este pro-
posito general, se cubren otros objetivos mas especificos como la evaluacién de la eficacia y
exactitud de la técnica de simulacion utilizada, el andlisis del efecto de la cuantizacion en los
resultados en comparaciéon con el juego clésico (sin entrelazamiento), el estudio del modelo
con jugadores proximos o cémo valores concretos de los pardmetros que intervienen en el
juego pueden aumentar los beneficios.

Tras este trabajo de investigacion, como una primera conclusion, se comprueba que la
técnica de simulacion numérica utilizada constituye una poderosa herramienta en el andlisis
del juego, su monitorizacion y el conocimiento del comportamiento real del mismo, especial-
mente cuando no se puede obtener una solucién analitica. En cuanto a la cuantizacién, a
nivel general, se concluye que, para valores de entrelazamiento elevados, la solucién 6ptima
de Pareto emerge en el equilibrio de Nash como una forma de colusién, maximizando los
beneficios de los jugadores y mejorando el resultado del juego clédsico en este sentido. El estu-
dio del juego con jugadores préximos ha permitido calcular la estrategia a la que tienden los
jugadores cuando no existe equilibrio (solucién de consenso colectiva), anticipada de forma
tedrica en la literatura cientifica especializada, y observar que la region de equilibrio aumenta
progresivamente en las tres versiones del juego analizadas: modelo original, el juego con limite
de coste y el juego de Hotelling-Smithies.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto y estado del arte

Con cierta frecuencia, como potenciales compradores que somos, nos enfrentamos a mer-
cados donde la diferenciacion entre productos es muy pequena o practicamente inexistente.
Por ejemplo, en nuestras ciudades existe la tendencia a que comercios que venden productos
similares se sitiien muy cerca unos de otros. Tal es el caso de los paseos maritimos de muchos
lugares turisticos, donde podemos encontrar infinidad de heladerias y bares cuya oferta es
muy similar y que se encuentran muy proximos entre si. Esta situaciéon no es algo nuevo,
sino que viene ocurriendo desde mucho tiempo atras. Basta con recordar las denominaciones
de algunas calles de ciudades como Madrid que daban nombre al gremio que se dedicaba a
comerciar con sus productos en esa zona concreta de la ciudad, como puede ser Cuchilleros,
Libreros, Latoneros, Botoneras, etc.

Otro ejemplo muy claro de este fenémeno nos lo encontramos en la semejanza que existe,
en muchas ocasiones, en la oferta que presentan los distintos fabricantes para un mismo
producto. Tenemos numerosos ejemplos de bienes de consumo (televisores, teléfonos méviles,
etc.) donde la mayoria de las marcas nos ofrecen productos con caracteristicas similares de
tal modo que, si una marca presenta algo diferencial en su oferta que pueda atraer a muchos
clientes, rapidamente el resto de competidores trata de imitarla. Por supuesto, también hay
marcas que se dirigen a un segmento del mercado muy reducido y tratan de diferenciar su
oferta para hacerla atractiva para esos clientes, pero muchas veces son la excepcion.

Podemos encontrar escenarios similares en otros campos, como la politica. Si nos encontra-
mos ante un escenario bipartidista clasico, a los partidos les conviene aproximarse al centro
en lo que se refiere a ideologia. Ello es asi debido a que, aunque normalmente los votantes se
distribuyen a lo largo de todo el espectro ideoldgico, generalmente suelen ser mas numerosos
en el centro. Esto hace que los candidatos no tengan tendencia al extremismo en este tipo
de panoramas politicos mas tradicionales, sino que busquen el centro para captar el mayor
numero de votos posibles. Las cosas cambian cuando un nuevo partido entra en juego en el
tablero politico, o lo hacen varios, como nos encontramos frecuentemente en los escenarios
actuales. En este caso, la tendencia de los partidos existentes es mantener, en la medida de lo



Luis Garcia Pérez

posible, su posicion ideoldgica y su area de influencia, tratando de reducir el impacto de este
nuevo partido. En el caso de que este nuevo participante intente ocupar una opciéon interme-
dia entre los dos partidos existentes, la tendencia de éstos suele ser aproximar su ideologia
mas hacia el centro para invadir su area de influencia y tratar de eliminar asi esta nueva
amenaza. Por el contrario, si este nuevo partido se situara en uno de los extremos, escenario
muy frecuente en la actualidad favorecido por el radicalismo ideoldgico, el partido existente
situado en ese lado del tablero politico tiene que tratar de competir por los votantes de ideo-
logia extremista con esta nueva opcion politica, manteniendo al mismo tiempo sus seguidores
de centro.

Todos estos casos a los que estamos tan acostumbrados en nuestros dias, se los planted
ya hace cerca de un siglo el matematico y economista estadounidense Harold Hotelling (Ful-
da, Minnesota, 29 de septiembre de 1895 - Chapel Hill, Carolina del Norte, 26 de diciembre
de 1973). Hotelling se licencié en Periodismo y obtuvo un doctorado en Mateméticas por
la Universidad de Princeton, ejerciendo mas adelante como profesor en las universidades de
Stanford, Columbia y Carolina del Norte. Los origenes del juego que lleva su nombre datan
de 1929, afio en que publicé el articulo en el que defini6 su influyente modelo de competencia
espacial (Hotelling, 1929), consistente en dos vendedores que se sittian en dos puntos de un
segmento y que venden un producto idéntico a una serie de consumidores distribuidos uni-
formemente a lo largo de dicho segmento. Los jugadores compiten en localizaciéon y precio en
el modelo homogéneo propuesto, de tal modo que un cliente decide comprar el producto a
uno de ellos en funcién del precio y del coste de desplazamiento desde su posicion al punto
de venta. En el modelo inicial del juego, el coste de desplazamiento varia linealmente con
la distancia. La suma del precio del producto y el coste de desplazamiento asociado a un
consumidor representa el coste total para adquirir un producto por parte del consumidor.
Hotelling definié lo que se denomina el principio de minima diferenciacion, que establece
que las companias fabrican productos que tienden a parecerse o como dice en su articulo:
“una tendencia excesiva de los competidores a imitarse en términos de calidad de los bienes,
localizacién y en otros aspectos esenciales”. En el caso concreto del modelo inicial de Hote-
lling, ello implica que las empresas tienden a elegir ubicaciones similares para sus tiendas.
A partir de entonces, surge una gran cantidad de literatura relativa a competencia espacial
y diferenciacién del producto, inspirando el desarrollo de modelos espaciales de competencia
politica y convirtiéndose en una parte indispensable de la ensenanza de Economia. A pesar
de las corrientes criticas que surgieron con relacion al modelo debido a sus limitaciones, no se
pudo demostrar que el principio de minima diferenciacion no era valido hasta cincuenta afios
después (d’Aspremont et al., 1979), donde se establece que el equilibrio de Nash (EN) en el
juego sélo existe bajo ciertas condiciones, en contraste con el andlisis previo de Hotelling. El
concepto de EN, que sirve de base a las conclusiones de Hotelling, es una situacion estable
del juego donde los jugadores no tienen ningun incentivo en cambiar de estrategia porque, de
hacerlo, su beneficio disminuiria, como se definird mas adelante y de forma rigurosa en esta
tesis doctoral (sec. 3.1.2).

La primera extensién relevante del modelo fue introducida por Lerner y Singer (1937).
En el modelo inicialmente propuesto por Hotelling, cada consumidor compra una unidad de
producto a uno de los jugadores, sin importar lo elevado que sea el coste total del producto.
Es decir, no habria ninguna barrera en cuanto a elevar los precios, ya que los clientes seguirian
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comprando siempre el producto. Lerner y Singer, con el propdsito de hacer mas realista el
modelo, introducen un limite superior de coste por encima del cual los consumidores no
compran el producto y la demanda cae de modo abrupto de uno a cero.

En el articulo original, la demanda se asume que es ineldstica (es decir, no varfa en funcién
del coste total en terminologia econémica), sin embargo se predice qué ocurriria en el caso de
ser variable o elastica. De acuerdo con ello, Hotelling escribié lo siguiente refiriéndose a dos
empresas A y B (Hotelling, 1929): “con demanda elastica, las observaciones realizadas sobre
el resultado seran cualitativamente verdaderas; pero la tendencia de B a establecer su negocio
muy cerca de A es menos marcada”. Smithies contribuy6 a la evolucion del modelo incluyendo
el concepto de demanda elastica, adicionalmente al limite superior de coste mencionado
(Smithies, 1941b). De acuerdo con ello, la demanda varia en funcion del precio y de la
distancia del cliente a la localizacién del punto de venta. Existe mucha bibliografia relacionada
con el juego de Hotelling y su variante con limite de coste (Economides, 1993; Hinloopen
y Van Marrewijk, 1999). Sin embargo, el juego de Hotelling-Smithies (HS), a pesar de su
aparicion en 1941, se ha abordado con menor frecuencia. Esto se debe, en gran parte, a las
dificultades de computacion derivadas de la elasticidad de la demanda, las cuales llevaron
a Smithies a presentar su argumentacién desde un punto de vista puramente verbal en su
articulo original, dado que se trataba de un problema demasiado complejo para ser tratado
a través de un método riguroso y, mucho mas, si lo comparamos con el trabajo de Lerner y
Singer, donde los autores recurrieron a métodos graficos (Lerner y Singer, 1937). El juego de
HS se estudia de modo analitico normalizando el segmento de mercado al intervalo [-1, 1] en
algunos textos (Puu, 2002; Puu y Sushko, 2002), a diferencia del intervalo [0, L] considerado
a lo largo de este documento. Smithies analiza también la politica de precios adoptada en un

mercado monopolista considerando diversos escenarios de la funcién de demanda (Smithies,
1941a).

A partir de entonces, surgen otras variantes del modelo inicial de Hotelling como, por
ejemplo, considerar un coste de desplazamiento con variacion cuadratica, en lugar de lineal,
con respecto a la distancia. En algunas referencias, esta alternativa se utiliza para resolver
las limitaciones del modelo con coste de desplazamiento lineal (d’Aspremont et al., 1979).
Algunos autores se han mostrado reacios a considerar el modelo con coste cuadratico, como
es el caso de Puu, quien afirmé (Puu, 2002): “mads alld, para huir de algunas consecuencias de
la paradoja, apareci6 la poco realista y artificiosa idea del coste de desplazamiento cuadrético
y se hizo popular”. Para hacer un recorrido selectivo y, al mismo tiempo, ttil por el juego
de Hotelling, se pueden consultar un gran ntmero de referencias (Aydinonat y Koksal, 2019;
Brenner, 2011; J. J. Gabszewicz y Thisse, 1992; Graitson, 1982; Kilkenny y Thisse, 1999).

Con objeto de validar los resultados obtenidos analiticamente en el juego de Hotelling, a lo
largo de esta tesis doctoral se utilizan métodos de simulacién numérica ya empleados con éxito
por Alonso-Sanz en otros conocidos juegos continuos como es el caso del duopolio de Cournot
(Alonso-Sanz, 2019b), el duopolio de Stackelberg (Alonso-Sanz y Martin-Gutierrez, 2020),
el juego de Bertrand (Alonso-Sanz y Adamatzky, 2020b) o la guerra de desgaste (Alonso-
Sanz y Adamatzky, 2020a). Del mismo modo, se han analizado juegos discretos mediante
simulacién en diversos articulos, recopilados por Alonso-Sanz (2019a). El uso de técnicas de
simulaciéon permite, ademas de confirmar la veracidad de los resultados analiticos, conocer el
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comportamiento del juego en aquellos casos donde su complejidad dificulta extremadamente
los célculos. Esto quiere decir que el estudio del juego desde un punto de vista analitico y las
técnicas de simulaciéon numérica son herramientas que utilizadas conjuntamente nos permiten
tener un conocimiento mas completo del juego.

Uno de los aspectos méas novedosos que se incluyen en esta tesis es la cuantizacion de
los juegos a través de la aplicacion de los principios fundamentales de la mecénica cuantica
a la Teorfa de Juegos (TJ), que constituye lo que se denomina Teoria de Juegos Cudantica
(TJC). Ello nos permite definir un modelo del juego que establece una correlacién entre las
estrategias de los jugadores, de modo similar a la propiedad de entrelazamiento existente
en los sistemas cuanticos. La intensidad de esta correlacion entre las estrategias se modela
mediante un parametro denominado coeficiente o factor de entrelazamiento. Si este parametro
es positivo, nos encontramos ante el juego cuantico, mientras que si su valor es cero estamos
ante el juego cldsico (sin entrelazamiento entre las estrategias). Esta técnica fue aplicada por
primera vez por Meyer (1999) demostrandose que, en un juego de suma cero, un jugador
que tiene acceso a una estrategia cuantica siempre gana el juego frente a otro que sigue una
clasica. Sin embargo, Eisert et al. (1999) analizaron juegos de suma no nula, como el dilema
del prisionero, demostrando también que se mejoran los resultados cuando el juego se extiende
al dominio cudntico, a través del denominado esquema de Eisert-Wilkens-Lewenstein (EWL).
Es decir que, también en este caso, el jugador que sigue una estrategia cuantica basada en
el esquema EWL obtiene mayor beneficio que el que adopta una clasica. A lo largo de los
anos, muchos autores han publicado trabajos de investigaciéon basados en la TJC utilizando
diferentes esquemas de cuantizaciéon. Una de las aportaciones mas destacadas en este campo
es el modelo de Li-Du-Massar (LDM), que los autores mismos calificaron como una “minima
extension del juego clésico del duopolio de Cournot en el dominio cuéntico” (Li et al., 2002), a
diferencia de otros modelos mucho mas complejos que se han intentado aplicar recientemente
a juegos continuos, como es el caso de la modificacion del modelo de EWL utilizada por
Kameshwari y Balakrishnan (2021). Segun, el esquema de LDM, los dos jugadores de un
duopolio de Cournot cooperan en una cierta medida debido al entrelazamiento existente
entre ellos, puesto que la cantidad producida por una firma depende, no sélo de su propia
estrategia, sino también de la estrategia de la otra firma. Esta correlacion entre las estrategias
hace que el beneficio crezca a medida que el entrelazamiento aumenta. A consecuencia de
ello, surgieron un gran ntmero de articulos relativos a juegos cuanticos con el objetivo de
optimizar los resultados obtenidos en los juegos clasicos. Son numerosos los ejemplos de
aplicacién del esquema de LDM al juego de Cournot (S. F. Wang, 2022; X. Zhang, Sun y
Jiang, 2020; Y. Zhang et al., 2023). Se han publicado trabajos donde se demuestra la unicidad
del EN en el dominio cuéntico (Sekiguchi et al., 2010), donde se prueba que el entrelazamiento
cudntico permite mejorar la eficiencia econémica reduciendo el riesgo de monopolio (Du et
al., 2005) o donde se estudia el juego cudntico con demanda y coste no lineales (N. Wang
y Yang, 2022). Esta misma técnica también se ha aplicado a otros juegos, como el duopolio
de Bertrand, demostrando que el entrelazamiento puede mejorar la estabilidad del sistema
(X. Zhang, Sun, Ma y Zhang, 2020) o al duopolio de Stackelberg, probando que no existe
ventaja para el jugador que actiia en primer lugar (lider) si hay un alto grado de correlacién
entre las estrategias (Frackiewicz, 2018). Otro esquema de cuantizacién similar al de LDM
es el propuesto por Frackiewicz (2016), que se aplic inicialmente al duopolio de Cournot. A
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lo largo de esta tesis se aplicara el esquema de entrelazamiento cuantico de LDM al juego de
Hotelling con el objetivo de optimizar los resultados obtenidos en el juego clasico y, en menor
medida, el esquema de entrelazamiento cuantico de Frackiewicz.

Esta tesis doctoral estd basada en una serie de articulos sobre diferentes aspectos del juego
de Hotelling que se desarrollardan con detalle a lo largo de los siguientes capitulos (Garcia-
Perez et al., 2021, 2023, 2024b; Grau-Climent et al., 2022). Ademas de ello, durante el periodo
de doctorado, se ha colaborado en otros trabajos no incluidos en esta tesis doctoral. Se han
estudiado otros juegos apoyandose en la simulacion y en la TJC, cuyos resultados se han
publicado en diversos articulos. De acuerdo con esta linea de investigacion, se han analizado
el juego de Bertrand, donde los jugadores compiten tinicamente en el precio de venta de un
producto en el mercado (Grau-Climent et al., 2023c), y el juego de los bienes ptiblicos, donde
se comparte un recurso comun cuyo uso excesivo puede conducir a su agotamiento (Grau-
Climent et al., 2023a; Garcia-Perez et al., 2024a). Del mismo modo, se han abordado los
juegos desde otra perspectiva a través de sistemas dindmicos acoplados en el tiempo discreto,
analizando su estabilidad asi como el efecto de la memoria o del entrelazamiento cuantico en
ellos. Bajo este enfoque, se han explorado el juego de Cournot, donde los jugadores compiten
en la cantidad de un determinado producto que ponen en el mercado (Garcia-Perez et al.,
2022; Grau-Climent et al., 2023b), y, de nuevo, el juego de los bienes publicos (Grau-Climent
et al., 2024).

1.2. Objetivos

Esta tesis doctoral se enmarca dentro de la rama de la ciencia denominada TJ, que estudia
el comportamiento estratégico de los individuos y su toma de decisiones ante determinadas
situaciones. A lo largo de la historia, se ha escrito abundante literatura abordando el tema
de la TJ desde diferentes puntos de vista. Podemos encontrar documentos que utilizan un
enfoque mas tedrico o filoséfico mientras que otros se inclinan por utilizar una perspectiva
analitica, apoyandose en las matematicas. Esta disciplina tiene multiples aplicaciones préac-
ticas en campos tan diversos como la economia, la politica, la sociologia o la biologia, por
poner algunos ejemplos.

Partiendo de esta base, en el caso del trabajo de investigacion llevado a cabo para la ela-
boracién de esta tesis doctoral se ha optado por una metodologia basada en un acercamiento
a la TJ desde una doble perspectiva. Por un lado, se ha estudiado el problema desde un
punto de vista analitico y, por otro, se han utilizado herramientas de simulacién numérica
basadas en autématas celulares para monitorizar el juego, estudiar su evolucion y determinar
su comportamiento real. En este contexto, el objetivo principal que se persigue con esta tesis
doctoral es la utilizacién de una metodologia novedosa y fiable que permita analizar el juego
de forma altamente operativa, en particular localizando sus soluciones criticas. Este obje-
tivo general podemos descomponerlo en otros mas especificos, que son fundamentales para
alcanzarlo:

= Adaptar la simulacién basada en autématas celulares a la casuistica de juegos cuanticos
para validar la veracidad de los resultados obtenidos analiticamente y poder estudiar
el sistema en situaciones mas complejas.
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= Analizar como influye la cuantizacién de las estrategias en el juego y estudiar la transi-
cion de la competencia pura en el juego clasico a la colusion en el juego completamente
correlado.

= Estudiar el efecto del entrelazamiento cuantico de las estrategias de los jugadores en el
beneficio que obtienen como resultado del juego, con el fin de optimizarlo, y comparar
los resultados obtenidos frente al juego clasico (en ausencia de entrelazamiento).

» Estudiar los limites de la region donde existe EN, en la que el juego es estable, y analizar
el comportamiento del juego con jugadores préximos, donde no hay equilibrio.

= Encontrar combinaciones de valores criticos de las variables que intervienen en el juego,
a partir de los cuales se pueden optimizar los beneficios.

De acuerdo con esta linea de trabajo, esta tesis se centra en el estudio del juego de Hotelling
y sus diferentes variantes con un enfoque econémico. La complejidad de este juego, en cuanto
al nimero de variables que intervienen, hace que sea idéneo para desarrollar un analisis de
estas caracteristicas.

1.3. Estructura de la tesis

De acuerdo con lo anterior, el documento esta estructurada del modo que se detalla a con-
tinuacion. Este capitulo 1, que sirve de introduccion, contextualiza el trabajo de investigacion
desarrollado y establece las bases generales en que se fundamenta esta tesis, incluyendo los
objetivos que se persiguen con la misma. El capitulo 2 hace un breve recorrido por la historia
de la TJ, senalando cémo surge, para continuar con su evolucién, sus hitos méas importantes
y la relevancia de este campo en la actualidad. En el capitulo 3, se realiza una descripcion
tedrica del modelo del juego de Hotelling original y de sus variantes. En el capitulo 4, se
establecen una serie de conceptos fundamentales que se utilizan en el modelado y analisis
del juego, como son el EN y el 6ptimo de Pareto (OP), las técnicas de simulacién del tipo
automatas celulares y la TJC. El capitulo 5 esta dedicado al andlisis y simulacién del juego
de Hotelling con limite de coste. En los capitulos 6 y 7, se estudia el juego de HS desde el
punto de vista clasico y cudntico, respectivamente. El capitulo 8 explora cémo se comporta
el juego con jugadores proximos, donde no existe EN. Por ultimo, el capitulo 9 explica las
conclusiones mas relevantes obtenidas como resultado de esta tesis doctoral, asi como las
lineas futuras de investigacion.

Al final de algunos capitulos, existe un apartado de Notas, donde se explican con mas
detalle algunos conceptos desarrollados a lo largo del capitulo.



Capitulo 2

Recorrido por la historia de la Teoria
de Juegos

El juego es una actividad inherente al ser humano y, desde la infancia, sirve de instrumento
para la interaccion y desarrollo social de los individuos, que deben actuar en base a unas
reglas preestablecidas que condicionan el desarrollo del juego. De hecho, en contraposicion
a los términos filoséficos Homo sapiens (hombre que sabe), denominacién bioldgica del ser
humano para diferenciarlo del resto de especies animales, y Homo faber (hombre que fabrica),
concibiendo al hombre como un ser que se sirve de la naturaleza y de su capacidad para
fabricar o construir, Johan Huizinga propuso el concepto de Homo ludens (hombre que juega)
para referirse a la especie humana en su libro del mismo nombre (Huizinga, 2008). En él
destaca la importancia del juego para el desarrollo social y cultural de las personas. El juego
necesita reglas para que pueda existir y es necesaria la capacidad para guardar las experiencias
pasadas con el fin de que se puedan mantener las reglas cada vez que se inicia de nuevo el
juego. Para ello es fundamental el papel del 16bulo frontal del cerebro, mas desarrollado en
el hombre que en el resto de animales y responsable, ademas, del pensamiento, la conducta
y la motivacion de la especie humana. De hecho, Neubert et al.(2014) identificaron una
region especifica del 16bulo frontal del cerebro humano que no esta presente en el del mono,
comparando tomografias cerebrales de 25 humanos y 25 macacos. Esta region esta involucrada
en los procesos de toma de decisiones y de anticipar estrategias, estrechamente relacionadas
con el juego, asi como en la capacidad de hacer varias tareas de forma simultanea.

Las matematicas permiten crear modelos para el andlisis de situaciones del mundo real
donde se producen interacciones entre los individuos que toman parte en ellas, que deben
seguir una estrategia para la toma de la decision que mas le beneficie a cada uno. Asi surge
la TJ como el area de las matemaéticas que se encarga del estudio del comportamiento y las
diferentes estrategias de los agentes (los jugadores) que intervienen cuando se plantea una
situacion de competencia o interaccion (el juego). Al considerar la estrategia mas beneficiosa
para un jugador dado es importante tener en cuenta que ésta depende de las estrategias
seguidas por el resto de jugadores. Al modelizar una determinada interaccién como un juego,
es posible encontrar analogias con otras situaciones de distinta naturaleza pero con una es-
tructura similar y que, por tanto, admiten el mismo analisis formal para obtener la estrategia
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6ptima asociada a cada jugador. Esto posibilita que la TJ tenga aplicaciones muy diversas en
campos como la economia, ciencias sociales, biologia, psicologia, etc. A continuacion, se ex-
plora la historia de la T'J en su vertiente clasica, a través de las contribuciones realizadas por
diferentes investigadores y la repercusion de estas aportaciones (Villalon y Caraballo, 2015),
mientras que los inicios y la evolucién de la TJC se abordan més adelante, en la sec. 4.2.

Aunque fue John von Neumann (1944) el que introdujo el término TJ tal y como hoy lo
conocemos, existen algunos antecedentes que se pueden considerar precursores de esta rama
de la ciencia. La primera referencia conocida a los juegos y su logica se debe al matemético
y filosofo Gottfried Wilhelm Leibniz, con la obra Nouwveaux essais sur l’entendement humain
escrita en 1704 y publicada posteriormente (Leibniz, 1765). Segtin Leibniz, la mente humana
“se despliega mas minuciosamente en los juegos que en actividades mas serias”. Tenia interés
en establecer un tratado de juegos que tuviera aplicacion a toda actividad humana.

La siguiente aportacién relevante se produce en 1713, fruto de la correspondencia entre
Molmort, Bernoulli y Waldegrave (de Montmort, 1713), donde aparece el concepto de estra-
tegia mixta y la regla minimax o solucién minimax, por la que se minimiza la posible pérdida
en el peor escenario planteado por el otro jugador.

En 1770 (aunque publicada unos anos mas tarde), el matemaético, fisico y politico francés
Jean-Charles de Borda presenta en la Académie Royale des Sciences (Borda, 1781) un método
de eleccion con un tnico ganador, llamado posteriormente recuento de Borda, que se obtiene
en base a la ordenacion hecha por cada votante segiin sus preferencias por los candidatos.

Por su parte, en 1785 el Marqués de Condorcet publicaria su Essai sur l’application de
Uanalyse a la probabilité des décisions rendues d la pluralité des voiz (De Condorcet, 1785) en
el que aparece por primera vez el teorema del jurado y la paradoja de Condorcet. El teorema
del jurado nos dice que la probabilidad de que un grupo llegue a la respuesta correcta en
una decision entre dos opciones puede aumentar o disminuir al aumentar el tamano del
grupo dependiendo de la probabilidad de que cada individuo elija o no la decisiéon correcta,
respectivamente. La paradoja de Condorcet demuestra que las preferencias colectivas son
ciclicas (no transitivas) aunque las preferencias individuales no lo sean.

Ya en el siglo XIX, Cournot presenta un modelo (Cournot, 1838), que se conoce como
duopolio de Cournot, donde compiten dos empresas con la misma funcién de coste y productos
homogéneos en un escenario estatico. En este modelo, ambas empresas eligen la cantidad que
deben producir para que exista un equilibrio donde las dos obtengan el maximo beneficio.
Esto es lo que se denomina equilibrio de Cournot o de Cournot-Nash, como un caso particular
de lo que posteriormente seria el EN.

El matematico y economista francés Bertrand propone otro modelo (Bertrand, 1883) donde
las empresas compiten en el precio del bien, en lugar de hacerlo en la cantidad que produce
cada una de ellas. En este caso, el jugador que pone menor precio se queda con todo el
mercado y, si ambos igualan el precio, se lo reparten equitativamente. En el supuesto de que
las dos companias tengan el mismo coste marginal, el equilibrio se alcanza cuando el precio
coincide con el coste para ambas y su beneficio es nulo, que es lo que se conoce como paradoja
de Bertrand.
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Unos anos mas tarde, el economista y estadistico Edgeworth propuso una variante, co-
nocida como modelo de Bertrand-Edgeworth (1897), donde se introducen restricciones en la
capacidad de producciéon de las empresas para salvar la paradoja de Bertrand. Es también
responsable de la llamada conjetura de Edgeworth, que introduce en su obra Mathematical
psychics (Edgeworth, 1881) y, segtin la cual, el aumento del nimero de agentes en el mercado
reduce el grado de incertidumbre.

También en el s. XIX, en su obra The descent of man, and selection in relation to sex
(Darwin, 1871), el cientifico inglés Darwin introduce aplicaciones de la TJ en ambitos dife-
rentes del econémico y social, en concreto en la biologia evolutiva. Aqui Darwin expone la
teoria de la seleccién sexual, para explicar la aparicién de caracteres sexuales secundarios (no
relacionados con la funcién reproductora) que influyen en la seleccién de un sexo (normal-
mente el femenino) sobre el otro para aparearse. Esta teorfa fue rechazada en su momento,
pero seria respaldada, en esencia, por la teoria genética de la evoluciéon natural de Fisher
(1930).

En el s. XX aparecen las primeras publicaciones matematicas y con resultados formales,
basandose en el juego del ajedrez pero que podrian englobarse dentro de la TJ. La primera
publicacién la realiza el matemético y 16gico alemén Zermelo (1913), donde se plantea dos
preguntas: a) el significado de que un jugador esté en posicién ganadora y su definicién
de una forma matemadtica objetiva; y b) si puede determinarse el nimero de movimientos
necesarios para forzar la victoria a partir de dicha posiciéon. Dicho trabajo fue complementado
y generalizado por publicaciones de dos matematicos hingaros, primero por Konig (1927), y
posteriormente por Kalmar (1928).

Entre 1921 y 1927, el matemético y politico Borel publica una serie de articulos (Borel,
1921, 1924a, 1924b, 1926, 1927a, 1927b) que anticipan algunos aspectos de los trabajos de
von Neumann y Morgenstern, considerados como el punto de partida de la TJ tal y como la
conocemos en nuestros dias. En ellos, Borel formula por primera vez matematicamente una
estrategia mixta y analiza la existencia de la solucién minimax.

Poco tiempo después, el matematico von Neumann (1928) publica su primer trabajo sobre
TJ donde demuestra el teorema de minimax para juegos no cooperativos con independencia
del nimero de jugadores y se define el concepto formal de estrategia tal y como se utiliza
actualmente.

Un ano mas tarde, el economista y estadistico Hotelling (1929), en su articulo Stability
in Competition, establece su modelo de ciudad lineal donde dos empresas que venden un
producto homogéneo deben elegir su localizacién y el precio de venta de dicho producto para
maximizar sus beneficios, teniendo en cuenta que existen unos costes asociados al desplaza-
miento del potencial cliente al punto de venta.

Pocos anos después, el economista von Stackelberg (1934) presenta el modelo secuencial
que lleva su nombre. De acuerdo con este modelo, dos empresas compiten en un mercado
donde una de ellas fija su produccién en primer lugar (lider) mientras que la otra decide la
cantidad que va a producir posteriormente (seguidora). La empresa que actiia como lider,
para determinar su produccion, tiene en cuenta la respuesta de la seguidora a su estrategia.
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Después de todos estos precedentes, llega la obra fundamental que se considera el naci-
miento de la TJ moderna, la citada Theory of games and economic behavior de von Neumann
y Morgenstern (1944). Este libro constituye el primer tratamiento riguroso y exhaustivo del
concepto de juego y en él se analizan tanto los juegos no cooperativos de suma cero como los
juegos cooperativos.

El impacto de la obra de von Neumann y Morgenstern fue de tal magnitud, que se inicié un
periodo de creciente labor investigadora en este campo y sus distintas aplicaciones, abarcando
desde la década de los 50 hasta principios de los anos 60.

Entre 1950 y 1953, el matematico estadounidense Kuhn introduce la formulacién actual

de juegos en forma extensiva y establece los resultados basicos de este tipo de juegos (Kuhn,
1950, 1953).

La publicacién mas relevante en los afios 50 corresponde sin duda al mateméatico estadou-
nidense Nash (1951), que publica su tesis doctoral Non-cooperative games, que sirve como
base para el estudio posterior de este tipo de juegos . En ella se establece el concepto de
punto de equilibrio (lo que hoy denominamos EN) y se prueba su existencia. A partir de
esta definicion de equilibrio, el propio Nash junto al matematico Mayberry y el economista
Shubik publican un articulo (Mayberry et al., 1953) en el que se demuestra que el EN es una
generalizacién del equilibrio clasico en el duopolio de Cournot.

La Corporacién RAND (Research ANd Development) creada en Estados Unidos en 1948
también contribuye de modo relevante al desarrollo de la TJ. Dentro de su d&mbito, en 1950 los
matematicos Dresher y Flood desarrollan el modelo tedrico del juego conocido como dilema
del prisionero, que seria formalizado y definido por Tucker, tal y como lo entendemos en la
actualidad, en ese mismo ano. Aunque la publicaciéon de la formalizacién de Tucker no se
produce hasta unos afios mas tarde (Tucker, 1980), tanto Flood (Flood, 1958) como Dresher
(Dresher, 1961) realizaron publicaciones previas donde se definia el modelo.

También en el seno de la Corporacion RAND, se introduce el concepto de core o niicleo
utilizado en TJ por los mateméticos Shapley (1952) y Gillies (1953). Corresponde a Gilles
(1959) la definicién de core tal y como hoy se conoce, como un subconjunto de posibles
soluciones en juegos cooperativos que deben cumplir una serie de restricciones. La relacion
entre el concepto de core y el de curva de contrato definido por Edgeworth fue establecido
por Shubik (1959). Por su parte, Shapley (1953) establece lo que se denomina el valor de
Shapley en los juegos cooperativos, que es un método de distribucion de los beneficios entre
los jugadores en funcién de la contribucién o importancia que tiene cada jugador en el juego.

Otra aportacion destacada en esta época es la del matematico francés Debreu (1952), al
introducir el primer modelo de equilibrio competitivo, que precede al articulo que publica
dos anos mas tarde en compania del economista americano Arrow (Arrow y Debreu, 1954),
donde se establece el modelo de Arrow-Debreu. Segiin este modelo, si se cumplen una serie
de supuestos econdémicos, debe existir un conjunto de precios tal que las ofertas agregadas
sean iguales a las demandas agregadas para cada bien en la economia.

Las décadas de los afios 50 y 60 fue un periodo de desarrollo de aplicaciones de la TJ
a los problemas del mundo real. En el ambito de las ciencias politicas podemos encontrar
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ejemplos como la utilizacion, por parte de Shapley y Shubik (1954), del valor de Shapley para
determinar el poder de los miembros del Consejo de Seguridad de la ONU. Otro ejemplo de
aplicacion en Politica es el andlisis de las distribuciones de poder que podian tener lugar
en un congreso conformado por dos partidos politicos que realizan el matematico Luce y
el psicoanalista y politélogo Rogow, ambos estadounidenses (Luce y Rogow, 1956). Por su
parte, Riker (1959) estudia el tamano 6ptimo de las coaliciones y desarrolla un indice para
determinar el poder de un politico. También surgen aplicaciones de la T'J al comportamiento
humano y a la teoria de la decisién, donde destaca la colaboracion de Luce con el estadistico
estadounidense Raiffa (Luce y Raiffa, 1957).

Por otro lado, continuaron los avances en la aplicacion de la TJ a las Ciencias Econémicas.
El mateméatico Aumann (1959) introduce el concepto de equilibrio fuerte y enuncia el teorema
de la tradicién oral para este tipo de equilibrios. Posteriormente, el propio Aumann conjunta-
mente con Shapley extiende este resultado a los juegos repetidos de informacién incompleta y
a los equilibrios perfectos de Nash de dichos juegos (Aumann y Shapley, 1994). Por su parte,
el economista y matematico Rubinstein (1979, 1994) llega a estos mismos resultados pero de
manera independiente.

Dentro de la evolucion histoérica de la TJ, es importante destacar la obra The strategy
of conflict del economista estadounidense Schelling (1960), que se considera una obra de
referencia en el &mbito de las Ciencias Sociales. En esta obra se subraya el hecho de que casi
todos los problemas de decisiéon entre miiltiples personas contienen una mezcla de intereses
comunes y en conflicto, y que la interaccion entre ambos podia ser analizada de forma efectiva
por medio de la TJ no cooperativa. Aplica dicho andlisis a la primera carrera armamentistica
nuclear mundial y logra contribuir al entendimiento de sus implicaciones.

Ademas de su contribucién en el ambito de las Ciencias Sociales, Politicas o Econémicas,
surge la primera aplicaciéon de la TJ en Biologia evolutiva con el trabajo del biélogo americano
Lewontin (1961), donde plantea que las poblaciones juegan contra la naturaleza, es decir,
contra las condiciones medioambientales locales, con la supervivencia de la especie como pago.
Sin embargo, es la publicacién de The Logic of Animal Conflict por parte de Maynard Smith
y Price (1973) donde se introduce el término estructura evolutivamente estable, fundamento
de la TJ evolutiva. Unos anos més tarde, el propio Maynard Smith publica Evolution and the
Theory of Games (Smith, 1982) donde se estudian varios aspectos de la Biologia evolutiva
basandose en la TJ. Suya es la interpretacién del juego clasico halcén-paloma, donde dos
individuos compiten por un mismo recurso con un comportamiento agresivo o cooperativo.

También es importante la aplicacion de la TJ a la dindmica de las negociaciones de control
armamentistico a lo largo de la Guerra Fria, destacando los trabajos de Aumann, Maschler y
Stern para la Agencia de Desarme y Control de Armas de los Estados Unidos entre los anos
1965 y 1968. Algunos de estos articulos se convirtieron en la base y fundamento de lo que
hoy se denominan juegos repetidos o iterados (Aumann et al., 1995).

Sin embargo, el auténtico reconocimiento a nivel mundial y su relevancia en las tultimas
decadas surge a partir de la concesion del Premio Nobel de Economia a diversos investigadores
por sus trabajos relacionados con la TJ. Este premio no se encontraba entre los inicialmente
propuestos por Alfred Nobel y es el Banco Central de Suecia quien decide financiarlo a
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partir de 1968 con el nombre oficial de Premio Banco de Suecia en Ciencias Economicas en
Memoria de Alfred Nobel, conocido popularmente como Premio Nobel de Economia.

En 1994 se concede por primera vez el Premio Nobel de Economia a trabajos relacionados
con esta disciplina, en concreto a los investigadores Nash, Harsanyi y Selten debido a sus
contribuciones en el analisis de equilibrios de la TJ no cooperativa. La aportacién del ya
citado Nash es especialmente relevante ya que suya es la definiciéon del equilibrio que lleva
su nombre para juegos no cooperativos. Por su parte, Selten (1965a, 1965b) es reconocido
por aplicar la idea de Nash a juegos dindmicos, eliminando de las estrategias aceptables las
amenazas no creibles, que son aquellas que quien las formulé no va a llevar a la préctica
cuando llegue el momento. Harsédnyi (1967, 1968a, 1968b) analiza los juegos de informacion
incompleta y extiende la idea de equilibrio a este tipo de juegos.

Unos anos mas tarde, en 2005, los ya citados Schelling y Aumann son galardonados con
el Nobel de Economia por sus trabajos en la TJ, en concreto por la comprensiéon de los
fendémenos del conflicto y la cooperacién a través del andlisis de la teoria del juego. Sus
trabajos constituyen un avance en lo que se refiere a explicar la naturaleza de la competencia
entre grupos empresariales, que valoran sus opciones frente a las de su rival.

Por su parte, en 2007 el Premio Nobel de Economia es concedido a los estadouniden-
ses Hurwicz (1972, 1973), Maskin(1999, 2002) y Myerson (1979, 1981), por establecer los
fundamentos de la teoria de diseno de mecanismos. Esta teoria econémica estudia el dise-
no de procedimientos de decisién social en situaciones en que los agentes econémicos tienen
informacion privada y la utilizan de forma estratégica.

En 2009, el Nobel de Economia recae en Williamson (1975, 1985) y Ostrom (1990, 1999),
siendo esta tltima la primera mujer en conseguirlo. Ostrom, basdndose en la TJ, explica el
éxito de las estrategias de cooperacion en la gestion de los bienes comunes, sin necesidad de
privatizarlos o de la regulacion del estado. En el caso de Williamson, es reconocido por sus
trabajos relativos al papel de las empresas como estructuras de gobierno alternativas y sus
limites, asi como por su enfoque sobre los costes de transaccion.

En 2012 la TJ es premiada nuevamente con el Nobel por los trabajos del ya citado Shapley
(1962) y de Roth (1992) en la teoria de las asignaciones estables y el disefio de mercado, con
aplicaciones que abarcan distintas areas como la educacion y la sanidad. En este caso, la
Academia reconoce las aportaciones de los dos cientificos de manera independiente, Shapley
por su investigacion tedrica y Roth por sus investigaciones empiricas, que utilizadas de manera
conjunta contribuyen a la optimizacién de las asignaciones entre oferta y demanda.

Por tultimo, en 2020, ya iniciados los estudios de doctorado recogidos en la presente tesis,
el Nobel de Economia recae en Milgrom (2004, 1982) y Wilson (1979, 1985), por sus apor-
taciones en el campo de la teoria de subastas, que es una rama de la TJ. En concreto, sus
investigaciones han contribuido a explicar el funcionamiento de las subastas y el comporta-
miento de los postores, asi como han permitido crear nuevas formas de subastas. Un ejemplo
de aplicacion de sus trabajos es la asignacion de frecuencias de telefonia movil.

12



Capitulo 3

El juego de Hotelling

En este capitulo se describen los diferentes modelos del juego de Hotelling que se ana-
lizan a lo largo de esta tesis. Antes de ello, se definen algunos conceptos que se utilizaran
recurrentemente a lo largo del texto, como son el EN y el OP.

3.1. Conceptos previos de Teoria de Juegos

En el estudio del comportamiento de un juego hay dos conceptos que se suelen analizar
y que representan situaciones concretas del mismo: el EN y el OP. En ambos casos, se trata
de una combinacion de estrategias que da lugar a una posicién en el juego con un resultado
significativo desde el punto de vista del pago o beneficio que recibe cada jugador.

3.1.1. Representacion de un juego en forma normal

Antes de explicar estos conceptos, conviene conocer como se representa un juego en forma
normal, ya que ello nos permitirda poder dar una definicién formal del EN y del OP. Para
definir un juego, necesitamos los siguientes elementos:

= Un conjunto de jugadores finito, N =1, 2,..., n.

» Un conjunto de estrategias para cada jugador que, una vez conocidas, determinan el
resultado final. Ese conjunto de estrategias se representa como S;,7 € N y se define el
espacio de estrategias como S = 57 X Sy X -+ X §,.

= Una funciéon que asigna a cada jugador el beneficio o pago que le corresponde co-
mo resultado de las estrategias de todos los jugadores. Esta funcién se denota como
u;: S — R, i€ N.

Un juego en forma normal se representa como la terna: G' = (N, (S;),cns (4i);en). Un ele-
mento del espacio de estrategias S es un perfil de estrategias y se representa como s =
(s1, $2,..., Sp) € S. Dado un perfil de estrategias 5 = (s1, S2,..., Sp), podemos definir
55 = (1, S2,.., Si—1, Sit1,---, Sp) como el conjunto de estrategias s;, 7 € N \ {i}.
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3.1.2. El equilibrio de Nash y el 6ptimo de Pareto

El EN es la situacién del juego en la cual los jugadores compiten, de tal modo que la
estrategia de cada jugador es la mejor respuesta a las estrategias del resto (Nash, 1951). Es
decir, se trata de una posicién estable en que ninguno de los actores que participan en el
juego tiene incentivo alguno para variar su estrategia de modo unilateral ya que, de hacerlo,
su pago o beneficio disminuiria. Para un determinado juego, puede existir o no EN y, en caso
de haberlo, puede no ser tnico.

Dado un juego en forma normal, G = (N, (5;);cn, (Ui);cy), un determinado perfil de

estrategias s* = (s}, s3,..., s7) es un EN del juego G si y sélo si se cumple que:

n

Vi € N, ui(s},s%,) > ui(si,87,), Vs; €5 (3.1)
El OP viene dado por una combinacién de estrategias donde los jugadores se ponen de
acuerdo para lograr el mejor resultado posible para todos ellos. Es decir, la eficiencia en
el sentido de Pareto es la situacién del juego en que ningin jugador puede modificar su
estrategia para incrementar su beneficio sin que ello haga que dicho pago sea menor para
alguno de los demés jugadores (Pareto, 1919). Consideraremos en este caso que existe una
situacién de colusion!®!) entre las firmas que compiten para, de este modo, conseguir que
el beneficio que obtienen sea 6ptimo. El término colusion se define como una situacién del
mercado donde las empresas se ponen de acuerdo para maximizar sus beneficios en lugar
de competir entre ellas, con el consiguiente perjuicio para el consumidor. En este sentido,
los organismos reguladores de la competencia suelen perseguir y castigar practicas como la
fijacion de precios o el reparto del mercado. Ademads, una compania que entra a formar parte
de un acuerdo de colusion podria romperlo unilateralmente y bajar los precios para capturar
una parte mayor del mercado asi como informar del pacto de colusion a las autoridades.

Desde un punto de vista formal, dado un juego en forma normal, G = (N, (5;),cn> (Ui);en)s
un determinado perfil de estrategias s* = (s}, s3,..., s&) es OP del juego G si y solo si se
cumple que:

Vi€ N/ wi(si, s°;) > ui(s?, s*;) = 3j € N/ u;(si, s%;) < wuj(s], s%;), Vs; €S, (3.2)

En esta tesis doctoral se consideran sélo dos jugadores, prestando particular atenciéon a la
obtencién del EN y del OP simétrico, calculados como se describe a continuacion.

= El EN se calcula del siguiente modo:

Oui(s1,82) _ 0
Dualstiss) _ 0} = (s1, 53). (3.3)
0s2

= En el caso de juegos simétricos, es decir, con s; = s = s, el OP se puede obtener como
sigue:

ou(s)
0s

=0=s". (3.4)
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En general, una combinaciéon de estrategias en EN puede no ser eficiente en el sentido de
Pareto. En este caso, partiendo de la situacion de EN, podriamos encontrar otra combinacion
de estrategias en que se incrementa el beneficio de, al menos, uno de los jugadores a costa de la
pérdida de equilibrio en el juego. Por ello, esta dualidad Nash-Pareto es uno de los principales
objetivos que se persigue en el estudio del comportamiento de un juego. No obstante, como
se ha mencionado anteriormente conviene recordar que este comportamiento del juego es
6ptimo desde el punto de vista de las firmas presentes en el mercado (los jugadores), pero no
lo es tanto desde la perspectiva de los consumidores.

3.2. El juego de Hotelling original y sus variantes

3.2.1. El juego de Hotelling original

En el juego o modelo de Hotelling (1929), representado en la fig. 3.1, dos jugadores o
empresas (1 y 2) se sitian a lo largo de un segmento de longitud L y se localizan en las
posiciones 1 = a y x5 = L — b, respectivamente, siendo a y b las distancias a los extremos
de dicha linea. Ambos jugadores venden un producto homogéneo pero a precios diferentes,

b1y D2.

\ °1 2
P1 {
0 X1 S X7 L

Figura 3.1: Modelo del juego de Hotelling (Hotelling, 1929).

En el modelo, los consumidores se distribuyen uniformemente a lo largo del segmento de
longitud L y se asume que todos ellos compran una unidad del producto. Existe un coste por
desplazamiento de los compradores a las localizaciones donde se encuentran los jugadores.
Si se asume que este coste es lineal con la distancia, el coste asociado a la distancia x es
tx, donde t es el coste de desplazamiento unitario. De acuerdo con ello, el coste total de un
consumidor genérico situado en s viene dado por e;(s) = p1 +t|s — 1|, ea(s) = pa +t|s — 4],
dependiendo de si se compra el producto al jugador-1 6 al jugador-2, respectivamente. El
consumidor siempre compraré al jugador que le suponga un menor coste total.
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Al consumidor que le supone el mismo coste total comprar el producto al jugador-1 que al
jugador-2 se le denomina consumidor indiferente. Para ello, debe cumplirse que e;(s) = ea(s)
y, por tanto, la localizacién del consumidor indiferente s vendra dada por la ec. (3.5).

_ 1
S—2<$1+$2+

2 —p1>

t (3.5)

En el caso particular de que los precios sean iguales, p; = pg, se cumple que 5 = (x;+x)/2,
independientemente del valor de .

En la fig. 3.2 se representan dos ejemplos del juego de Hotelling, donde L=3.0, a=0.6,
b=0.4. Las expresiones generales de los beneficios en el juego de Hotelling en las diferentes
casuisticas posibles vienen dadas por las ecs. (3.6) . Si consideramos el caso en que un jugador
captura todo el mercado a través de un precio bajo, como ocurre en la fig.3.2(a) con el
jugador-1, los beneficios son u; = Lpq, ug = 0 (si es el jugador-2 el que acapara el mercado,
se invertira la situacién y u; = 0, ug = Lpy). Si 1 y ey se cortan, como en la fig. 3.2(b), el
mercado se reparte y los beneficios de cada uno de los jugadores vienen dados por u; = spy,

Ug = p2(L — S).

Lpy si py <py—td, Lpo Si pg < pp —td,
Uy = §p1 si |p1 _p2| S td:c , U2 = (L - §)p2 si |p1 _p2| S tdx s d:v = T2 — T1.
0 si p>py+td, 0 si po > p1+td,

(3.6)

L=3,2,=0.6, 2,=2.6,1=1.0
p1=O.5,p2:3.0
@1=3.0 (2=0.0

L=3,1,=0.6, 25=2.6,t=1.0
P1=3.067, p2=2.933
Q1=1.534 ()=1.46

e(s*}4.0

(& \ &
- -

3
=y3
=

§I*
0.0 I 2 3.0 0.0 1 1.533 2 3.0
(a) (b)
Figura 3.2: El juego de Hotelling con x1=0.6, x9=2.6. L=3.0, t=1.0. (a) p1=0.5, pa=3.0.
(b) p1=3.06, p2=2.93.

El EN se alcanza donde se cortan las funciones de reaccion de los dos jugadores, siendo

éstas las funciones que resultan de %:O y g—ggzo. Los precios en EN y sus correspondientes

beneficios vienen dados por las siguientes expresiones:

W5 05) = (L L= k), (u,uf) = ;((L 0 (=R k=20 @)
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De las ecs. (3.7) se deduce que

1 L—a—-0b
* * * * p* 3L +a— b
ps—py=—2kt,  pj+py=2Lt, Lt=_———— (3.9)

p5 3L —(a—0)

En el caso particular de a = b, se cumple que p} = pj = tL, 5 = L/2, uf = u} = tL*/2.
En la fig. 3.2(b), tenemos que p1=p*=3.06, py=p5=2.93, con lo cual 5*=1.53, e(5*) = 3.06 +
(1.53—0.6) = 4.0. Se observa que 5* estd muy préximo al punto medio de la linea de longitud
L, L/2=1.5, ya que los dos precios del EN también lo estan, lo cual es consecuencia de que
las distancias de los jugadores a los extremos de la linea a y b son también similares.

Se observa que se cumple que % >0,y % > 0, lo cual significaria que la tendencia del
jugador-1 seria a aumentar el valor de a, mientras que el jugador-2 haria lo mismo con el de
b, de tal modo que ambos jugadores tenderian a coincidir en su localizacién, un hecho que se
denomina principio de minima diferenciacion (Hotelling, 1929). Sin embargo, posteriormente
se comprob6 que las condiciones necesarias y suficientes para la existencia del EN en el juego
de Hotelling vienen dados por las ecs. (3.10) (d’Aspremont et al., 1979). Dichas condiciones
implican que si los dos jugadores estan muy proximos, no existe EN, con lo cual se demuestra
que el principio de minima diferenciacion no es valido en ese caso.

) (L+k)?*>4L(a+2b)/3,  2)(L—k)*>4L(b+2a)/3, k= (a—b)/3. (3.10)

Si a = b, las dos restricciones de las ecs. (3.10) se convierten en una tnica: a = b < L/4.

3.2.2. El juego de Hotelling con limite de coste

En el modelo clasico de Hotelling, cada consumidor compra una unidad de producto
al jugador que le genere un menor coste total, sin importar lo elevado que éste sea. Es
decir, no existe ninguna barrera en relacion a los precios y los jugadores podrian ponerse
de acuerdo para elevarlos hasta donde consideren, en perjuicio del consumidor (colusion).
Entonces, suponiendo que ningtn jugador capture el mercado completo [0, L], se cumple que
los beneficios de cada jugador son u; = p;Q1, us = p2@2, donde sus demandas respectivas

son )1 =35, Yy =L — s.

Lerner y Singer (1937), aniadieron al modelo un limite de coste, que es el coste total que
un consumidor esta dispuesto a asumir. Este umbral de coste, o, se comporta como un limite
superior, por encima del cual la demanda cae a cero. Esta nueva variante se denomina juego
de Hotelling con limite de coste a (a-HOT).

Si consideramos x; y 23, los limites superior e inferior del mercado del jugador j siendo
J = 1,2, entonces las demandas vendran dadas por Q; = (z§ — z}) y Q2 = (25 — ). Dichos
limites del mercado para ambos jugadores se calculan de acuerdo con las ecs. (3.11).

7t = méx(l},0), z{=min(l},5), (3.11a)

vy = méx(ly, 5), x5 =min(l5, L). (3.11Db)
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Los limites del mercado se obtienen a partir de las localizaciones [;, donde el umbral de
coste a se iguala al coste total e;(s), de modo que: o — (p; + t|l; — x;]) = 0, resultando que
i = xi—ry, 1§ = x+r;, 7y = (a—p;)/t, i=1,2. Por tanto, los radios del mercado (r;) crecen
con a y decrecen a medida que aumenta el precio y el coste de desplazamiento unitario. Si
los radios son lo suficientemente pequenos, pueden inducir monopolios disjuntos (Hinloopen

y Van Marrewijk, 1999), como ocurre en el ejemplo de la fig. 3.3(b).

La fig. 3.3 representa varias casuisticas del juego de a-HOT en el escenario de la fig. 3.2(b),
es decir cuando el mercado no es monopolistico:

» En la fig. 3.3(a), a=1.5 es inferior al min(py, p2), luego no hay demanda para ninguno

de los jugadores.

» En la fig. 3.3(b), a=3.5 | lo cual implica que = 3.5 — 3.066 = 0.434 y la demanda
correspondiente al jugador-1 abarca el intervalo [0.166, 1.034]. En cambio, ro = 3.5 —
2.933 = 0.567, por lo que la demanda para el jugador-2 ocupa el intervalo [2.033, 3.0].
Es importante notar que no existe demanda en los intervalos (0, 0.166) y (1.034, 2.033),
dando lugar a dos monopolios disjuntos. Como resultado, u; = 2-0.434 - 3.066 = 2.569

y ug = 2.933 - (3.0 — (2.6 — 0.567)) = 2.839.

» En la fig.3.3(c), @« = 4.5 > e(s) = 4.0, por lo que la demanda y los beneficios de
los jugadores coinciden con los del juego original de Hotelling. Sin embargo, dado que
existe un limite de coste, los jugadores no podrian elevar sus precios indefinidamente,
pues ello haria disminuir sus demandas y sus beneficios asociados.

a=0.6,b=0.4,t = 1
P1=3.067, p»=2.933

Q1=0.0 Q»=0.0

La===-7-7 =00 us=0.0""7"""

3.5=z

a=0.6,b=0.4, t=1
P1=3.067, p»=2.933

01=0.867 (Q2=0.967
u1=2.658 u9=2.836

-------- —o—=4.5_ =T

a=0.6,b=0.4, t=1
P1=3.067, p»=2.933

1=1.533 (Q2=1.467
u1=4.702 us=4.302

(a)

165

1.031 ' 2.033

3.0

1.533 3.

(c)

00

Figura 3.3: El juego de Hotelling con limite de coste o para x1=0.6, x2=2.6, p1=3.066, p2=2.933.
L=3.0, t=1.0. (a) a=1.5. (b) a=3.5. (c) a=4.5.

En la fig. 3.4 se considera que p;=0.5, po=3.0, cumpliéndose que 0.5 = p; < py—(ro—x1) =
1, y, por tanto, el jugador-1 captura toda la potencial demanda. Se han representado tres

escenarios:

» En la fig. 3.4(a), a=1.5 induce la demanda s=1.600.

» En la fig. 3.4(b), un valor mas alto del limite de coste a=2.5 implica un valor mayor de
la demanda s=2.599. Sin embargo, el jugador-1 no es capaz de capturar la totalidad

del mercado.

» En la fig. 3.4(c), a=4.5 sobrepasa el maximo valor del coste total para el jugador-1, es
decir, €1(3.0) = 0.5+ (3 —0.6) = 2.9 < a = 4.5, con lo cual el jugador-1 captura la
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totalidad de la demanda posible, en este caso L=3.0.

L=3,a=0.6,b=0.4, t=1 L=3,a=0.6,b=0.4, t=1 L=3,a=0.6,b=0.4, {=1
P1=0.50, p»=3.00 P1=0.50, p»=3.00 P1=0.50, pp=3.00

0.000 1.600 3.000 0.000 2.599 3.000 0.000 3.000
(a) (b) (c)
Figura 3.4: El juego de Hotelling con limite de coste a para a=0.6, b=0.4, p1=0.5, po=3.0. L=3.0,
t=1.0. (a) a=1.5. b) a=2.5. (c) a=4.5.

3.2.3. El juego de Hotelling-Smithies

En el juego de HS, ademas de existir un limite de coste, la demanda del consumidor (q)
es una funcién decreciente del coste total (e). Esta variante del juego se denomina juego de
HS con limite de coste a (a-HS) y la demanda tipicamente es de la forma ¢;(s) = max(a —
pei(s),0), i = 1,2 (Smithies, 1941b; Puu, 2002; Puu y Sushko, 2002). Consideraremos aqui
el caso =1, de tal modo que la demanda del jugador i para un consumidor situado en el
punto genérico s sera la siguiente:

¢i(s) =max(a — (p; + t|s — z4]),0), i=1,2. (3.12)

Como consecuencia de ello, la demanda total del jugador-i (Q;) viene dada por la ec. (3.13),
donde los limites de la integral, i.e., el intervalo de la demanda, se calculan segun las
ecs. (3.11)B2l, En definitiva, los beneficios de los jugadores vendran dados por u; = Q; p;, i =
]_, 2. x

Qi= [ (o= (pittls—m)ds, i=12. (3.13)

i

La fig. 3.5 muestra dos ejemplos del juego de a-HS para x1=0.6, x2=2.6, t=1 y los precios
en EN del juego original, es decir, p; = 3.066,p, = 2.933. En la fig. 3.5(a), con a = 3.5,
la demanda viene dada por @;=0.188153] y ,=0.307 34, resultando, u; = 0.188 - 3.066 =
0.576 < up = 0.307 - 2.933 = 0.902. Por tanto, el juego 3.5-HS con los precios en EN del
juego convencional da lugar a beneficios mucho més bajos que en dicho juego convencional,
donde u;=4.702 > uy=4.302. En la fig.3.5(b), con a = 4.5, la demanda viene dada por:
Q1=1.583 35 ,=1.65036 resultando, u; = 1.583 - 3.066 = 4.854 > uy, = 1.650 - 2.933 =
4.841. De acuerdo con ello, se concluye que el juego 4.5-HS da lugar a beneficios mayores que
los que se consiguen tanto en el juego 3.5-HS como en el modelo convencional.

En el juego de a-HS con un valor del limite de coste elevado, como en el ejemplo de la
fig. 3.5(b), tenemos un duopolio tipico donde la demanda de cada jugador viene dada por la
suma de las dreas de los dos trapecios siguientes: [37]
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Q1=0.188, Q»=0.307

3.5&——— i

(Q1=1.583, Qo=1.651
45 ----1 <4.854, uo=4.847__ __

0166 x; 1.032 1531 2032 X3 30 00 X; 1032 1531 2032 X 30
(a) (b)
Figura 3.5: El juego de Hotelling-Smithies con limite de coste o para x1=0.6, r9=2.6, p1=3.060,
p2=2.933. L=3.0, t=1.0. (a) «=3.5. (b) a=4.5.

0 = Q1(0)+2ql(371)x1+Q2($1)2+Q2(3) (5—x1) = (o — p1)5 + t(ad — §%/2 — a?), (3.14a)
0 — Q1(S)+ZQI(9C2) (mrsHW(L—xz) = (= p2)(L —5) + t(b(L — 5) — (L — 5)%/2 — b?).

(3.14b)

Si ambos jugadores se ponen de acuerdo en sus estrategias (a = b, p; = ps = p), se cumple
que s = L/2, de tal modo que las ecs. (3.14) se simplifican en la ec. (3.15).

2
Qm:Q:(a—p)E—c, c:1[a2—|—<L—a>1t. (3.15)
’ 2 2 2

En la fig. 3.6, se considera z;=0.6, 20=2.6 (como en la fig.3.5). En la fig.3.6(a) y la
fig. 3.6(b), los precios tienen los valores p;=1.0, p,=4.0, de tal modo que se cumple que
e1 < ey en el intervalo [0, L], es decir, el coste total asociado al jugador-1 estd por debajo
del correspondiente al jugador-2, que se queda sin demanda. En la fig. 3.6(b), donde a=3.5
es mayor que el valor maximo de ep, e1(3.0) = 1.0 + 2.4 = 3.4, el jugador-1 se queda con
la totalidad del mercado [0, L]. Sin embargo, en la fig.3.6(a), donde a=2.5, el intervalo de
mercado que acapara el jugador-1 sélo llega hasta s=2.099 (s = 0.6+, r; = 2.5—1.0 = 1.5),
y para los consumidores que se localizan por encima de este valor de s no hay demanda del
producto. En la fig. 3.6(c) se cumple que x5 — x1=ps — p1=2.0 y, de acuerdo con ello, a partir
de la ec. (3.5) y con t=1, se cumple que §=x2=2.6, lo que implica que todos los consumidores
donde s > 5 = 2.6 son indiferentes en lo que se refiere a qué jugador comprar. En este
escenario, se adopta el criterio de que compraran al jugador-2 debido a que es el més préximo
de los dos.
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p1=0.6, pp=2.6
0,=27.963 0,=0.681
U1=4.778, 'LL2=1.771
F

\

O 21 g, 30 00 @y Tz 30 00 1
(a) (b) (c)
Figura 3.6: El juego de Hotelling-Smithies con limite de coste o para £1=0.6, £2=2.6. L=3.0, t=1.
(a) p1=1.0, po=4.0, a=2.5. (b) p1=1.0, pr=4.0, a=3.5. (c) p1=0.6, pr=2.6, v = 4.5.

Tz 30
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Notas

[B-1La RAE (Real Academia Espafiola) define colusion como el pacto entre dos personas o grupos en contra
de un tercero. Segin Wikipedia, colusion es el acuerdo entre dos o méas partes para limitar la competencia.

[3-21En el modelo original de Hotelling Q = f; ds =35 Q9 = fgL ds = L — 5, mientras que en el modelo de

Hotelling con limite de coste Q1 = [ ds = 2§ — 21, Q2 = f;f ds = x5 — z8.
1 2
[3-3]La demanda del jugador-1 en 21=0.6 es ¢ (0.6) = 3.5—3.066 = 0.434, de tal modo que la demanda total
del jugador-1 vendré dada por el resultado de sumar el drea de dos triangulos rectangulos idénticos, o
lo que es lo mismo Q1 = 2-0.434 - 0.434/2 = 0.188 < 1.533. Es decir, en este caso la demanda es menor
en el juego de HS que en el juego original de Hotelling.

[B-4Las demanda del jugador-2 en 2=2.6 y L=3.0 son ¢2(2.6) = 3.500 — 2.933 = 0.567, ¢2(3.0) = 0.567 —
0.40 = 0.167, respectivamente. Por tanto, la demanda total del jugador-2 vendra dada por la suma de
las dreas de un tridngulo rectdngulo y de un trapecio, es decir, Q2 = 0.567%/2 + [(0.567 + 0.167)/2] 0.4
= 0.307 < 1.467. Es decir, en este caso la demanda es menor en el juego de HS que en el juego original
de Hotelling.

[3-5]Las demandas del jugador-1 en 5=1.533, 2;=0.6 y en s=0 vienen dadas por q;(5=1.533) = ¢2(5=1.533) =

4.5 — 3.066 — (1.533 — 0.6) = 0.501, ¢1(0.6) = 4.5 — 3.066 = 1.434, ¢;(0.0) = 1.434 — 0.6 = 0.834,
respectivamente. Por tanto, en este caso la demanda total del jugador-1 serd la suma de las areas de
dos trapecios, de acuerdo con la expresion @Q; = [(0.834 + 1.434)/2) 0.6] + [(1.434 + 0.501)/2) 2.933] =
1.583 > 1.533. Es decir, en este caso la demanda es mayor en el juego de HS que en el juego original de
Hotelling.

[3-6]Las demanda del jugador-2 en z5=2.6 y L=3.0 son ¢2(2.6) = 4.5—2.933 = 1.567, q2(3.0) = 1.567— 0.4 =
1.167, respectivamente. Por tanto, en este caso la demanda total del jugador-2 vendra dada por la suma de
las dreas de dos trapecios, segin la expresién Q2 = [(0.501+1.567)/2) 1.067] +[(1.567+1.167)/2) 0.40] =
1.650 > 1.467. Es decir, en este caso la demanda es mayor en el juego de HS que en el juego original de
Hotelling.

[3-7La expresién de la demanda del jugador-1 viene dada por

Qu = 2Oy, 4 WL (5 — 0y) = §(q(20)5 + @1 (0)71 + @(5)(5 — 1)),

siendo ¢1(z1) = a —p1, ¢1(0) = a — p1 — ta, ¢1(5) = a — p1 — t(5 — a).

Operando se obtiene que @1 = (o — p1)s + t(a§ —52/2— a2).
Anélogamente, considerando la expresién de la demanda del jugador-2, se deduce que:
Qy = Lletaa) (g _ 5) 4 2222 (1 g)) = 1 (go(w2)(L — 5) + 2(5) (2 — 5) + g2 (L) (L — 72)),
siendo ga(x2) = @ — pa, q2(5) = a —pa —t(L — b —35), g2(L) = o — pa — tb.
Operando se obtiene que Q2 = (o — p2)(L — 5) + t(b(L — 5) — (L — 5)?/2 — b?).
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Capitulo 4

Herramientas para el estudio del
juego de Hotelling

En este capitulo, se describe la técnica de simulacion empleada a lo largo del andlisis del
juego, que nos ayudara a llegar a una comprension profunda del comportamiento de éste.
Del mismo modo, se explican los métodos de cuantizaciéon que utilizaremos para optimizar
el resultado del juego.

4.1. Técnicas de simulacion basadas en automatas
celulares

Un autémata celular (AC) es un modelo matemético y computacional para un sistema
dinamico que evoluciona en pasos discretos. Es adecuado para modelar sistemas naturales o
artificiales que puedan ser descritos como una coleccion de objetos simples que interactiian
localmente unos con otros. Se han utilizado con éxito en campos diversos como la fisica, la
biologia, la quimica, las matematicas y las ciencias de la computacion, entre otros.

El modelo matematico consiste en una reticula formada por un conjunto de celdas que
pueden cambiar de estado o no dependiendo de una funciéon de transicion local sensible a los
estados de las células vecinas, que es la regla de evolucion que determina el comportamiento
del autémata. De acuerdo con ello, los elementos béasicos de un AC son los siguientes:

= Un espacio regular. Ya sea una linea, un plano de 2 dimensiones o un espacio n-
dimensional. Cada division homogénea del espacio se denomina célula.

» Conjunto de estados (también denominado alfabeto). Es finito y cada elemento o célula
del espacio toma un valor de este conjunto de estados. Puede ser expresado en valores
o colores.

= Configuracién inicial. Es la asignacion inicial de un estado a cada una de las células del
espacio.

» Vecindades. Define el conjunto de células que se consideran adyacentes a una dada, asi
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como la posicién relativa respecto a ella. Cuando el espacio es uniforme, la vecindad de
cada célula es isomorfa, es decir, tiene el mismo aspecto.

= Funcion de transicion local. Es la regla de evolucion que determina el comportamiento
del AC. Se calcula a partir del estado de la célula y su vecindad. Define como debe
cambiar de estado cada célula dependiendo de su estado anterior y de los estados
anteriores de su vecindad.

Para terminar de definir el automata, es necesario especificar el tipo de limite o frontera
del espacio, existiendo diversos tipos:

= Frontera Abierta. Se considera que todas las células fuera del espacio del autéomata
toman un valor fijo.

» Frontera Reflectora. Las células fuera del espacio del autémata toman los valores que
estan dentro, como si se tratara de un espejo.

= Frontera Periddica o Circular. Las células que estan en la frontera interaccionan con
sus vecinos inmediatos y con las células que estan en el extremo opuesto del espacio,
como si lo doblaramos en forma de cilindro.

= Sin Frontera. La representacion del automata no tiene limites, es infinito. Es decir, cada
vez que las células deben interactuar con células fuera de la reticula, esta se hace méas
grande para dar cabida a estas interacciones.

La historia de los autématas celulares se puede dividir en tres etapas, marcadas por tres
cientificos cuyas aportaciones supusieron un punto de inflexiéon dentro del desarrollo de este
campo: von Neumann, Conway y Wolfram.

La primera aportacién en este campo corresponde a von Neumann en 1948 para el Simpo-
sio Hison en el Instituto Tecnolégico de California, aunque publicada muchos afios después
(von Neumann, 2017). En su planteamiento, von Neumann consideré la posibilidad de ge-
neracién de vida artificial, tratando de que un robot se copiara a si mismo. Para ello, Ulam
le recomendo a von Neumann la utilizaciéon de patrones, en una cuadricula en el plano, que
evolucionan segiin una regla de transformacién fija (von Neumann y Burks, 1966). Posterior-
mente, Conway (1970) presenté el AC més conocido, el Juego de la Vida. Se trata de una
rejilla bidimensional constituida por células con dos estados: vivas o muertas. La vecindad
de cada célula esta formada por sus 8 células vecinas y su estado evoluciona en cada unidad
de tiempo en funcién de una serie de reglas y del estado de sus células vecinas. Por su parte,
Wolfram (1986), en la década de los 80, estudi6 los autématas celulares unidimensionales
y su evolucion, estableciendo que el AC exhibe diferentes comportamientos para diferentes
condiciones iniciales. Wolfram clasific6 el comportamiento cualitativo de un AC en funcién
de su complejidad en una de las siguientes clases:

= Clase I. La evolucion lleva a una configuracion estable y homogénea.

= Clase II. La evolucion lleva a un conjunto de estructuras simples que son estables o
periodicas.

= (Clase III. La evolucion lleva a un patron pseudo-aleatorio o cadtico. Son muy depen-
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dientes de las condiciones iniciales.

= Clase IV. La evoluciéon lleva a estructuras aisladas que muestran un comportamiento
complejo, es decir, ni completamente cadtico, ni completamente ordenado.

En el modelo de simulacién numérica basado en automatas celulares que se adopta en este
trabajo, un gran nimero de jugadores de tipo 1 y de tipo 2 se disponen en una reticula de
dos dimensiones de N x N. Cada jugador se sitiia en una posiciéon o célula (i, j), alternando
su lugar en la reticula en la forma de un tablero de ajedrez. De este modo, cada jugador
estd rodeado de cuatro rivales (1-2, 2-1) y cuatro iguales (1-1, 2-2) como se observa en la
fig. 4.1. Los precios y localizaciones iniciales de los jugadores se asignan de modo aleatorio en
las posiciones de la reticula, de acuerdo con sendas distribuciones uniformes. En el caso de
los precios y de acuerdo con el modelo del juego que se muestra en la fig. 3.1, en el intervalo
[0, 4], mientras que en el de las localizaciones de los jugadores, x; se distribuye en el intervalo

[0,L/2] y x5 en el [L/2,L]. Por tanto, inicialmente p ~ L/2, 0, ~ ,/(4L)?/12 = 3.464 para

ambos jugadores, mientras que T7 ~ L/4, T3 ~ 3L/4 con o, ~ /(L/2)?/12 = 0.433 para
ambos jugadores. En las simulaciones de esta tesis doctoral, consideraremos N=600 en los
capitulos 5 y 6, reduciéndose a N=400 en los capitulos 7 y 8, con objeto de reducir el tiempo
de computacion dada la complejidad de los calculos. Una reticula de menores dimensiones
puede generar problemas de convergencia en las simulaciones.

N
[
N

AN

v

\l,
/T\

2712

M\/\;

2

21112 1
(a) (b)

Figura 4.1: Disposicién de las interacciones en las simulaciones numéricas. (a) Juego. (b) Actua-
lizacién de posicién y precio. El jugador-1 se representa en rojo y el jugador-2 en azul.

N I T S I O
N I O S I N
S O S I N
N[N =N
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NN =N
N I O S I N

El juego se itera al modo de un AC, es decir, con interacciones uniformes, locales y sincro-
nas (Wolfram, 2002). En cada iteracién, cada jugador juega con sus cuatro rivales adyacentes,

de tal modo que el pago ug) de un individuo en la iteraciéon T es la media de estos cuatro
juegos. A continuacion, cada jugador localizara, entre sus vecinos iguales y él mismo, aquél
con el mayor beneficio para adoptar sus parametros de precio y localizacién. El modelo des-
crito sigue el espiritu de aprendizaje via interacciéon local implementado en estudios previos
de simulacién de juegos continuos y discretos (Alonso-Sanz, 2019b; Alonso-Sanz y Martin-

Gutierrez, 2020).
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4.2. Teoria de Juegos Cuantica

En nuestros dias, se hace uso del término cuantico con mucha frecuencia y de un modo
cotidiano, normalmente con un matiz de innovacién o avance en algin dmbito de la cien-
cia. Sin embargo, la teoria cuantica tiene su origen mucho tiempo atras, a principios del
siglo XX, y surge, en contraposicién a la mecanica clasica, como una rama de la fisica que
permite explicar los fenémenos de la naturaleza de escala atémica y subatémica (estudia el
comportamiento tanto de electrones y fotones, como de atomos y moléculas). En concreto,
sus origenes datan de 1900, cuando Max Planck establecié que la materia solo puede emitir o
absorber energia en pequenas unidades discretas llamadas cuantos e introdujo una constante
universal, denominada constante de Planck (Planck, 1901).

A lo largo de toda su existencia, han sido multiples sus aplicaciones a campos tan diversos
como la quimica, la Optica, la computacion, la criptografia, la medicina, etc. En este con-
texto, la TJ no ha sido ajena a este desarrollo y expansion de la mecénica cuantica por las
multiples ramas de la ciencia y, en este sentido, existen varios autores que han conseguido
resultados positivos a partir de la aplicacion de sus principios. Antes de establecer un vinculo
entre ambas materias, vamos a introducir algunos de los principios fundamentales que se
manejan en el mundo cuantico, tales como la superposicion de estados, el entrelazamiento y
la teletransportacién (Ballentine, 2014; Nielsen y Chuang, 2010).

La superposicion cuantica es un principio fundamental en la mecanica cudntica que esta-
blece que un sistema fisico puede existir en todos sus estados posibles de forma simultanea.
Esto significa que, en lugar de tener un estado definido, como en la fisica clasica, un sis-
tema cuantico puede estar en una combinacion de multiples estados simultaneamente. Este
principio implica que el sistema no se encuentra en un estado concreto hasta que se reali-
za una mediciéon, momento en el cual el sistema colapsa a uno de esos estados que forman
la superposicion. Es decir que, en general, solo podemos saber las probabilidades de que el
sistema esté en cada uno de esos posibles estados cuando midamos, pero no podemos saber
con certeza cual va a ser el resultado de la medida. Del mismo modo, antes y después de la
medida, s6lo podemos conocer el estado del sistema con una cierta probabilidad.

Por su parte, el entrelazamiento cuantico es un fenémeno en el que dos o més particulas
interactian entre si de tal manera que el estado de una particula afecta instantaneamente al
estado de la otra, independientemente de la distancia que las separe. Esto significa que sus
estados no pueden ser descritos de modo independiente y cuando uno de ellos es medido, el
otro, o los otros, también colapsan, incluso si estan infinitamente lejos en el espacio en ese
instante. Es decir, si medimos el estado de una de las particulas, conocemos el estado de la
otra en ese mismo instante de tiempo sin importar la distancia que las separe y podemos
considerar que existe una correlacion entre los estados de las particulas entrelazadas. Esta
propiedad de entrelazamiento entre las particulas cuestiona el principio de localidad en que se
basan la mecanica clasica y la relativista, de acuerdo con el cual los objetos son influenciados
solo por su entorno mas préximo y que ninguna influencia o causa puede propagarse a una
velocidad mayor que la de la luz. Por tanto, segin la mecanica cuantica, la naturaleza no
puede considerarse local.

La teletransportacion cuantica es otro de los principios de la teoria cudntica que se deriva
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del entrelazamiento de las particulas y es un proceso por el cual el estado de un sistema
cuantico se transmite de un lugar a otro del espacio. Para que sea posible la teletransportacion
tiene que existir necesariamente entrelazamiento entre las particulas implicadas.

En 1999, Meyer fue el primer autor en aplicar la teorfa cudntica a la TJ (Meyer, 1999),
en concreto a los juegos no cooperativos de suma cero, que son aquéllos en que las ganancias
de un jugador se traducen en pérdidas en su oponente o, visto de otro modo, la suma de las
ganancias de los jugadores permanece constante. Se sirvié de un juego consistente en darle la
vuelta a una moneda varias veces por parte de dos jugadores P y Q (penny flipover game).
El juego se inicia con la moneda en posicién de cara, se introduce en una caja y cada jugador
en cada turno decide si darle una vuelta a la moneda o no, sin permitir al otro jugador que
lo vea. Primero juega Q, luego P y finalmente Q, descubriéndose la caja a continuacién y
ganando el jugador Q si la moneda muestra cara y el jugador P, si muestra cruz. Meyer fue
capaz de demostrar que si el jugador QQ seguia una estrategia cudntica frente a la clasica de
P, Q era capaz de ganar siempre el juego. Dicha estrategia cuantica se basa en la aplicacion
del principio de superposicion, segun el cual QQ puede adoptar una estrategia que es una
combinacion de cara o cruz y ello le permite ganar el juego.

Por su parte, Eisert et al. (1999) introdujeron el concepto de juegos cudnticos con el
esquema de cuantizacion EWL y lo aplicaron a juegos no cooperativos de suma no nula, en
concreto al dilema del prisionero. En la definicién tradicional del juego clasico, el inico EN
posible viene dado por la elecciéon de delatar por parte de los dos jugadores, aunque ambos
mejorarian su resultado global si cooperaran. Eisert et al. demostraron que si ambos jugadores
adoptan estrategias cuanticas, a partir del esquema EWL, se puede alcanzar el EN, que
ademas es OP. Estas estrategias cuanticas estan basadas en el principio de entrelazamiento
y vienen determinadas por un parametro denominado coeficiente de entrelazamiento, cuyo
valor particular cero representa el juego clasico.

A partir de ese momento, surgen opiniones criticas con respecto a los juegos cudnticos por
diversas razones (Benjamin y Hayden, 2001; van Enk y Pike, 2002). Algunos autores consi-
deran que, aunque es una extension de la TJ, no puede considerarse estrictamente mecanica
cuantica, mientras que otros afirman que, al existir correlacién entre las estrategias, no tie-
ne sentido hablar de juegos no cooperativos. Es cierto que la optimizacion del resultado en
presencia de entrelazamiento se puede interpretar como una consecuencia de la existencia de
un cierto grado de acuerdo mutuo entre los jugadores, determinado por la correlacién entre
sus estrategias. Es decir, el hecho de que las estrategias que adoptan no sean independien-
tes y ambas estén entrelazadas hace que su beneficio sea mayor. Desde este punto de vista,
el entrelazamiento puede considerarse como la aplicaciéon de una regulacién justa por parte
de un organismo independiente, que se comunica a los jugadores para su mutuo beneficio,
pero que no debe confundirse con un modo de cooperacién. En los juegos cooperativos la
comunicacion es necesaria, asi como el compromiso y el poder de contratacién, mientras que
en el caso de los no cooperativos no se requiere ninguno de estos factores pero si se permite
la comunicacién y es ahi donde reside la diferencia entre ambos tipos de juegos (Aumann,
1974).

Nos centraremos ahora en explicar el método de cuantizacion que se va a utilizar prin-
cipalmente a lo largo de esta tesis doctoral, que es el esquema de LDM (Li et al., 2002),
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pudiéndose consultar otras fuentes para conocer mas detalles sobre la historia y la evolucion
de los juegos cuanticos (Khan et al., 2018). A diferencia de los ejemplos anteriores, basados
en juegos discretos, en este caso los jugadores tienen acceso a un conjunto continuo de es-
trategias en el juego clasico. Se toma como punto de partida el duopolio de Cournot, donde
dos jugadores deciden las cantidades que cada uno pone en el mercado de un producto ho-
mogéneo que se vende a un determinado precio y con un coste idéntico para cada uno de
ellos (juego simétrico). En el juego clésico, el beneficio en el EN es inferior al OP mientras
que, si se cuantiza siguiendo el esquema de LDM, se observa que el beneficio en el EN en el
dominio cuantico va creciendo a medida que aumenta el entrelazamiento. Esto es asi hasta el
punto de que, con un valor lo suficientemente elevado de entrelazamiento, el beneficio en el
EN es exactamente el OP, que es el mejor resultado que pueden obtener los jugadores. Por
tanto, como resultado del entrelazamiento y a pesar de comportarse egoistamente, se puede
decir que los dos jugadores se ponen de acuerdo virtualmente en el dominio cuantico, lo que
hace aumentar sus beneficios segin la interpretacién de Li et al. (2002). Posteriormente, en
otro articulo (Du et al., 2005), algunos de estos mismos autores interpretan el entrelazamien-
to como un control del gobierno, que necesita mejorar la eficiencia econémica y, para ello,
establece las cantidades que deberian producir los dos jugadores que participan en el juego.

El esquema de cuantizacién de LDM se representa en la fig. 4.2, donde se muestra la
estructura del juego en el dominio cuantico. La extension de un juego clasico en el dominio
cuantico generalmente se hace estableciendo un espacio de Hilbert, asignando el resultado de
cada estrategia clasica a un cierto estado cudntico. En este modelo de cuantizacién se parte
de dos campos electromagnéticos de un tinico modo cuyo estado inicial es el vacio, |0); con
i = 1,2. Sobre ellos, actiia un operador unitario de entrelazamiento J (), que viene dado por
la expresion

J(y) = e(@di-auaz) (4.1)

donde azT y a; representan los operadores creacion y destruccion, respectivamente, del campo
electromagnético del jugador-z con ¢ = 1,2 y v > 0 se denomina pardmetro de compresion o
bien grado o coeficiente de entrelazamiento.

‘O> ) ) )
: » Di(x,) ;Z
——
A~ ' ’\_I_ D
; Jw) | o —— W | ] >
’ " Dy (x,) g g
— — —
Figura 4.2: El esquema de cuantizacién de Li-Du-Massar (Li et al., 2002).
Ello da lugar al estado inicial del sistema
i) = J(1)]0)1[0). (42)

A continuacion, los dos campos electromagnéticos resultantes son enviados a los juga-
dores 1 y 2, que ejecutan movimientos estratégicos asociados con los operadores unita-
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rios ZA)Z(:EZ) con i = 1,2 y que, tras actuar sobre ellos el operador de desentrelazamiento
Y

Ji(y) =e (diag_dld“’), dan lugar al estado final del sistema:

() = J' () (Di(21) @ Dal2)) J(7)|0)1]0)e. (4.3)

El operador unitario lA)l(xl) representa la estrategia del jugador ¢, siendo ¢ = 1,2, y viene
dado por la siguiente expresion:

lA)z(:cl) = em(di—fu)/\/ﬁ. (44)

Las cantidades entrelazadas ¢; y g2 del duopolio de Cournot cuantico vienen determinadas

A A A AT A
por las medidas finales de los observables X; y X, sobre el estado final |¢;), X; = a"\gl, con

i = 1,2. A partir de ahi, se obtiene que

= <¢f‘X1W}f> = x1 coshy + xa senhy,

A (4.5)
@2 = (V5| Xa|t)y) = @y coshy + z; senh,

donde z; € [0,00) y ¢; € [0,00), con i = 1,2, representan las cantidades independientes
y entrelazadas, respectivamente, de cada jugador en el juego cuantico. Cuando el grado de
entrelazamiento es nulo (y=0), el juego vuelve a su version clasica y ¢; = x;, con i = 1,2,
Para mas detalles, se puede consultar el anexo A.

Otro método de cuantizacion que se utilizara en este trabajo, aunque en menor medida,
es el propuesto por Frackiewicz (2016), que se representa en la fig.4.3. La idea se aplica
inicialmente al duopolio de Cournot y es similar a la del método de LDM, ya que busca
entrelazar las magnitudes x; y o, que son las estrategias de los dos jugadores que intervienen
en el juego. Se parte del estado inicial |00) con v € [0,7/4], donde v representa el grado
de entrelazamiento. En este caso, el operador de entrelazamiento () viene dado por la
expresion:

I(v) = 12 cos y + i6%% sen , v € [0, m/4]. (4.6)

donde 1 es el operador identidad y &, es el operador de Pauli.

o P
SE— My (x;,x,) 'z
A ~— )
Y]
— 1\712(961,362) g
— —_

Figura 4.3: El esquema de cuantizacién de Frackiewicz (Frackiewicz, 2016).

El estado final resultante de actuar el operador entrelazamiento sobre el estado inicial es
el siguiente: R
[¢) = 1(7)|00) = cos|00) + iseny|11). (4.7)
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A partir de las estrategias de los jugadores z; € [0,00) con i = 1,2, se definen los dos
operadores siguientes:

~ 0)(0 (1], =1,

Ntfr,az) = § SOOIzl (43)

El esquema de cuantizacién de Frackiewicz se basa en el operador densidad del estado final,
que viene dado por p = |¢5)(¢¢|. La medida definida por M (x;,z2) con ¢ = 1,2 determina
las cantidades entrelazadas ¢; y ¢» del modo siguiente:

@ = tr(Mlpl) = 21 cos® ¥ + w2 sen’ 7, (4.9)
G2 = tr(Mapy) = x5 cos® y + xy sen® v, '

donde py = tra(|of) (Yf|) v p2 = tr1(|1f) (¥¢|) representan los operadores densidad reducidos
del qubit 1 y del qubit 2, respectivamente. Para mas detalles, se puede consultar el anexo B.

Es importante resaltar que, en ambos esquemas de cuantizacion, las variables entrelazadas
o efectivas (las cantidades en el juego de Cournot o, como veremos, los precios en el juego
de Hotelling) son las que, en la practica, utiliza cada jugador en el juego. Sin embargo, la
estrategia de cada jugador viene dada por las magnitudes independientes y es el entrelaza-
miento de esas estrategias lo que da lugar a las cantidades (Cournot) o precios (Hotelling)
operativos o efectivos en el juego.
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Capitulo 5

El juego de Hotelling con limite de
coste

En este capitulo se estudia el juego de a-HO'T, descrito previamente en la sec. 3.2.2, tanto
en su version clasica como en la cuantica desde una doble perspectiva, analiticamente y través
de la simulacion. Se consideran varias casuisticas, como el escenario con localizaciones fijas y
precios variables asi como el de localizaciones y precios variables, explorando las versiones con
coste de desplazamiento lineal y cuadratico. De acuerdo con ello, se analiza el juego cuantico
de Hotelling bajo los esquemas de cuantizacion de LDM y de Frackiewicz. El contenido de
esta seccién estd basado en los trabajos de investigacién sobre este tema llevados a cabo por
Garcia-Perez et al. (2021).

5.1. Simulacién del juego clasico con limite de coste

Se muestran aqui varios ejemplos de simulacién del juego de a-HOT, de acuerdo con el
modelo de simulacién descrito en detalle en la sec. 4.1.

Simulacién con localizaciéon fija

Consideremos el caso del juego de a-HOT y localizaciones fijas de los jugadores x1=0.6,
r9=2.6 (L=3, t=1), estudiado en las figs. 5.2-5.3. En primer lugar, tenemos la fig. 5.1 donde
se muestra un ejemplo de los valores de las iteraciones iniciales de la simulacién en un sub-
conjunto de 5x5 de toda la reticula de la fig. 4.1, en este caso para a=4.5. En T'=1, muchas
celdas obtienen cero beneficios, dado que inicialmente muchos valores de los precios estan
por encima del limite de coste pero, después de la primera actualizacion en T'=2, s6lo una de
las celdas mostradas obtiene beneficios nulos.

La fig. 5.2 muestra la dindmica hasta la iteraciéon 7T'=40 en la simulacién numérica de
precios del juego clasico de a-HOT (21=0.6, 22=2.6, L=3.0, t=1.0). En rojo, se muestran los
datos relativos al jugador-1 y, en azul, los relacionados con el jugador-2. En la fig. 5.2(a) se
representa la dindmica con a=2.0, mientras que en la fig. 5.2(b), con aw=4.5. Se muestra el
resultado de cinco configuraciones iniciales de precios aleatorios en los dos casos, pero dichas
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(p1,p3) (ui,u3) (ri,p3) (uf, u3)
09 7.5 54 85 84 26 00 0.0 0.0 0.0 | 19 39 08 39 37 | 57 0.6 25 25 3.4
95 50 39 84 63 0.0 00 35 0.0 00 | 95 24 39 24 19 00 58 18 51 32
9910.2 24 84 19 0.0 0.0 5.7 0.0 4.7 19 39 24 39 19 44 18 53 1.8 3.8
0.7 23 26 0.8 9.2 1.7 47 35 2.1 0.0 0.7 24 26 24 16 15 39 33 42 24
3.7 71 6.7 1.610.2 3.9 0.0 0.0 3.2 0.0 23 26 23 26 08 43 3.7 42 29 2.0

Figura 5.1: Precios y beneficios de las iteraciones iniciales en un subconjunto de 5x5 de toda la
reticula en una simulacién del juego de Hotelling con limite de coste a=4.5 y localizaciones fijas
21=0.6, x9=2.6. L=3.0,t=1.0.

simulaciones son indistinguibles. En ambas casuisticas, se observa que durante las iteraciones
iniciales los precios promedio caen en picado desde el valor inicial p ~ 6.0 y, como resultado,
los beneficios promedio aumentan. Sin embargo, tras estas tendencias iniciales, los precios
y los beneficios se estabilizan y se vuelven estacionarios aproximadamente en 7T=5 en la
simulaciéon con a=2.0 y en T'=10 en la simulacién con a=4.5. En ambos escenarios se cumple
que py > Pz lo que induce w; > Uy, debido a que a > b en los dos casos considerados.

P ~=0.00, a =2.00 t, ~=0.00, a =4.50
6.0 6.0
5.5 55
5.0 5.0 UT—
45 45 ty
40 40
35 35 -
Dy
3.0 30 Do
25 25
20 _ 20
15 U1 o . 1.5
1.0 PPz 1.0
05 05
10 20 30 o T 10 20 30 % T
(a) (b)

Figura 5.2: Dinamica hasta 7T=40 en la simulacién del juego de juego de Hotelling con limite
de coste « para cinco configuraciones de precios iniciales fijadas las localizaciones x1=0.6, x2=2.6.
L=3.0, t=1.0. (a) a=2.0. (b) a=4.5.

La fig. 5.3 muestra el juego de a-HOT con los precios estacionarios de la fig.5.2. En
la fig. 5.3(a), la condicion a=2.0 hace que los consumidores en el intervalo central [1.3, 1.§]
rechacen comprar el producto y, en consecuencia, ambos jugadores obtengan bajos beneficios.
Adicionalmente, un o muy pequeno induce precios muy bajos, de tal modo que los jugadores
no interactiian ya que sus mercados locales son disjuntos. En tal escenario, el concepto de EN
no es operativo pero, en cualquier caso, ambos jugadores querran maximizar sus beneficios y,
por lo tanto, el juego se resolvera con la soluciéon del OP. En el juego simétrico de localizacion,
donde a = b, la solucién del OP con limite de coste muy bajo viene dada por la ec. (5.1)F1,
donde hay que destacar que p*® no depende de t y la demanda Q)® decrece con t.

(0%

1
Pio = 5 QI,zzg@; a < a; = 2at. (5.1)
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En la fig. 5.3(b), la ubicacién del consumidor indiferente corresponde a la del EN con-
vencional, es decir, $°=1.533, pero los precios alcanzados en la simulacién son ligeramente
superiores a los de dicho equilibrio, (3.282, 3.144) vs. (3.067, 2.933), lo que induce ganancias
ligeramente mayores que en la solucién del EN, (5.026, 4.622) vs. (4.705, 4.303). En cambio,
en la simulacién con a=e*=4.0, los precios en EN se alcanzan casi exactamente. De hecho,
el escenario de la fig. 5.3(b) es andlogo al de la fig. 3.2(b), ya que el coste total asociado
al consumidor indiferente en el juego convencional en EN es e(5*)=4.0 y, de este modo, si
a > 4.0, el EN no se ve afectado por a. En general, podemos decir que el equilibrio no varia
si se cumple que « estd por encima de e(s*).

L=3,2:=0.6, 1o=2.6,t=1 L=3,21=0.6, 19=2.6,t=1
p1=1.299, p,=1.201 1=3.282, ps=3.1
a= 2.0 4.3=-———————- =45 _____

<1.690 wuy=1

1=5.026  uy=4.622
Q1=1.531 Q»=1.470

0.000 1300 1.800 3.000 0.000 1.530 3.000
(a) (b)
Figura 5.3: El juego de Hotelling con limite de coste « fijadas las localizaciones x1=0.6, x2=2.6.
L=3.0, t=1.0. (a) «=2.0. (b) a=4.5.

La fig. 5.4 muestra los patrones en T=200 de la simulacion de la fig. 5.2 con a=4.5. El
aumento del nivel de intensidad del tono de gris se asocia a valores crecientes, asignando el
blanco y el negro al minimo y méaximo alcanzados, respectivamente. La apariciéon de estruc-
turas intrincadas se hace evidentes en los patrones, tanto del precio como de los beneficios,
lo que de alguna manera recuerda a una compleja placa de circuito impreso.

p200 u200

Figura 5.4: Patrones en T'=200 del juego de Hotelling con limite de coste a=4.5 para x1=0.6,
x9=2.6. L=3.0, t=1.0. (a) Precios. (b) Beneficios. Mayor intensidad en el tono del gris indica un
valor mas elevado. pimin=2.901, Prmar=3.591; tUpin=4.246, U;n=5.560.
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Simulacién con localizacién y precio variables

La fig. 5.5 muestra la dinamica hasta T=200 en la simulacién en localizacién-precio del
juego clasico de a-HOT. Inicialmente el valor de los precios es p ~ 6.0 (como en la fig. 5.2),
y el de las localizaciones resulta ser 77 ~ 0.75, T3 ~ 2.25, tanto en la simulaciéon con a=2.0
en la fig. 5.5(a) como con a=4.5 en la fig. 5.5(b). Durante las iteraciones iniciales, los precios
promedio caen en picado y los beneficios promedio aumentan considerablemente, pero esta
fuerte tendencia inicial se interrumpe de modo abrupto (como en la fig.5.2) de modo que,
en la simulacién con a=2.0 los precios y beneficios promedio se estabilizan rapidamente
en un valor cercano a T'=50, mientras que en la simulacién con a=4.5 dicha estabilizacion
se retrasa mas, teniendo lugar aproximadamente en T=100. En este caso, el resultado de
las cinco configuraciones iniciales de precios aleatorios se puede distinguir en la figura con
a=4.5. Las ubicaciones promedio de los jugadores varian muy poco de sus valores iniciales
en la simulacion con a=2.0, ya que sus niveles estacionarios, alcanzados en pocas iteraciones,
resultan ser: x1=0.765, x5=2.255. En contraste con ello, las localizaciones promedio de los
jugadores varian notablemente de sus valores iniciales en la simulacién con a=4.5, ya que sus
niveles estacionarios resultan ser: x1=1.198, £,=1.800.

fop ~=0.00, v =2.00 ;“Op ~=0.00, o =4.50
5.5 5.5
5.0 5.0
4.5 4.5
4.0
3.5

N

-
|
N
o
3
P
\

8|
\

‘S|

,Tg

S| |
5l

bl A Z
m M 1.5 —
R 2 ¥ 2 ¥ — Tt
Lt i
0.5
50 100 150 200 T 50 100 150 200 T

(a) (b)

Figura 5.5: Dindmica hasta 7'=200 en la simulacién del juego de Hotelling con limite de coste en
localizacién-precio. L=3.0, t=1.0. (a) =2.0. (b) a=4.5.

La fig. 5.6 muestra el juego de a-HO'T con los precios y las ubicaciones estacionarias de la
fig. 5.5. En la fig. 5.5(a), el nivel bajo a=2.0 induce localizaciones de los jugadores bastante
separadas y precios bajos, que dan lugar a bajos beneficios. En contraste con ello, en la
fig. 5.5(b), el nivel alto a=4.5 induce localizaciones de los jugadores bastante cercanas y
precios mas elevados, que se traducen en beneficios mayores.

La fig. 5.7 muestra los patrones en T'=200 de la fig. 5.5 con a=4.5. Las caracteristicas
principales de los patrones en la fig. 5.4 se conservan en la fig. 5.7, aunque ahora emergen
algunas estructuras en forma de laberinto en los mismos.
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L=3,2,=0.765, xo=2.251, t=1 L=3,21=1.198, 5=1.800, t=1
p1=1.238, po=1.255 p1=2.218, ps=2.137
a= 2.0 T a=4.5 -~

u=1.874 us=1.857
=1.514 Q=1

P D CLEEEEEES

0.002 1.516 2.996 0.000 1.458 3.000
(a) (b)

Figura 5.6: El juego de Hotelling con limite de coste a en la simulaciéon con localizacién y precio
variables. (a) a=2.0. (b) a=4.5.

Paoo L200 Uypp

Figura 5.7: Patrones en 7T=200 de la simulaciéon del juego de Hotelling con limite de coste
a=4.5 en localizacién-precio. (a) Precios. (b) Localizaciones. (c) Beneficios. Mayor intensidad en el
tono del gris indica un valor mas elevado. py,in=0.8719, Dpa2r=3.7319; T.in=0.2615, T;0.=2.5637;
Unmin=0.0000, Uy,q,=8.2735.

5.1.1. Monopolio

El escenario de monopolio se puede estudiar mediante simulacion asignando un precio muy
alto a uno de los jugadores, de modo que el otro jugador capture todo el mercado (como en los
ejemplos de la fig. 3.4). Esto ocurre también en la fig. 5.8, que muestra el juego de 4.5-HOT
con el precio y la localizacién estacionarios del jugador-1 alcanzados en una simulaciéon donde
el precio del jugador-2 se fija en py=22.0. Conviene recordar que la longitud del mercado es
L=3.0y el precio del jugador-1 es p; € [0,12]. En la fig. 5.8(a), la localizacién del jugador-1
estd fijada a x; = 0.6. En este escenario de x; fijo, se cumple que p; + 2§ — 21 = « (t=1.0).
Por lo tanto, 7 = 1 +a—p; vy, en consecuencia, u; = pyz;. El beneficio anterior se maximiza
para p7* = (21 +a)/2, lo que induce 25 = (1 + ) /2 y, finalmente, v = ((x; +«)/2)% De la
fig. 5.8(a) resulta que p; = 2.5499 ~ p* = (0.6 + 4.5)/2 = 2.55, u; = 6.506 ~ uf* = 2.55% =
6.503.

En la fig.5.8(b) no sélo p; evoluciona en la simulacién, sino que también lo hace w1,
alcanzando x; ~ 1.5 = L/2, mientras que p; ~ 3.0, de modo que p1+|L—x1| ~ o« = 4.5y uy ~
9.0 > 6.506. En un modelo de a-HOT sin la restriccion que delimita la dimensién del mercado
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Po=P2.0 Po=D2.0

L=3,21=1.4927, 2=2[25, t=1
Q1=2.998 Q,=0.0
u1=8.978 uy=0)0

L=3,21=0.6, 12=2.25
P1=2.5499

Q1=2.551 (@9=0,
u1=6.506 uy=0)

Jt=1
0
/5| - 74

0.000 21 2 2.550 3.000 0.000 71 2 3.000
(a) (b)
Figura 5.8: El juego de Hotelling con limite de coste a=4.5 y el precio del jugador-2 fijado a
p2=22.0 en una simulacién con la localizacién y precio estacionarios del jugador-1. L=3.0, t=1.0.
(a) Localizacién fija del jugador-1 x1=0.6. (b) 1 sin restricciones.

[0, L], un jugador monopolista con precio p alcanzaré el radio de mercado r = (a—p)/t, de
modo que u = p[2(a—p)/t]. Este beneficio se maximiza con p™ = «/2, lo que se traduce en
que u™ = o?/2t. En la fig. 5.9(b), se llega a este mismo resultado a través de la simulacién
con una longitud grande del segmento de mercado (L=6), donde p™ = 4.5/2 = 2.25, de
modo que u™ = 4.52/2 -1 = 10.125. En cualquier modelo del juego con limite de coste «,
siendo L < «a, como es el caso de la fig. 5.9(a) con a=4.5 L=2 (o la fig. 5.8(b)), se cumple que
p=a—(Lt/2)=45—-2/2=35, u=pL=35-20=7.0.

pa=P2.0 Pa=P2.0
L=2.0,22=1.5[t=1 L=6.0,22=4.5,t=1
£1=0.9973, p;=3.4964 £1=2.7382, p1=2.2500
Q1=2.001 @»%0.0 Q1=4.499 (Q»=0.0

u1=10.123  u9=0.0

u1=6.996 u>=0.0

0.000 € 2 2.000 0.0  0.486 Iy 2 4.985 6.0
(a) (b)
Figura 5.9: El juego de Hotelling con limite de coste a=4.5 y el precio del jugador-2 fijado a
p2=22.0 en una simulacién con la localizacién y precio estacionarios del jugador-1. t=1.0. (a) L=2.0.
b) L=6.0.
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5.2. El enfoque cuantico del juego con limite de coste

De acuerdo con la extension minima de los juegos continuos clasicos al dominio cuantico
mediante el modelo LDM, los precios independientes p; y ps se entrelazan generando unos
nuevos precios efectivos p§(p1, p2; v) y p5(p1, p2; 7). En el juego cudntico de Hotelling, dichos
precios efectivos se definen a partir de las ecs. (5.2), siendo w;(y) = cosh~y, wy(y) = senh .
El parametro v actiia como un grado o factor de entrelazamiento, de modo que el escenario
clasico se recupera en 7=0.0, es decir, p$(0) = p1, p5(0) = p2, mientras que, con valores
elevados de 7, se cumple que cosh v ~ senh v y, por tanto, p{ =~ p5.

Pl = prwi () + powa(y),  P5 = pawi(7y) + prwa(y). (5.2)

Bajo el enfoque cudntico de la ec. (5.2), si se cumple que |p;—po| < t(xo—x1), el consumidor
indiferente se localiza en 3(7), que viene dado por ec. (5.3)1>2. En el modelo cudntico de LDM,
se cumple que wy(7y) — ws(y) = €77, de modo que la contribucién de ps — p; en la expresion
de s tiende a desaparecer con valores de v elevados.

S(y) = ; (xl + zg + b2 (wy — w2)> . (5.3)

t

En el juego cudntico del modelo original definido por Hotelling (sin restricciones), los
precios independientes y entrelazados en EN >3] resultan ser,

* * w
(01.95) = s (LK), L= k() )t (5.4a)
wy — wj
wq w1 — Wa W1 — W2
* )= L (L4 k(y)——2, L—k )t, 5.4b
(P, P5") wl_w( (7)w1+w2 o o, (5.4b)

donde

(a —b)(wy + wg)'

2.5
311)1 — W2 ( )

k(v) =

Como consecuencia de ello, la localizacion del consumidor indiferente en el equilibrio, junto
con su coste total asociado, vienen dados por las siguientes expresiones:

Lo, 1 ). (56)

50 = 5 (L4 2 2h), 5 () = (o + (L= b—a)

w1 + Wo w1 — Wa

En el juego cudntico de a-HOT, se cumple que u$(a) = p$Q; (v, ), Q1 = () —x% (a, )
v us(a) = psQa(a, ), Qy = x5(a,v) — xh(a, ), donde los limites del mercado para cada
jugador se calculan de acuerdo con las ecs. (5.7). Dichos limites se obtienen a partir de las

localizaciones donde el coste total es igual a «, i.e., donde se cumple que a— (p§+t|l;—z;|) = 0.
Todo ello da lugar a las siguientes expresiones:
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: s

zy(a,7) = max(ly(@,7),0), @i(a,y) = min((a,v),5(7)). (5.7a)
7y(@,7) = max(ly(@,7),5(7)), w3(e,7) = min(l5(e,7), L), (5.7b)
donde li(c,y) = zi—ry, If(a,y) = zi+rs, 7 = (a—pf) /t, 1 = 1,2.

Si v es mayor que el coste total asociado al consumidor indiferente en el juego clésico, e(5*),
dado por la ec. (3.8), el EN dado por las ecs. (5.4) sigue siendo valido hasta al nivel de v donde

e(s*(77)) = a. Esto es, hasta el nivel de entrelazamiento que verifica -~ = Zaf(gz;xl)t, que

se corresponde con el valor critico 7°. La condicién para hallar el valor critico v* se puede
escribir de modo mas simplificado como

2Lt W2
92(1—7), Q== h=2x—(L—a-—Db). (5.8)
Cuando v > ~*, la relacién de los precios independientes en EN hallados con v < +°,
p(vy) = % = Efzm, sigue siendo vélida (d la Pareto). Como resultado de ello, los precios
independientes y entrelazados en EN vienen dados por las ecs. (5.9), siendo k() el mismo
que en la ec. (5.5)P4. La ec. (5.4) y la ec. (5.9) coinciden cuando o = S, es decir, en
7=
010 = 5 (L4 b), L k() (5.99)
’ 2L(w1 + UJQ) ’ ’
h W, — Wy w1 — Wa
Fops) = —(L+k L— : 5.9b
(77,057) = 5 (L+RO) o D=k ) (5.9b)
Si a = b, entonces k(y)=0y 5*(y)=L/2. Por tanto,
* * w1 cx cx Wy cx cx w1 2 .
=p,=———=Lt = = Lt = =— L7t <
D1 = Do wE—wd " by =D W —wg Uy U 2wy —wg Y=7,
(5.10a)
* * h cx cx h cx c* hL > ~°
= = = = — Uu = U = —
D1 = Do 20wy + ws)’ Py Ps 9’ 1 2 4 Y=
(5.10b)
donde,
. 2Lt Wo
=25 Q= (1—7), Q== h = 2a—(L—2a)t. (5.11)

5.3. Simulacién del juego cuantico con limite de coste

Simulacién con localizaciéon fija

La fig. 5.10 muestra el juego cuantico de 4.5-HOT (L=3.0, t=1.0) con localizaciones fijas
21=0.6, £9=2.6 en una simulacion en T=200. Conviene destacar que el grafico muestra cinco
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simulaciones superpuestas (de cinco configuraciones iniciales de precios aleatorios), que re-
sultan ser indistinguibles. En la fig. 5.10(a), se muestran los precios medios independientes y
entrelazados, observandose que los precios promedio independientes de ambos jugadores (p)
disminuyen monoétonamente hacia cero y tienden a converger a un mismo valor tan pronto
como y aumenta, mientras que los precios promedio entrelazados (p°) tienden a estabilizarse
y coincidir en un mismo valor aproximadamente a partir de y=1.5. Hay que tener en cuenta
que si p; = py = p, las ecs. (5.2) conducen a p{ = p§ = pe?, de modo que la disminucién en
p se ve compensada por la exponencial en . En la fig. 5.10(b), los beneficios promedio (@)
de ambos jugadores también se vuelven bastante estables desde y=1.5, cumpliéndose que el
beneficio del jugador-1 sobrepasa al del jugador-2 dado que a > b.

El OP alcanzado en la simulacion de la fig. 5.10(a) para un valor elevado de ~, se consigue:
i) con precios iguales, de tal modo que 5 = (z1 + x2)/2 = 1.6000, y ii) cuando la intersecciéon
de los costes totales se produce en el valor del limite de coste «, ya que ninguna otra solucion
incrementaria el beneficio de los jugadores. Por tanto,

1
pPPHtE—x)=p"+tlza—-35)=a—p*=a-— 5(:172 — x1)t. (5.12)
ﬁv F ﬂ, u#
6.0 | 6.01 1 uc uf’
25 Sy~
25! 25/ us T
4.0 | 4.0/ |
3.5 351 |
3.0F 3.0! |
2.5 2.5t
2.0 2.01 |
15 15 |
1.0 1.0 |
0.5 0.5 ~e
zo 0.0+ 10 20 30 2o/

(b)

Figura 5.10: Simulacién del juego cuantico de Hotelling con limite coste «=4.5 y entrelazamiento
~ variable en T'=200 para cinco configuraciones de precios iniciales. £1=0.6, x9=2.6, L=3.0, t=1.0.
(a) Precios medios independientes (p) y entrelazados (p€). (b) Beneficios promedio simulados (u) y
beneficios de campo medios (u#).

Los precios entrelazados y los beneficios en el régimen estacionario de la fig.5.10 se
aproximan mucho a los del OP calculado segtin la ec. (5.12) para x1=0.6, 2o=2.6, es de-
cir: p* = 4.5 — (2.6 — 0.6)/2 = 3.5000; (u}, u}) = (5.600, 4.900). Sin embargo, no coinciden
exactamente y, de hecho, los valores numéricos de las cinco simulaciones de la fig. 5.10 en
v=2.0 recopilados en la tab.5.1 indican que los precios promedio obtenidos mediante la si-
mulaciéon son algo inferiores a los del OP, al igual que los beneficios, que también estan por
debajo de los del OP. En y=4.0 los precios entrelazados y los beneficios aumentan ligeramen-
te en comparacién con los de v=2.0, de modo que los beneficios promedio de la simulacion
estan aun mas cerca de los de la solucion del OP.

En la fig. 5.10(b), se muestran los beneficios de campo medios (u#) alcanzados en un
escenario hipotético en el que cada uno de los jugadores adoptara un precio entrelazado
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Tabla 5.1: Precios independientes y entrelazados medios, beneficios de campo y beneficios medios
en cinco simulaciones del juego cudntico de Hotelling con limite coste a=4.5 para v=2.0. £1=0.6,
x2=2.6. L=3.0, t=1.0.

T 72 I 5 uj uf us ug
0.4835 | 0.4566 | 3.4751 | 3.4714 | 5.5538 | 4.8663 | 5.3780 | 4.7103
0.4823 | 0.4585 | 3.4772 | 3.4740 | 5.5579 | 4.8692 | 5.378> | 4.7105
0.4935 | 0.4465 | 3.4759 | 3.4695 | 5.5504 | 4.8684 | 5.3722 | 4.7102
0.4860 | 0.4547 | 3.4775 | 3.4733 | 5.5566 | 4.8699 | 5.3676 | 4.7024

0.4779 | 0.4622 | 3.4742 | 3.4721 | 5.5550 | 4.8646 | 5.3785 | 4.7080

promedio calculado a partir de los precios independientes resultado de la simulacién, i.e., los
beneficios generados a partir de los valores de p# dados en las ecs. (5.13). Los beneficios de
campo medios se muestran en marréon para el jugador-1 y en verde para el jugador-2. Se
puede observar que los beneficios de campo medios y los que se obtienen de la simulacion
practicamente coinciden hasta v ~ 1.4 pero, a partir de ese valor, los beneficios de campo
medios estan ligeramente por encima de los beneficios promedio de la simulacion.

pf = P, coshy + P, senh , p# = Py coshy + P, senh 7. (5.13)

La fig. 5.11 muestra la simulaciéon de la fig. 5.10 en v=2.0. En la fig. 5.11(a), se muestra
la dindmica hasta T'=40 en cinco simulaciones con condiciones iniciales aleatorias. En este
marco, los precios independientes medios disminuyen rapidamente hasta aproximadamente
0.5, y los precios entrelazados medios (que solo se muestran desde T=9) también descienden
rapidamente hasta aproximadamente 3.5. Los beneficios de campo medios son cero en las
primeras iteraciones debido al valor muy alto de los precios entrelazados medios, pero se dis-
paran en 7'=9 y tienden a estabilizarse aproximadamente en T'=15, sobrepasando ligeramente
los beneficios medios que da la simulacién. Como resultado de esta dinamica, los beneficios
promedio crecen rapidamente durante las primeras diez iteraciones y, a partir de entonces, lo
hacen a una velocidad mucho menor. En la fig.5.11(b), se muestra el juego de Hotelling con
los precios entrelazados medios en una simulacién de la fig. 5.11(a) para y=2.0. Cabe destacar
lo siguiente: 7) el beneficio agregado logrado en la simulacién de la fig. 5.11, uy +up = 10.417
esta ligeramente por encima del beneficio de un monopolista sin restriccion en el tamano del
mercado representado en la fig. 5.9(b), ©™=10.125, y i) las lineas que representan los costes
totales se cruzan practicamente en el valor a=4.5, es decir, e(5) = «, que es la referencia
donde se obtiene el OP.

Las figs.5.12 y 5.13 muestran cémo el entrelazamiento también induce el OP en otros
dos valores de a@ > 4.5, como a=5.0 en la parte (a) y a=6.0 en la parte (b) de dichas
figuras. De acuerdo con las ecs. (5.12), los precios del OP (y en consecuencia los beneficios)
aumentan a medida que a aumenta. Por lo tanto, la meseta de la fig. 5.12(b) sobrevalora
la de la fig.5.12(a), y las lineas de coste total se cortan en los dos casos de la fig.5.13 en
una ordenada practicamente igual a su correspondiente a;, como ocurre cuando se presenta la
solucion del OP. El beneficio agregado logrado en ambas simulaciones subestima el obtenido
por un jugador monopolista, uf" = ((z; + «)/2)?, i.e., con £;=0.6, u]*(a=5.0) = 15.68,
u"(a=6.0) = 21.78, mientras que (u1 + u2)(a=>5.0) = 11.89, (u; + us)(a=6.0) = 14.79.
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7=2.0, o =4.5 v=2.0,a=4.5
wp x1=0.6, xo =2.6 1=0.6 .
6.0 4 L
5.5 a— €
5.0 / u - 45 ————————————————————————
4.5 w2
4.0 ‘ F — \51 <
35 | P1-Ps
30 I p{=3.4751, p5=3.4714
25 J ()1=1.5982, ()»=1.4018
20 I 11=5.5538, us=4.8663
1.5 If
1.0 “
0.5 T plF

m o 3 & T 0.0 T 1998 2 3.0
(a) (b)

Figura 5.11: El juego cuantico de Hotelling con limite de coste a=4.5 para v=2.0. £1=0.6, £2=2.6.
L=3.0, t=1.0. (a) Dindmica hasta T=40 en cinco simulaciones. (b) El juego con los precios medios
entrelazados alcanzados de de las simulaciones. Precios independientes (p), precios entrelazados (p€)
y beneficios (@) obtenidos en la simulacién y los beneficios de campo medios (u#).

u a=2>5.0

O WIS TTTIN O NN
NOTOUICTIOUIONOIOUIO |
O WUWIRISTTTO Y NN 00
NoToIoTIOUIOIDTIOUIO |

Figura 5.12: Simulaciéon del juego cudntico de Hotelling con limite de coste y entrelazamiento
~ variable en T=200 para cinco configuraciones de precios iniciales. 1 = 0.6, xo = 2.6, L=3.0,
t=1.0. (a) a=5.0. (b) a=6.0. Precios independientes (p), precios entrelazados (p°) y beneficios (u)
obtenidos en la simulacién y los beneficios de campo medios (u*).

En el modelo cudntico de LDM, los precios independientes en EN dados en las ecs. (5.4)
se convierten en los dados por las ecs. (5.14), que se reducen a los de las ecs.(3.7) en v=0.0.
Si a = b, entonces se cumple que p; = p5 = Ltcosh~y, que aumenta con v a partir de
p*(y=0.0) = Lt. En caso de no existir limite de coste, las ecs. (5.14) inducirian el crecimiento
sin restriccion de los precios independientes y, en consecuencia, el de los precios entrelazados
y los beneficios.

(@ — b)e*"

S v <~°. (5.14)

(v1(7).p3() = coshy (L + k(7). L=k())t, k(3) =
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I1:O.67 I2:26
a=5.0,7=2.0

i 2
. ; P5=4.9338, p5=4.9251
H B Q1=1.5957, Qs=1.4043
PE=3.9652, p5=3.9598 1 =T7.8726. 119=6.9165

21=1.5973, ()»=1.4027
u1=6.3336, u2=>5.5543

0.0 1 1307 T3 3.0 0.0 1 1396 T2 3.0
(a) (b)
Figura 5.13: El juego cuantico de Hotelling con limite de coste para v = 2.0. £1=0.6, x2=2.6.
L=3.0, t=1.0. (a) @=5.0. (b) a=6.0.

Como generalizacion de las ecs. (3.9), a partir de las ecs. (5.14) se obtiene que

- v _ (Lt (o= b)e 420
= 2Lt cosh === ‘ >-10
pl —|—p2 cosn 7y, p(V) pg (L . (a _ b))ez’y —+ 2L ( )

Si « es mayor que el coste total asociado al consumidor indiferente, e(s*), los precios
independientes en EN vienen dados por las ecs. (5.14), siendo de este modo hasta que se
alcanza el valor critico del factor de entrelazamiento +4*, lo cual indica que se ha alcanzado
el OP. A partir de la ec. (5.8), con Q = if;ﬁz = Z:;Z:z = 22:;}, resulta que el valor de ~*
se corresponde con el dado por la ec. (5.16). El entrelazamiento critico v* aumenta con «
y se vuelve cero cuando se cumple & — 1 = 1, ie., cuando a = (L + (L —a — )/2)t =
e(s*, v=0.0). Para diferentes valores del limite de coste «, se cumple que: en la fig. 5.10 con
a=4.5, v*=0.1436, 5*(7°*)=1.5302; en la fig. 5.12(a) con a=>5.0, v*=0.2554, 5*(~*)=1.5280; y

en la fig.5.12(b) con a=6.0, v*=0.4236, 5*(7*)=1.5234.

. 1 h
5 ziln(L—t—l), h=2a—(L—a-—b)t. (5.16)

La fig.5.14 considera el juego de 9.0-HOT en el intervalo v € [0,3.0]. Los gréficos de
(p*, u*) muestran los resultados teéricos en EN. En el intervalo [0,~°], segtn las ecs. (5.14),
los precios y los beneficios promedio alcanzados por la simulacién estan por encima de los
tedricos en condiciones de bajo entrelazamiento, pero tienden a converger al aproximarse a

7

Para vy > ~*, se conserva la relacién de los precios en EN dada por las ecs. (5.15), p(7), v, co-
mo resultado de ello, los precios independientes en equilibrio vienen dados por las ecs. (5.17),
que convergen a cero a medida que 7 crece, como se muestra en la fig. 5.14(a).

B he™

(Pi(1).05(0) = 57 (a = b)e™

2+ ex

(L k() L — l{;(y)), k(y) = , vt (5.17)
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p.p
13.
a=9.0
12,
11.
10.
PyPs*
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Figura 5.14: Simulacién del juego cuantico de Hotelling con limite de coste «=9.0 y entrelazamiento
~ variable en T=200. 1=0.6, 29=2.6. L=3.0, t=1.0. (a) Precios independientes y entrelazados (P,
p°). (b) Beneficios obtenidos en la simulacién (@) y de campo medios (u*). Los graficos de (p*, u*)
muestran los resultados tedricos en equilibrio de Nash.

Nétese que las ecs. (5.14) y las ecs. (5.17) se igualan cuando h;: = tcos, es decir, en
__ he™?

¥ =7"y que, si a =0, las ecs. (5.17) se reducen a pj(y) = p5(7) = 5

A partir de la ec. (5.6), se deduce la localizaciéon del consumidor indiferente s*(7) en el
modelo de LDM, que viene dada por las ecs.(5.18)1l. Se observa que su valor no varia

significativamente, ya que 5%(0) = (L + k) /2 = 1.533 y, a partir de v = ~°*, 3" converge a

(L +(a— b))/2 = 1.600. En la fig. 5.14, resulta que 5*(7°*)=1.5158 y $*(3.0)=1.5987. Ambas

ecuaciones de 5*(7) se igualan en y = y*[6l,

a—>

. h(a_b))t)7'7 > ’7.- (5.18)

. —x _1
)ﬁSW) 3(7)—2(L+a—b—W

s () = ;(L +

Representacion del juego en funciéon de la localizacién

En la fig. 5.15, tenemos el juego cudntico de 3.0-HOT con localizaciéon a = b variable. La
solucién del OP en el juego de a-HOT con a = b < L /4, t=1, viene dada por la ec. (5.19)1>7.

(/2 ) si a<a =2a
. .« v (v — a,2a) si o <a<ay=3a
(P12 @12)=\ (0 + 0)/2, (@ + 0)/2) m<a<as—L—a
(o —(L/2—a),L/2) si a> o

(5.19)

wn
—

En el escenario de la fig. 5.15, la solucién del OP es (p*,Q*) = (o — (L/2 — a), L/2) si
a < L/, y (p*,Q°) = (a« —a, L/2) si a > L/4. En la fig.5.15, los precios, demandas y
beneficios entrelazados resultado de la simulacion se acercan mucho a los de la solucién del
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OP y el EN coincide con el OP hasta a=a"=1.0. En este valor a, se cumple que p* = a —a
se corta con p' = 2(L — 2a)[5'8], que representa el precio en la regién donde no existe EN o
solucion de consenso colectiva (SCC). A partir del valor critico a"=1.0, no existe EN en el
juego clasico debido a la proximidad de los jugadores. Este hecho notable no impide que se
alcance la solucién del OP en la simulacion del juego cuantico también con a > a¥ = 1.0.

PZ;:QWJ L=3.0,a=b, a=3.0

3-.
2.
1-.
0.5 0.75 1.0 1.57¢

Figura 5.15: El juego cudntico de Hotelling con limite de coste a=3.0, v=2.0 y a=b variable.
L=3.0,t=1.0. Los graficos de (p®, Q°, u®) representan el 6ptimo de Pareto. Los gréficos en color
rojo y azul de (p, Q, %) representan los valores medios en la simulacién para T=100. Los graficos
de (p",Q",u") representan la solucién de consenso colectiva en el juego clésico a partir de a=1.0.

Representacion del juego en funcion del limite de coste

En la fig. 5.16, se trata el juego cuantico de a-HOT con limite de coste variable para
a=b=0.6. El EN viene dado por la ec.(5.19) con a < a4 siendo oy = 3L/2 —a = 3.9,
ya que con « > ay, se cumple que (pi,, Q,) = (L, L/2) = (3.0, 1.5), de tal modo que
up, = L*/2 =4.5.

D, Qu
L=3.0,a=b=0.6

o ﬂc
5 1,2
4 | :
! pf,z
3 1
2 Q° Q.
1 i Dy
18....24 39 o

1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
Figura 5.16: El juego de cudntico de Hotelling con limite de coste a variable, a=b=0.6, y=2.0.
L=3.0, t=1.0. Los graficos de (p°®, @Q°, u®) representan el 6ptimo de Pareto. Los graficos en color
rojo y azul de (p, Q, u) representan los valores medios en la simulacién para T=100. Los gréficos
de (p*, Q@*,u*) representan el equilibrio de Nash en el juego clésico a partir de «=3.9.
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En la simulacién para el juego cuantico de a-HOT con y=2.0 de la fig. 5.16, se observa que
los valores promedio de precio entrelazado, demanda y beneficio alcanzados en la simulacion
se acercan mucho a los del OP, incluso cuando « > 3.9, aunque se subestima ligeramente el
beneficio del OP con valores de « elevados.

Simulacién con localizacién y precio variables

Las figs.5.17-5.18 abordan la hipotesis en que la posicién de los jugadores también es
variable, al igual que lo es el precio.

La fig. 5.17 muestra el juego cudntico de 4.5-HOT (L=3.0, t=1.0) en cinco simulaciones
en localizacion-precio en T=300 en una reticula con N=800. Los precios independientes y
entrelazados medios (p, p°) en la fig. 5.17(a) evolucionan con v anidlogamente desde el punto
de vista cualitativo que en la fig. 5.10. Es decir, los precios independientes medios de ambos
jugadores disminuyen mono6tonamente hacia cero a medida que vy aumenta, mientras que los
precios promedio entrelazados de ambos jugadores aumentan a medida que v comienza a cre-
cer, volviéndose practicamente estables a partir de aproximadamente y=2.0. La variabilidad
en la localizacién promedio de los jugadores (T) también cesa en aproximadamente y=2.0.
En fig. 5.17(b), los beneficios medios (@) de los dos jugadores también se vuelven bastante
estables a partir de y=2.0, obteniéndose beneficios similares por parte de ambos jugadores.

<
\‘Q
S

=

O NNWWIRIRTIOID <3
ToOUoUOUIQUOUIO

FY R+

K

Gl
O R NNWWRROIOIO
[$ile)é[eléeldeldelde]

1o 20 ‘40 40 | vt 10 2.0 3o 40 !
(a) (b)

Figura 5.17: Simulacién en localizacién-precio del juego cuantico de Hotelling con limite de coste

a=4.5 y entrelazamiento - variable en T'=300 para cinco configuraciones de precios iniciales. L=3.0,

t=1.0. (a) Localizacién media de los jugadores (Z) y precios independientes y entrelazados (p, p°).

(b) Beneficios medios reales () y beneficios de campo medios (u?). Los graficos de (p*, p*, u*)

muestran los resultados tedricos en EN cuando a=b=L/4=0.75.

El aspecto algo ruidoso de los gréaficos en la fig. 5.17 es el resultado de las cinco simulaciones
implementadas, atin existiendo una cierta superposicion entre los mismos. La tab. 5.2 muestra
los valores numeéricos de los precios, las localizaciones, los beneficios y los beneficios de campo
medios en el caso particular de y=2.0 para cuantificar con mayor precisién la proximidad de
estas magnitudes para ambos jugadores.

La fig 5.18 representa la simulacién correspondiente a la fig. 5.17 en y=2.0. En la fig 5.18(a)
se muestra la dinamica hasta T'=40 en las cinco simulaciones. Se observa que los precios in-
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Tabla 5.2: Precios independientes y entrelazados medios, beneficios de campo y beneficios medios
en cinco simulaciones del juego cudntico de Hotelling con limite coste a=4.5 para v=2.0. £1=0.6,
x2=2.6, L=3.0, t=1.0.

pr Pz S 5 T T3 uff ul uf ug
0.5010 | 0.4883 | 3.6558 | 3.6541 | 0.8124 | 2.1810 | 5.4687 | 5.4962 | 5.3745 | 5.4016
0.5254 | 0.4538 | 3.6224 | 3.6127 | 0.8542 | 2.1527 | 5.4285 | 5.4241 | 5.3367 | 5.3467
0.4909 | 0.4920 | 3.6313 | 3.6315 | 0.8458 | 2.1541 | 5.4470 | 5.4472 | 5.3529 | 5.3433
0.4797 | 0.6081 | 3.6474 | 3.6513 | 0.8212 | 2.1748 | 5.4708 | 5.4772 | 5.4097 | 5.3858

0.4669 | 0.5048 | 3.5987 | 3.6035 | 0.8524 | 2.1354 | 5.3846 | 5.4187 | 5.3015 | 5.3477

dependientes medios disminuyen rapidamente hasta aproximadamente 0.5, del mismo modo
que ocurre con los precios entrelazados medios (solo se muestran desde 7T=9) hasta aproxi-
madamente 3.5. Los beneficios de campo medios son nulos en las primeras iteraciones debido
al valor muy alto de los precios entrelazados medios, pero se disparan en T'=9 y se vuelven
bastante estables aproximadamente en T'=15, sobrepasando ligeramente los beneficios medios
de la simulacion. Las localizaciones convergen, en gran medida, a sus valores estacionarios tan
pronto como T=15. Como resultado de esta dindmica, se observa que los beneficios medios
crecen rapidamente durante las primeras diez iteraciones y, a una velocidad mucho menor, a
partir de entonces.

lévop ~=2.00, a =4.50
5.5 — —¢ uﬁl‘# u#
5.0 —%L—,%L ~~~~~~~~~ )
i “ \ .
4.0 \ -

[ C C
35 | Py Ps5 He=3.656, ps=3.654
iy ah1=0.812, 70=2.181
20 ] Zo (J1=1.495, Q»=1.505
15 | - U1=5.471, us=5.498
1.0 ] L1 —
05 p17p2

10 20 30 0w T 0.0 1 1.495 To 3.0

(a) (b)
Figura 5.18: El juego cuantico de Hotelling con limite de coste a=4.5 para v=2.0. L=3.0, t=1.0.
(a) Dindmica hasta T=40 en las cinco simulaciones superpuestas. (b) El juego con los precios entre-
lazados y las localizaciones medios de una de las simulaciones. Precios independientes (p), precios
entrelazados (p©), localizaciones (T) y beneficios () obtenidos en la simulacién y los beneficios de
campo medios (u?).

En la fig.5.18(b), se representa el juego de Hotelling con las localizaciones y los precios
entrelazados medios para 7=2.0 en la simulacion de la fig. 5.17(a) en T'=200. Las posiciones de
los jugadores no estan lejos de L/4=0.75, 3L/4=2.25, pero resultan estar algo mas préximas
al centro del segmento de mercado. Si se cumpliera que x; = L/4y xo = 3L/4 y p1 =
po, tendriamos que 5 = L/2 y, entonces, las ecs.(5.12) proporcionarian la solucién del OP,
p} = pd = a — t(L/4), que en el caso particular de L=3.0, a=4.5, t=1.0 vendria dada por
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p}=p3=3.85. Estos valores se aproximan a los de pf, i = 1,2 de la fig. 5.18(b) pero estén
algo por encima. Como resultado de estas caracteristicas en las localizaciones y precios, las
lineas que representan los costes totales se cruzan en una ordenada cercana a aw=4.5, pero no
exactamente en este valor.

La fig. 5.19 representa los patrones en T'=200 para una de las cinco simulaciones de la
fig. 5.17 con y=2.0. Los patrones muestran un aspecto muy parcelado. En los patrones de los
beneficios del marco (c), se hacen evidentes bordes blancos, es decir, celdas con beneficios
muy bajos, que separan clusters homogéneos.

C
D30 L300

(a) (b) (c)

Figura 5.19: Patrones en T=300 de la simulacién en localizacién-precio del juego cuantico de Ho-
telling con limite de coste a=4.5 para v=2.0. L=3.0, t=1.0. (a) Precios entrelazados. (b) Localiza-
ciones. (c¢) Beneficios. p¢,.;,=0.081, pS,,.=6.261; T1in=0.462, T100=2.828; Uyin=0.000, ty,in=6.032.

El beneficio agregado en el escenario clasico de la fig. 5.17 resulta cercano a 6.0, significa-
tivamente menor que 9.0, el correspondiente al monopolista de la fig. 5.8. En contraste con
ello, el beneficio agregado en v=2.0 resulta ser cercano a 11.0, significativamente proximo al
beneficio de un monopolista en un modelo con limite de coste « sin la restriccién de tamano
del segmento, es decir, u™=10.125.

Sia = b, se cumple que 5* = L /2y las ecs. (5.10) se convierten en las ecs. (5.20). De acuerdo
con las ecs. (5.20b), en la fig. 5.17 se cumple que 7*=0.203, y p{%,=3.75, uj ,=5.625 cuando
v > ~*. Los precios y beneficios tedricos, p* y u*, respectivamente, en el caso a=b=0.75 se
muestran en la fig. 5.17.

pio = coshyLt, piy = cosye' Lt, usy = cosve’ L’t/2, v <7, (5.20a)
« _ he? o _ N o hL .
pl,? = 2 ) p1,2 = 57 U/LQ - T, Y 2 Y, (520b>
donde
h=2a—(L—2a)t, ~° = L (i - 1) (5.21)
N I RV A '
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5.4. Coste de desplazamiento cuadratico

En lugar de considerar un coste de desplazamiento lineal, se puede asumir que el coste
de desplazamiento asociado a la distancia x viene dado por la expresién tx? como proponen
d’Aspremont et al. (1979). En tal escenario, la posicién del consumidor indiferente s viene
dada por ec. (5.22). Como en el modelo de coste lineal, si p; = py, se cumple que 5 = %(wl +13),
independientemente del valor de t.

1

5=_(o +a+
S 2(1‘1 )

w). (5.22)

t(l’g — lL‘l)

Las expresiones del beneficio (u) en el juego de Hotelling con coste de desplazamiento
cuadratico (HOT2) vienen dadas por la ec. (5.23).

0 si 5<0 Lps si 5<0
ur(p1,p2) = 43p1 si 0<5< L, ws(pr,p) = (L—3)py si 0<5< L. (5.23)
Lpy si §>1L 0 si s> 1L

La interseccion de las funciones de reaccién de los dos jugadores en el modelo con coste de
desplazamiento cuadratico dan lugar a los precios en EN y sus beneficios resultantes, dados
por las ecs. (5.24).

To — X a—b
b9 = (2 =) (L kLR, (o) = 2 (k2 k), k=000
(5.24)

donde, s* = (L + k)/2 como en el modelo con coste lineal.

Con L=3.0, t=1.0, 1=0.6, £2=2.6, los precios en EN para el modelo con coste cuadratico
son (pt, p5) = (6.13, 5.86), i.e., el doble que en el modelo con coste lineal dado que zy—;=2.0.

* *
ou} ou

da <0y 0b

En el modelo con coste de desplazamiento cuadratico, se cumple que <0,

al contrario de lo que sucede en el modelo con coste lineal.

Simulacién con localizacién fija

La fig. 5.20 muestra los beneficios en el juego de HOT2 en los mismos escenarios que en
la fig.3.2. En la fig.5.20(a) cabe destacar que el jugador-1 no captura todo el mercado, a
pesar de que tiene un valor de precio bajo, p;, en comparacion con el del jugador-2, ps. En
la fig. 5.20(b), el jugador-1, al estar més cerca del centro, obtiene un beneficio ligeramente
mayor con el coste de desplazamiento cuadratico en comparacion con el lineal, como resultado
del ligero aumento en el valor de s.

Los limites del mercado para ambos jugadores en el juego de Hotelling con limite de coste y
coste de desplazamiento cuadratico (a-HOT2) deben calcularse de acuerdo con las ecs. (3.11),

pero, en este caso, a partir de o — (p; + (s — z;)?) = 0, se deduce que r; = /(a—p;)/t, i=1,2.
La fig. 5.21 considera el mismo escenario de la fig. 3.3 pero con coste de desplazamiento

cuadrético. En la fig. 5.21(a), con a=1.5 < min(py, ps), ningun jugador obtiene demanda. En
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=3,21=0.6, x2=2.6,t=1.0
p1=0.500, p2=3.000

=1.113 u=2.327
2.226 Q9=0.776

=3, x1=0.6, 22=2.6, t=1.
p1=3.067, ps=2.933
1=4.808 u9s=4.20
Q1x1.568 Qr=1.

2 (6|
\-F 2/2
€
0.000 Tl 2.224 L9 3.000 0.000 1 1.567 2 3.000
(a) (b)

Figura 5.20: El juego de Hotelling con limite de coste y coste de desplazamiento cuadratico.
21=0.6, £9=2.6, L=3, t=1.0. (a) p1=0.5, p=3.0. (b) p1=3.06, p2=2.93.

la fig. 5.21(b), con a=4.0, no existe demanda en el intervalo (1.209, 1.801). En la fig. 5.21(c),
con av=4.5, cabe destacar que si consideraramos los precios en EN del juego de HOT2, (p; =
Pt pa = p3)=(6.13, 5.86), que son precios significativamente més altos que los de la figura,
ningin jugador obtendria demanda. Los precios adoptados en la fig.5.21(c) son los de la
solucion del OP con un coste de desplazamiento cuadratico, dado s*. Tal OP viene dada
por las ecs. (5.25), que particularizados al escenario de la fig. 5.21(c) dan lugar a p}=3.6289,
p5=3.3622, u}=5.5643 , u3=4.9313.

P HtE -1 =a—p)=a—tE -1 (5.25a)
P+ t(ry —5) =a — py = a —t(zg — %)% (5.25b)

L=3,71=0.6, 12=2.6, t=1
P1=3.6280, py=3.3622

L=3,21=0.6, 22=2.6, t=1
P1=3.6280, py=3.3622

L=3,21=0.6, 22=2.6,t=1
p1=3.6289, ps=3.3622
a=4.5

u1x95.5666  uy=4.9344

Q1280000  Q2=0/0000 Q1=X2101  (Qy=1/1991 Q1=X5340  Qo=V/A4676

AF e mm e D e

T R EES B

1:533 0.000 1.209 t 1.801 3.000 0.000 1.532 3.000

(a) (b) ()
Figura 5.21: El juego de Hotelling con limite de coste y coste de desplazamiento cuadratico.
1=0.6, x9=2.6, p1=3.629, p»=3.362. L=3.0, t=1.0. (a) a=1.5. (b) a=4.0. (c¢) a=4.5.

En el juego de a-HOT2, el EN convencional no se ve afectado por el limite de coste si «
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estd por encima de e(3*), donde:

e5") =pi+t(5 —a)’ = [(w2—21) (L+ k) + (L+ k) /2 a)’| t. (5.26)

En el caso particular en que L=3, x1=0.6, xo=2.6, t=1.0, se obtiene que e(5*)=7, con lo
que tendria que cumplirse que a > e( ) para que el EN en el juego de a-HOT2 no se viera
afectado por el limite de coste.

La fig5.22 trata la casuistica en que un jugador capta toda la demanda potencial. Como
ocurre con la fig. 3.4, en la variante con coste de desplazamiento cuadratico ha habido que
fijar un precio muy bajo para uno de los jugadores (p;=0.05) y un precio comparativamente
alto para el otro jugador (p2=6.0). Como resultado, las curvas de coste total no se cruzan
en el intervalo [0, 3], quedando la del jugador-1 siempre por debajo de la del jugador-2. Se
observa que el beneficio del jugador-1 aumenta a medida que lo hace el limite de coste en las
tres casuisticas de la fig. 5.22.

L=3\r1=0.6,12=2.6, t=1 L=3¢1=0.6,22=2.6, t=1 L=3\r1=0.6, 22=2.6, t=1
P=Q50, p,=6.000 P1=Q050, p,=6.000 PG50, p>=6.000

2,
)00 0.000 2.457  3.000 0.000

(a) (b) (c)

Figura 5.22: El juego de Hotelling con limite de coste y coste de desplazamiento cuadratico.
1=0.6, x9=2.6, p1=0.05, p2=6.0. L=3.0, t=1.0. (a) a=1.5. (b) a=3.5. (¢) a=4.5.

0.000 1.804

bad
L

709 3.000

5.4.1. Monopolio

La fig. 5.23 muestra el juego de 4.5-HOT2 en la localizacién y el precio estacionario del
jugador-1 que se obtiene a partir de una simulacién donde el precio del jugador-2 se fija en
p2=22.0, es decir, el caso andlogo de la fig. 5.8 pero con coste de desplazamiento cuadratico. En
la fig. 5.23(a), fijada la posicién del jugador-1 en 21=0.6, se obtiene que p;=1.642 y u;=5.069,
un beneficio menor si comparamos con u;=6.506, que es el logrado en la fig. 5.8. En un modelo
con limite de coste y coste de desplazamiento cuadratico sin la restriccién de tamano [0, L],

un jugador monopolista con precio p alcanzard el radio de mercado r = y/(a — p)/t, de modo
que u = 2py/(a —p)/t. Con t=1, este beneficio se maximiza para p” = 2a/3, lo que da
lugar a un beneficio de u™ = 4(a/3)3/%. Este resultado se obtiene mediante simulacién en la
fig. 5.23(b), donde p™ = 2-4.5/3 = 3.0 y u™ = 4(4.5/3)3/? = 7.348. En cualquier modelo
a-HOT2 con t=1y L < 2\/%, como en la fig. 5.23(c), donde L = 2 < 2.4495 = 2,/4.5/3,
se cumple que p =« — (L/2)? =4.5—4/4 =35 u=pL =35-2.0=T1.0.
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poa=p2.0 p2=P2.0 p2=P2.0

L=3,21=0.60, 22=2.25/t=1 L=3,x1=1.3818, 22=225,t=1 L=2.0,22=1.5,t=1
p1=3.4164 p1=3.0000 21=0.9975, p1=315044

Q1=1.642 Q277400 1=2.449 Q»=0.0 ©1=1.996 Q»=0.0

u1=5.609 ys=00 u1=7.348 ug—OO// ©1=6.995 u2=0.0
a=4.5 7

0.000 T 1.640 2 3.000 0.156 L1 2 2.605 3.000 0.000 L1 2 2.000
(a) (b) (c)
Figura 5.23: El juego de Hotelling con limite de coste a=4.5, coste de desplazamiento cuadratico y
el precio del jugador-2 fijado a p2=22.0 en una simulaciéon con la localizacién y precio estacionarios
del jugador-1. t=1.0. (a) x1=0.6, L=3.0. (b) z; sin restricciones, L=3.0. (c) z1 sin restricciones,
L=2.0.

5.4.2. Enfoque cuantico

En el enfoque cudntico del juego de a-HOT?2, las variables p; y ps en las ecs. (5.23) deben
ser sustituidas por p§ y p§, de tal modo que la ec. (5.22) se convierte en

- 1 P2—P1
== — . 5.27
() = 5 (10 + 00+ 0 (5.27

En el modelo cuantico de LDM con coste de desplazamiento cuadratico, los precios in-
dependientes en EN vienen dados por las ecs. (5.28), es decir, los mismos de las ecs. (5.14)
multiplicados por xs — x1. Como resultado de ello, la expresién de $*() es la misma que la
de la primera de las ecs. (5.18).

(a — b)e*

S (5.28)

B0, #3(1)) = (@2 — ) coshy (L k() L=k())t, k) =

Simulacién con localizacién fija

La fig. 5.24 representa la simulacion del juego cuantico de 7.5-HOT2 en T'=200 fijados los
parametros x1=0.6, ro=2.6, L=3.0,t=1.0. En la simulacién se muestra el resultado practi-
camente indistinguible de cinco configuraciones con precios iniciales aleatorios. Los precios
independientes medios de ambos jugadores (p) disminuyen monétonamente hacia cero y tien-
den a converger a un valor casi idéntico al aumentar ~y. Los precios entrelazados medios de
ambos jugadores (p°) se comportan también de modo parecido, tendiendo a estabilizarse
a medida que aumenta . Al igual que ocurre con el coste de desplazamiento lineal en la
fig. 5.10, también con coste de desplazamiento cuadratico se cumple que si p; = ps = p,
las ecs. (5.2) se reducen a p§ = p§ = pe?, de modo que la disminucién en p es compensada
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por la exponencial en 7. De nuevo, como ocurre en la fig. 5.10, en la fig. 5.24 el aumento
inicial de v induce un aumento inicial de los precios entrelazados (y en consecuencia de los
beneficios entrelazados), que conduce a la solucién del OP representada en la fig.5.25(b) para
~v=2.0. Por su parte, en la fig.5.25(a), se muestra el juego con los precios estacionarios de
la simulacién del juego clasico (7=0.0). Se observa que las curvas de coste total se cruzan
en una ordenada ligeramente por debajo de a=7.5, de modo que p; = 6.392 > p* = 6.13, y
pe = 6.117 > p5 = 5.86, es decir, los valores que se obtienen en la simulacién son algo més
elevados que los del EN.

10 2.0 30 4o !

Figura 5.24: Simulacién del juego cuantico de Hotelling con limite de coste a=7.5, coste de despla-
zamiento cuadratico y entrelazamiento v variable en T'=300 para cinco configuraciones de precios
iniciales. £1=0.6, xo=2.6. L=3.0, t=1.0. Precios independientes (p), precios entrelazados (p®) y be-
neficios () obtenidos en la simulacién y de campo medios (u*).

a=7.5,7=2.0
21=0.6, 12=2.6,
p1=6.3921, p»=6.1167 p1=6.4512, p»=6.4417
Q1=1.5312, Q2=1.4683 Q1=1.5976, Qy=1.4024
u1=9.7873, u2=8.9845 1=10.3064, 1©2=9.0337
0.0 T1 T.531 T2 3.0 00 1 T.598 2 3.0
(a) (b)

Figura 5.25: El juego cuantico de Hotelling con limite de coste a=7.5 y coste de desplazamiento
cuadratico en 7=300. x1=0.6, x9=2.6. L=3.0, t=1.0. (a) v=0.0. (b) v=2.0.
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Capitulo 5. El juego de Hotelling con limite de coste

Anélogamente a lo que ocurria en la fig. 5.10(a), la soluciéon del OP alcanzada en la simu-
lacién de la fig. 5.24 para un valor elevado de =, se consigue: #) con precios iguales, de tal
modo que 5 = (z1 +x2)/2 = 1.600, y ii) cuando la interseccién de las curvas de costes totales
se produce en el valor del limite de coste «, ya que ninguna otra solucién incrementaria el
beneficio de ambos jugadores. Por tanto,

2
ﬁ+¢@—xﬁﬁzﬁ+¢@@—@2:a—%pﬂza—(“;xﬁ t (5.29)
Los precios entrelazados y los beneficios en el régimen estacionario de la fig.5.24 se
aproximan mucho a los del OP calculado segin la ec. (5.29) para 21=0.6, 15=2.6, es de-
cir: p* = 7.5 — [(2.6 — 0.6)/2]* = 6.5000; (u$, u$) = (10.400, 9.100). Al igual que ocurre
en el caso con coste lineal, los precios efectivos y los beneficios que se obtienen mediante
simulacion en y=2.0 estan ligeramente por debajo del OP. Sin embargo, en la fig. 5.24, se
observa que a partir de ese valor de v sus valores siguen creciendo levemente para, de este
modo, aproximarse atin mas al OP.

En el valor critico del factor de entrelazamiento v*, que indica que se ha alcanzado el OP
con coste de desplazamiento cuadratico, debe cumplirse,

pi* + t(g* — .l’1>2
ps +t(ry —5")% =

a, (5.30a)
, (5.30b)

siendo p* y p§* los precios entrelazados que se obtienen a partir de la ec. (5.28). Considerando
también la ec. (5.22), que proporciona la localizacién del consumidor indiferente, obtenemos
la ecuacién que debe cumplir el valor critico del factor de entrelazamiento ~*,

t(zy + 29 — L)*(e? + 1)% + [(w2 — 21) (2Lt (e® + 1) + t(zg — 71)) — 4a](e*’ +2)* = 0. (5.31)
Si se considera el juego simétrico (x; = L — x9, a = b), la ec.(5.31) se simplifica y se
puede obtener la expresién analitica del factor critico de entrelazamiento +* con coste de

desplazamiento cuadratico,

1

4o — t(L — 2a)?
=1 —1). 5.32
7" =5 ( 2(L — 2a)Lt ) (532)
. o 1 20— (L—2a)
Al comparar la ec. (5.32) con la ec. (5.16) para coste lineal, v* = 5 In (T — 1), se

observa que el valor de v* es menor para el coste cuadratico que para el lineal.

En el caso mas complejo del juego no simétrico (a # b), se ha utilizado el método de
Newton-Raphson para el calculo del valor de «*. En la tab. 5.3 se recoge el calculo para la
simulacién de la fig. 5.24 con el cambio de variable y = €27, de tal modo que la ec. (5.31) se
convierte en f(y) = t(xy + 1o — L)*(y + 1)* + [(w2 — 21) 2Lt(y + 1) + t(wy — 1)) — 4a](y +
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2)?2 = 0. En la primera iteracién, se ha considerado v$=0.5 y, por tanto, y; = e!=2.7182.

Tras varias iteraciones, se observa que el método converge, resultando que y=1.1651 y v* =
0.5In(1.1651) = 0.0764.

Tabla 5.3: Céalculo de «* por el método de Newton-Raphson para el juego de Hotelling con limite
de coste a=7.5. £1=0.6, x9=2.6. L=3.0, t=1.0.

Un f(y) f'(y) Yn+1 Yoi1
2.7182 | 415.0611 | 443.1466 | 1.7816 | 0.2887

1.7816 | 105.8492 | 227.6505 | 1.3166 | 0.1375
1.3166 | 20.0193 | 144.1333 | 1.1778 | 0.0818
1.1778 | 1.5389 | 122.2044 | 1.1652 | 0.0764
1.1652 | 0.0120 | 120.2848 | 1.1651 | 0.0764

La fig. 5.26 considera el juego cudntico de 12-HOT2 en el intervalo [0, 3.0] de ~, donde
los gréficos de (p*, u*) muestran los resultados tedricos en EN. A partir de la ec. (5.29), se
deduce que p* = 12.0 — [(2.6 — 0.6)/2]* = 11.000; (u$, u) = (17.600, 15.400). Andlogamente
al caso de la fig.5.24, por el método de Newton-Raphson se obtiene que 7*=0.4900 en la
fig. 5.26. En el intervalo [0, 7*], los precios y beneficios medios alcanzados por la simulacién
estan por encima de los tedricos para valores de v bajos, pero tienden a converger cuando se
aproximan a ~*. Estos resultados son andlogos cualitativamente a los reportados con coste
de desplazamiento lineal en la fig. 5.14.

1579 a =120
' : Pips”

NG 20 30 1y 20 30

(a) (b)
Figura 5.26: Simulacion del juego de Hotelling con limite de coste «=12.0 con coste de desplaza-
miento cuadratico y entrelazamiento vy variable en T=200. 1=0.6, z9=2.6. L=3.0, t=1.0. (a) Precios
independientes y entrelazados (p, p®). (b) Beneficios obtenidos en la simulacién (%) y de campo me-
dios (u™). Los gréaficos de (p*,u*) muestran los resultados teéricos en equilibrio de Nash.

La localizacion del consumidor indiferente, $*(y) no varia significativamente en el modelo
con coste de desplazamiento cuadratico. Su expresion viene dada por la ec. (5.33) para v < ~*

con 5°(0) = (L—l—k)/Q = 1.533y, a partir de vy = 4°, converge a s*(y — 00) = (L+(a—b))/2 =
1.600. En el caso concreto de la fig. 5.26, se obtiene que 5*(7*)=1.521.
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Capitulo 5. El juego de Hotelling con limite de coste

8*(7)=;<L+ “_b>,vsw (5.33)

Simulacién con localizacién y precio variables

La fig. 5.27 muestra la simulacién en localizacién-precio del juego cuantico de 4.5-HOT?2
en cinco simulaciones para T=300 con una reticula con N=800 y L=3.0, t=1.0, es decir,
el caso andlogo a la fig.5.17 con coste de desplazamiento cuadratico. Los gréaficos de la
fig. 5.27 evolucionan con 7 como en la fig. 5.17 desde un punto de vista cualitativo. De este
modo, 7) en la fig. 5.27(a), los precios independientes medios de ambos jugadores disminuyen
mondtonamente hacia cero a medida que 4 aumenta, mientras que los precios entrelazados
medios aumentan a medida que 7 comienza a crecer, pero se vuelven bastante estables desde
aproximadamente y=1.0, al igual que ocurre con la localizaciéon media de los jugadores (7)
aproximadamente en ese mismo valor; ii) en la fig. 5.27(b), los beneficios medios de ambos
jugadores (u) también se vuelven bastante estables desde aproximadamente y=1.0 y, ademas,
ambos jugadores obtienen resultados similares. Se observa que los beneficios de campo medios
son ligeramente superiores a los obtenidos en la simulacién.

D, pcax ﬂ,
6.0 6.0
55 55
- o -
C AC
40 by Py 40
3.5 3.5 A
3.0 - 3.0
55 5 55
5.0 = 50
15 B 15
10 3 10
05 0.5
1.0 2.0 30 z0 ! 1.0 2.0 30 zo !

(a) (b)
Figura 5.27: Simulacion del juego cudntico de Hotelling con limite de coste a=4.5 y entrelaza-
miento v variable en T=300 para cinco configuraciones de localizacién-precio iniciales. L=3.0, t=1.0.
(a) Localizacién media de los jugadores (Z) y precios independientes y entrelazados (p, p°). (b) Be-
neficios medios de la simulacién () y de campo medios (u™). Los graficos de (p*, v*) muestran los
resultados teéricos en equilibrio de Nash cuando a=b=L/4=0.75.

La fig. 5.28 muestra el juego de 4.5-HOT2 cuando se alcanzan los precios estacionarios en
la simulacién de la fig. 5.27 para dos valores de entrelazamiento «y diferentes. La fig. 5.28(a)
muestra que, en el escenario clasico (y=0), los resultados estan lejos de ser 6ptimos. Por el
contrario, la fig. 5.28(b) muestra que, con el escenario cudntico en y=1.6, surge la solucion
del OP, con localizaciones de los jugadores préximas a L/4=0.75y 3L/4=2.25. Si x; = L/4
y &9 = 3L/4 con p; = ps, se cumple que § = L/2, de modo que las ecs. (5.25) proporcionan
la solucién del OP, p} = p§ = a — t(L/4)%. En el caso particular de L=3.0, a=4.5 y t=1.0,
el OP viene dado por p}=p3=3.9375, valor muy préximo al de los precios p§, ¢ = 1,2 en la
fig. 5.28(Db).
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x1=1.2087, x2=1.8151
P1=2.4639, pp=2.4368
a=4.5,v=0.0

21=0.7664, 2=2.2323
P5=3.9040, p;=3.9048
a=4.5,y=1.6

0Q1=1.4896 (Q,=1.5104
u=3.6701 1=3.6807

—1.4996  Q=1.5004

’LL2:5.

0.000 €11.490 L2 3.000 0.000 41 1.500 €L 3.000
(a) (b)
Figura 5.28: El juego cuantico de Hotelling con limite de coste a=4.5 y coste cuadratico. L=3.0,
t=1.0. (a) ¥=0.0. (b) v=1.6.

Si a = b, entonces 5* = L /2, y los precios y beneficios en EN con coste de desplazamiento
cuadrético vienen dados por las ecs. (5.34). Los precios teéricos y los beneficios con a=b=0.75
se representan en la fig. 5.27 por medio de (p*, u*), respectivamente. Concuerdan con las
ecs. (5.34b), ya que a=4.5 es menor que el valor de e(5*) en el juego cldsico. Como resultado de
ello, en la fig. 5.27 se obtiene que p, = h/2 = 7.5/2 = 3.75, u{’y, = hL/4 = 7.4-3.0/4 = 5.625.

Pty = (L—2a) cosh~Lt, pf = (L—2a)cosye'Lt, uf, = (L—2a)cosyeL?t/2, ~ <"

(5.34a)

* he K Ckx h Cx hL [ ]

Pip = 5 P12 = 9 Upg = W Y=
(5.34b)

donde

h =2a—(L—2a)t ¢ 1l h 1 (5.35)

=2a—(L—2a =—In|{——1]. )

N 7

5.5. Entrelazamiento trigonométrico

Esta seccién presenta el entrelazamiento cuantico bajo el enfoque de Frackiewicz (2016),
es decir, con w; = cos® 7y, wy = sen?,v € [0, 7/2]. Bajo este esquema de entrelazamiento, de
acuerdo con (5.2), se cumple que p§ + p§ = p1 + pa, y el consumidor indiferente en el juego
de Hotelling se ubica en 3(7), que viene dado por la ec. (5.36)1>%. Notar que la contribucién
de py — p1 en § tiende a disminuir con el incremento de ~.

B 1
5(v) = B (901 + xo +

(5.36)

(p2 — p1) cos 27)
; .
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Capitulo 5. El juego de Hotelling con limite de coste

Simulacién con localizacién fija

La fig. 5.29 muestra el efecto del entrelazamiento trigonométrico en los dos escenarios
de la fig.5.12. A diferencia de lo que sucede bajo el modelo de LDM en la fig.5.12, en
el caso del entrelazamiento de Frackiewicz los precios independientes no caen a cero, sino
que aumentan aproximadamente en paralelo con los precios entrelazados. De hecho, ambos
precios son indistinguibles hasta aproximadamente v°*. A partir de ese valor, ambos tipos
de precios divergen en cierta medida, pero tienden a converger nuevamente en y=n/4. Por
su parte, los beneficios de campo medios difieren de los simulados medios cuando el grado
de entrelazamiento es muy elevado. En cualquier caso, en ambas simulaciones los resultados
obtenidos con un alto entrelazamiento en la fig.5.29 son similares a los obtenidos en la
fig. 5.12.
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Figura 5.29: Simulacién del juego cuantico de Hotelling con limite de coste a=12.0 y entrelaza-
miento trigonométrico v variable en T=200 con cinco configuraciones de precios iniciales. x1=0.6,
xr9=2.6. L=3.0,t=1.0. (a) «=5.0, (b) @=6.0. Los graficos de (p*, u*) muestran los resultados tedricos
en equilibrio de Nash.

A partir de la ec. (5.16) con Q = S0’y tan? 7, el valor de v* viene dado por la ec. (5.37).

cos? «y
El entrelazamiento critico v* aumenta con « y es igual a cero cuando 1 — % = 0, es decir,

cuando @ = (L + (L —a — b)/2)t = e(5*, 7=0.0). En la fig. 5.29(a) con a=>5.0, resulta que
~*=0.4636, mientras que en a fig. 5.29(b) con a=6.0, v*=0.5639.

2L
~* = arctan ( 1- ht) , h=2a—(L—a-D>)L. (5.37)

Los precios independientes en EN en el modelo de Frackiewicz vienen dados por la
ec. (5.38). En la fig.5.29, los precios independientes medios estan por encima de los tedri-
cos p* para v < v*, y como consecuencia de ello, los beneficios también lo estan. Esto es
particularmente cierto con un factor de entrelazamiento bajo pero, a medida que v crece, la
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diferencia entre los precios simulados y tedricos tiende a disminuir y a converger en v = v°.

cos?
H().5(0) = Sl (£ k(). L= b))t 1< (5.3%)
i) 930)) = 57 (4 K, L= k) )t 2 (5.350)
donde
k(v) = 460@82_;_1. (5.39)
La ec.(5.38a) y la ec. (5.38b) se igualan cuando se cumple ﬁ = 52 lo que da

lugar a la expresion del v critico de la ec. (5.37). Si no existe limite de coste, las ecs. (5.38a)
aplican en el intervalo completo [0, 7/4]. En tal escenario, la pendiente de los beneficios
independientes de ambos jugadores crece extremadamente con alto entrelazamiento de tal
manera que divergen en y=m/4 donde se cumple que cos 2y=0.

Como en el modelo de LDM, la ubicacién del consumidor indiferente 5*(-y) en el esquema
de Frackiewicz, dado por las ecs.(5.40)1% no varia significativamente, puesto que 5*(0) =

(L + k:)/2 = 1.53 y, a partir de vy = 7*, 3 converge a (L + (a — b))/2:1.600.

cos?

() = 3 (Lra—b-2"2 ki) v <5%s T = o (Lrab- k()7 2 4" (5.40)

cos 2y L

Simulacién con localizaciéon y precio variables

La fig. 5.30 muestra el juego cuantico de 4.5-HOT bajo el esquema de Frackiewicz en una
simulacion en localizacion-precio con T'=300. A diferencia de lo que sucede bajo el enfoque
cuantico de LDM en la fig. 5.17, con el entrelazamiento de Frackiewicz los precios indepen-
dientes no llegan a cero, sino que se mantienen estables hasta poco después de y=7/8 y, a
partir de ese valor, comienzan a crecer, como se observa en la fig. 5.29(a). Los precios entre-
lazados y los simulados medios se confunden practicamente en la grafica, ya que sus valores
son similares. De hecho, en el esquema de Frackiewicz, si p; = pa = p, entonces se cumple que
p$ = p5 = p(cos? v + sen? y) = p. Las localizaciones medias de los jugadores (T) permanecen
estables hasta aproximadamente v = 7/8, luego divergen muy ligeramente y, en un valor
muy alto del factor de entrelazamiento, ambas comienzan a separarse mas notablemente, de
modo que, en y=7/4, 71=0.8273 y T5=2.1674. Con entrelazamiento maximo, los valores de
los beneficios en la fig. 5.29(b) son w;=5.3097 y u;=>5.3332, similares a los alcanzados en la
fig. 5.17 ya en y=2.0 (como se muestra en la tab.5.2).

Si a = b, entonces 5 = L/2 y, con entrelazamiento trigonométrico, las ecs. (5.10) se

convierten en las las ecs. (5.41). De acuerdo con la ec. (5.41b) y la ec. (5.42), en la fig. 5.30
se cumple que v*=0.421, y pj ,=p75=3.75, uj ,=5.625 cuando v > 7*, es decir, los mismos
precios y beneficios para valores elevados de entrelazamiento que en el esquema de LDM.
Los graficos de (p*, u*) en la fig. 5.30 muestran los precios tedéricos en EN y sus beneficios
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asociados en el juego con a=b=0.75, L=3.0, t=1.0, donde v* = arctan (\/1 = %) = 0.4025,
préximo a 7/8=0.3927.

2 2
o = cos"Y . yor = S5
1,2 127 Gos 2y 1,2

h Cx

x  _ _Cck _
P12 =Di2 = 9 Uy =

L*t)2, v <A, (5.41a)

cos 2y
hL

Tv Y > ’7.7 (541b>

donde
2Lt
h =2a—(L — 2a)t, 7*® = arctan ( 1-— ) . (5.42)

u,u#
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Figura 5.30: Simulacion en localizacién-precio del juego ctiantico de Hotelling con limite de coste
a=4.5 y entrelazamiento trigonométrico - variable en T=300. L=3.0, t=1.0. (a) Localizacién pro-
medio de los jugadores (Z) y precios independientes y entrelazados medios (p, p°). (b) Beneficios
medios simulados () y de campo medios (u#). Los graficos de (p*, u*) muestran los resultados
tedricos en equilibrio de Nash para a=b=L/4=0.75.

La fig.5.31 considera el escenario analogo al de la simulaciéon de las figs. 5.27-5.28 pero
bajo el esquema cudntico de Frackiewicz o también puede interpretarse como el escenario de
la simulacion de la fig. 5.30 con coste de desplazamiento cuadratico.

Las caracteristicas principales de los gréficos en la fig. 5.31(a) son las observadas en la
fig. 5.30. En particular, las localizaciones promedio de los jugadores (Z) permanecen estables
hasta aproximadamente y=7/8, a continuacién divergen muy ligeramente y, en un valor muy
alto del factor de entrelazamiento, se separan apreciablemente, de modo que en y=m/4 se
cumple que T7=0.7665 y 73=2.2390, valores muy préximos a L/4=0.75 y 3L/4=2.25. La
fig. 5.31(b) y la fig. 5.31(c) muestran el juego clasico y el juego con un entrelazamiento de
~v=m /4, respectivamente. En concreto, en la fig.5.31(c) se observa que el entrelazamiento
parece inducir el OP, aunque sorprendentemente existen pequenas porciones en los extremos
del mercado donde no existe demanda del producto.
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p,T,u
6.0
5.5
5.0
45
4.0
3.5%]
3.04"
2.5
2.0
15
1.0
0.5

Pp1=2.4000. py=2.4632

a=4.5,7=0.0
Q1=1.5410 Q,=1.4590
u1=3.6983  12=3.5939

p1=4.0582, pr=3.9845

a=45y=mn/4

71'/8 7‘-/4 fy 0 L1 1.54102 3.0 = i B - 8
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Figura 5.31: Simulacién en localizacién-precio del juego cuantico de Hotelling con limite de coste

a=4.5, coste de desplazamiento cuadratico y entrelazamiento trigonométrico v variable en T=300.

L=3.0, t=1.0. (a) Localizacién promedio de los jugadores (Z) y precios independientes y entrelazados

medios (P, p¢); beneficios medios simulados (%) y beneficios de campo medios (u*). (b) El juego en

~v=0.0. (c) El juego en y=m/4.

5.6. Conclusiones

La simulacién numérica con interaccion local resulta ser una poderosa herramienta para
examinar el comportamiento del juego cuantico de a-HOT. Permite analizar cémo el aumento
del entrelazamiento hace que emerja la soluciéon del OP en el EN tanto en simulaciones del
juego con precios variables y localizaciones fijas de los jugadores, como en el escenario mas
complejo con precios y localizaciones variables. En el taltimo caso, los jugadores comparten el
mercado, ubicdndose ambos jugadores en posiciones préximas a (L/4, 3L/4). Estos resultados
generales se alcanzan con coste de desplazamiento lineal y cuadratico, en este tltimo caso
con una convergencia mas precisa hacia la solucién del OP con el aumento del factor de
entrelazamiento. En la ultima parte del capitulo se ha analizado el juego cuantico bajo el
esquema de Frackiewicz, obteniendo resultados similares a los alcanzados previamente con el
modelo de LDM.
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Notas

[5-11Se cumple que Q=2r = 2(a — p)/t, de tal modo que el beneficio u = p @ se maximiza en el caso en que

p*=%5 — Q* = §. Se verifica en el caso en que r* = “=><a — a;<2at.

[5-21Se puede expresar la diferencia de los precios efectivos o entrelazados en funcién de los precios indepen-

dientes: p§ — p§ = powy + prws — (Prwy + paws) = pa(wy — w2) — p1(wy — wa) = (P2 — p1) (w1 — w2).

[5>-3]E] EN se obtiene de modo andlogo al caso del juego clsico: u$ = p$(Q1(7) = 3(7)), u§ = p5(Qa(7) =

(=5t B 0.0 220 g, o), 50

[>-4E]l EN para v > ~* se obtiene considerando que se debe cumplir: e(s) =a—pf+(s—a)t =a, ps+

(L=b—s)t=a,>p{+p5=2a—(L—b—a)t— (p1 +p2)(w; +wy) = h.

Ademas, teniendo en cuenta que se mantiene la relacién entre los precios independientes, se obtiene:

L+k L—k
1’;—; = #8; — (p1 + Wg;pl)(wl + ws) = h, pl(#l‘(,y))(wl +wy)=h.

[5.5] __ he™ 7

Para v > ~*, se cample que: p3(v) — pi(v) = “57-[—2k(7)]. A partir de la expresién anterior, se obtiene

la localizacién del consumidor indiferente cuando v > 4*, 5*(y) = (L +a—b+ M) =

WL +a—b— bl a2l

Lt 2+e27 :

[5-61Gj igualamos las expresiones del consumidor indiferente para v < 7* y v > ~°, se demuestra que
obtenemos la expresién de v*: 3 (L + 5424 ) = 5 (L+a—b— L(hz(i;bw))t) — 2 —a—b— % —
1 h _ 2 h 2y _ h
m—l*m‘)lf2+evfﬁﬁe‘y—ﬂfl

[>-7IE]l OP en las distintas regiones existentes, dependiendo del valor de «, viene dado por las siguientes

expresiones:

»a<o:Q=2-p)  ,u=2a-pp, u/2=(a—p)—p—=p° =10 Q =2a-%) =o
a—p® =a — a1 = 2a.

n o <a<ag Q=2a p*=a—a.

" mp <a<agQ=ata—p /2 =ata—p—p—p® = (ata)/2 = Q* = at+a—(ata)/2 = (a+a)/2.
a—p*=a—a2=3a. Q*=(a+a)/2=L/2 > a3=L—a.

ma>a3:Q=L/2,p* =a—(L/2—a). Sia>L/4, a debe sustituirse por L/2 — a en la ec. (5.19).
[5-81Como se tratard en detalle en la sec.8, donde se analizara el juego con localizaciones préximas de los
jugadores, p' es el precio que cumple pL/2 = (p — (L — 2a)t) L, que se corresponde con el precio en
la regién donde no existe equilibrio o SCC. Es decir, es el precio resultante de igualar el beneficio que
obtendrfa un jugador si su precio fuera el de equilibrio (p* L/2) con el beneficio que obtendria el otro
jugador si capturara todo el mercado ((p* — (L — 2a)t) L).

5 .7 . . .7 . . . .
[5-91La expresién de los precios efectivos o entrelazados en funcién de los precios independientes se obtiene
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del siguiente modo: p§ —p§ = paw1 () +prw2(y) — (prw1(7) +paw2(7y)) = pa(w1(y) —wa(y)) —p1(wi(y) —
wa (7)) = (p2 — p1)(wi(y) — wa (7)), wi(7y) — wa(y) = cos®y — sen® y = cos 27.

[5-10] Ambas expresiones de 3*(v) se igualan cuando se cumple que vy = 7*: %(L +a-—b— 2C0527k('y)) =

cos 27y
1 h cosz’y __ h cos? fy—senz’y __ 2L 2 _ 2L
§(L+aibifk(ﬁ>/))4>26052’y*f*> cos? v 7T*>17tan777'

64



Capitulo 6

El juego clasico de Hotelling-Smithies

En este capitulo se estudia el modelo del juego de Hotelling donde, ademas de existir limite
de coste, la demanda es elastica (variable), descrito previamente en la sec. 3.2.3, es decir, el
juego de a-HS. Se aborda tinicamente el juego clésico, dejando para el capitulo siguiente el
juego cuantico de a-HS. En este contexto, la simulacién del juego descrita previamente en la
sec. 4.1, nos permitira comprobar la veracidad de la solucién analitica en el caso en que haya
sido posible calcularla y explorar aquellos escenarios donde analiticamente no hayamos podido
llegar a un resultado. Se estudian diversas variantes del juego, como es el caso de localizaciones
fijas y precios variables, el de precios fijos y localizaciones variables, el monopolio o la versién
con coste cuadratico. El contenido de esta seccion esta basado en el articulo relativo a este
tema de Grau-Climent et al. (2022).

6.1. Simulacién del juego clasico de Hotelling-Smithies

Simulacién con localizacién fija

Consideremos el juego de 4.5-HS con localizaciones fijas de los jugadores x1=0.6, £,=2.6
(L=3, t=1). La fig. 6.1 representa un ejemplo de los valores de la simulacién del juego de
HS en las iteraciones iniciales y en la iteraciéon T'=100 en un subconjunto de 5x5 de toda la
reticula de la fig. 4.1.

La fig. 6.1 muestra que en 7T'=1 muchas celdas obtienen cero beneficios al estar muchos
precios por encima del limite de coste. Sin embargo, después de la primera actualizacion de
los precios, en T'=2 s6lo dos de las celdas mostradas obtienen beneficios nulos. En T=100, se
observa como para los precios, demandas y beneficios se obtienen ya valores estables.

Siguiendo con el mismo ejemplo, la fig. 6.2(a) muestra la dindmica hasta T=15, donde
los precios medios iniciales p; , ~ 6.0 implican demandas y beneficios medios iniciales muy
bajos. Durante las primeras iteraciones, los precios medios caen en picado, al contrario que
las demandas y beneficios promedio, que se disparan. Sin embargo, estas fuertes tendencias
iniciales pronto se interrumpen, de modo que los precios, demandas y beneficios medios se
vuelven casi estacionarios antes de T=10. En el régimen estacionario, p; supera ligeramente
a Pz y Q supera claramente a @,, lo que induce que u; > . La razén tltima de que esto
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(1,p2) (01,02) (ui, u3) (v, p3) (% (uf,uf)
7.5 7.2105 9.0 7.910.0 0.0 0.0 0.0 3.5/0.0 0.0 0.0 0.0 0.0|1.4 0.9 1.4 2.6 3.0{43 55 48 2.0 1.6 6.0 52 6.7 52 4.6
23 14 66 76 48 29 59 00 00 0.1 67 84 0.0 00 00|23 1.4 3.5 29 2219 50 02 1.8 29 43 71 0.7 51 65
10.7 3.5 0.6 80 29 0.0 0.4 88 0.0 2.0 0.0 1.5 49 0.0 59|14 23 1.4 26 2252 1.8 55 1.9 3.5 74 41 7.7 49 7.7
88119 2.6 22 88 0.0 00 17 3.8 0.0 0.0 0.0 44 82 0.0(3.5 09 2.6 22 43 00 7.0 1.6 3.4 00 00 64 41 7.5 0.1
09 5.0 29 67 67177 00 2.0 0.0 0.0 7.7 0.0 58 0.0 00109 2.6 2.2 2.6 22175 1.3 3.4 2.0 3.6 69 32 7.5 52 7.7
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16 1.6 1.6 1.5 1.6 {40 3.6 4.0 3.6 4063 55 63 55 6.2

1.6 1.6 1.6 1.6 1.5 3.6 4.0 3.6 40 3.6 55 63 55 6.2 55

1.6 1.6 1.6 1.5 1.6 4.0 3.6 4.0 3.6 40 63 55 63 55 6.2

16 1.6 1.6 1.6 1.5 3.6 40 3.6 40 3.6 55 63 55 6.2 55

1.6 1.6 1.6 1.5 1.6 4.0 3.6 40 3.6 40 63 55 63 55 6.2
Figura 6.1: Precios, demandas y beneficios de las iteraciones iniciales e iteracion T=100 en un
subconjunto de 5x5 de toda la reticula en una simulaciéon del juego de Hotelling con limite de coste

a=4.5 y localizaciones fijas 1=0.6, x2=2.6. L=3.0, t=1.0.

sea asi es que a > b en el ejemplo analizado. El resultado de cinco configuraciones de precios
aleatorios iniciales se muestra en la fig.6.2(a), pero tales simulaciones son indistinguibles.
La fig. 6.2(b) muestra la representacién del juego en una de las simulaciones de la fig. 6.2(a)
con precios estacionarios en T=100 (cuyos valores veiamos anteriormente en la fig. 6.1). La
localizacion del consumidor indiferente, s=1.579, permanece cercana a la del EN en el juego
de Hotelling original, es decir, $*=1.533, pero los precios, las demandas y los pagos difieren
de los mostrados en la fig. 3.5(b). El efecto de la variacién de « en este escenario se analiza
mas adelante en la fig. 6.12.

ﬁ)é’ﬂ z1 = 0.6, 29 =2.6
a=4.5

Zg # x1=0.6, x5o=2.6
60, [k —— < p1=1.573. po—=1.532
55| | o (21=3.953, (Q>=3.607
5.0 ©1=6.238, us=5.541
4.5 - a=4.5
4.0 Qr R e i
35 €2
3.0
2.5 ’
2.0 =

1 P15
1.5 2
1.0 Qf 1 5)
0.5

‘ 5 10 5T 0.0 1 1.579 T3 3.0
(a) (b)

Figura 6.2: Simulacién del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a=4.5 y localizaciones
fijas de los jugadores 1=0.6, x9=2.6. L=3.0, t=1.0. (a) Dindmica hasta T=15 en cinco simulaciones.
(b) El juego con los precios medios estacionarios de una de las simulaciones en T=100.

La fig. 6.2(a) muestra también los valores de campo medios de las demandas y los beneficios
(Q*, u) logrados en un escenario hipotético donde dos jugadores adoptan los precios medios
(P, Py) que aparecen en la simulacién numérica, lo que da lugar a las demandas dadas en las
ecs. (6.1), donde 5% = 5(p,, Py). Los valores de campo medios de las demandas y los beneficios
estan representados en color marrén para el jugador-1 y en color verde para el jugador-2.
Se observa que, estos valores de campo medios, en las demandas y en los beneficios, solo
difieren de los valores medios de la simulacién en las iteraciones iniciales, de modo que antes
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de T'=10, los valores de campo medios y los de la simulaciéon coinciden.
QF = (a —p,)s" + t(aE# - 5#2/2 - a2>, (6.1a)
Qf = (a =) (L —5%) +t(b(L — 5%) — (L — 5%)2/2 = 1?). (6.1Db)

La simulacién proporciona una estimacion muy precisa de la soluciéon en EN, como confir-
man las funciones de respuesta de la fig. 6.3 en el juego reportado en la fig. 6.2(b): p;=1.573
es la mejor respuesta a p,=1.532 y p,=1.532 es la mejor respuesta a p;=1.573.

u(p1, p2=1.532) u(p1=1.573, p2)
. 9.000¢ —_
8.340--\\ —_—
62381~~~ \--— it Y
o)
— 5541f------ D A S
i Qs uq
| |
)
I
i !
I I
| i
3 I | Q.
! |
1 D27 dy } T dy
1.573 (a) 3.532 Pt 1.532 ) 3873 p2

Figura 6.3: Funciones de respuesta del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a=4.5 y
localizaciones fijas de los jugadores x1=0.6, x9=2.6. L=3.0,t=1.0. (a) Precio del jugador-1 (p;)
variable, dado pe=1.532. (b) Precio del jugador-2 (p2) variable, dado p;=1.573.

La fig. 6.4 muestra los patrones de precio, demanda y beneficio en T=100 en la simulacion
del juego de la fig.6.2(b). Los tonos de gris més oscuros se asocian a valores crecientes.
Los patrones presentan estructuras intrincadas similares a una compleja placa de circuito
impreso.

P1oo QlOO Uqpo

(a) (b) ()
Figura 6.4: Patrones en T=100 en la simulacién del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste
a=4.5 y localizaciones fijas de los jugadores x1=0.6, zo=2.6. L=3.0, t=1.0. (a) Precios. (b) Deman-
das. (c) Beneficios. El aumento del nivel de intensidad del tono de gris se asocia a valores crecientes.
Dmin=1.413, Dimaz=1.766: Qumin=3.117, Qmaz=4.315; Umin=5.364, tmar=6.507
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Simulacién con precio fijo

La fig. 6.5 muestra la simulaciéon del juego de 4.5-HS con precios fijos de los jugadores
p1=2.0, po=2.1. La fig. 6.5(a) muestra la dindmica hasta 7=20, donde las localizaciones me-
dias iniciales de ambos jugadores son Ty ~ 0.75, T3 ~ 2.25, a partir de la asignacion de
valores aleatorios a la posicién inicial. A diferencia de lo que sucede en la fig. 6.2, en la fig. 6.5
los beneficios iniciales no son muy bajos y son muy proximos a sus valores estacionarios,
que se alcanzan rapidamente en la simulacién. Los valores medios de las localizaciones y las
demandas también se estabilizan pronto, con T; ~ 1.346 > 0.75 y Tp ~ 1.754 < 2.25 en
T=20. Las localizaciones alcanzadas en T=100 se representan en el juego de la fig. 6.5(b). El
efecto de la variacion de « en este escenario se analiza mas adelante en la fig. 6.15.

Las localizaciones en EN para unos precios dados (pi, p2) y un valor de « intermedio
se corresponden con las de la ec.(6.8), que en el caso particular de (p;=2.0, po=2.1) re-
sultan ser (x7=1.367, 25=1.733), valores muy préximos a los alcanzados en la simulacién

(1=1.346, To=1.754). A partir de la ec.(6.8) obtenemos que se cumple que z7 + x5 =

L+ %(pQ — p1) (notar que no hay dependencia con «), de modo que 5% = % + %(pg — p1).

Como resultado de ello, si ps > pi1, se cumple que s* > L/2. Este es el caso de la fig.6.5
donde ps—p;=0.10, de modo que 5*=1.60, lo que induce un mayor beneficio para el jugador-1
(6.127 vs. 5.401), a pesar de tener un precio mas bajo en comparacién con el del jugador-2
(2.0 vs. 2.1), que se ve compensado con una mayor demanda (3.063 vs. 2.572).

65 _ Pp1=2.0, po=2.1
Lu‘ﬁ\ Ut x1=1.353, xo=1.751

w Q21=3.059, (Q2=2.565
Zg u1=6.119, us=5.387
. o = 4.5

o
o0
&
o

2

5 10 15 70T 00 T L (:)c2 3.0

(a) (b)
Figura 6.5: Simulacién del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste «=4.5 y precios fijos de
los jugadores p;=2.0, po=2.1. L=3.0, t=1.0. (a) Dindmica hasta T'=20 en cinco simulaciones. (b) El

juego con las localizaciones medias estacionarios de una de las simulaciones en 7T=100.

La fig. 6.6 permite confirmar graficamente la afirmacién de que la simulacion en localiza-
ciones con precios fijos proporciona una estimacion muy precisa del EN en el caso particular
del juego reportado en la fig. 6.5(b): a=1.353 es la mejor respuesta a b=1.249 (fig.6.6(a)),
y b=1.249 es la mejor respuesta a a=1.353 (fig. 6.6(b)). Los valores exactos en EN son algo
complejos de encontrar graficamente debido a la amplia curvatura que presentan las funciones
de respuesta. A diferencia de lo que sucede en la fig. 6.3, no aparece ninguna discontinuidad
en las funciones de respuesta de la fig. 6.6.
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u(a, b=1.249) u(a=1.353,b)

Uj

6.119¢-—-—--=-=-=-=-->
5.387

@ 1.353° ¢ ) 1349 0
Figura 6.6: Funciones de respuesta en el juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a=4.5y

precios fijos de los jugadores p1=2.0, po=2.1. L=3.0, t=1.0. (a) Localizacién del jugador-1 a variable,
dado b=1.249. (b) Localizacién del jugador-2 b variable, dado a=1.353.

Los patrones en T=100 de la simulacién del juego en la fig. 6.5(b) se muestran en la fig. 6.7.
Como puede observarse, son muy similares a los de la fig. 6.4.

Figura 6.7: Patrones en 7=100 en la simulacién del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste
a=4.5y precios fijos de los jugadores p;=2.0, p2=2.1. L=3.0, t=1.0. (a) Localizaciones. (b) Deman-
das. (c) Beneficios. El aumento del nivel de intensidad del tono de gris se asocia a valores crecientes.
Tmin=1.041, Zpa2=2.061; Qnin=2.380, Qmaz=3-341; Upin=4.998, Uyq,=6.682.

Simulacién con localizacién y precio variables

La fig. 6.8 trata la simulacién del juego de 4.5-HS con localizaciones y precios variables. La
fig. 6.8(a) muestra la dindmica hasta T'=20, y la fig. 6.8(b), el juego con las posiciones y los
precios medios estacionarias alcanzados en una simulacion en T=300. Los precios, demandas
y beneficios son muy similares para ambos jugadores a lo largo de las distintas iteraciones,
mientras que las localizaciones medias tienden a aproximarse desde a=b=L/4=0.75 hasta
aproximadamente a=b=3L/8=1.125. El efecto de la variacién de « en este escenario se analiza
mas adelante en la fig. 6.16.

La fig. 6.9 muestra las funciones de respuesta (py, p2) en el juego de la fig. 6.8(b). Por un
lado, la fig. 6.9(a) muestra que p;=1.124 estd muy cerca de ser la mejor respuesta a pa=1.151
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33‘1:1130, 1172:1836
p1=1.124, po=1.151
(Q1=4.350, Q2=4.300
u1=4.889, us=4.951
Y/ oao=45_________
1 2
10 15 20T 0.0 L1 1.496 T2 3.0
(a) (b)

Figura 6.8: Simulacién del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a=4.5 y localizaciones
y precios variables. L=3.0, t=1.0. (a) Dindmica hasta T=15 en cinco simulaciones. (b) El juego con
las localizaciones y los precios medios estacionarios alcanzados en una simulacién en 7T=100.

y, por otro lado, la fig. 6.9(b) muestra que ps=1.151 estd muy cerca de ser la mejor respuesta
a p1=1.124. Cabe destacar que surgen dos discontinuidades en las funciones de respuesta: la
inferior en p; — (o — 1) y la superior en p; + (x2 — x1). Estos limites superior e inferior en
los precios indican que un jugador captura la totalidad del mercado porque pone un precio
significativamente menor que el otro.

u(p1, p2=1.151) u(p1=1.124, p,)

g4.845 8.701

po—d, ! patd, p1~dy ! pitdy
0445 1.124 1857 D1 0418 1.151 1.830 D2

(a) (b)
Figura 6.9: Funciones de respuesta en precio para el juego de Hotelling-Smithies con limite de
coste a=4.5 y localizaciones fijas £1=1.130,x2=1.836. (a) Precio del jugador-1 p; variable, dado
p2=1.151. (b) Precio del jugador-2 p variable, dado p;=1.124.

La fig.6.10 muestra las funciones de respuesta (a, b) en el juego de la fig.6.8(b). La

fig.6.10(a) muestra la respuesta a b=1.164 y la fig.6.10(b), la respuesta a a=1.130. Am-
bas subfiguras indican que la mejor la respuesta de posicion es 1.5 en ambos casos en lugar
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de los valores de a y b alcanzados en la simulacion conjunta de localizacién-precio.

u(a,b=1.164) u(a=1.130, b)

4.889f-—-—--- -~ s -3

(a) 1-130 15 (b) L1641 b

Figura 6.10: Funciones de respuesta en localizacién para para el juego de Hotelling-Smithies con
limite de coste a=4.5 y precios fijos: p;=1.124, po=1.151. (a) Localizacién del jugador-1 a variable,
dado b=1.164. (b) Localizacién del jugador-2 b variable, dado a=1.130.

La fig.6.11 muestra los patrones en T=200 de la simulacién del juego de la fig. 6.8(b).
Los patrones de la fig. 6.11 presentan estructuras laberinticas, lo que hace que su aspecto sea
bastante diferente a los de la fig. 6.4.

Paoo L200 Q200 Uggg

Figura 6.11: Patrones en T=200 en la simulacién del juego de Hotelling-Smithies con limite
de coste a=4.5 y localizaciones y precios variables. L=3.0, t=1.0. (a) Precios. (b) Localizacio-
nes.(c) Demandas. (d) Beneficios. El aumento del nivel de intensidad del tono de gris se asocia a
valores crecientes. Ppin=0.417, Pimaz=1.703; T1in=0.727, Tinaz=2.248; Qnin=0.000, Qq-=10.000;
Umin=0.000, Uy q,=8.826.

La variabilidad dentro de la reticula de precios, localizaciones, demandas y beneficios en
cinco simulaciones en T'=200 del juego 4.5-HS, considerando localizaciones y precios varia-
bles, se cuantifica a través de la desviacion estandar de estos parametros del juego, tal y como
se muestra en la tab. 6.1. Como ya se habia observado al abordar la dinamica del juego, no se
aprecian diferencias significativas en cuanto a la desviacién estandar de precios y localizacio-
nes en la tab. 6.1 debido al cambio de la asignacién aleatoria inicial en las cinco simulaciones.
En cambio, los valores de la desviacion estandar no son despreciables en el caso las demandas
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y los beneficios. Este hecho podemos decir que se podia haber esperado si se considera la
fig. 6.8(a), donde las demandas y los beneficios de campo medios se aproximaban, pero no
coincidian con los valores medios correspondientes a la simulacion.

Tabla 6.1: Desviacién estandar de los precios, localizaciones, demandas y beneficios de cinco simu-
laciones en localizacién-precio del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a=4.5 en T=200.

P1 b2 T ) 1 Q2 Uy U2
0.339 | 0.326 | 0.205 | 0.202 | 2.228 | 2.160 | 1.489 | 1.601
0.304 | 0.372 | 0.258 | 0.223 | 2.167 | 2.346 | 1.779 | 1.443
0.323 | 0.362 | 0.213 | 0.223 | 2.102 | 2.272 | 1.682 | 1.396
0.344 | 0.281 | 0.204 | 0.220 | 2.315 | 2.087 | 1.329 | 1.667
0.371 ] 0.334 | 0.200 | 0.198 | 2.305 | 2.247 | 1.507 | 1.678

6.1.1. Representacion del juego en funciéon del limite de coste

Esta seccion estudia el efecto de la variacion del limite de coste, «, en el juego de HS.
Se analizard el juego con localizaciones fijas y precios variables (fig.6.12), con precios fi-
jos v localizaciones variables (fig. 6.15) y, por tltimo, con localizaciones y precios variables
(fig. 6.16).

Simulacién con localizacion fija

La fig. 6.12 representa el juego de HS con un limite de coste, «, variable y localizaciones
fijas: a=b=0.6 (fig.6.12-(a)); y a=0.6, b=0.4 (fig. 6.12(b)). En ambos escenarios, con valores
muy bajos de «, los jugadores no interactian ya que las regiones de mercado de ambos
jugadores son disjuntas (por ejemplo, con «=0.9 en el recuadro superior izquierdo de las dos
casuisticas de la fig.6.12). Por lo tanto, con valores de « bajos, la simulacién proporciona
la solucién del OP del juego, que puede encontrarse analiticamente optimizando el pago de
cada jugador. En el caso particular de localizacién simétrica (a = b), la soluciéon del OP
también serd simétrica (ambos jugadores ponen el mismo precio y tienen idénticas demandas
y beneficios), de modo que basta con optimizar el beneficio de uno de los jugadores.

a=b<L/4

Con a = b < L/4, para valores de a muy bajos, el OP viene dado por la ec. (6.2)/61, la
versién con demanda eldstica de la ec. (5.1). Asi, en la fig. 6.12(a) tenemos que p}, = a/3 si

a<a; =3-0.6/2=0.9. El juego con «=0.9 se muestra en el recuadro superior izquierdo de
la fig. 6.12(a), donde p = 0.9/3 = 0.30, @ = (0.60)* = 0.360, u = 0.3 - 0.36 = 0.108.

R o a 1 2a 3
(p1,27 Q1,2)2<37 t<3)2> a<ap = Eat. (6.2)
Los jugadores no interacttian en el intervalo intermedio [ay, ] en el juego a = b, t=1 de

la fig.6.12(a), pero el precio de ambos jugadores en la solucién del OP dada en la ec. (6.3)%2
cambia si la comparamos con la obtenida en o < «;. Se puede comprobar que no hay
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pQu a=b=0.6 u. pQu
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Figura 6.12: Simulacién del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste « variable y locali-
zaciones fijas en T=200. L=3.0, t=1.0. (a) a=b=0.6. (b) a=0.6, b=0.4. Los graficos de (p, Q, u)
representan los valores medios en la simulacién. Los gréficos de (p®, Q°, u®) en trazo discontinuo re-
presentan el 6ptimo de Pareto. Los recuadros muestran el modelo con: (a) «=0.9, 1.2, 1.41, 4.5, 8.0;
(b) «=0.9, 1.5, 2.5, 4.5, 8.0.

discontinuidad de precios en a = ay = 3a/2, al sustituir el valor de oy en la ec. (6.2) para
obtener pf,(a1) = (3a/2)/3 = a/2, que coincide con el valor resultante de hacer lo mismo en

la ec. (6.3)[%3]. En el ejemplo de la fig.6.12(a) tenemos que ap = 3(3/4)—0.6—2(0.6%)/3 = 1.41.

A— /A2 = 3(a?+ (2o — a)a L 2
T er ey
(6.3)

Con un valor elevado de a ambos jugadores interactiian, como se ilustra en los recuadros de
las dos casuisticas del juego de HS de la fig. 6.12. En el juego con localizacién simétrica (a = b),
el OP, también simétrico, viene dado por la ec. (6.4)4 donde el valor de ay es el mismo que
en la ec. (6.3)55). Por lo tanto, en la fig. 6.12(a) tenemos que ¢ = (0.62 + 0.92)/2 = 0.585, y
plo = a/2—0.585/3, cuando o > g = 3 — 1.2 —2-0.585/3 = 1.410. El juego con a=1.41 se
muestra en el recuadro superior derecho de la fig. 6.12(a), donde p = (1.41/2) — (0.585/3) =
0.510, @ = 0.510- 1.5 = 0.765, u = 0.510 - 0.765 = 0.390.

L 1, (L \? c
19=Dlo—, (== —— >ay=L—2a—2—. )
» Q12=Piag, © 2<a +(2 a>>t, aza=L-20-2;. (64)

~l o

.
p172—2

Con «a > ay, en el juego simétrico en localizaciéon de la fig. 6.12(a) los precios del OP
superan los valores medios simulados, mientras que las demandas del OP estan por debajo
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de los valores medios simulados, de tal modo que los beneficios del OP superan los promedios
simulados, aunque no en gran medida.

La simulacién de la fig. 6.12(a) proporciona valores medios que se ajustan perfectamente

a los del EN. En concreto, los precios medios se ajustan a los del EN dado por ec.(6.5)109.
En el punto critico a=1.41 en la fig. 6.12(a), se cumple que p*(1.41)=p*(1.41)=0.51.
A— /A2 —Adt(al — 2¢ L
pizz \/ 2< ), )\:Oé+t(a+32), o > . (65)

En el juego con localizacion asimétrica de los jugadores de la fig. 6.12(b), p; excede muy
ligeramente a P, pero (), sobrepasa claramente a @,, ya que 5 > L/2. Esto induce que
Uy > Uz, siendo la razén ultima de todo ello que a > b (recordemos el ejemplo particular de
a=4.5 en la fig.6.2). Las cantidades promedio logradas en la simulacién proporcionan una
estimacion altamente precisa de la solucién en EN, como se puede observar en el analisis de
las funciones de respuesta de la fig. 6.3 en el caso particular a=4.5. Otros autores, como Puu
(2002), analizan el EN en el juego de a-HS en el intervalo [—1, 1], en lugar de hacerlo en

[0, L].

a=b>1L/4

Sia =0b> L/4, a debe reemplazarse por (L/2) — a en las ecs. (6.2), (6.3) y (6.4)[67
donde el valor de ¢ no varfa y viene dado por la ec. (6.4). Como resultado de ello, a;(a) =
3(L—a)ty as(a) = 2a — 2£. Como caso particular, en el valor limite @ = L/4, se cumple
que (L/2) —a=a.Sia=b< L/4dyad =V =(L/2) — a, se cumple que (L/2) —da' = a, de
modo que a(a) = a;(a’) y as(a) = az(a’). Por ejemplo, en el caso particular de a = L/8, se

cumple que aq(L/8) = a1 (3L/8) = 3Lt/16 y as(L/8) = az(3L/8) = 19Lt/32

A diferencia de lo que sucede si a = b < L/4,si a = b > L/4 los jugadores interactiian
en el intervalo [ay, ay], donde la solucién del OP vendra dada por la ec. (6.3) sustituyendo a
por L/2 — a y los precios en EN con t=1 vendran dados por la expresién/®®,

) _A—\/A2—16[a2+(2a—(g—a))(

p1,2 - 8

Nl
|
S
N

Representacion del juego en funcién de la localizacién

La fig. 6.13 muestra la simulacion del juego de 4.5-HS con localizaciéon a = b variable. El
beneficio maximo de la soluciéon en EN se consigue en a=0.657, lo que da lugar a u=>5.924.
Los gréficos de (p®, Q°, u®) corresponden a la solucién del OP segun la ec. (6.4), mientras que
los de (p*, @*, u*) corresponden a la soluciéon en EN segtn la ec. (6.5). Como cabia esperar,
los precios del OP son mayores que los del EN. Esto da lugar a menores demandas pero, al
mismo tiempo, mayores beneficios. El beneficio méaximo de la solucion del OP se alcanza en
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a=L/4=0.755lo que da lugar a u*=6.381. El beneficio medio méximo en la simulacién
(con 200 puntos equidistantes muestreados) resulta ser ©=5.980 en a=0.739.

p,Qu
9 -

Q
- S

[— 3
KL T— 1 i
N |
24 ] -
1+ DP1,2 171,2i IL
. 0.657% ..o y
0.50 0.75 L

Figura 6.13: Simulacién del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a=4.5 y a=b variable
en T'=200. L=3.0, t=1.0. Los graficos de (p®, Q°, u®) en trazo discontinuo representan el éptimo de
Pareto. Los graficos de (p*, @Q*, u*) representan el equilibrio de Nash. Los graficos en color rojo y
azul de (p, Q, u) representan los valores promedio de la simulacién.

Continuando con el juego simétrico, la disminucién de los precios (y los beneficios) con
valores elevados de la localizacién, a, esta de alguna manera asociada con la disminucién de la
importancia del componente de ubicacion en el juego cuando los jugadores estan lo bastante
proximos. De hecho, en a=1.5 la ubicacién no desempena ningin papel en absoluto y el juego
se establece s6lo en precios, de modo que la tinica soluciéon en EN es aquélla en la que ambos
precios son cero (juego de Bertrand). Los graficos del EN dejan de coincidir con los valores
promedio simulados en la fig. 6.13 a partir de aproximadamente a' =1.108, coincidiendo con
una disminucién de los precios (y de los beneficios) mas acusada. Ello es consecuencia de la
falta de EN cuando los jugadores estdn muy cerca el uno del otro. En la ec. (6.7), se muestra
la condicién necesaria y suficiente para la existencia de EN en el juego simétrico (a = b). De
acuerdo con ello, la condicion que debe satisfacerse es que el beneficio obtenido con el precio
del EN, p*, ha de ser mayor que el obtenido con el precio p? = p* —t(L — 2a) , que representa
el precio con el que el mercado es acaparado completamente por uno de los jugadores. En
la fig. 6.13, con a=4.5, ambos términos de la ec. (6.7) se igualan en @'=1.108, con «=3.0 en
@ =1.221, y con a=6.0 en d'=1.023, valores préximos a 3L/8=1.125.

- lm ) 5 _ ;t <a2 + (S - a)2>

siendo p? = p* — t(L — 2a), el precio que hace que el mercado se convierta en un monopolio.

> u? = p¢ [(oz - pd) L— ;t (a2 + (L — a)Q)} , (6.7)

La fig.6.14 representa la simulacién del juego de 4.5-HS para a=b=1.2 en el contexto
de la fig.6.13. La fig. 6.14(a) muestra la dindmica evolutiva hasta T'=40, incluida la de las
desviaciones estdndar de precios, demandas y beneficios. A diferencia de lo que sucede en
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simulaciones con @ = b < L/4, las desviaciones estdndar en la fig. 6.14(a) no caen en picado
a cero, sino que permanecen bastante elevadas durante toda la simulacion. La simulacion
con a=b=1.2 devuelve en T'=100 unos valores de precio muy préximos entre si, p;=1.184
y Do=1.173. La fig. 6.14(b) muestra que la mejor respuesta en precio del jugador-1, p;, al
precio del jugador-2 p,=1.173, no es p;=1.184, ya que los valores de p; cercanos a 0.573
proporcionarian mayores ganancias al jugador-1. Con a=b=1.2, la ec. (6.5) da como resultado
unos valores de precio p; »=1.353. La fig. 6.14(c) muestra que este supuesto EN no es tal: los
valores de p; cercanos a 0.753 proporcionarian mayores pagos al jugador-1. La fig. 6.14-(d)
muestra que p; = 1.089 < 1.184 tampoco es la mejor respuesta a p,=1.089, si no que es
p1=1.291, lo que corresponde a u;=4.840.

PG u(pr, py=1.353)
6.01 u(p1, p2=1.173)
u(p1, p2=1.089)

Pr=dy  patds o | rde 1 padds 0 ‘ 111291
0.573 1.1841.773 0.7531.3531.953 o4e0 1.080 1480 7!
(b) (c) (d)

Figura 6.14: Simulacién del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a=4.5 y a=b=1.2.
L=3.0, t=1.0. (a) Dindmica hasta T=40. (b) pi-respuesta a po=1.173. (c) p1-respuesta a pa=1.353.
(d) pi-respuesta a pa=1.089.

Simulacién con precio fijo

La fig.6.15 muestra el juego a-HS con precios fijos y localizaciones variables de los ju-

gadores, donde el EN en localizaciones para un valor de « intermedio viene dado por la
ec. (6.8)[6:10],

1/L a+p—2 1 /5L a+p—2
X (2 " Pzt pl) o ( B P1 pz) ‘ (6.8)

173 AE RN t

En la fig. 6.15(a) se fijan los precios, p1=p2=2.0, por lo que no hay demanda por debajo
de ap=2.0. Antes del valor critico ay=2.75, los jugadores se ubican aproximadamente en
a*=b*=L/4=0.75 (recuadro superior izquierdo), con Q;» = (a — p)?/t (en el caso limite
«a=2.75 del recuadro superior derecho, tenemos que Q1 5 = (2.75—2.0)? = 0.562). Si p; = py =
p, las expresiones de la ec. (6.8) se convierten en la ec. (6.9a)611 simétrica en localizaciones.
Por tanto, en la fig. 6.15(a) las localizaciones en EN de ambos jugadores se desplazan hacia
1 1

el centro de acuerdo con a* = b* = z(a — 3) cuando o aumenta, desde a;=2.75 hasta
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a=>5.0. A partir de ap=>5.0, ambos jugadores se ubican en L/2=1.5 (recuadro inferior), con

To=2(a— %) segin la ec. (6.9b), es decir, la ec. (6.9a) con a* = L/2. La solucién del OP
en la simulacién con precios fijos e iguales de la fig. 6.15(a) se logra a partir de la ec. (6.9¢)
[6.12] " cuyo beneficio supera al logrado con la solucién en EN.

:IJ,Q,'LL u. va’u

121 £1=0.739, £,=2.264 ;=0.750, 2,=2.250 ’ 121 6.0----%&

Q1=0.250, Q,=0.250 Q1=0.56,Q,=0.562 12
o =0.500, u,=0.500 =1.125,u,=1.125 s o
11 & a= ;250// & a= 2u’275 11
107 25¢><=---- T S 2 S S N 10
mn i
9 9+
8= 0230 T1 1238501763 T2 2761 0.0 8=
©;=1.4997, 2,=1.5004
74 00 Q=877 Q5=2.877" 71 0O
u1=9.755,u=9.755

64 a =6.00 64

51 54

44 o 41

31 s 499 30 3

27 21

11 14

2,022775 ; o , o
1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0

(a) (b)
Figura 6.15: Simulacion del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste o variable y precios
fijos en T=200. L=3.0, t=1.0. (a) p1=p2=2.0. (b) p1=2.0, p2=2.1. Los graficos de (z°, Q°, u®)
representan el 6ptimo de Pareto. Los graficos de (T, @, u) representan los valores promedio en la
simulacion. Los recuadros muestran el modelo con: (a) a=2.5, 2.75, 6.00; (b) a=6.0.

1/L «o-— 1 L
a*—b*:3(2+ - p>, Qi2:2((a—p)L—t<(2—a*)2+(a*)2>>, a; <a < ag,
(6.9a)
. .. L N 1 LN\?
a"=b =9 Q1,2:2((0‘—p)L_t<2) )7 a2 (g,
(6.9Db)
. .. L . L L\?
a :b217 Q1’2:(Oé—p)2—t<4> ’ 062041,
(6.9¢)
donde I
oy =p+ Zt, ap = p+ Lit. (6.10)

En la fig. 6.15(b) tenemos que p1=2.0, p,=2.1, de modo que el jugador-1 supera al jugador-2
en beneficio, como ocurria en la fig. 6.5. La tendencia hacia el centro de la posicién de ambos
jugadores a medida que « crece también es evidente en el juego con precios diferentes, aunque
no completamente como en el juego con precios iguales. En este caso, solo el jugador-1 alcan-
za x1=L/2=1.5, mientras que con « alto se cumple que xo = 1.6 > L/2 (vease el recuadro
a=6.0 en la fig. 6.15(b)). Se verifica que x;=1.5 a partir de «=4.9, i.e., del valor de o donde
r1=(15+a+ (2.1 -4.0))/3 =15.
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Simulacién con localizacién y precio variables

La fig. 6.16 trata el juego de a-HS con localizaciones y precios variables. Con un valor de «
elevado, las localizaciones promedio convergen a valores proximos, a=b=3L/8=1.125. Por este
motivo y con objeto de tener una referencia, se han representado los graficos de (p®, Q°, u®)
en la figura, que corresponden al OP en el juego de a-HS para a=b=3L/8=1.125. Los precios
promedio alcanzados en la simulacién de la fig. 6.16 se ajustan bastante bien al OP p* = «/3
hasta a; = 9/16 = 0.563. Sin embargo, el precio de la solucién del OP p* = § — L supera
notablemente los precios medios alcanzados en la simulacién con @ > ay = 15/8 = 1.875. Con
valores de « elevados, ambos precios promedio se sittian en valores proximos a la unidad en la
fig. 6.16. Como resultado, los beneficios promedio tienen valores proximos a las demandas en
la figura. Los recuadros en la fig.6.16 consideran algunos juegos con valores particulares de
a representandose los precios y localizaciones medios alcanzados en la simulaciéon. Se observa
claramente la tendencia hacia el centro de los jugadores al aumentar «.

p,5,Qu I=30
n=0.60.2,-1900 | n=0.T642,-2245 | 1= 0.919,z,=2.080 .
14 1_01 1p2=0.167 T pe=0.378 | ;i=0.724,p,=0.721 Su
Z011G=0.111 51 0559 0558 | Oi=1322)(=1.329 )
0 =0.019)1,-0.010 | #=0.211,1,=0.211] | = 0957 U2—0 958
13 o =050 a=112
121
111 2 Yyl Sy
101 Bi= 1.112, 2,=1.898 zl =1.164, 2,=1.891
=0.905, p,=0.919 1 061, 078
] 29Tl O =2415 123760, B=3. -
9 =2.235. thy= 40p = 3999,7127 -3 1 U2
o =400
8.
71 _
6 000 T 1801 13 30000 T7 15% 12 .'.w L A 1Q2
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3t ) Y e p*
RN AT P SO - A | S

[y
M

Yo S 30 4o 80 60
Figura 6.16: Simulacién en localizacién-precio del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste
a variable en T=200. L=3.0, t=1.0. Los graficos de (p®, Q°, u®) en trazo discontinuo representan el
6ptimo de Pareto. Los graficos de (P, Q, ) representan los valores promedio de la simulacién. Los
recuadros muestran el modelo con a=0.50, 1.125, 2.00, 3.00, 4.00.

6.1.2. Monopolio

El escenario de monopolio (Smithies, 1941a) se puede estudiar mediante simulacién asig-
nando un precio muy alto a uno de los jugadores, de modo que el otro jugador capture todo
el mercado. Asi se han obtenido las simulaciones de la fig. 6.17, donde el precio del jugador-2
se fija en p,=22.0 y, como es habitual en esta tesis doctoral, inicialmente p; € [0, 12].

La fig. 6.17 representa una simulaciéon monopolistica del juego de a-HS con « variable,
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donde la localizacion del jugador-1 es x1=0.6 y T'=200. Los recuadros muestran el modelo con
a=0.5; 0.9; 1.3; 3.78; 4.5. El precio, la demanda y el beneficio obtenidos mediante simulacién
coinciden con los 6ptimos tedricos. De esta manera, el 6ptimo se logra de acuerdo con la
ec. (6.2), hasta a; = 3-0.6/0.2 = 0.9, y segtin la ec. (6.11)[613] es decir, la ec. (6.4) con L
reemplazado por 2L, cuando a > ay = 2(3 — 0.6)c¢/6 = 3.78, con ¢ = (0.6* — 2.4%)/2 = 3.06.
Para el tramo a3 < a < ay, sigue siendo vélida la ec. (6.3) (sdlo varia el valor de ay que
establece el limite superior del rango de valores donde aplica). En el caso particular de
a=4.5 (recuadro inferior derecho de la fig. 6.17), se cumple que p; = 4.5/2 — 3.06/6 = 1.740,
Q) =4.5-3.0/2 —3.06/2 = 5.223 y, en consecuencia, u; = 1.740 - 5.223 = 9.087.

1 1
=g (o= 0), @=L o= @+ (L-a)) 0> 0y =L ~a)~¢/L

p1:O.167, Q1:0.111 p1:0300Q1:0360
14=0.019,a =0.5 1=0.108,a =0.9

0,466, 0,=0.668
P01 a3

BOH BB E
oo N Q@ o

[ny
[0)

B oR
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i
0.00.266 1 0.932 300000 T L 3000 T 1433 30

pi=1380,0:=4.143 | | pi=1.740,0,=5.223
w=511T,0=378 | 41

R
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Figura 6.17: Simulacién monopolistica del juego Hotelling-Smithies con limite de coste a va-
riable y localizacion fija del jugador-1 1=0.6 en T=200. po=22.0. L=3.0, t=1.0. Los graficos de
(P, Q, ) representan los valores promedio de la simulacién. Los recuadros muestran el modelo con
«=0.5, 0.9, 1.3, 3.78, 4.5.

La fig. 6.18 representa una simulacién monopolistica del juego de a-HS para p;=2.0 en
T=200. Los recuadros en la figura muestran el modelo con a=2.25;2.75;3.50;4.0;4.5. Las
ecs. (6.12) rigen los gréficos de la fig. 6.18, con Q1=u1;=0.0 si & < p;. En el intervalo o €
(p1,p1 + £), la simulacién no induce la ubicacién z; = o — py, sino x; = L/4 + (o — p1) /2,
como se puede comprobar en los recuadros. En cualquier caso, esto no es relevante en lo que
se refiere a la demanda, por lo que la demanda lograda en la simulacion es la dada por la
ec. (6.12a).

(@™, Q™)
(@™, Q™)

(6.12a)

(a_pa(Oé_p)Q)a p§a§a1:p+

(& finn-2)

) 9 o Z aq. (612b)
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Figura 6.18: Simulacion monopolistica del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a va-
riable para p;=2.0 en T=200. po=22.0. L=3.0, t=1.0. Los gréficos de (p, Q, %) muestran los valores
promedio de la simulacién. Los recuadros muestran el modelo con a=2.25, 2.75, 3.5, 4.0, 4.5.

La fig.6.19 muestra una simulacién monopolistica del modelo de a-HS con localizacion
y precio variables. En valores bajos de «, aplica la ec.(6.2) con a = L/2, de modo que
a; = 3-3/4=225. Con a < ay, en la simulacién no emerge la posicién central x1 = L/2,
sino en valores mas bajos (recuadros con a=1.0 y «=2.0). Si « > «y, la localizacion xzy = L/2
emerge en la simulacién, lo que lleva a la ec. (6.13)1% es decir, la ec. (6.11) con a = L/2.

m_ 1 L m_om 3L
P —2<Oé—4>, Q =p L, aZOzl—?. (613)
pQu
14 _
lul
104 /
d / =0.910, p1=0.334 =1.392, p,=0.666 14971, p1=0.74
9 / &' =0 444’2‘1 0148 | G\=1 779’1171 1185 | Oi=3.253,4,—=1.687
=1.0 =2l Z2.35
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/ /IQ1
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Figura 6.19: Simulacién monopolistica del juego Hotelling-Smithies con limite de coste a va-
riable para localizaciones y precios variables en T'=200. po=22.0. L=3.0, t=1.0. Los graficos de
(%, p, Q, u) representan los valores promedio de la simulacién. Los recuadros muestran el modelo
con a=1.0, 2.0, 2.25, 3.0, 4.0.
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6.2. Coste de desplazamiento cuadratico

En lugar de considerar un coste de desplazamiento lineal, se puede suponer que este
coste es cuadrético con respecto a la distancia (d’Aspremont et al., 1979), de modo que
e; = pi +t(s — x;)% i = 1,2. Como resultado de ello, tal y como veiamos en la sec.5.4, en
el juego de HOT?2, el consumidor indiferente se ubica en 3, que viene dado por la ec. (6.14),
las funciones de beneficio (u) se corresponden con la ec.(6.15), y los precios en EN y sus
beneficios inducidos vienen dados por la ec. (6.16),

1 _
s:(x1+x2+p2tdpl), dy, = 19 — 17. (6.14)
0 si 5<0 Lpo si 5<0
up=<3p; si 0<s<L, uy=<(L—3)p si 0<5<L. (6.15)
Lp; si s> 1L 0 si s> 1L

1
(97, 3) =t | L+ b L] (uf,3) = 5 [pi(L o+ ), 3Lk, b

5 (6.16)

Se cumple que §* = (L + k:) /2, como ocurre en el modelo con coste de desplazamiento
lineal.

*

Uy
da

< 0, al contrario de lo que sucede en el juego convencional con coste de desplazamiento

En el juego de Hotelling con coste de desplazamiento cuadrético, se verifica que <0y

*
ous

lineal. Con L=3.0, t=1.0, £1=0.6, x5=2.6, en el juego con coste de desplazamiento cuadratico
los precios en EN se convierten en (pj, p3)=(6.13, 5.86), valores que son el doble que en el
juego convencional con coste de desplazamiento lineal, ya que xo—xz;=2.0.

En el juego de a-HS con coste de desplazamiento cuadrético (a-HS2), las funciones de
demanda resultan ser las siguientes:

¢i(s) = max(a — p; — t(s — 2;)%,0), i=1,2. (6.17)

Los limites del mercado de ambos jugadores en el juego de a-HS2 se calculan de acuerdo
con las ecs. (3.11), pero ahora partiendo de o — (p; + t(s — z;)?) = 0, de tal modo que

ri =8 — x; = \/(a—p)/t, i=1,2.

Simulacién con localizacién fija

La fig.6.20 es la andloga a la fig. 3.5 pero, en este caso, con coste de desplazamiento
cuadratico. Sorprendentemente, a primera vista, los beneficios de ambos jugadores aumentan
en la fig.6.20 en comparacién con los de la fig.3.5. Ello es asi porque |z — z;]? es menor que
|z — ;| cuando |z —z;| < 1.0. Esto sucede en el ejemplo bajo estudio, por lo que las demandas
aumentan con coste de desplazamiento cuadratico.
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En el juego de a-HS2, para un valor de « elevado, como ocurre en la fig. 6.20(b), es decir, el
modelo de duopolio genuino, las demandas vienen dadas por las ecs. (6.18)1%%) (las andlogas
a las ecs. (3.14) con coste cuadratico). En el escenario simétrico, donde a = b, p1 =ps =py
5= L/2, las ecs. (6.18) se reducen a la ec. (6.19) (andloga a la ec. (3.15)).

Q1= (v —p1)s — ;t((s —a)® +a?), (6.18a)

Q2 = (0= (L =3) + 51((5 — (L= )] =) (6.15b)

Q12 = (a —P)L

5 — C, (619)

=3.067, pp=2.93

3.5k

Q>

1
0.0 X1 1.258 1.565 1.846 X2 3.0 0.0 X1 1.3481.5651.796 X2 30
(a) (b)

Figura 6.20: El juego de Hotelling-Smithies con limite de coste o y coste de desplazamiento
cuadratico para x1=0.6, £9=2.6, p1=3.066, p2=2.933. L=3.0, t=1.0. (a) «=3.5. (b) a=4.5.

En los dos juegos de la fig. 6.21 tenemos que ()2=0.0. En la fig. 6.21(a), el jugador-1 captura
toda la demanda potencial porque las curvas de los costes totales, e; y €3, no se cortan en
el intervalo [0, L]. Para lograrlo ha sido necesario establecer un nivel muy bajo de precio
para uno de los jugadores (p;=0.05) y un precio comparativamente alto para el otro jugador
(p2=6.0). Asi, en la fig.6.21(a), el jugador-2 no obtiene demanda y el jugador-1 obtiene
demanda hasta (§=2.709 (I = 0.6 + ry, 11 = /4.5 —0.05 = 2.109). En la fig.6.21(b), ambos
costes totales se cortan en el intervalo [0, L] pero, dado que ps > «, entonces el jugador-2
no tiene demanda (Q2=0.0). Por su parte, el jugador-1 obtiene demanda hasta [§=2.213
(13 = 0.6 +ry,r = +/4.5—190 = 1.613). La elecciéon de p;=1.90 se explica en base a la
funcién de respuesta de la fig. 6.23(b).

Algunos expertos en el juego de Hotelling se muestran reacios a considerar el caso del coste
de desplazamiento cuadratico 616, En contraste con ello, creemos que en nuestro estudio se
debe tener en cuenta ya que, generalmente, se considera en los articulos que tratan sobre
el juego de Hotelling, como en el ya citado de d’Aspremont et al. (1979). De acuerdo con
nuestro criterio, ignorarlo no es una opciéon. Ademas, el enfoque analitico del juego con
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1=0.05, p,=6.00
—8.862, Q,=0.0
0.443, u,=0.0

p1=1.90, p»=5.00
Q1=4.286,Q,=0.0
u;,=8.144, u3=0.0

/I AP 1B

0.0 * 2.7093.0 00 I 2.213 L2 3.0

() (b)
Figura 6.21: El juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a=4.5 y coste de desplazamiento
cuadratico para Q2=0.0. £1=0.6, z9=2.6. L=3.0, t=1.0. (a) p1=0.05, p2=6.0. (b) p1=1.90, p=>5.0.

coste cuadratico es mucho mas dificil de implementar que el caso con coste lineal. De hecho,
muchas veces el calculo analitico del EN es inviable, por lo que recurrir a la simulacién es,
de algiin modo, obligatorio para evaluar las diferencias entre los dos modelos de coste de
desplazamiento, tal y como se ha realizado en este estudio.

6.2.1. Representacion del juego en funcion del limite de coste
Simulacién con localizacién fija

La fig. 6.22 es analoga a la fig. 6.12, pero con coste de desplazamiento cuadratico. En la
fig.6.22(a), donde a = b = 0.6 < L/4 = 0.75, el OP viene dado por las ecs (6.20)117). Por
tanto, i) p}, = 20/5sia < g = 20.6% = 0.6, y ii) ¢ = ((3—0.6)340.6%) /3 = 0.315, resultando
P}y =a/2—0.315/3, cuando a > ay = 2(0.9° — 0.315/3) = 1.410. En el recuadro de la parte
superior izquierda de la fig. 6.28(a), con a=0.6, tenemos que p;, = p} = 2-0.6/5 = 0.240 y
r =+/0.60—0.24 = 0.6, i.e., { = 0.0. Con a=1.410, tenemos que Pla = %1.410 — % = 0.60,
yr=+141—-0.60=0.90, ie., 2 =06+09=15=L/2.

Curiosamente, se da la circunstancia de que ay=1.410 en los escenarios de la fig.6.22(a)
y la fig.6.12(a). No se trata de un resultado general, sino el resultado de los valores de
los pardmetros elegidos L=3, a=b=0.6. Por ejemplo, con a=b=L/4=0.75 tendriamos que
as=(5-9)/(16-3) =0.938 en la fig.6.22 y as = (3-3)/(4 - 2) = 1.125 en la fig. 6.12.

. 2 . 4 /3 3/2

P12 = 5047 QLQ = 3 <504) ) a < oy, (6.20a)
. o c . . L

P12 = R Q1,2 = p1,2§7 a2 o, (6.20b)
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donde
1 L 3 L 2
c:3<a3+(2—a> )t, Oé1=2a2, a2:2<<2—a> —Z> (6.21)

En el intervalo (a1, @3), no ha sido posible obtener una férmula explicita de p® en el juego
de a-HS2, dada su complejidad®-18].

pQu pQu
13+ 13+
12+ 12+
11+ 11+
10+ 10+
91 ¢ 91
81 81
7 71
61 6 7
51 ¢ 5+
44 4+
3+ 31
2+ 2+
14 17
o o

4.0 5.0 6.0 1.0 2.0 4.0 5.0 6.0

3.0 3.0
(a) (b)
Figura 6.22: Simulacion del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste « variable y cos-
te de desplazamiento cuadratico en 7'=200. L=3.0, t=1.0. (a) a=b=0.6. (b) a=0.6,b=0.4. Los
graficos de (p°®, Q°, u®) en trazo discontinuo representan el éptimo de Pareto. Los graficos de
(P, Q, W) representan los valores promedio de la simulacién. Los recuadros muestran el modelo
con: (a) «=0.9, 1.0, 1.41, 4.5, 8.0; (b) a=4.5.

Si a =b = L/4, tenemos que ¢ = 3(a® + (4a/2—a)®) = 24*/3 y de acuerdo con las
ecs. (6.20), se cumple que ay = 2((42—‘1 —a)? - %) = 2(@2 - #) = 5a%/3 = «;. Paralela-

mente a lo que sucede con el coste de desplazamiento lineal, sia = b > L/4, a debe sustituirse

por £ —a en las ecs. (6.20). De acuerdo con ello, por ejemplo, oy = 3(£ —a)?.

Las caracteristicas de los graficos de la fig. 6.22(b) son andlogas a las comentadas respecto
a la fig. 6.12(b). En resumen, el beneficio del jugador-1 supera al del jugador-2 porque a >
b. Nuevamente aqui, las cantidades promedio logradas en la simulaciéon proporcionan una
estimacion altamente precisa de la solucion del EN. Por su parte, la fig. 6.23 es analoga a la
fig. 6.3 con coste de desplazamiento cuadratico y respalda esta afirmacion en el caso particular
de a=4.5, donde p;=1.900, p,=1.875. Como se puede observar, las funciones de respuesta
en la fig. 6.23 indican que p;=1.900 es la mejor respuesta a po=1.875 y que ps=1.875 es la
mejor respuesta a p;=1.900. Hay que tener en cuenta que la discontinuidad con precio elevado
presente en la fig. 6.3 desaparece en la fig. 6.23.
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u(py, pa=1.875) u(ps, p1=1.900)

8.144:

73980

6.253

1.900 4.5 1.875 4.5 Pz
: (a) : ’ (b) ’

Figura 6.23: Funciones de respuesta en el juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a=4.5y
coste de desplazamiento cuadrético para a=0.6, b=0.4. L=3.0, t=1.0. (a) Precio del jugador-1 (p;)
variable, dado po=1.875. (b) Precio del jugador-2 (p2) variable, dado p;=1.900.

Representacion del juego en funcién de la localizacién

La fig. 6.24 es la andloga a la fig. 6.13 con coste de desplazamiento cuadratico. De nuevo,
como en la fig. 6.13, el maximo en la fig. 6.24 se alcanza en a = L/46'% La solucién en EN
resulta estar cerca del OP con valores no muy elevados de a, y esta significativamente por
debajo de ella con valores altos de a.

p,Qu ‘
s, bt
T ‘ 7%1';2.
6+ i
54 i
4+ 3
3 b ; QYN
i °
23 o R L S .
1 pl’z\\
L[4 3L/8 "
0.50 0.75 1.0 1'5

Figura 6.24: Simulacién del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a=4.5, coste de des-
plazamiento cuadratico y a=b variable en T=200. Los graficos de (p°®, Q°, u®) en trazo discontinuo
representan el 6ptimo de Pareto. Los graficos en color rojo y azul de (p, Q, %) representan los valores
promedio de la simulacion.

Simulacién con precio fijo

La fig.6.25 es analoga a la fig.6.15, pero con coste de desplazamiento cuadratico. La
tendencia hacia el centro también surge con coste cuadratico, aunque mas débilmente. De
este modo, en la fig. 6.25(a), donde p;=p2=2.0, la coincidencia en las ubicaciones se alcanza
en ay = p+ (L?/2)t = 6.5, mayor que el valor ap=>5.0 de la fig.6.15. En la fig.6.25(a),
se observa que: i) a; = (p + (L/4)?)/t = 41/16 ~ 2.56 (recuadro izquierdo), que surge de
/(o — p)/t = L/4, de modo que en el intervalo [ag = p, o] se cumple que Q1 2 = 4(a—p)*/?/3
(ver nota 6.17); i7) en el intervalo [y, as] , las localizaciones en EN de ambos jugadores se
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desplazan hacia el centro segiin la ec. (6.22a) [%2%); y iii) con alto limite de coste (a > as),
cuando ambos jugadores estdan en EN se localizan en L/2 y obtienen la demanda dada por
la ec. (6.22b), i.e., el valor resultante de la ec. (6.19) con a = L/2. La solucién del OP en la
simulacién con precios iguales de la fig. 6.25(a) se logra a partir de la ec. (6.22¢)6-2! (aniloga
a la ec. (6.9¢)), i.e., la ec. (6.19) con a = L/4. Como cabia esperar, el beneficio de la solucién
del OP supera cada vez en mayor medida al de la solucién en EN a medida que o aumenta.

2’,‘,Q,’LL wanu
187 N 18
21=0.750, 2,=2.250 ©,=1.134,2,=1.864 n a5
17 1=0.562, Gr=0.5 Q1=3.245, 0y=3.249 S B2AT e b=1.008) @ = VP ua—1.284,)
161 1:1.125,112:1.1 D U1:G.491,UZ:6.498 161 o
a=2.56 450 ---- a=4.50--- /] . 2
151 15 /K\ s
ar,d N 14 ><:
13; 20 ; ; 200+ 13
1.234
12+ 121
119 T T7 80 T 148 17 11: &
104 10
9+ 9
1,2
81 8
71 7
67 6
51 5
4+ 4
3+ ; 3
i
21 Ay 2
14 \%/ 1

1.0 2.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0

Figura 6.25: Simulacién del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a variable y cos-
te de desplazamiento cuadratico en T=200. L=3.0,t=1.0.(a) p1=p2=2.0, (b) p1=2.0, p2=2.1. Los
graficos de (p°®, Q°, u®) en trazo discontinuo representan el 6ptimo de Pareto. Los gréficos de
(P, Q, W) representan los valores promedio de la simulacién. Los recuadros muestran el modelo
con: (a) @=2.56,4.50; (b) a=4.50.

L2 o-— L L 1 L 3
a*=b"= ?_1_ tp_§’ 12:(04—]))2—3(@3—1-(2—@))15, a1 < a < ao,
(6.22a)
. .. L . 1 /LN\?
a*=b 257 Q172:(Oé—p)2—3<2> t7 0520527
(6.22Db)
. . L . 2 (L3
a®=b :Zu Q1’2:(&_p)2_3(4> t? Oé>0517
(6.22c¢)
donde [ 12
061:p+(t/ ) s g =p-—+ ?t (623)
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En la fig. 6.25(b), donde p;=2.0, p,=2.1, existe separacién entre las localizaciones incluso
con « altos y las funciones de respuesta en a=4.5, que aparecen en los recuadros, indican
que el EN en la localizacion se aproxima con mucha precisiéon con a* > b*, donde p; < ps.

Simulacién con localizacién y precio variables

La fig.6.26 es andloga a la fig.6.16, pero con coste de desplazamiento cuadratico. En
la fig.6.26, al igual que en el caso con coste de desplazamiento lineal de la fig.6.16, a
medida que « crece, las localizaciones promedio tienden a converger a aproximadamente
a=b=3L/8=1.125 y los precios medios a un valor algo por encima de la unidad. Los recua-
dros en la figura consideran el juego con aw=4.5. Las funciones de respuesta para a=4.5 en la
fig. 6.26 (recuadros superiores) indican que el EN en precios se aproxima con mucha precision.
También es relevante que las discontinuidades con precios altos y bajos en la fig. 6.9 desapa-
recen en el recuadro de la fig. 6.26. Los graficos de (p®, @°, u®) en la fig. 6.26 representan la
solucion del OP en el juego de a-HS2 para a=b=3L/8=1.125 en dos tramos: a < «y, donde
oy =5(L/2—3L/8)?/3 =0.234; y a > g, donde ay = 2((L/8)? — (¢/L)) = 2.720.

p,xr,Qu L=3.0
14

21=1.181,x,=1.839, «—4.5
w(p1, p2=1.190) u(p1=1.188, p») u

5.28 f----——-— Se

2,=1.181,x,—=1.839
p1=1.188, p,=1.190
Q1=4.448, Q,=4.393
w,=5.283, u3—>5.228

1.0 20 30 4.0 5.0 6.0
Figura 6.26: Simulacion del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste « variable y coste de
desplazamiento cuadratico en T'=200. L=3.0, t=1.0. Los gréficos de (p®, Q°, u*) en trazo discontinuo
representan el 6ptimo de Pareto con a=b=3L/8. Los graficos de (p, Q, U) representan los valores
promedio de la simulacién. Los recuadros representan el modelo con a=4.5.
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La fig. 6.27 muestra los patrones en T'=200 de la simulacion de la fig. 6.26 en a=4.5. La
estructura en forma de laberinto es mas nitida en los patrones de la fig. 6.27 que en los de
la fig. 6.11. Las desviaciones estandar mostradas en la tab.6.2 son comparables a las de la
tab.6.1.

Paoo L200 (200 Uggg

Figura 6.27: Patrones en T'=200 de la simulacién del juego de Hotelling-Smithies con a=4.5 y coste
cuadréatico. L=3.0, t=1.0. (a) Precios. (b) Localizaciones. (c) Demandas. (d) Beneficios. El aumento
del nivel de intensidad del tono de gris se asocia a valores crecientes. p;,in=0.527, ppar=1.911;
Tmin=0.812, Tynaz=2.182; Qmin=0.000, Qmaz=9.656; tn;in=0.000, tq,=7.189.

Tabla 6.2: Desviacion estandar de los precios, localizaciones, demandas y beneficios de cinco si-
mulaciones en localizacién-precio del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a=4.5 y coste
de desplazamiento cuadratico en T=200.

Y41 P2 T T2 1 Q2 Uy U
0.368 | 0.351 | 0.241 | 0.216 | 2.156 | 2.108 | 1.606 | 1.697
0.314 | 0.334 | 0.226 | 0.198 | 1.868 | 2.138 | 1.765 | 1.348
0.358 | 0.333 | 0.216 | 0.221 | 1.966 | 2.064 | 1.678 | 1.553
0.353 | 0.323 | 0.208 | 0.211 | 1.999 | 1.815 | 1.401 | 1.675
0.331 | 0.361 | 0.206 | 0.210 | 1.943 | 2.079 | 1.686 | 1.449

Monopolio

La fig. 6.28 es analoga a la fig.6.17, pero con coste de desplazamiento cuadratico. Salvo
para valores de o muy bajos, los precios, las demandas y los beneficios son menores en
la fig.6.28 en comparacion con los de la fig.6.17. Si se observan las figuras, para a=6.0,
el beneficio crece hasta valores proximos a 17 en la fig.6.28 y lo hace hasta casi 19 en la
fig. 6.17. Como ejemplo particular de ello, en el recuadro con a=4.5, en la fig. 6.17 el agente
monopolista obtiene todo el mercado y un beneficio u=9.087, mientras que en la fig. 6.28 el
monopolista obtiene la porcién del mercado [0, 2.204] y el beneficio u=8.145.

En el modelo monopolistico del juego de a-HS2, el éptimo se logra segtn la ec. (6.24), es
decir, la ec. (6.20b) con L reemplazado por 2L[62%.

1 c 1 c
m=_(a——=), Q" =p"L, c=-((a*+(L—a)® >y = 2(L—a)?>——. (6.24
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p,Qu

=
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—_
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~_

p1=0.200, Q;=0.219 p1=0.240,Q,=0.288 p1=0.661,Q,=1.02
/ u1=0.044 u1=0.069 u1=0.675
a=0.5 a=0.6 a=1.55

e
By @

|
)

p1=1.921,Q,=4.24 p1=4.219, Q,=12.671
u;=8.145 u1=53.4
a=4.5 =10

=N W o N 0 0

Figura 6.28: Simulacion monopolistica del juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a va-
riable y coste de desplazamiento cuadratico con x1=0.6 en T'=200. po=22.0. L = 3.0, t=1.0. Los

graficos de (p, @, u) representan los valores promedio de la simulacién. Los recuadros representan
el modelo con a=0.5, 0.6, 1.55, 4.5, 10.0.

En la fig.6.28, tenemos ¢ = 3((3 — 0.6)* + 0.6°) = 4.680, de modo que pf" = o —
%, a > ay = 2-24% —4.680/3 = 9.960. De acuerdo con ello, con a=10.0, tenemos que
p7* = 5.0—0.78 = 4.32, valor muy proximo al simulado que se muestra en el recuadro inferior

derecho, donde p,;=4.219.

6.3. Conclusiones

En el caso del juego de HS, donde los calculos analiticos resultan ser aiin mas complejos que
en los modelos anteriores, la técnica de simulacion numérica utilizada se convierte en una
aliada necesaria para conocer el comportamiento del juego en ciertas situaciones. Resulta
particularmente util para evaluar el EN, lo que resulta ser una tarea desafiante incluso en el
modelo con coste de desplazamiento lineal y localizaciones fijas, y mas atin en los escenarios
mas complejos como el de precios y localizaciones variables y el de coste de desplazamiento
cuadratico. La técnica de simulacion implementada se ha comprobado que resulta también de
gran ayuda para estudiar el juego de Hotelling cuando el EN no existe, es decir, con jugadores
en posiciones muy cercanas.

La simulacion produce resultados que se ajustan perfectamente a los tedricos en el modelo
monopolistico, lo que sirve para verificar su buen funcionamiento y su utilidad para mostrar
el comportamiento del juego. En simulaciones con localizaciones fijas y precios variables, los
beneficios de la soluciéon en EN no estan lejos de los de la solucion del OP.

El aumento del limite de coste en simulaciones con localizaciones y precios variables induce
un EN donde la localizaciéon de ambos jugadores resulta estar bastante proxima al centro
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(aproximadamente a L/8 de distancia del mismo). Del mismo modo, en simulaciones con
precios fijos se observa una tendencia hacia el centro en la ubicacién de ambos jugadores.
Estos hallazgos son comunes tanto al modelo de coste desplazamiento lineal (figs. 6.15-6.16)
como al de coste cuadratico (figs. 6.25-6.26).

Por tanto, desde el punto de vista del juego de HS, la afirmacion del articulo original de
Hotelling (1929) sobre la tendencia de los jugadores hacia el centro del segmento de mercado
sigue teniendo validez bajo determinadas condiciones, como también indican otros autores
en escenarios diferentes (Irmen y Thisse, 1998).
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Notas

[6-1Para valores pequefios de «, no hay competencia entre los jugadores y el OP se calcula del modo siguiente:

r=2 Q= 2@, ut = pla—p)?,u'=0 — p*=%. Esta expresion es valida hasta que se cumple que
. a—p®

r*="F=a—-a =

3a

3ay,

[6-2lCuando @ > oy, los jugadores contintian sin interactuar pero varfa el modo de calcular la demanda
y, por tanto, el OP: Q = (a_p_“2)+(a_p)a + (a_p);o‘_p), 2u = p((2(e —p) —a)a+ (a—p)?). 2u =
(200 = 2p — a)a + (o — p)’] + p[-2a — 2(a — p)] = 20 —a)a+ (@ —p)* —=p2la+a+ (a—p)] =
(2a — a)a + a® — 2pa + p? — 4dpa — 2pa + 2p* = 3p? — 4dp(a +a) + (2a — a)a + a® = 0.

Resolviendo la ecuacién de segundo grado, se obtiene,
A= /A2 - (2a — a)a)
3

Considerando ¢t = 1, la expresion anterior es valida hasta que se cumple,

a—plo=L/2—a—a- Hota)=v 2+2w+7a2 =L/2—a,3a+3a—3L/2=2(a+a)— Va2 + 2ax+ Ta?,

(a+a—3LJ2)2 = & + 2aa + Ta? —ﬁz-i-a +9L2 /4 + 2a00 — 3aL — 3oL, 6a> = 9L2/4 — 3aL — 3aL,
as =3L/4—a—2a*/L.

plo= , A=2(a+a).

2(3a+a)— \/ga2+2a%a+7a2 Sa—/%a2  54_ 14 34

. a
6-31De la ec. (6.3), p o(a = 3a) = 3 = 3 = 2 — T=5
[6-4De la ec. (3.15), con t=1, se obtiene que,

u=plla=p)§—c, c=3(@®+(5-a)*) =2 = (a—p)L-2c—pL—=p*=§-F. Q°=(a—p)§—c=
(a—2+8)Lrc=(94+8)Lc=2ycc=ob < op'=2+L a—p'=L-—a— L—2a—-2¢%

2
6-51Sustituyendo ¢ = 3(a? + (£ —a)?) en la expresién de as de la ec. (6.4), se obtiene,

_ a’>+(L/2—a)® 2a°+L%/4—al L2 _ 3 2
aQ—L—Qa—T—L—Qa—f—L—a—Z——T 3L —a—2%.

[6:6] A partir de las ecs. (3.14), se obtiene que:

oQ _ Js Js _ 0s _ _ _ _
Wll = —5+(Of—p1)ﬂ +t(aﬂ—3ﬂ)=—$+ (a=p1+t(a=3))(—5) = —5—(a—35)5—(a—p1)g-
811,1

B (a—p)s+t(as—52/2—a®)+pi(—-5—(a—p1)g — (a—3)3) =piL —pi(ad + 3a+339) +
a5+ t(as —5%/2 — a?).
8’11,1

oy 0= p}— (a+ (a+35)t)p1 + t(al + t(al — 5% — 2a%) = 0.
1

Ouy Ous
La interseccion de a——O obtenida en la ecuaciéon anterior, y ap ——=0 da como resultado la solucién en
D1 D2
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EN dada en la ec. (6.5) para el juego simétrico. Esto es lo mismo que sustituir § = L/2 en la expresién
8u1
de —

_Op . .
SlgHO pOSlthO genera un preclo superior a «.

=0 y hallar la raiz con el signo negativo de la ecuacién de segundo grado, ya que la raiz con el

[6.7]Si consideramos la casuistica a1 < a < ag, el OP se obtiene del modo siguiente:

Qg <a<ay) = (OL—ZD—(L/22—a))+(a—p) (L)2—a)+ @.

20=p((2a ~p) - (L/2= ) (L/2~ a) + (a = p)*).

2u' = (0 = 2pac+ p?) — 2p(L/2 — a) + (2a — (L/2 — a))(L/2 — a)) — p(2(av — p) + 2(L/2 — a)). 2u =
0 — 3p? —4dp(a+ (L/2 —a)) + (2a — (L/2 — a))(L/2 — a) + a? = 0, i.e., la expresién obtenida en la
nota 6.2 sustituyendo a por L/2 — a.

[6-8]Para obtener el EN, primeramente se calcula la demanda del jugador-1 y su derivada y, a partir de ahi,
se obtiene la expresién de la derivada del beneficio:

Qu=4|@-pP+((@-p)+(@—p-G-a)E-0)| 200 = -2a—p)+(-2+})G-a) -
(2(a —-p1)— (53— a))%:—iﬂ(a —p1) — (5 —a).

2u) = [(a—p1)2+(2(a—p1)—(§—a))(E—a)} —p1 {3(a—p1)+§—a)} = [a2—204p1+p%—2p1 (E—G)} — [—Bp%—&—
p1(3a+(§—a))} +(2a—(5—a))(5—a) = 4p}—p1 [2a+2(§—a)+3a+(§—a)] +a?+(2a—(5—a))(5—a) =
4p? — py [504 +3(5— a)] +a?+ (2a—(5—a))(5—a).

Si sustituimos s = L/2 en la ecuacién 4p? — p; [50{ +3(5 — a)] +a?+ (20— (5-a))(5—a)=0yla
resolvemos, obtenemos el EN del juego simétrico.

[6-9a expresién del beneficio u® = (p*)?L/2 se maximiza cuando p® = «/2 — ¢/L es méximo, por lo tanto,
cuando ¢ es mfnimo, lo cual se logra con a = L/4 — ¢ = L?/16 — p™ = a/2 — L/16 = 4.5/2 — 3/16 =
20— Q™ =pmL/2=23/2=3.0—u™=2030=6.0. p*(a=0)=p*(a=L/2)=a/2—(L?/8)/L =
45/2 —3/8 = 1.875.

[6-10]Para hallar el EN, se derivan los beneficios correspondientes a ambos jugadores con respecto a sus
localizaciones, a y b, y las expresiones resultantes se igualan a cero:

. g%:%’ (Q?J:(Q—Pl);+t<a;+s—8;—2a>7
288122271((@—1)1)-1-15(8—3&)),286?=0—>a:;<L_b+20‘+Pt2_3m)’

. g—i:—%, ggj:(a_m);+t(b;+(L—8)—(L—s);_2(,)
2%2172((@—?2)4-25@—5—31))), 2%1;’2:0—>b:;><L_a+W)'

Sustituyendo la expresién de b en a, se obtiene a = %(L —(3(L—a+2otm=i2)) 4 2”‘“’?7?’“) —a* =
1 a+p2—2p

R T

A continuacién, sustituyendo el resultado obtenido para a en la expresién de b resulta que b* = %(L —

1 a+pa—2p; 2a+p1—3pa\ _ 1 a+p1—2ps * _ T _px _ 51 _ atpi—2ps
(6L + =57 + ¥ ) = gL+ 2 — a3 =L—-0"=gL 3

(6-11]Para determinar los limite de los tramos de las expresiones del EN para el juego simetrico:

—_a-p _ L x _ 1(L a=p) _ L
r= =7 o1 a—3(2+t)—2—>a2.
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(6121 A partir de la ec. (3.15),

Q1 _ _ 1 L _ o _ L e _ L __1,((L _ L)\2 L2
= —5t(—2(5—a) —20) =0-a" =% Qly=(a—p)5—3t((5 - %) + (7))
Para hallar el valor del OP en el tramo a > as:

Q = lempaitlemp), 4 lampblecp=(a) (1, _¢) = (a —p)L —c, ¢ = (a® + (L — a)?)/2. = u =
plla=p)L—¢c. > v =(a—p)L—c—Lp=0. 5 p" =a/2—c/20, Q™ = aL/2 —c/2. a—p™ =
L—a— ay=2(L—a)—c/L.

[6.13]

[6-14]Para hallar el OP en la region a > aq:

a—p—LYt(a—
Q= %, = (a=p—5)L. = u = p[(a—p—%)L]. 5 v = (a=p—§)L—pL. = p™ = }(a—%),
Q™ =%(a— z)-

[6-15] ] c4lculo de la demanda de ambos jugadores en el juego de a-HS2 se realiza resolviendo las siguientes
integrales:

— . s

lefo (a—py —t(s—a)?)ds = ((a —p1)s— %t (s — a)3) .=

Qo= J(a—p2—t (5= 22)°)ds = ((a=pa)s — 3t (s 22)") |

S

(a—p1)s— 5t((5—a)®+d®).

= (a=p2)(L=3) = 5t (L—22)* = (5~ 2)%)
[6-16]Por ejemplo, T.Puu (2002) afirma que “més alld, para huir de algunas consecuencias de la paradoja,
apareci6 la poco realista y artificiosa idea del coste de desplazamiento cuadrético y se hizo popular”.

[6-17] E] OP para el juego de a-HS2 se calcula del modo siguiente:

a-+r

s a<a;: r=+a—p, (@, 25) = (a—r,at+r), Qlff;Jr:(a—plf(s—a)Q)ds = (a—p1)s |a Tf% s—

a+r
a7 = (a—p1)2r— 32r3 =2r(r? — 3r?) = 303 3u'/4—7‘ —pidr, W =0= (a—p1)—pi1i =
5
sa

a—rT

0—=p}=p"= a QY —7( 3/2 ri* =4 /a— % —1/7a r"=a—a =

Para comparar con el caso anterior, se pueden obtener las expresiones para el juego de a-HOT?2,
donde se cumple que Q = 2r y u = 2rp, de tal modo que v’ = 2r — pr—/2 — p™ = %a - QM=

2(9)YV2, y Va—p™ = a = oq = 3d®.
L

» a>ay: A partir de la ec. (6.19), p* = § — £ como en la nota 6.4. 7™ = /S + £, =5 —a —

2.

[6.18]Para calcular el OP en la region a1 < a < ao,

Qu= J (0= p1 — (s~ a))ds = (= pr){a-+7) = s — P77 = (@ = pr)(a 1) — §05 +a¥).uf =
(a—p)la+7) =53 +a®) +pi[—(a+7)+ (@ —p)r’ =%’ = =3 (r* + a®) + p1[(a = p1)r’ — r20).

[6-19TE] beneficio éptimo, u®, es maximo en a = L/4. de modo anélogo a como sucede en la nota 6.9, de tal
modo que ¢ = 1240 = Lo pm =@ LL — 995 - 9/96 = 2.156 — Q™ = p™L/2 = 2.156 - 1.5 = 3.234
— u™ =2.155-3.234 = 6.975.

El valor del beneficio éptimo coincide en a=0y a = L/2: p*(a = 0) = p*(a = L/2) = /2 — %(%)/L =
2.25 — 3/8 = 1.875.

[6:20] A partir de las ecs. (6.18) con p; = py = p, se obtiene que,

2 = 4o —p) 1§z -2 —af) =0, 52 = 30— p) — t(}(e1 — 22)* — (L - 22)?) =0

De la suma de las expresiones anteriores, se obtiene la esperada condicion de simetria x5 = L —x1. Como
resultado de ello, resulta que 4tx? + 4tLxy + 4(p — ) — tL? = 0, cuya raiz positiva resulta z3 = a*, que
coincide con la ec. (6.22a). Finalmente, con x7 = L/2 se llega al valor de ay dado en la ec. (6.23).
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2 2
(6211 A partir de la ec. (6.19), 35?11 = —%t( - 3((% - a) - 3a2) =0 — (% - a) =a® > a* =1L
[ 3 3
Qt,=(a-p)5 - %%(%) +(5 - %) )

IE1 OP con coste de desplazamiento cuadrético en el caso de monopolio, dentro de la regién a > ag, se
obtiene del modo siguiente:

[6.22

Q= fOL(oz—p—(s—a)z)ds =(a—p)L—c,c=L((L—a)*+a®)t. = p™ = a/2—5%. ™ = /a2 + = .r™ =
L-a—a;=2((L—a)’-55). Q"= (a—p™)L—c=(a/2+ 55)L —c.
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Capitulo 7

El juego cuantico de
Hotelling-Smithies

Este capitulo recoge el andlisis del juego de HS desde el punto de vista cudntico, en
contraste con el enfoque clésico visto en la sec. 6. Se consideran diversas casuisticas, como la
variacion de la localizacién de los jugadores o del limite de coste. Al igual que en capitulos
anteriores, ademéas de la variante con coste de desplazamiento lineal, también se estudia
el juego con coste cuadréatico. El contenido de esta seccién esta basado en los trabajos de
investigacion sobre este tema realizados por Garcia-Perez et al.(2023).

7.1. El enfoque cuantico del juego de Hotelling-Smithies

Utilizaremos nuevamente el esquema de cuantizacién introducido por Li et al. (2002), de
acuerdo con el cual los precios independientes, p; v ps, se entrelazan para dar lugar a unos
nuevos precios efectivos, pS(p1, p2; v) v p5(p1, p2; ), tal y como se define en,

Pl = prwi(y) + pawa(7y), P = pawi(y) + prwa(y), (7.1)

con wi(y) = cosh~y, wy(y) = senh~. El pardmetro 7 actia como un grado o factor de
entrelazamiento, de tal modo que el juego clasico se recupera en 7=0.0, es decir, p{(0) = py,
p5(0) = py. En el caso de tener un valor lo suficientemente elevado de 7, se cumple que
coshy >~ sinh vy y como resultado p{ ~ p5.

De acuerdo con este modelo, si se cumple que [p§ — p§| < t(zy — x1), el consumidor
indiferente se localiza en 5() y su expresion viene dada por la ec. (7.2)[71. Nétese que la
contribucion de ps — p; en la expresion de s tiende a desaparecer cuando aumenta .

(p2 —pr)e™”
eopel)

1

S(v) = 3 (xl + x9 + (7.2)

Los precios independientes en EN en el modelo cuédntico del juego de a-HS simétrico (a =
b) vienen dados por la ec. (7.3)["4 que es una generalizaciéon de la ec. (6.5), recuperandose
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la expresion de dicha ecuacion en el juego cldsico, es decir, cuando v=0.0 (e’=1 y cosh 0=1).
Los precios entrelazados pf%(v) = pi,(7)e” convergen a los precios en la solucién del OP

dada por la ec. (6.4) cuando ~y crecel™3,

N N — \/)\’2 — 4te7 coshy (aL — 2¢)
Pia(v) = 2¢7

L
. N = oz+t<a+2Le”cosh7— 2) . (7.3)

En el caso de otros autores, como Chen et al. (2014), la densidad de la demanda es sensible
al coste de desplazamiento pero no depende del precio. Este enfoque no se considera aqui.
Tampoco se explora el punto de vista seguido en Rahaman et al. (2012), que se centra en
cantidades en lugar de en precios, es decir, a la Cournot, y donde, ademas, se analiza el caso
en que el consumidor gana dinero por desplazarse a la localizacion del punto de venta.

7.2. Simulacién del juego cuantico de Hotelling-Smithies

Simulacién con localizaciéon fija

La fig. 7.1 representa la simulacién del juego cuantico de 6.0-HS con grado de entrelaza-
miento 7y=2.0 y localizaciones fijas de los jugadores, 1=0.6, xo=2.6. La fig. 7.1(a) muestra la
dindmica hasta la iteracion T'=40. Durante las iteraciones iniciales, los precios independientes
promedio caen desde p ~ 6.0, y las demandas y beneficios medios se disparan desde valores
muy bajos. Sin embargo, estas tendencias iniciales tan marcadas pronto se interrumpen, de
modo que los precios, demandas y beneficios promedio se vuelven casi estacionarios antes de
T'=10. En el régimen estable, los precios medios entrelazados, pj y p$, e independientes, p;
V Do, SON muy similares para ambos jugadores pero la demanda del jugador-1, @, sobreva-
lora apreciablemente a la demanda del jugador-2, @Q,. Esto da lugar a que los beneficios se
comporten analogamente, uw; > Uy, siendo la razén ultima de ello que a > b en las simu-
laciones estudiadas. El resultado de cinco configuraciones iniciales de precios aleatorios se
muestra en la fig. 7.1(a), siendo tales simulaciones indistinguibles. La fig. 7.1(b) muestra el
juego cuantico de 6.0-HS con precios estacionarios en una de las simulaciones representadas
en la fig. 7.1(a). Asi, la fig. 7.1(b) cuantifica el mejor comportamiento en el juego del jugador-1
frente al jugador-2 a través de la ubicacion del consumidor indiferente 5=1.601, que se sitia
por encima del punto medio del mercado L/2=1.500.

La fig. 7.1(a) muestra también los beneficios de campo medios (u#) y sus demandas asocia-
das (Q%) logradas en un tinico juego hipotético entre dos competidores en el que los jugadores
adoptan los valores medios de precios entrelazados que aparecen en la simulacién. Es decir,
las ganancias generadas a partir de los valores p* dados en las ecs. (7.4). Los valores de campo
medios se representan en marrén para el jugador-1 y en verde para el jugador-2. Se observa
que los beneficios de campo medios difieren de los valores obtenidos con la simulacién en las
iteraciones iniciales, pero ambas magnitudes tienden a coincidir pronto a medida que avanza
la dinamica. Cabe destacar que en las primeras iteraciones los beneficios de campo medios
son nulos debido al alto valor de los precios independientes y entrelazados (no mostrados en
la fig. 7.1(a)), que la simulacion hace caer practicamente de inmediato.

p? =P, coshy +p,senhy, pi =p,cosh~y +p, senh~. (7.4)

96



Capitulo 7. El juego cuantico de Hotelling-Smithies

x1=0.600, £,=2.600
6.0r=====~ Pe=2.658,p5—2.659 |
€=4.669, 5=4.096
u§=12.411,u5=10.892

T 00 T 1.601 Tz 3.0

(b)

Figura 7.1: El juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a=6.0, y=2.0 y localizaciones fijas
x1=0.6, £2=2.6 para cinco configuraciones de precios iniciales. L=3.0, t=1.0. (a) Dindmica hasta
T=40 en las cinco simulaciones. (b) El juego con los precios medios entrelazados de una de las
simulaciones.

La fig. 7.2 muestra los patrones en T=100 en una simulacién de la fig. 7.1. Una mayor
intensidad en el tono del gris se asocia a un valor mas elevado, asignando al blanco y al negro
los valores minimo y maximo alcanzados, respectivamente. Pueden observarse intrincadas
estructuras similares a mosaicos en los patrones de precio, demanda y beneficio.

C C C
plOO 100 ulOO

¥,

(a) (b) ()
Figura 7.2: Patrones en T=100 en la simulaciéon del juego de Hotelling-Smithies con limite de
coste a=6.0, 7=2.0 y localizaciones fijas £1=0.6, v9=2.6. L=3.0, t=1.0. (a) Precios. (b) Deman-
das. (c) Beneficios. Mayor intensidad en el tono del gris indica un valor mas elevado. p¢,;,=0.800,
=4.144; Qf,;,=2.271, Q%,,,=7.674; u,;,=5.085, us, .. =12.683.

pfr:naz man max man max

La fig. 7.3 muestra la simulacién del juego cuantico de 6.0-HS con grado de entrelazamien-
to 7y variable y localizacion fija del jugador-1, £1=0.6, en T=100. En la fig. 7.3(a), la posicién
del jugador-2 es x5=2.4, mientras que en la fig. 7.3(b) es 22=2.6 (como en la fig. 7.1). En
ambos casos, cuando 7 aumenta, i) los precios independientes medios de ambos jugadores

(p) disminuyen monétonamente; y i) los precios entrelazados, las demandas y los beneficios
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medios de ambos jugadores dados por p¢, Q¢ y u¢, respectivamente, se estabilizan aproxi-
madamente desde y=2.0. En el escenario a = b de la fig. 7.3(a), se cumple que u§ = u$,
mientras que en el escenario a > b de la fig. 7.3(b) se observa que u§ > u§. En la fig. 7.3(a),
se representan los precios independientes en EN segtin la ec. (7.3), luego p®* = p*e” (de modo
que la disminucién en p* sea compensada por la exponencial en v), Q@ = (« — p™)L/2 — ¢,
y finalmente u™ = p™ Q. La representacion de los precios independientes en EN es apenas
perceptible en la grafica debido a su coincidencia con el resultado de la simulacion.

p,.Q, P, Q,u
13.0 13.0 . a7’
ws - 1

12.01u” axc v 12.0 T
11.0 195 11.0v73 =<
10.0 10.0/5'

9.0 9.0

8.0 8.0

7.0 7.0

6. .0

2:8 o Q7 Q5 4. 51 Q% Q<
4.0 =] 4.0t s Qc 1
3.5 . 3.5 2
3.0 p° n*C h ol o35 3.0 TIP3 —= =
25 = 25 P PS5
30 2.0

%8& 18

0.5 Y <4 PP, 0.5 B, P,

1.0 >0 3.0 207 10 >0 3.0 207

(a) (b)
Figura 7.3: Simulacién en precios del juego cuantico de Hotelling-Smithies con limite de coste
a=6.0 y entrelazamiento v variable en 7=100. L=3.0, t=1.0. (a) a=b=0.6. (b) a=0.6, b=0.4. Precios
independientes y entrelazados medios (P, p°), demanda media (Q°), beneficio medio (@°), beneficio
de campo medio (u?). Los gréaficos de (p®, Q®, u®) representan la solucién del 6ptimo de Pareto. Los
graficos de (p*, @*, u*) representan la solucién en equilibrio de Nash.

La fig. 7.4 considera el mismo juego de la fig. 7.3 pero con a=1.2 en lugar de con a=0.6,
es decir, con una ubicaciéon tan cerca del centro del mercado que el EN no existe en el
juego clasico. Aunque las caracteristicas generales de los graficos de la fig.7.4 son similares
a las de la fig. 7.3, cabe sefialar que el aumento inicial de v induce valores promedio que
ahora muestran una apariencia ruidosa, en contraste con la fig.7.3. En la fig. 7.4(a), con
b=1.2 (juego simétrico), esto sucede hasta el valor de entrelazamiento critico, vy=0.604,
donde los precios independientes y entrelazados, asi como los beneficios alcanzados en la
simulacién, resultan ser menores que los del EN obtenidos en la ec. (7.3) (representados en
lineas negras discontinuas). Esto va acompanado de la falta inicial de coincidencia de los
beneficios de campo medios y los obtenidos a partir de la simulacién y del alto valor de
la desviacién estdndar de los beneficios (¢). Sorprendentemente, estd separacién desaparece
a partir de 79 (donde P(y9) =~ P(y=0)), de modo que para v > 7, la simulacién en la
fig. 7.4(a) sigue la ec. (7.3), alcanzandose la solucién del OP desde aproximadamente y=2.0.
Para otras localizaciones simétricas de los jugadores mas cercanas al centro del segmento de
mercado, tenemos que vo(a=b=1.3)=0.880, 7o(a=b=1.4)=1.288. En la fig. 7.4(b), con b=1.0,
se observa un comportamiento similar, existiendo una zona ruidosa para valores bajos de 7,
que desaparece a medida que aumenta su valor y se estabiliza la simulacion.
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P, Q. 7. Q. T
13.0 13.0 wl
wy 1
12.0 12. o
ws 1
11.0 ; 11.0-427
Ry | S
10.01 .l 1o.oywy,$/“§/
. ‘ i
9.0 s.ol
8.04 8.0
7.0 7.0
6.0 6.04
S5 S
45 Q5 Qf 4.5: Q1 —Qf
4.0 4 0bes e
35 — 35 >
3.0 PLPS 3.0t pe DS — —
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2.0 2.0,
o IS -
0.5 S 05 %‘lf’% 1 e
3.0 4.0 1.0 2.0 3.0 4.0

(b)

Figura 7.4: Simulacién en precios del juego cuantico de Hotelling-Smithies con «=6.0 y entrelaza-
miento 7 variable en T=100. L=3.0, t=1.0. (a) a=b=1.2. (b) a=1.2, b=1.0. Precios independientes
y entrelazados medios (7, p°), demanda media (Q°), beneficio medio (7€), beneficio de campo medio
(u™). Los graficos de (p®, Q®,u®) representan el éptimo de Pareto.

Representacion del juego en funciéon de la localizacién

Los precios, demandas y beneficios entrelazados alcanzados en el régimen estacionario del
juego simétrico a = b, representado en la fig. 7.3(a) y la fig. 7.4(a), se aproximan mucho a
los alcanzados en la correspondiente solucién del OP. La fig. 7.5 muestra que este hallazgo
resulta ser cierto independientemente del valor de a = b. Las cantidades promedio simuladas
en la fig. 7.5 se ajustan casi perfectamente a las de la soluciéon del OP, es decir, las lineas
(p*, Q*,u®) se trazan de acuerdo con la ec. (6.4). El beneficio maximo (11.865) se alcanza en
a=L/4=0.75 "4 sin destacarse excesivamente del resto de valores del beneficio. De hecho,
los precios (tanto independientes como entrelazados) y las demandas no son fuertemente
dependientes de a. Asi, los precios independientes se mantienen alrededor de 0.36, los precios
entrelazados en valores proximos a 2.73 y las demandas en torno a 4.1.

Los graficos de (p*, Q*, u*) en la fig. 7.5 representan la solucion del EN en el juego clasico
inducida por los precios dados por la ec. (6.5) hasta la ubicacién critica a'=1.025, a partir
de la cual no existe EN. Sorprendentemente, a' > L/4, es decir, en el juego de HS con a = b
el EN sigue existiendo més alld del primer cuartil. A partir de a¥, los jugadores tienden a
adoptar una estrategia que viene dada por la ec. (7.5) en el escenario clésico (Grau-Climent
et al., 2022) y da lugar a la SCC. Esta solucién coincide con el equilibrio en estrategias sequras
(EinSS) obtenido para el juego convencional de Hotelling en Iskakov e Iskakov (2012).

A— \/)\2 — 32t(L — 2a)[\ + t(24a — 11L — 4a2/L)]

P = 3 . A=4da—t(28a — 13L). (7.5)
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Figura 7.5: El juego cuantico de Hotelling-Smithies con limite de coste a=6.0, v=2.0 y a=b
variable. L=3.0, t=1.0. Los gréficos de (p, Q, u) representan los valores medios en la simulacién
para T'=100. Los gréficos de (p°®, Q°®, u®) representan el 6ptimo de Pareto. Los graficos en color rojo
y azul de (p*, Q*, u*) representan el equilibrio de Nash en el juego clasico hasta a=a"=1.025 y los
de (p", QV, u¥) muestran la solucidn de consenso colectiva en el juego cldsico a partir de a=a".

Representacion del juego en funcién del limite de coste

La fig. 7.6 representa el juego de HS con factor de entrelazamiento y=2.0 y limite de
coste a variable. En la fig. 7.6(a) se muestra el caso simétrico con a=b=0.6, de modo que
los precios, demandas y beneficios entrelazados en la simulacién con T'=100 son los mismos
para ambos jugadores. A su vez, los valores medios simulados estan muy cerca de los valores
correspondientes a la soluciéon del OP con un limite de coste a elevado y practicamente
coinciden con valores bajos. Los valores criticos a; = (3/2) - 0.6 - 1.0 = 0.90, ap = (3.0 —
2-0.6)1.0 — 2925 = 1.41 en la fig. 7.6(a) delimitan los dos regimenes del OP con valores de
a pequenos, donde los jugadores no interactian. Con a muy bajo, el OP viene dado por la
ec. (7.6), pero, por su complejidad, no se ha podido llegar a ecuaciones analiticas explicitas
para el caso o € (o, ) (Grau-Climent et al., 2022).

2
(12 Q1) = (?f’ (5) 1) asw=; =

En la fig. 7.6(b), tenemos que a = 0.6 > b = 0.4, por lo que el jugador-1 obtiene mayores
beneficios que el jugador-2. Esto se debe principalmente a que la demanda del jugador-1 es
mayor que la demanda del jugador-2. En contraste con ello, tanto los precios independientes
como los precios entrelazados de ambos jugadores son practicamente coincidentes en dicha
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P, Qu P, Qu
—c 121

I
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a0, 20 3.0 4.0 5.0 6.0 1.0 2.0 30 20 50 60 @
(a) (b)
Figura 7.6: El juego cuantico de HS con y=2.0 y a variable. L=3.0, t=1.0. (a) a=b=0.6. (b) a=0.6,
b=0.4. Los graficos en color rojo y azul de (p, Q, u) representan los valores medios en la simulacién

para T'=100. Los gréaficos de (p°®, Q°®,u®) representan la solucién del OP. Los graficos de (p*, Q*, u*)
representan la solucién en EN en el juego clasico.

N Wb 0O N 0 ©
o}
N W OO N 0 ©

figura. Si los jugadores coluden y se ponen de acuerdo para compartir el mercado, se cumple
que 5°* = (21 +22)/2 = a+(d,/2) = 1.6 y, como resultado de ello, los precios y las demandas
de la solucion del OP en un juego con un valor de a elevado se pueden obtener como una
generalizacién de la ec. (6.4). De este modo,

. a o Ly e 0 1y a2
=55~ 2<L_§.>—p2, 01—2(a + (5 a))t, 02—2<b + (22 s))t
(7.7)

Q7 =pis°, Q3 =p3(L—53). (7.8)

Se demuestra que los precios en la ec. (7.7) son muy similares. Se cumple que 3° — a =
1| a?4(dy/2)? b2+ (dy /2

Ty — 5° = 3d,, de donde: dp® = |p$ — p}| = % Ty b+(dm/2;2‘t. Con el caso a = b de

(a), se cumple que dp®*=0, mientras que con los valores de la fig. 7.6(b) tenemos que
0

6
o _ 1[0.624+(2/2)2  0.42+(2/2)?\ _
dp* = §(2SHGAE GG — .0107.

Simulacién con localizaciéon y precio variables

La fig. 7.7 y la fig. 7.8 muestran el juego de HS con eleccién simultanea del precio y la
localizacién, un escenario en el que el EN no existe (J. Gabszewicz, 2013).

La fig. 7.7 es andloga a la fig. 7.1 pero con localizaciones variables de los jugadores. Las
dindmicas de la fig. 7.7(a) y de la fig.7.1(a) comparten dos caracteristicas importantes: 7)
el resultado de las cinco configuraciones aleatorias iniciales es practicamente indistinguible,
i1) el régimen estacionario se alcanza después de un tiempo de transicién bastante corto.
Esto también se aplica a las localizaciones promedio en la fig. 7.7(a) que tienden a acercarse,
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desde sus valores iniciales 77 ~ 0.75, T3 =~ 2.25, a los estacionarios tan pronto como se alcanza
aproximadamente 7'=20. La fig. 7.7(b) muestra el juego con las localizaciones y precios medios
estacionarios de una simulacién con los valores de (a) en la iteracion T=40, donde tenemos que
Ty =a=1341~1336 =b=3.0— (T, = 1.664) y p§ ~ p5. Ello induce que u§ = u ~ 10.9,
por debajo del maximo factible u=11.9 en a=b=0.75. A diferencia de lo que sucede en la
fig. 7.1(b), la localizacién del consumidor indiferente § resulta estar muy préxima a L/2=1.500
en la fig. 7.7(b) debido a la simetria en las entradas de la simulacién del juego.
| a=6.0,v=2.0
m@E 0.0r=mmm" e ¥ ol 7 iy

12.09 | 'l_].rl.:.lA_‘l.wz Cc__ C __

e | e p$=2.642, p5=2.644

= Q1=4.138,0Q>=4.117
| U1:10.932, U2:10.886

o
Q
H
|

00
Q 9

1.503
: 10 =6 30 g0 T 0.0 1 T2 3.0

(a) (b)
Figura 7.7: El juego cuantico de Hotelling-Smithies con limite de coste a=6.0 y 7v=2.0 en una

simulacién de localizacion-precio. L=3.0, t=1.0. (a) Dindmica hasta T=40 en cinco simulaciones.

(b) El juego con los precios y localizaciones promedio estacionarios de una de las simulaciones en
T=40.

ORENNWWANAOOO:
000000000000q0Q
V%
QO
S
O
[\

La fig. 7.8 trata el juego de 6.0-HS y localizaciones y precios variables en una simulacién
en 7T'=200. Los precios independientes y entrelazados medios en la fig. 7.8 evolucionan con
cualitativamente como en la fig. 7.3, es decir, los precios independientes promedio de ambos
jugadores disminuyen mondétonamente hacia cero a medida que v aumenta, mientras que los
precios y beneficios entrelazados promedio de ambos jugadores aumentan a medida que lo
hace v, volviéndose bastante estables a partir de aproximadamente y=2.0. Como resultado,
tenemos el mismo caracter estacionario de la demanda en las proximidades de v=2.0. Los
graficos de la fig. 7.8 muestran un aspecto ruidoso en comparacion con los de la fig. 7.3. Esto
es asi porque la convergencia es mas dificil de alcanzar con un parametro adicional a fijar,
como es la localizacién. Por eso, la simulacion en la fig. 7.8 se ejecuta hasta la iteracién T=200
en lugar de hasta T=100, como es habitual en las simulaciones con localizaciones fijas.

La localizacion promedio se estabiliza virtualmente en la simulacion de la fig. 7.8 incluso
antes de y=2.0, alcanzando unos valores aproximados de @ ~ b ~ 1.34. Como resultado,
cla=b=1.34) = ((1.34)2 + (1.5 — 1.34)2>/2 = 0.683, de modo que la solucién del OP en la

ec. (6.4) da como resultado unos precios p§ , = % — % = 2.77, que inducen unas demandas

Q7o =2.772-1.5 = 4.16. Estas cifras estdn muy proximas a los valores promedio alcanzados

en la simulacién: p§, ~ 2.64, Qf 5 ~ 4.13.
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Figura 7.8: El juego cuantico de Hotelling-Smithies con a«=6.0 y entrelazamiento ~ variable en
una simulacién en localizacién-precio en T=200. L=3.0, t=1.0. Se representan los valores medios
de las localizaciones de los jugadores (T), de los precios independientes y entrelazados (p,p°), de
las demandas (Q) y de los beneficios (), asi como los valores de campo medios (u#). El recuadro
muestra los patrones en y=2.0.

7.3. Coste de desplazamiento cuadratico

En lugar de considerar el coste de desplazamiento lineal, se puede suponer que este coste es
cuadrético con respecto a la distancia, de modo que e; = p+t(s—x;)?, i = 1,2 (d’Aspremont
et al., 1979). Como analizamos en la sec. 6.2, en el juego de Hotelling original con coste de
desplazamiento cuadrético, el consumidor indiferente se ubica en s, dado por la ec. (7.9), y
las funciones de beneficio (u) vienen dadas por las ecs. (7.10). Como resultado, los precios
en EN y sus beneficios vienen dados por las ecs. (7.11), donde, 5* = (L + k)/2 como en el
modelo con coste lineal . En el juego de Hotelling con coste de desplazamiento cuadratico, se

* *

Uy Ug

observa que <0y < 0, al contrario de lo que ocurre en el juego convencional con

coste de desplazamiento lineal.

1 _
3:2(x1+x2+p2tdxpl), dy = 9 — 11 (7.9)
0 si 5<0 Lpo si 5<0
up=1<3p1 si 0<S<L, uy=<(L—3)py si 0<s<L. (7.10)
Lp, si s> 1L 0 si 5> L
* % * % 1 * % a—b
(pl,pQ):tdm[L—i—k,L—k}, (i, us) = 5 [pi(L+ R, p3(L—R)|, k=22 ()
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La funcién de demanda en el juego de a-HS2 viene dada por la ec. (7.12) (un ejemplo de
representacion de las demandas totales se muestra en la fig. 7.9(b)).

¢i(s) = max(a — p; — t(s — 2;)%,0), i = 1,2. (7.12)

Los limites del mercado de ambos jugadores en el juego de a-HS2 se calculan de acuerdo
con las ecs. (3.11), pero en este caso r; = \/(a—p;)/t, i=1,2.

El OP en el escenario a = b de un juego de a-HS2 es el que resulta de la ec. (7.13).

. 1 ¢ o . L 1 (L >3+ 3) - 5 (L >2t c
=_—a—— = — c==-||l=—a a a> g = ——a ——1.
P12 9 1) w12 P12 97 3 5 ) = O 9 I

(7.13)

En el enfoque cuantico del juego de a-HS2, los precios independientes p; y ps en las
ecs. (7.10) deben ser reemplazados por los entrelazados p§ y p5, v la ec. (7.9) se convierte en
la ec. (7.14).

5(y) = (xl tag+ p?_pl)w) . (7.14)

1
2 t(xg — 4

Simulacién con localizaciéon fija

La fig. 7.9 es analoga a la fig. 7.1, pero con coste de desplazamiento cuadratico. De nuevo,
como en el modelo con coste lineal, las cinco simulaciones de sendas configuraciones iniciales
de precios aleatorios que se muestran en la fig. 7.9(a) son indistinguibles. Los beneficios en el
juego particular de la fig. 7.9(b) son mayores que los de la fig. 7.1(b), lo que puede resultar
sorprendente a primera vista. Ello es asi porque |r — x;]* es menor que |z — ;| cuando
|z — z;| < 1.0, como sucede en el ejemplo examinado, por lo que los precios y las demandas
aumentan con coste de desplazamiento cuadratico.

La fig.7.10 es andloga a la fig. 7.3, pero con coste de desplazamiento cuadratico. Las
principales caracteristicas de los graficos en ambas figuras son semejantes, en particular, el
aumento de v continia dando lugar a que los precios independientes promedio de ambos
jugadores (p) disminuyan monétonamente hacia cero y que los precios entrelazados promedio
de ambos jugadores (p®) se estabilicen muy pronto. A diferencia de lo que sucede en la fig. 7.3,
en la fig. 7.10 el incremento inicial de ¥ no induce un notable aumento inicial de los precios
entrelazados (y en consecuencia de los beneficios entrelazados). Ello es asi porque los precios
entrelazados (y los beneficios) ya alcanzan un valor alto en el modelo clasico, que no se ve
afectado notablemente por el aumento de 7y, razén por la cual los graficos de las demandas
también se muestran bastante planos en la fig. 7.10.
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= c—2. 827, pS—2.827
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Figura 7.9: El juego cuantico de Hotelling-Smithies con limite de coste a=6.0, coste de desplaza-
miento cuadratico y y=2.0 en localizaciones fijas £1=0.6, x9=2.6. L=3.0, t=1.0. (a) Dindmica hasta
T'=40 en cinco simulaciones de precios. (b) El juego de con los precios promedio estacionarios de
una de las simulaciones en T=40.

P, Q. P, Q. )
[ — vy
13.071,® < uc uy 13.0 d——=7 e e
12.0 - . 12.0 .o —c
11.0 11.00 — 2
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8.0 8.0
7.0 7.0
6.0 6.0
2:3 Q< Qc 2:3
4.5: e 2 1 4:5“3{ ' n;
4.0 A0 u§ raYa
g-g e nCns %-g P2 R
2.5t T1IT2 2 Sl Py PS5
2.0 2.0
15 1.5
1.0 _ 1.0 -
0.5 PP, 0.5 — D, P,
1.0 270 3.0 a0/ 1.0 >0 3.0 407
(a) (b)

Figura 7.10: El juego ctiantico de Hotelling-Smithies con limite de coste «=6.0, coste de desplaza-
miento cuadratico y entrelazamiento ~ variable en una simulacién en precios para T=100. L=3.0,
t=1.0. (a) a=b=0.6. (b) a=0.6, b=0.4. Se representan los valores medios de las localizaciones de los
jugadores (T), de los precios independientes y entrelazados (p,p¢), de las demandas (Q) y de los
beneficios (), asi como los valores de campo medios (u™).

Representacion del juego en funcion de la localizacion

La fig. 7.11 es analoga a la fig. 7.5, pero con coste de desplazamiento cuadrético. Los valores
del precio entrelazado, la demanda y los beneficio medios alcanzados en la simulacién de la
fig. 7.11 se ajustan muy bien a los de la solucién del OP, es decir, a las lineas (p°®, Q°, u®)
que se trazan de acuerdo con la ec. (7.13), cuando el valor de a no es muy elevado. En el caso
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contrario, cuando los jugadores estdn muy préximos al centro del segmento de mercado, los
valores de la simulacién subestiman el beneficio del OP, cayendo de modo abrupto tanto el
precio como el beneficio hasta ser cero en el punto central del mercado (a = L/2).

p,Qu
13- ;
112.669 T TE ! o
12 2
11-
101 3
| !

9- | |
! i *‘
71 3 |
N i
;. o
N ® 2 T CF el
sl o
0] i
N I

14 PRI A V-N :

rir2 1 ' e

0.5 0.75 1.0 1.5

Figura 7.11: El juego cuantico de Hotelling-Smithies con limite de coste a=6.0, coste de despla-
zamiento cuadratico, y=2.0 y localizaciéon a=b variable. L=3.0, t=1.0. Los gréficos de (p®, Q°®,u®)
representan la solucién del OP. Los gréficos en color rojo y azul de (p, @Q, u) representan los valores
promedio en la simulacién en T=100.

Representacion del juego en funciéon del limite de coste

La fig. 7.12 es andloga a la fig. 7.6, pero con coste de desplazamiento cuadratico. En la
fig. 7.12(a), tenemos que a=b=0.6, de modo que los precios, demandas y beneficios entre-
lazados en la simulacion en T'=100 son los mismos para ambos jugadores. A su vez, los
valores medios simulados estan muy cerca de los valores correspondientes de la solucion del
OP con valores del limite de coste « elevados (ec. (7.15b)) y practicamente coinciden con
un limite de coste bajo (ec. (7.15a)). Es decir: i) p}, = 2a/5 si @ < ay = 20.6> = 0.6, y
i) ¢ = ((2 —0.6)>+0.6%)/3 = 0.315, por lo tanto, p}, = a/2 — 0.315/3 cuando a > ay =
2(0.9% - 0.315/3) = 1.410. Casualmente, se cumple que ap=1.410 tanto en la fig. 7.6(a) como
en la fig. 7.12(a). Este no es un resultado general, sino solo el resultado no buscado de los
valores elegidos para los parametros L=3, a=b=0.6. Por ejemplo, con a=b=L/4=0.75 seria
as=5-9/16 - 3=0.938 en la fig. 7.6(a) y ap=3-3/4 -2 = 1.125 en la fig. 7.12(a).

. e 2 43 \3?
(P1,2>Q1,2): <504, 3 <504) ) ) a <oy, (7.15a)

a >a, (7.15b)
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donde
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Figura 7.12: El juego cuantico de Hotelling-Smithies con limite de coste « variable, coste de
desplazamiento cuadrético y v=2.0. L=3.0, t=1.0. (a) a=b=0.6. (b) a=0.6, b=0.4. Los gréficos de
(p®, Q®,u®) representan la solucién del OP. Los graficos en color rojo y azul de (p, @, U) representan
los valores promedio en la simulaciéon en 7=100.

La fig. 7.12(b) es andloga a la fig. 7.6(b), pero con coste de desplazamiento cuadratico.
Ambas figuras comparten las mismas caracteristicas: i) el jugador-1 obtiene un beneficio
mayor que el jugador-2, principalmente porque la demanda del jugador-1 es mayor que la del
jugador-2, mientras que tanto el precio independiente como el precio entrelazado de ambos
jugadores son practicamente coincidentes, y ii) los precios y demandas en la solucién del OP
en un juego con « alto se pueden obtener como una generalizacién de las expresiones de la
ec. (7.13) considerando que 3° = (21 + 2)/2. De este modo,

._Oé ClNOZ C2 e _1 3 —e\3 _1 3 —e\3
pl—g—g_g—m—pQ, Cl—g( +(S))t, CQ—g(b +(.T2—S))t
(7.17)
Q1=pis*,  Q3=p3(L —3°). (7.18)

Aligual que en el modelo con coste de desplazamiento lineal, los precios en la ec. (7.17) son

muy similares. Se cumple que dp® = |p$ —p}| = % “zjrgjif 3;3 — biigz; ;;3

ello, en la fig. 7.12(a), dp®*(a = b) = 0, y en la fig. 7.12(b) se cumple que dp® = %(M —

1.6
0.43+(2/2)3\
T) =~ 0.0.

t. Como resultado de

La fig. 7.13 es analoga a la fig. 7.8, pero con coste de desplazamiento cuadratico y el afiadido
del recuadro que representa los valores medios de la simulaciéon en v=2.0. Los valores de las
localizaciones medias parecen no verse influenciados por el aumento de ~ en la fig. 7.13, por
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lo que los jugadores se acercan en menor medida en comparacién con lo que sucede en la
fig. 7.8. En la simulacion particular en y=2.0, que se muestra en el recuadro de la @g. 7.13, se
cumple que a=1.231 y b=1.186 (recordemos que en la fig. 7.8 se cumplia que @ ~ b ~ 1.34).

P.T,Q,u

12.0 u?f

11.0 ,

10.0 PIaTa
9.0 ,’\v““‘

PO

U e N NEIPE eV

-0 T S N _ V_

. »0- p
1.0 2/0 - 230 40"
Figura 7.13: El juego cudntico de Hotelling-Smithies con limite de coste o« = 6.0, coste de des-
plazamiento cuadrético y entrelazamiento ~ variable en T=200. L=3.0, t=1.0. Se representan los
valores medios de las localizaciones de los jugadores (T), de los precios independientes y entrelazados
(B, p°), de las demandas (Q) y de los beneficios (%), asi como los valores de campo medios (u#). El
recuadro muestra una simulacién en y=2.0.

OHENNWRAATOO N 0
Q

7.4. Entrelazamiento trigonométrico

Simulacién con localizacién fija

Se pueden proponer otros pesos (wp, wy) basados en sistemas cudnticos, como los pesos
trigonométricos siguientes: w; = cos~y, wy = sen~y, v € [0,7/2]. En la fig. 7.14 se muestra la
forma en que actia este tipo de entrelazamiento en el caso particular del juego de HS con
localizaciones fijas de los jugadores.

La fig. 7.14 es analoga a la fig. 7.3, pero con entrelazamiento trigonométrico, de modo que
la localizacion del consumidor indiferente viene dada por s(v) = (a:l + x9 + (”27?71)(0057 —
sen 7)) /2 y los precios independientes en EN en este modelo trigonométrico cuando a = b
vienen dados por la ec. (7.19) ! (andloga a la ec. (7.3)). La ec. (7.19) se reduce a la ec. (6.5) en
v=0, ya que X(y=0) = cos(2-0) = 1, de modo que X'(0) = 0z—{—t(2L—|—(a—§)> = Oz+tga+3§).
Como se podia esperar, el entrelazamiento induce la tendencia hacia la soluciéon del OP en la

fig. 7.14, aunque esto sucede de una manera menos nitida en comparacién con la fig. 7.3. Por
lo tanto, con un entrelazamiento muy alto, es decir, v alrededor de 7 /4, la simulacién produce
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cantidades promedio cercanas, pero distinguibles, a las de la solucién del OP. A diferencia de
lo que sucede en la fig. 7.3, en la fig. 7.14 los precios independientes medios no tienden a cero
cuando 7y crece, sino que Unicamente disminuyen en pequena medida. Esto es asi porque la
suma de los pesos, w; +wy = X solo crece hasta ¥ (7/4)=+/2. Como debe ocurrir, los precios
entrelazados p(y) = pi,(7)¥ convergen a los precios en la solucién del OP, dada por la

ec. (6.4), cuando v crece hasta /479,

N — \/X2 — 4R (oL — 2c)

* . cos 2y
Praln) = - , (7.19)
donde
Cos L .
N=a+t(20x 80 14~ , ¥ = cosy +sinvy. (7.20)
cos 2 2
P, Q% u” P.p°, Q% u”
1 i
12.0+ u]:r) - 12.0t 1 1T
11.0+ —cC 11.0 £
{51 b =L
10.0¢% 1,2 10.0-;/{-
oO.0= O.0=
S.0O= S.0=
7 .0O= 7.0O=
S.0= S.0= [
5.5% 5.5% Qs
5.0% 5.0% .\ﬁ
4.5 4 _ Sa
4.0% 4.0= =X )
3.5¢ 3 5. N2
3.0+ 3.0 & @
2.5+ o 54 12 P DZCL{_J
2.0= 2. O g e ol
1.5= 1.5 >
1.0= 1.0%
O.5= O.5=
/S TT/4 R4 /S 7T/4 4
(a) (b)

Figura 7.14: Simulacién en precios del juego cuantico de Hotelling-Smithies con a=6.0 y entrelaza-
miento ~y trigonométrico variable en 7=100. L=3.0, t=1.0. (a) a=b=0.6. (b) a=0.6, b=0.4. Precios

independientes y entrelazados medios (7, p°), demanda media (Q°), beneficio medio (@°), beneficio
de campo medio (u?)

La fig. 7.15 es analoga a la fig.7.14, pero con los pesos trigonométricos: w; = cos? 7,
wy = sin? g, v € [0, 7/2] (Frackiewicz, 2016), de modo que 3(7) = (a:l + 9+ PP cos 27))/2.
Los precios independientes en EN en este modelo se corresponden, cuando a = b, con la
ec. (7.21)"7 (andloga a la ec.(7.19)). El aumento del factor de entrelazamiento induce la
convergencia hacia la solucién del OP en la fig. 7.15[78 como ocurre en la fig. 7.14. Sin
embargo, a diferencia de lo que sucede en la fig. 7.14, en la fig. 7.15 los valores promedio de
los precios independiente y entrelazado son indistinguibles. Esto es asi porque, si p1 = ps = p,
se cumple que p§ = p§ = p(cos2 7 + sin? v) = p.

N — SN2 — 43 250 (ol — 2c)
o = Y , (721
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donde
cos 7y L
N=a+t|2LE +a——], Y = cos7y. (7.22)
cos 27y 2

D, Q% u” D, D, Q2 u” )

wp——— af
122, 1 2s

1,2
114 == == 11 S — —~
1().'. 10%

Om Om
S= S=
7= 7=
&= (ST
5.5 C [ 5.5=
5.0= Q 5.0=
4.510° 4.5-
4.0+ 4.0=
3.5+ 3.5+
3_0--1,_‘- 3.0=
o5+t T Aﬁ B (*?/ 2.5=
2.0O= L, I 2.0=
1.5= = 1 2 1.5=
1.0= 1.0=
0.5+ 0.5+

7T/ 7T, z 4 /S 7T, z 4

(a) (b)

Figura 7.15: Simulacién en precios del juego cuantico de Hotelling-Smithies con a=6.0 y entre-
lazamiento trigonométrico v variable, segin el modelo de Frackiewicz, en T'=100. L=3.0, t=1.0.
(a) a=b=0.6. (b) a=0.6, b=0.4. Precios independientes y entrelazados medios (p, p¢), demanda me-
dia (Q°), beneficio medio (7€), beneficio de campo medio (u#).

7.5. Conclusiones

La simulacién numérica con interaccién local permite analizar el comportamiento del juego
cuantico de Hotelling con demanda elastica, es decir, el juego cuantico de HS. De acuerdo con
ello, se muestra como el entrelazamiento induce que la solucién del OP emerja con bastante
rapidez en el EN; incluso si el EN no existe en el juego clasico, como es el caso de jugadores
muy cercanos en el modelo con coste de desplazamiento lineal.

En el juego con coste de desplazamiento cuadratico, el OP también es inducido por el
entrelazamiento independientemente de la proximidad de los jugadores. Dada la dificultad
matematica en manejar el juego con coste de desplazamiento cuadratico por la complejidad
de los célculos, la simulacién tiene un papel mas relevante en este escenario.

Por 1ltimo, en el caso analizado mas ocasionalmente del juego con variacién simultanea
de localizaciones y precios, donde la simulacién se vuelve especialmente necesaria, se ha
descubierto que el entrelazamiento induce una proximidad notable en la posicién de los
jugadores en el juego con coste de desplazamiento lineal, en contraste con lo que sucede en
el juego con coste de desplazamiento cuadratico.
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Notas

[71La diferencia entre los precios efectivos o entrelazados se puede expresar en funcién de los precios inde-
pendientes: p§—p§ = paw1 (7)+prw2(7) — (prwi (v) +p2w2(V)) = p2(wi () —w2(y)) —p1(wi(v) —w2(y)) =
(p2 = p1)(w1(v) — w2(7)), wi(y) — w2(y) = (p2 — pr)e™”

[72IE] EN en el juego simétrico de a-HS se obtiene como sigue:
= piQ1, Q1 = (a—p§)5+t(a5—5"/2—a?). uz = p§Q2, Q2 = (a—p5)(L—3)+t(b(L—3)—(L—3)*/2—b?)

gzl = coshy[(a — p§)3 + t(as — 52/2 — a®)] + p§[— cosh 5 — %(afp‘{) +t(fa627t —3 2;)].

En el juego simétrico, se cumple que a =b — p; = pa = p — p§ = p§ = pe? — 5= L/2.

Obligando a que se cumpla la condiciéon gzl —3“2 =0y sustituyendo los valores anteriores, se obtiene la
siguiente ecuacion:

coshy[aL + t(aL — (L/2)? — 2a?)] 4+ pe?[—2L coshy + e~ (L/2 — a) — e? (0 —pe?)]=0—
e'p? — @+t (a+2Lcoshye? — L/2)]p + tcoshy[aL + t(aL — L? /4 — 2a%)] = 0.
Resolviendo la ecuacién de segundo grado, se obtiene la ec. (7.3).

[7-3IMultiplicando numerador y denominador por el conjugado del numerador, se obtiene la expresién si-

guiente:
ox N )\’f\/)\/274te“/ cosh 'y(aL72c))()\’+\/)\’274te“/ coshvy(aL—2c)) 2te” cosh y(aL—2c)
P12 (’Y) o 2()\,+\/)\’274t6'7 coshy(aL—2c)) - A/+\/>\/274t67 coshy(aL—2c)
2t(aL 2¢)
o7 cosh 5 Jr\/ ev Cobh 7 t T eosh - (al— 20)

Como se cumple que lim % = 2Lt, hallando el limite cuando v — oo de la expresion obtenida
y—00

. ‘ 2t(aL—2c¢) 2t(aL—2c¢) «a c .
anteriormente lim p$™ = = —a_c _pe
y—mpl’?w) 2Lt+V/At2 L2 4L 2 "L =P

(T4 A partir de la ec. (6.4), u®=(p? 2) se maximiza cuando p} 5 = /2 — ¢/ L se maximiza, es decir, cuando
¢ se minimiza, lo que ocurre en a = L/4. En tal caso, ¢ = L?/16, méx(p®) = «/2 — L/16 = 2.812,
méx(Q%) = 2.812(L/2) = 4.219, méx(u®) — 2.812 - 4.219 — 11.865,

[7-5IE] EN para el juego simétrico de a-HS con entrelazamiento trigonométrico se obtiene del modo siguiente:
up = p§Q1, Q1 = (a—p§)5+t(as—32/2—a?). (%gl = — L (cosy—seny) = —L A, A = (cosy—sen~).

g — cos(a— p)8 + tlas — 5°/2 — a?)] + pf[-F oy — Ao —pf) +1(-ad + 53]

En el juego simétrico, se cumple que a =b — p; = ps = p — p§ = p§ = p(seny + cosy) = p¥ — 5 = %
Obligando a que se cumpla la condicién gzl =0 y sustituyendo los valores anteriores, se obtiene la
siguiente ecuacion:
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cosn(a —pE)§ +Hag — (5)?/2 - a®)] + pS[-cosv§ — 5 (a —pS +t(a - §))] =0
p*Y2A 4+ B[ — Ltcosy — Ltcosy — Ala+t(a— £)|p+ tcosy[La + t(aL — LT —2a%)] =0.

Resolviendo la ecuacién de segundo grado, sabiendo que YA = cos?~y — sen?y = cos 27, se obtiene la

ec. (7.19).
[7-61Multiplicando numerador y denominador por el conjugado del numerador, se obtiene la expresién si-
guiente:
Pi& () = X Z;iCOZ;Y (:fv 2¢) 2t2ﬂ(aL_26) ‘ .
NI L2 (e OV (ar-2

Como se cumple que lim/ N % = 2L3t, hallando el limite cuando v — /4 de la expresién obtenida
y—7/4

anteriormente lim p§%y(7) = 4572 = ¢ — £ =p°.
vy /4

[77E]l EN para el juego simétrico de a-HS con el modelo de entrelazamiento de Frackiewicz se obtiene del
modo siguiente:

uy = p§Q1, Q1 = (o — pf)5 + t(a5 — 5°/2 — a?). aaTi = *Cogt%'
981 _ cos? y{(a — p§)5 + Has — /2 — a?)] + [ cos? 75 — B - pf) + H-a B + 53]

9Ip1

En el juego simétrico, se cumple quea =b = p1 =p2=p—=pi=p5=p —+ 5= %

Obligando a que se cumpla la condicién ggl =0 y sustituyendo los valores anteriores, se obtiene la

siguiente ecuacién:

cos? y[(a — p)L + t(aL — (£)? — 2a%)] + p[ — cos? YL — <=2 [(a — p) + t{a — £)]] =0 —
cos2yp? + [ — 2t cos? yL — cos 2v[a + t(a — £)]]p + tcos® y[aL + t(aL — (%)% — 2a%)] = 0.
Resolviendo la ecuacién de segundo grado, se obtiene la ec. (7.21).

[7-8]Multiplicando numerador y denominador por el conjugado del numerador, se obtiene la expresién si-

guiente:
2
o 2t o (al—20) _ 2t(aL—2c)
1 2 ’ 2 cos2 ~ )/ o8 2y )\/ COb2’Y 2 4t cos 2'y L—2
Ny N2—4t 822 (aL—2c) (N 50+ (V5T ol C 0
Como se cumple que lim/ N % = 2Lt, hallando el limite cuando v — 7/4 de la expresién obtenida
y—/4

. ; % _ 2(aL—2¢) _ « c _ e

anteriormente 731}21/41)172(7) =S =5 t=0r"
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Capitulo 8

El juego clasico de Hotelling con
jugadores proximos

Como se ha comentado anteriormente, en el articulo inicial de Hotelling (1929), el autor
establecio lo que se denomina principio de minima diferenciacion, segin el cual los jugadores
tienden a intentar asemejarse unos a otros, lo cual, en el modelo inicial, se traduce en que
buscan localizaciones similares para sus comercios. Fue necesario que transcurrieran cincuenta
anos hasta que se pudo demostrar que este principio no es valido a nivel general, ya que el EN
en el juego sélo existe bajo unas determinadas condiciones (d’Aspremont et al., 1979). Esta
cuestién ha sido estudiada por Garcia-Perez et al. (2024b), en cuyos resultados esta basado
este capitulo.

Esta seccién analiza el juego de Hotelling original y sus variantes (modelo original, con
limite de coste y el juego de HS) en la region donde no existe EN, en la linea de otros autores
como Graitson (1982). El andlisis de esta casuistica del juego ha sido descartada frecuente-
mente en gran parte de la literatura anterior. En lugar de ello, para superar el problema de
la inexistencia de EN, se han considerado varias modificaciones sobre el juego original. Entre
ellas destacan las siguientes: i) se implementa el juego con coste de desplazamiento cuadra-
tico, en cuyo caso el EN emerge en todo el mercado potencial (d’Aspremont et al., 1979); i7)
se consideran estrategias mixtas (Dasgupta y Maskin, 1986); iii) la bajada indiscriminada
de precios (undercutting), que impide el equilibrio en el juego original, estd prohibida (Eaton
y Lipsey, 1978); iv) el concepto de EN se generaliza, por ejemplo, a equilibrio en estrategias
sequras (EinSS) (Iskakov e Iskakov, 2012). En este apartado se estudia unicamente el caso
del juego simétrico, a = b.

8.1. El juego de Hotelling original

Con anterioridad, se han obtenido las ecuaciones en el EN para el modelo original del
juego, que vienen dadas por las siguientes expresiones (donde se cumple que §* = (L +k)/2):
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(p;,p;):t(L+k,L_k), (u;,u;):;<(L+k;)2,(L_k)2>, k:“;b. (8.1)

Debido a que los beneficios aumentan a medida que la posiciéon de los jugadores se apro-
xima al centro del mercado (uj aumenta con a y u) con b), ambos jugadores tenderian a
coincidir en su localizacién, de acuerdo con el principio de minima diferenciacion. Sin em-
bargo, d’Aspremont et al. (1979) demostraron que el EN sélo existe bajo ciertas restricciones,
lo cual impide que se cumpla esta tendencia en la posicién de los jugadores. Las condiciones
que deben cumplirse para que exista equilibrio son las siguientes:

1) (L+k)?>4L(a+2b)/3,  2) (L—k)?>4L(b+2a)/3, k= (a—b)/3. (8.2)

Dado que s6lo vamos a considerar el juego simétrico (a = b), entonces se cumple que k=0,
r1+x9y=Lyd, =xy—1x1 = L—2ay, por tanto, las restricciones de las ecs. (8.2) se reducen
a a =0 < L/4. Andlogamente, las ecs. (8.1) se convierten en las siguientes:

pi=ps=tL, u}=u;=tL*/2. (8.3)

El juego con L=3, t=1, donde el EN viene dado por pj ,=3.0, dando lugar a uj ,=4.5 con
la condicién a < L/4, se representa en la fig.8.1. En ella se muestran el precio, la demanda
y el beneficio en funcién de la localizaciéon de los jugadores en el juego simétrico (a = b).
La disminucion de los precios (y beneficios) en la simulacién que se observa en la figura con
a > L/4 esta de alguna manera asociada a la disminucion de la importancia del componente
de ubicacion del juego cuando los jugadores estan lo suficientemente proximos. De hecho, en
a=b=L/2=1.5 la localizacién no juega ningun papel, por lo que el juego se establece sélo en
precios y, en consecuencia, el inico EN solucion del juego es aquél en que ambos precios son
cero (juego de Bertrand).

En la zona donde no hay equilibrio (a > L/4), si el jugador-i carga el precio p*—d,t, siendo
d, = L — 2a, mientras que el jugador-j pone el precio de equilibrio, p*, el primero capturaria
todo el mercado y, en consecuencia, su beneficio resultaria ser (p* — (L — 2a)t)L, en lugar de
p*L /2. El precio en dicha regién viene dado por la ec. (8.4) y es aquel que verifica pL/2 = (p—
(L—2a)t)L. Tanto p' como p* se cruzan en a = L /4 independientemente de ¢, como se muestra
en la fig. 8.1 en el caso particular t=1. La solucién inducida por p" es lo que se ha denominado
SCC. Los precios simulados promedio y sus beneficios correspondientes tienden a estar por
encima de los inducidos por la SCC en la fig. 8.1 a partir de a=L/4=0.75, particularmente
cuando a se acerca al valor a=L/2=1.5 donde p"=0.0. A pesar de este inconveniente, la
simulacién proporciona informacién inestimable sobre lo que se debe esperar en el caso en
que los jugadores estén cerca. En el caso particular a = b, la solucién dada en la ec. (8.4)
coincide con el equilibrio en estrategias sequras (EinSS) dado por Iskakov e Iskakov (2012),
al igual que es el doble del precio de la solucién maximin introducida por Graitson (1982)5-1),

p =2(L—2a)t. (8.4)
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u
p97-Q7 L:3.0, t:]_ a:b:l_o’ p1:p2:2_0
§=Q1=Q2=1.5
U1:U2:3.0
84
7 -
6 - ‘
0.0 Tl 15 z,—=2 3.0
5 -
4+ a7 ﬂz
3
2 -
1 -
0.5 0.75 1.0 1.5

Figura 8.1: El modelo original del juego de Hotelling con localizacién a=b variable. L=3.0, t=1.0.
Los graficos de (p*, @*, u*) representan el equilibrio de Nash hasta alcanzar a=0.75. Los graficos
de (p",Q",u") representan la solucidn de consenso colectiva a partir de a'. Los gréaficos coloreados
de (p, Q, u) representan los valores promedio de la simulacién en T=200. El recuadro representa el
modelo con a=1.0.

La fig. 8.2 representa el juego de Hotelling convencional en a=b=1.0 en el contexto de la
fig. 8.1, es decir, L=3.0, por lo que d,=1.0.

ulpy p=L 108 =30 u(pyy =20
0 h g iy Uy

- ; Mo B
v J/ Wy 7
A 72! W/ ! i
G/ 5 A
B A >§ i/
i i i B é ! 2!5 : U1 )
T g on M pd
(b) (c)

Figura 8.2: Funciones de respuesta en el modelo original del juego de Hotelling con a=b=1.0.
L=3.0, t=1.0. (a) pj-respuesta para ps=2.168. (b) pj-respuesta para p2=3.000. (c) pi-respuesta
para ps=2.000.

Se observa que la simulacion de la fig. 8.2 converge en p;=2.139, p,=2.168. Como se mues-

115



Luis Garcia Pérez

tra en la fig.8.2(a), estos precios no estdn en EN, dado que la mejor respuesta de p; a
P2=2.168 no es p;=2.139, ya que los valores de p; cercanos a py—d,=1.168 (por ejemplo,
p1=1.162) proporcionarian mayor beneficio para el jugador-1. En la fig. 8.2(b) se muestra que
el supuesto EN, p;=pj=3.0, no lo es tal. Esto es asi ya que, para p,=3.0, los valores de p;
algo por debajo de 2.0 (p; € (1.5, 2.0)) proporcionarian un beneficio mayor al jugador-1 que
p1=3.0. De hecho, ésta es la razén permite llegar a la conclusion de que no existe EN cuando
a=b > L/4. En la fig.8.2(c), se observa que la mejor respuesta a po=p"'(a=1.0)=2.0 no es
p1=2.0, cuyo beneficio asociado es u¥ = 2.0 - 1.5 = 3.0. Otros valores de p; proporcionan un
mayor beneficio como, por ejemplo, p1=2.5 con uy = 2.5 - 1.25 = 3.125[8-2],

8.2. El juego de Hotelling con limite de coste

En el juego de a-HOT, para evitar que los jugadores se pongan de acuerdo y puedan subir
los precios sin limite, se establece un umbral «, por encima del cual la demanda cae de uno
a cero. Como hemos visto, ello puede dar lugar a monopolios locales, donde los limites del
mercado que abarca cada jugador vienen dados por

(25 = méx(13,0), 25 = min(};,5)),  (2h = méx(l}, 5), 25 = min(i3, L)), (8.5)

donde los valores de [; vienen dados por las expresiones siguientes: I} = x; — ry, I§ = x; + 73,
ri=(a—p)/t,i=1,2.

Si el valor de « es lo suficientemente alto como para inducir a todos los consumidores a
comprar una unidad del producto, se recupera el juego de Hotelling convencional. En cambio,
para un valor de « pequeno, variara el equilibrio. Continuando con el ejemplo del apartado
anterior (L=3, t=1) y considerando un limite de coste «=3.0 para el juego simétrico con a = b
variable, tenemos que los precios en EN vienen dados por la ec. (8.6) hasta a¥ = ZLT_" = 1.0,
donde o — a = 2(L — 2a).

Pla= {a—(L/Q—a) 0<a<L/4, (8.6)

a—a L/4<a<d.

Asi, si se aplica un umbral de coste a=3.0 al caso del juego sin restricciones mencionado en
el apartado anterior, donde pj ,=3.0, ningin consumidor compraria el producto a ese precio.
La fig. 8.3 representa este mismo escenario de ejemplo (L=3, t=1, «=3.0) con localizacion
variable ¢ = b. En la regiéon donde no existe equilibrio, a > a", el precio viene dado por la
expresion de la ec. (8.4).

La fig. 8.4 representa el juego de 3.0-HOT y a=b=1.2 en el contexto de la fig.8.3, es
decir, L=3.0, de tal modo que d,=0.6. El andlisis de la fig.8.4 es similar al correspon-
diente a la fig.8.2. En la fig.8.4(a) se muestra que los precios resultantes de la simula-
cién, p;=1.477, p,=1.480, no estan en EN. Dado p,=1.480, existen valores de p; ligeramente
por debajo de ps—d,=0.88 que proporcionarian mayor beneficio al jugador-1. La fig. 8.4(b)
demuestra que los precios p;=ps=a—a=1.80 no estan en EN. Esto es asi ya que, para
p2=1.8, el precio p;=1.2 proporciona un beneficio mayor al jugador-1 que p;=1.8, puesto que
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p,Qu

9. L=3.0,t=1 a=3.0 a=b=1.2, p1=py=1.2
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Figura 8.3: El juego de Hotelling con limite de coste a=3.0 y localizacién a=b variable. L=3.0,
t=1.0. Los gréficos de (p*, Q*, u*) representan el equilibrio de Nash hasta a"=1.0. Los graficos de
(p",Q",u") representan la solucién de consenso colectiva a partir de a'. Los graficos coloreados de
(P, Q, W) representan los valores promedio de la simulacién en T=200. El recuadro representa el
modelo con a=1.2.

u; =1.2-3.0=3.6 >2.7=1.8-1.5. En la fig. 8.4(c) se observa que el precio de la SCC, dado
por p¥ =2(3 —2-1.2) = 1.2, tiene un beneficio asociado ¥ = 1.8 = 1.2-1.5 = 0.6 - 3.0, pero
estd no es la mejor respuesta de p; a po=1.2. Se puede apreciar que los precios p; € (1.2,1.8)
proporcionarian un mayor beneficio al jugador-1.

e
3 — QL

06 1.2 18 d
(a) (b) (c)

Figura 8.4: Funciones de respuesta en el juego de Hotelling con limite de coste a=3.0 y a=b=1.2.
L=3.0, t=1.0. (a) pj-respuesta para py=1.48. (b) pi-respuesta para ps=1.8. (c) pi-respuesta para
p2:1.2.
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8.3. El juego de Hotelling-Smithies

En el juego de a-HS, ademéas de existir el limite de coste, la demanda del consumidor
(q) es una funcién decreciente del coste total (e), tipicamente de la forma ¢;(s)=méx(a —
ei(s),0), i=1,2 (Garcia-Perez et al., 2023; Grau-Climent et al., 2022; Puu, 2002; Smithies,
1941b).

Como consecuencia de ello, la demanda total de cada jugador-i viene dada por la ec. 8.7,
de modo que los beneficios en el juego de a-HS son u; = Q;p;, i = 1,2 (en el recuadro en
la fig. 8.6 se muestra un ejemplo del juego de a—HS). Con un valor de « lo suficientemente
grande como para que los jugadores interactien, si p; = py = p, la ec.8.7 se reduce a la
ec. 8.8, y el EN se corresponde con la ec.8.9 para a = b < d', es decir, cuando los jugadores
no estan muy proximos.

xS

Qi= [ (o= (pittls—zids, i=1.2. (8.7)
2
Qu=Q=(a-nf-c o=y [+ (5-a) )t 539

A — /A2 — dt(aL — 2c)
P12 =

L
| > ,/\:a+t<a+32>,ozZag:t(L—Qa)—Qc. (8.9)

L

La fig. 8.5 trata la regién de beneficios positivos en el juego de 5.0-HS (L=3.0, t=1.0). Los
valores de los precios que inducen los beneficios de la figura han sido muestreados en 200
puntos desde el valor 0 a 8 con un incremento de 8/200, que explica el aspecto moteado de
las regiones de beneficios. Las soluciones marcadas en rojo representan los beneficios cuando
p1 = po, mientras que las marcadas en azul muestran los correspondientes a py = p; + 0.2.

U2 1=3.0,2,=0.6,z,=2.4,a=>5.0 uz
11 104 L=3.0,2,=1.2,22=1.8, «=5.0

Jun

=N W R O N ©
H N W ks Ot N 00 ©

10 111

(a) (b)
Figura 8.5: Region de beneficios positivos en el juego de Hotelling-Smithies con a=5.0. L=3.0,

t=1.0. (a) a=b=0.6. (b) a=b=1.2. Las soluciones marcadas en rojo indican los resultados cuando
p1=p2. Las soluciones marcadas en azul indican los resultados cuando po=p;+0.2.

En la fig.8.5(a), tenemos que a=b=0.6, de modo que el EN (encuadrado en forma de
caja) se localiza en uj=u}3=7.293, inducido por pj=p5=1.633. La solucién marcada con un
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punto ubica el OP simétrico en uj=u3=7.970, inducida por p}=p3=2.305. Se puede llegar a
una solucion OP o colusiva a través del entrelazamiento entre las estrategias de los jugadores
(Garcia-Perez et al., 2023). En la fig. 8.5(b), donde a=b=1.2, la proximidad entre los jugadores
hace que no exista EN, por lo que la solucién marcada con ¥ (encuadrado en forma de caja)
no corresponde a dicho equilibrio sino a la SCC.

La fig.8.6 trata el juego de 5.0-HS y variable a = b. Los graficos de (p*, @Q*, u*) correspon-
den al EN segiin la ec. (8.9). A su vez, los graficos de (p', Q", u") corresponden a la solucién
segin el precio dado por la ec. (8.10), que es la SCC. El precio de esta SCC se calcula en
base a la expresion correspondiente a la ec. (8.11), teniendo en cuenta para su calculo la
ec.(8.8). En la fig. 8.6, se observa que las lineas que representan el EN dejan de coincidir con
los valores promedio simulados en a"=1.078, desde donde la disminucién de los precios (y de
los beneficios) se intensifica. El valor critico a"=1.078 proviene de la interseccién de p* y de
p". Se verifica que a"=1.078 es mayor que L/4=0.75 y préximo a 3L/8=1.125. Estas carac-
teristicas de a' resultan ser generales en el juego de a-HS con un « elevado, de modo que,
por ejemplo, con «=6.0 tenemos que a'=1.023. Desde a", los precios y beneficios promedio
de la simulacion, (p, ) sobrepasan cada vez en mayor medida a los precios y beneficios de
la SCC (p',u") en la fig. 8.6, de manera mas significativa que en las figs. 8.1 y 8.3. Al igual
que en los modelos anteriores del juego, la ec.(8.10) también verifica p' (L/2)=0.0, apuntando
nuevamente a la paradojica solucion del juego de Bertrand donde tinicamente se compite en
precios.

p,Qu 5ol oo A=b=L2 mepa=1a02

L=3.0,t=1 a=5.0

N W b 000 N 00 ©

[
¥

_ L4 1.078 Fas
0.5 0.75 1.0 1.5
Figura 8.6: El juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a=5.0 y a=b variable. L=3.0,
t=1.0. Los graficos de (p*, Q*, u*) representan el equilibrio de Nash hasta a"=1.078. Los graficos
de (p, QV, u") representan la solucion de consenso colectiva a partir de a¥. Los graficos coloreados
de (p, Q, u) representan los valores promedio de la simulacién en T=200. El recuadro representa el
modelo con a=1.2.

119



Luis Garcia Pérez

LA \/A2 — 32t(L — 2a)[\ + t(24a — 11L — 4a2/L)]

P = 3 , A=d4da—t(28a —13L). (8.10)

pla-p)y —c|=p[(@-p)1~c], ¥ =p-(L-20), d=5(+(L-a)), e=g (a+(5~a?).
(8.11)

La fig.8.7 muestra el juego 5.0-HS para a=b=1.2 > a’ en el contexto de la fig.8.6, de
tal modo que d,=0.6. Se observa que la simulacién en a=b=1.2 converge a los valores
p1=1.234, p,=1.263. En la fig.8.7(a), se muestra que la mejor respuesta p; a p;=1.263 no
es p1=1.234, ya que los valores de p; inmediatamente inferiores a 0.663 (como p;=0.662)
proporcionaria mayores ganancias al jugador-1. La fig.8.7(b) muestra que el posible EN,
p1=p2=1.146, no lo es tal. Existen valores de p; cercanos a 0.546 (por ejemplo, p; = 0.541)
que proporcionarfan mayores ganancias al jugador-1. En la fig. 8.7(c) se observa que la SCC,
p12=P" (a=1.2)=1.102, que induce unos beneficios u} ,=5.602, no estd en EN. Esto es asi debi-
do a que la mejor respuesta a ps=1.102 es p;=1.376, que proporciona un beneficio u;=>5.791.

u(p1, p2=1.263) u(p1, p2=1.146) u(p1, p2=—1.102)
A A
11.207 Uy 10669 o 10311 _Uo
@ Q-
Q-
5.076_
517497 % )
; % 1§ i A
| 0de2 | w o, (0841w, _ 1.376, w )
00631334 18091 © | 0546 1.146 174601 0.5021.102 1 70221
(a) (b) (c)

Figura 8.7: Funciones de respuesta en el juego de Hotelling-Smithies con limite de coste a=5.0
y a=b=1.2. L=3.0, t=1.0. (a) pi-respuesta para ps=1.263. (b) pi-respuesta para py=1.146. (c) pi-
respuesta para ps=1.102.

8.4. Conclusiones

En este capitulo se analiza la casuistica del juego de Hotelling en el que los jugadores estan
tan préximos que no existe EN y se demuestra que, en este escenario, se comportan segiin
la denominada SCC, que proporciona a ambos la recompensa del mejor escenario monopo-
listico, pero estableciendo precios que no sean tan bajos como para dejar al competidor sin
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mercado. El precio en tal consenso disminuye a medida que aumenta la proximidad de los
jugadores, llegando a ser cero cuando ambos jugadores se ubican en el centro del segmento
de mercado. La citada SCC se obtiene en las tres casuisticas del juego de Hotelling analiza-
das con a = b (juego simétrico) y se puede observar que la regién en la que no hay EN va
disminuyendo progresivamente en los tres escenarios considerados en el articulo: modelo de
Hotelling convencional, juego de a-HOT y juego de a-HS.

Todos los resultados estan apoyados por la simulacion numérica confirmando la utilidad
de esta herramienta para monitorizar el comportamiento de los jugadores y verificar los
resultados analiticos, al igual que en capitulos anteriores.
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Notas

(8-1El precio de la solucién maximin viene dado por pA = arg max,, (ui (pi,pj = 0.0))7 que para el juego
simétrico viene dado por

- tL/2 — A=L/4, A =tL?/8=u*/4 si a<L/4,
hla=b)= t(L—2a) » & =a, uh =t(L — 2a)a si a>L/4.

[8-2ILa mejor respuesta a ps=2.0 se puede obtener del siguiente modo:

du
Qi=3142+2-m)), w1 =p(25- 3p1), —1 20 5 p1=2.5 = Q1=1.25 — u=p; Q,=3.125.
1

dp
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Capitulo 9

Conclusiones finales y lineas futuras

Este trabajo de investigaciéon sobre el juego de Hotelling nos ha permitido conocer en
detalle ciertos aspectos del juego apenas explorados y que nos dan una vision mas completa
de este modelo. Los objetivos planteados al inicio de este estudio han sido cubiertos utilizando
una metodologia, basada en un riguroso y metodico analisis del juego y en la utilizacion de
técnicas de simulacién numérica, para determinar el comportamiento del juego en diferentes
casuisticas. Las principales conclusiones a las que se ha llegado en esta tesis doctoral se
describen a continuacion.

= La técnica de simulacion numérica utilizada en esta tesis doctoral es una eficaz he-
rramienta en el estudio del juego de Hotelling. Dicha técnica permite reproducir con
un grado muy elevado de fidelidad los resultados obtenidos analiticamente, si bien ex-
cepcionalmente cierto ruido residual impide una aproximacion mas exacta al resultado
teorico. El hecho de verificar la fiabilidad de la simulaciéon para reproducir el com-
portamiento del juego nos ha permitido utilizarla en aquellos casos donde los célculos
matematicos que permiten obtener las ecuaciones analiticas tedricas son extremada-
mente complejos, e.g., el juego cuantico de Hotelling-Smithies en modelos como el de
localizaciones y precios variables o la casuistica con coste cuadratico.

= La cuantizaciéon del juego de Hotelling permite optimizar los resultados con respecto al
juego clasico. En la aproximacion cudntica se comprueba que un nivel alto de entrela-
zamiento induce que el 6ptimo de Pareto emerja en equilibrio de Nash, mejorando el
beneficio alcanzado con respecto al juego clasico. Esta forma de colusion indirecta en el
juego favorece a los jugadores, si bien perjudica a los consumidores dado el incremento
de precios asociado. Este resultado es comun a los distintos esquemas de entrelaza-
miento estudiados, Li-Du-Massar y Frackiewicz, aplicados tanto al modelo original del
juego como a sus variantes con limite de coste o demanda elastica o variable (el juego
de Hotelling-Smithies), en las casuisticas con coste lineal y coste cuadratico.

= El caso de la simulacién con localizacién y precio variables presenta comportamientos
distintos en algunos casos, en funcién de la variante del juego analizada. En el caso del
juego clasico, tanto en el juego de Hotelling con limite de coste como en el de Hotelling-
Smithies, las localizaciones de los jugadores tienden a acercarse al aumentar el limite «
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hasta estabilizarse. En ambos casos, los beneficios aumentan al incrementarse el valor
de «, al hacerlo también los precios. Si consideramos el juego cuantico de Hotelling
con limite de coste, la localizacién de los jugadores tiende a alejarse al aumentar el
entrelazamiento. En cambio, en el juego cuantico de Hotelling-Smithies, los jugadores
tienden a acercarse al aumentar el entrelazamiento, si consideramos la casuistica con
coste lineal, mientras que no varian apenas su posicién para coste cuadratico. En cuanto
a los beneficios, en todas las variantes se observa un incremento de su valor al aumentar
el entrelazamiento, al incrementarse también los precios efectivos.

= La observacién del equilibrio de Nash a lo largo del segmento de mercado ha hecho
posible determinar el limite a partir del cual no existe equilibrio, apoyandose en la
simulacion. En el estudio del juego simétrico, se ha comprobado que la region de equili-
brio va aumentando de modo progresivo en los tres modelos del juego analizados, siendo
menor en el modelo convencional, con valores intermedios en el juego de Hotelling con
limite de coste y alcanzando la cota mas elevada en el juego de Hotelling-Smithies. Por
tanto, desde la perspectiva del juego de Hotelling-Smithies, la teoria de Hotelling sobre
la tendencia de los jugadores a aproximarse al centro del mercado para aumentar su
beneficio cobra méas sentido. Ademas, se ha podido caracterizar la evolucién del juego
en la region en la que no existe equilibrio de Nash, obteniendo la estrategia a la que
tienden los jugadores en esta casuistica, que se ha denominado solucion de consenso
colectiva. Esta soluciéon proporciona a ambos jugadores la recompensa del mejor escena-
rio monopolistico, pero estableciendo precios que no sean tan bajos como para dejar al
competidor sin mercado. Los precios en la solucion de consenso colectiva disminuyen a
medida que aumenta la proximidad de los jugadores, llegando a ser cero cuando ambos
se ubican en el centro del segmento de mercado.

Como lineas de trabajo futuras, se tiene en el horizonte estudiar analiticamente y aplicar
la técnica de simulaciéon implementada en esta tesis doctoral para estudiar el juego de Hote-
lling con més de dos jugadores (Brenner, 2005), en mercados circulares (Kats, 1995; Salop,
1979), con jugadores discretos (Abudaldah et al., 2015), en redes bidimensionales (Eaton y
Lipsey, 1975; Veendorp y Majeed, 1995), en redes (Pinto y Parreira, 2014), con distribu-
cién no uniforme de consumidores (Benassi et al., 2019), con estrategias mixtas (Anderson,
1988). Del mismo modo, se pretende conectar este trabajo con enfoques mas generales del
problema acerca de como las dindmicas de aprendizaje conducen (o no) al equilibrio de Nash
(Babichenko y Rubinstein, 2017; Vainer y Kukacka, 2021).

Poco antes de finalizar esta tesis, se ha comenzado a explorar una nueva linea de investiga-
cién basada en la formulacion secuencial (o dindmica) lider/seguidor del juego de Hotelling
(Anderson, 1987). De acuerdo con este modelo, los jugadores fijan su estrategia de modo
secuencial, decidiendo en primer lugar el jugador que actiia como lider y, a continuacion, el
que lo hace como seguidor, conociendo la eleccion del lider. En este tipo de juego la estrategia
del lider es el principal reto, puesto que debe tener en cuenta la estrategia que va a tomar
el seguidor como respuesta a la suya propia (backward induction). Con el apoyo de la simu-
lacion, se ha analizado el equilibrio perfecto en subjuegos en esta aproximacién secuencial
concluyéndose que, a nivel general, el seguidor tiene ventaja sobre el lider, lo cual no es la
norma en juegos secuenciales (Garcia-Perez et al., 2024c).
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Anexo A

El esquema de cuantizacién de
Li-Du-Massar

Como hemos visto en la sec. 4.2, las magnitudes entrelazadas, de acuerdo con el método
de cuantizacion de Li-Du-Massar, vienen dadas por las siguientes expresiones:

G = <z/;f\)2'1\z/1f) = w1 coshy + z9senh 7, (A.1)
P = <wf\)2'2\wf) = w9 coshy + x1 senh~, (A.2)
R A A 5 5 al+a; .
donde [¢f) = JT(7) (Dl(wl) ® Dg(x2)> J(7)]0)1]0)2 y X; = 1\2”‘, con i = 1,2. Por su parte,

x; con ¢ = 1,2 se corresponden con las estrategias independientes de cada jugador y v es el
grado de entrelazamiento.

Para realizar los cdlculos necesarios para llegar a las ecs. (A.1),(A.2), se utiliza la propiedad
de los operadores dada por la ec. (A.3) (Merzbacher, 1998), como proponen Frackiewicz y
Stadkowski (2016):

(A, B
VB

AMBe = Beosh B+

senh \y/ 3, (A.3)

que se cumple para dos operadores A y B para los que se satisfaga la expresion [fl, [ A, B]] =
B, donde [ es una constante. Para el caso particular en que se cumple que [A, B] = ul,
donde p es una constante, la ec. (A.3) se convierte en:

HMperM = B+ Al (A.4)

Ademas, para llegar al resultado, hay que considerar las siguientes propiedades de los
operadores creacion, aT, y destruccién, a;:

i

1 S

G, 0l = 6, =
[az,aj] ij {07 Z;éj
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al,al] = [as, ;) = 0. (A6)
A continuacién, se detallan los cdlculos para obtener la ec. (A.1), pudiéndose llegar de
modo andlogo a la ec. (A.2).
Estos son los cédlculos paso a paso, abordando la ec. (A.1) por partes:

1. Se obtiene que:

J(y)arJt () = a1 cosh~y + ) senh , (A.7)
a partir de las ecs. (A.3),(A.5),(A.6) sabiendo que [d1dy — alad,ay] = ab y [a169 —

AfAF ATT A
a1a2,a2] = ax.

Andalogamente, se obtiene que J (7)&1 J f(y) = di cosh v 4 g senh 7.

Por tanto: . o . X
O, = J(v)X1J'(7) = X; coshy + X, senh . (A.8)
2. Se cumple que:
Dilw)la;Dite) = 4T T (A.9)
a; 1 FJ,
a partir de las ecs. (A.4),(A.5),(A.6) teniendo en cuenta que:
A A L i=y,
[a; — a;,a;] = o (A.10)
0 i # 7.

Por tanto, se llega a la expresion:
Oy = ﬁg(xg)Tﬁl(ml)Télﬁl(ml)Dg(xg) = (Xl + ml) cosh~y + (XQ + :vg) senh~y, (A.11)
sabiendo que D;(z;) X, Di(x;) = X, +x; y ﬁz(xl)f)?jf)z(xl) = Xj.
3. Se obtiene que:
J'(y)asJ () = a; coshy — d} senh ,j=1,2 1#y7, (A.12)

a partir de las ecs. (A.3),(A.5),(A.6) sabiendo que [&Id} — a;45,0,) = —aly [&Id} —
a;, —&;f-] = a,;. De este modo, se llega a que:

O3 = J'(7)02J(v) = X1 + 21 cosh y + 2 senh . (A.13)
4. Finalmente, obtiene a la expresion:

¢1 = (0/105]0); = x1 coshy + x5 senh 7, (A.14)

teniendo en cuenta las propiedades del operador creacién y destruccion a;|n) = /n|n+

1) y al|n) = v+ 1jn + 1).
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Anexo B

El esquema de cuantizacién de
Frackiewicz

En el método de cuantizacion de Frackiewicz, las cantidades entrelazadas vienen dadas
por las ecuaciones siguientes:
9 2 2
q1 = tr(Mypy) = 1 cos” vy + zg sen” 7y,

R (B.1)
¢z = tr(Myps) = x5 cos® v + 1 sen” 7,

donde Mi(flfl,l‘g) con i = 1,2 se corresponden con los dos operadores positivos definidos
previamente en la ec. (4.8) dentro de la sec. 4.2, y p1 = tra(|[tf)(Wf|) v P2 = tri(|¢f) (Yy])
representan los operadores densidad reducidos del qubit 1 y del qubit 2, respectivamente. Por

su parte, z; con ¢ = 1,2 se corresponden con las estrategias independientes de cada jugador
y 7 es el grado de entrelazamiento.

El operador de entrelazamiento se define como [ (v) = 122 cos Y+i6%? seny cony € [0, 7/4],
donde:

» 1 representa el operador identidad, que se caracteriza por conservar el estado bésico
del sistema de tal modo que, 1|0) = |0) y 1|1) = |1).

= G, representa el operador de Pauli, que actiia como una puerta NOT cambiando el
estado bésico del sistema de tal modo que, 6,|0) = |1) y 6,|1) = |0).

A partir de ello, se puede obtener el estado final del sistema a partir de la accién del
operador de entrelazamiento sobre ambos qubits en estado cero, |0); con i = 1, 2:

[Yy) = f(7)|00> = cosy|00) + isen|11). (B.2)

Por su parte, los operadores Ml(:cl,mQ) y ]\ng(xl,:cg) se pueden expresar del siguiente
modo:

A 0
My (a1, 22) = 2 |0){0] + 2l1) (1] = (961 x) |

(B.3)
V(s 2) = 22]0)(0] + a1 |1)(1] = (”’” 0) ,

0 T
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ya que [0)(0] = (3 8) y 111 = (8 ‘j).

El célculo del operador o matriz densidad p da como resultado:

. _[ecosy 0 oSy 0 _ [cos¥* 0
p=lp) sl = ( 0 iseny) ( 0 —z'sen7> - ( 0 senvy? )’ (B.4)

que cumple las propiedades que debe tener un operador densidad, que son tener traza unidad
(tr(p)=1), ser hermitico (p = p') y ser semidefinido positivo ({(¥)|p|v)) > 0 para cualquier
estado ¢ del espacio de Hilbert donde esta definido).

A partir de todo lo anterior y sabiendo que, como consecuencia de como se ha definido el

sistema, en este caso se cumple que p = p; = po, se obtienen las expresiones del modelo de
Frackiewicz dadas por la ec. (B.1):

21 cos > 0

@ = tr(Mypy) = tr < 0 xo sen 2

) = 21 cos? Y+ T2 sen? v,

B.5
Tg oS y? 0 (B:5)

0 x1 sen 2

@ = tr(Mops) = tr < ) = 5 cos® v + 1 sen® .
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