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Abstract

In the present work, framed within the thermo-mechanics of continuous media, a

discretization of the thermal-diffusive mechanical problem is presented using the finite

element method. The problem considers heat transfer, mass transport, and mechanical

equilibrium, taking into account all possible couplings among the intervening fields.

Additionally, the formulation is suitable for cases with large deformations.

This type of problem, where the mechanical, thermal, and mass transport fields are

strongly interrelated, is recurrent in engineering. Solving these problems is especially

complex when deformations are finite. Therefore, numerical approximations are often

used to determine all the involved fields, their effects, and their interactions.

The proposed model shows how the constitutive equations derive from a free energy,

giving the approach a great generality. The formulation using the finite element method

for spatial and temporal discretization of the three coupled problems is described. As

a novelty compared to other works, the implementation of the equations is detailed,

including all the terms of the linearization necessary for their resolution using the

Newton-Raphson method. Additionally, an incremental variational discretization is

proposed for this type of three-field coupled problems, the first of its kind. This latter

formulation is of interest for the mathematical analysis of the problem, leading as well

to extremely efficient implementations.

The obtained formulation is used to simulate several different problems. First, it is

applied to elastomeric gel problems. Then, it is employed in an example related to

lithium-ion batteries, considering the ion diffusion processes in the anode that deform

it, causing thermal and stress field variations. Finally, an example of hydrogen diffusion

in solids is presented. In this last example, the CPU time per iteration is compared as

a function of mesh size using the standard and variational formulations, illustrating

the performance advantages of the variational formulation, which produces symmetric
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tangents in all cases, reducing computational costs.

The thesis presents the theoretical foundations for the description of thermo-diffusive-

mechanical problems in continuous media and their numerical approximation. This

framework, along with the details provided for the implementation of its equations, will

be useful in future finite element formulations to solve this type of problems, unifying

and complementing the information available in the literature.
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Resumen

En el presente trabajo, enmarcado en la termo-mecánica de medios continuos, se

presenta una discretización del problema térmico-difusivo mecánico mediante el método

de los elementos finitos. El problema contempla la transmisión de calor, el transporte de

masa y el equilibrio mecánico, considerando todos los acoplamientos posibles. Además,

la formulación es adecuada para casos con grandes deformaciones.

Este tipo de problemas, donde el campo mecánico, térmico y de transporte de masa están

fuertemente interrelacionados, es recurrente en ingeniería. Resolver estos problemas

es especialmente complejo cuando las deformaciones son significativas. Por ello, se

suelen utilizar aproximaciones numéricas que permiten determinar todos los campos

involucrados, sus efectos y sus interacciones.

El modelo planteado muestra cómo las ecuaciones constitutivas derivan de una energía

libre, otorgando al planteamiento una gran generalidad. Se describe la formulación

por el método de los elementos finitos para una discretización espacial y temporal de

los tres problemas acoplados. Como novedad respecto a otros trabajos, se detalla la

implementación de las ecuaciones, incluyendo todos los términos de la linealización

necesaria para su resolución mediante el método de Newton-Raphson. Además, se

propone una discretización incrementalmente variacional para este tipo de problemas

acoplados de tres campos, el primero que se conoce para este tipo de problemas. Esta

segunda formulación es interesante como punto de inicio para análisis matemático y

además conduce a implementaciones extremadamente eficientes.

La formulación obtenida se utiliza para simular varios problemas diferentes. Primero, se

aplica a problemas de geles elastoméricos. Luego, se emplea en un ejemplo relacionado

con baterías de ion litio, considerando los procesos de difusión de iones en el ánodo que

lo deforman, provocando variaciones térmicas y del campo de tensiones. Finalmente,

se presenta un ejemplo de difusión de hidrógeno en sólidos. En este último ejemplo, se
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compara el tiempo de CPU por iteración en función del tamaño de malla utilizando

la formulación estándar y la variacional, ilustrando las ventajas de rendimiento de la

formulación variacional, que produce tangentes simétricas en todos los casos, reduciendo

los costos computacionales.

La tesis se presentan los fundamentos teóricos para la descripción de los problemas

termo-difusivo-mecánicos de medios continuos y su aproximación numérica. Este

marco, junto con los detalles proporcionados para la implementación de sus ecuaciones,

resultarán útiles en futuras formulaciones de elementos finitos para resolver este tipo

de problemas, unificando y complementando la información que está disponible en la

literatura.
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Capítulo 1

Introducción

En este primer capítulo, se presenta un análisis del estado del arte en el campo de

estudio de esta tesis, permitiendo enmarcar el contexto y la relevancia de los temas

abordados.

Además se explicarán los motivos fundamentales que han llevado a seleccionar cuida-

dosamente los ejemplos que se simulan en este trabajo, explicando su pertinencia y

capacidad para ilustrar los fenómenos y principios estudiados.

También, se describe la estructura de la tesis. Cada capítulo está diseñado para llevar

al lector a través del desarrollo teórico y práctico del trabajo, desde la fundamentación

teórica inicial hasta los resultados y conclusiones finales.

Finalmente, se destacará la contribución científica y académica derivada del presente

trabajo.

1.1 Motivación

Los problemas de varios campos acoplados que involucran deformación mecánica, trans-

misión de calor y transporte de masa son trascendentes en multitud de aplicaciones
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de tecnología avanzada e ingeniería, tales como las relacionadas con materiales com-

puestos reforzados con fibras (Gangwar et al., 2024; Pan y Zhong, 2014a, 2014b, 2015),

dispositivos de almacenamiento de energía (Brassart y Suo, 2012; Cui et al., 2012;

Haftbaradaran y Qu, 2015; Haftbaradaran et al., 2011; Huang y Guo, 2021; Pistorio

et al., 2023; M. Wang et al., 2021; X. Zhu et al., 2020), mezclas porosas de geomateriales

como por ejemplo el hormigón (Coussy, 2004; Gawin et al., 2006; Hu et al., 2022;

Klemczak et al., 2024; Lecampion, 2013; M. Zhang et al., 2024), tejidos biológicos

(Ateshian, 2007; Frijns et al., 2003; Peradzyński, 2010), procesos de fragilización del

acero por el hidrógeno, importantes para aplicaciones de ingeniería involucradas con

el almacenamiento y transporte de petróleo, gas e hidrógeno (Elmukashfi et al., 2020;

Gangloff, 2003), estudios relacionados con los geles poliméricos (Brunner et al., 2024;

Chester y Anand, 2011; Hong et al., 2008; Romero et al., 2021; Wallmersperger et al.,

2004), en el desarrollo de portadores para la administración de fármacos y en el estudio

de tejidos (G. Chan y Mooney, 2008), y en otras aplicaciones de la medicina y la biología

(Jayakumar et al., 2020; Peppas et al., 2006). El acoplamiento de los campos térmico,

químico y mecánico es el común denominador de todos estos problemas y, por lo tanto,

son el origen de multitud de estudios, tanto para el desarrollo de nuevos sistemas,

optimizados y más robustos, como para predecir el comportamiento y los potenciales

problemas que pueden surgir en el ciclo de vida de estructuras y componentes de

máquinas.

En los últimos años se han efectuado un buen número de investigaciones sobre los

problemas de acoplamiento entre tensiones mecánicas, transporte de masa y campo

térmico. Estos problemas pueden ser conceptualizados de forma abstracta como un

sólido deformable poroso que actúa de huésped y que se encuentra embebido en líquidos,

mezclas gaseosas o átomos o iones de soluto que pueden moverse dentro o fuera del

sólido huésped provocando dilatación o contracción y modificación del campo térmico.

Existe una amplia literatura referente a los problemas de acoplamiento de dos o más

campos, desde las investigaciones de Gibbs sobre la difusión de fluidos en sólidos (Gibbs,

2
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1906), los estudios de Biot sobre el asentamiento de suelos bajo consolidación (análogos

en muchos casos al proceso de exprimir agua en un medio poroso elástico (Biot, 1941)

seguido de sus estudios sobre problemas termoelásticos y termoviscoelásticos acoplados

(Biot, 1956; Biot, 1958)) hasta las investigaciones más recientes sobre geles poliméricos

y materiales elastoméricos (Brunner et al., 2024; Chester, 2012; Chester y Anand, 2010;

Hong et al., 2008; Romero et al., 2021), materiales porosos (Huyghe y Janssen, 1999;

C. Jiang y Zhong, 2023; Keilegavlen et al., 2021; Q.-S. Yang et al., 2010), fenómenos de

difusión en los procesos de fragilización de aceros por difusión de hidrógeno (Gobbi et al.,

2019; Ogita et al., 2021; Sheng y Prahl, 2021) donde se desarrolla una implementación

acoplada del campo mecánico y fenómenos de difusión y tejidos biológicos (Ateshian,

2007; Frijns et al., 2003; Peradzyński, 2010).

Por otra parte, impulsado por el desarrollo y mejora de baterías y celdas de combustible,

el problema de la difusión en sólidos acoplado con el comportamiento mecánico y térmico

ha sido también profusamente estudiado (Haftbaradaran y Qu, 2014, 2015; Malaeke y

Asghari, 2023; Swaminathan y Qu, 2007; Swaminathan et al., 2007; R. Wang et al.,

2024; Y. Wu y Guo, 2021; X. Zhu et al., 2020), siendo el daño que produce el proceso

de litiación en los electrodos el principal escollo en el desarrollo de baterías y uno de

los retos tecnológicos existentes para desarrollar baterías con larga vida útil y gran

capacidad energética (Choi et al., 2012).

Todas estas aplicaciones, y otras no mencionadas, demandan el uso de métodos numé-

ricos para poder obtener soluciones aproximadas. Su objetivo es comprender y diseñar

sistemas robustos y que tengan en cuenta todas las posibles interacciones entre los

campos que modelan, sin ignorar aquellas que — obviadas en simplificaciones habituales

— puedan ser de relevancia.

Dada la complejidad de las ecuaciones completas del problema termo-mecánico-difusivo,

su aproximación numérica no está exenta de complicaciones. Es habitual, por ejemplo,

ignorar algunos de los efectos de acoplamiento, sobre todo si estos son débiles o no se
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dispone de datos experimentales para la calibración de los modelos constitutivos. Estas

simplificaciones, justificadas a menudo por razones prácticas, destruyen inadvertida-

mente la estructura termodinámica del problema. Si bien las consecuencias de estas

desviaciones pueden ser pequeñas, pueden también ser origen de errores de bulto que

los modelos excesivamente simplistas no pueden capturar.

Motivado por las razones aducidas, en esta tesis doctoral se presentan nuevos métodos

numéricos que permiten aproximar la solución de problemas termo-mecánico-difusivos

en el rango no lineal y de grandes deformaciones, incluyendo todos los posibles acopla-

mientos y en base a un formalismo termodinámico que fundamente las ecuaciones de

evolución del problema. Para ello, se presentarán con detalle la derivación (a partir de

principios termodinámicos) las leyes de balance y relaciones constitutivas. Después, se

describirá la discretización por elementos finitos del problema acoplado de tres campos,

mecánico, térmico y transporte de masa, en el rango no lineal de deformación, teniendo

en cuenta todos los acoplamientos posibles entre los campos y considerando procesos

inelásticos en el comportamiento mecánico. Para poder modelar procesos transitorios, se

estudiará también la discretización temporal de los problemas correspondientes, aunque

ignorando los efectos inerciales en la ecuación de balance de cantidad de movimiento

pues sus escalas son, normalmente, mucho más pequeñas que las escalas de tiempo del

transporte de masa y calor.

En aras de destacar la generalidad y flexibilidad del modelo planteado en el presente

estudio, se presentarán tres ejemplos de aplicación en los que la interrelación entre

temperatura, difusión de masa y deformación resultan especialmente relevantes, en

primer lugar simulando el comportamiento de geles elastoméricos, en segundo lugar

aplicándolo a baterías y por último un ejemplo de difusión de hidrógeno en sólidos.

Los geles elastoméricos presentan unas características que les hacen especialmente

útiles en gran número de campos científicos debido a sus propiedades que incluyen una

alta capacidad de hinchamiento al absorber un fluido, no toxicidad, biodegradabilidad
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y biocompatibilidad . En biotécnología y medicina, los geles elastoméricos se investigan

para ser utilizados en dispositivos médicos, sistemas de liberación controlada de fármacos

y el prótesis (J. Wu et al., 2024, W. Jiang et al., 2022). En ingeniería de tejidos biológicos

el interés en los hidrogeles ha aumentado significativamente a lo largo de los años

debido a su alto contenido de agua y su facilidad de síntesis para producir estructuras

de similares al tejido natural (Ghanbari et al., 2022, Maharjan et al., 2021). Así mismo,

hay estudios relativos al uso de los geles como apósitos para heridas y materiales

antibacterianos (J. Zhu et al., 2018). En las industrias del petróleo y el gas, se pueden

aplicar para aumentar la recuperación mejorada de petróleo (EOR) y para controlar

la generación de agua no deseada en pozos (Asadizadeh et al., 2021, Rajaee et al.,

2017, Bhavsar et al., 2008). También se pueden utilizar en el desarrollo de dispositivos

microfluídicos (Beebe et al., 2000, Olaizola-Rodrigo et al., 2024, K. Liu et al., 2024).

Desde la perspectiva de la presente tesis, los geles no solo resultan interesantes por

su capacidad de hincharse al absorber un fluido, si no que hay muchos de estudios

relativos a geles termosensibles (Chen et al., 2024, Anggelia et al., 2024, Daneshvar

et al., 2024) en los que existe una dependencia mutua entre su capacidad de absorción

y la temperatura, resultando idóneos como ejemplo de aplicación de modelos como el

que se plantea en el presente estudio.

De todos los desafíos tecnológicos en los que los que está presente el acoplamiento de

los campos termo-quimo-mecánicos, la aplicación al caso de baterías se ha considerado

especialmente relevante en el presente trabajo fundamentalmente por tres motivos.

El primer motivo, es que probablemente se trate del problema de acoplamiento de

transporte de masa y de deformación mecánica en el que el la incorporación adicional

del acoplamiento térmico resulta más trascendente. No sólo la fractura mecánica del

ánodo (D. Wang et al., 2005, Christensen y Newman, 2006) y los cambios morfológicos

(Takamura et al., 2004, C. K. Chan et al., 2008) asociados a los procesos cíclicos de carga

y descarga de baterías suponen un reto tecnológico, si no que también es un problema

igualmente presente la generación de calor (X. Zhang et al., 2008b, G. Liu et al., 2014).
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Figura 1.1: Comparación de las diferentes tecnologías de baterías en términos de densidad
de energía volumétrica y gravimétrica (Tarascon y Armand, 2001).

Pero es más, la variación en las condiciones térmicas tiene impacto en el funcionamiento

de las baterías (Ouyang et al., 2019, Ma et al., 2018). En segundo motivo, es que el

desarrollo de baterías cada vez más eficientes es un objetivo especialmente importante

en el momento actual. De todas las tecnologías existentes (figura 1.1) las baterías de

ión-litio se caracterizan por su alta densidad de energía.

Con el auge de de los vehículos que utilizan tecnologías eléctricas, las baterías de ion

litio se han convertido en el estándar empleado para la motorización de estos vehículos

(Armand y Tarascon, 2008; Martins et al., 2021; Opitz et al., 2017; Scrosati y Garche,

2010; Stampatori et al., 2020; Thakur et al., 2020; Whittingham, 2008, 2012; Xu et al.,

2023; Zubi et al., 2018a), además de ser los sistemas de almacenamiento más utilizados

para equipos eléctricos y electrónicos de tamaño reducido (Armand et al., 2020; Armand

y Tarascon, 2008; Morita et al., 2021; Tarascon y Armand, 2001; Whittingham, 2008),

componentes microelectrónicos autoalimentados e implantes biomédicos (Hassija et al.,

2021; Li y Bashirullah, 2007; Tarascon y Armand, 2001; S. Wang et al., 2022; Y. Wang
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et al., 2015), aplicaciones en el ámbito aeroespacial (Clarke y Alonso, 2021; Zubi et al.,

2018a). Adicionalmente, las baterías de ion litio, se utilizan en redes de distribución,

nivelación de carga y energía renovables (Román y Coello, 2008; Stecca et al., 2020),

pudiendo considerarse que son una tecnología con un papel clave para conseguir un

futuro energético más limpio (Goodenough et al., 2007; Krishnan y Gopan, 2024).

De cara a los próximos años, los objetivos de descarbonización de la UE contemplan

proyecciones detalladas sobre el aumento de la generación de energía renovable, la

expansión de la red electrica, la adición de capacidades de almacenamiento de energía,

y la electrificación del transporte por carretera, entre otros (Moss et al., 2011). Cabe

destacar el papel que pueden desempeñar las baterías de ión-litio en la reducción de

emisiones de carbono y la contribución a la sostenibilidad energética suscitado por su

papel dominante en la electrificación del transporte rodado, pero también en su papel

potencial para apoyar la integración en las redes eléctricas de las fuentes de energía

renovables.

En el año 2022, hubo una demanda mundial de energía de baterías de iones de litio

de aproximadamente 700 GWh. El país con una demanda mayor fue China, con

aproximadamente de 370 GWh, seguido de la UE y EE.UU., con en torno a 150 y 120

GWh, respectivamente (Fleischmann et al., 2023).

En los últimos años, la demanda está creciendo de forma exponencial, como se muestra

en la Figura (1.2). Se pronostica que el requerimiento mundial de energía derivada de

baterías de litio llegará a aproximadamente 50 TWh en 2040, de los que el sector de la

movilidad eléctrica se prevé requerirá 30 TWh. Este incremento supone la introducción

de numerosas baterías en el mercado, lo que conlleva un aumento en la demanda

de materias primas esenciales (Ricci et al., 2023). Estas previsiones halagüeñas para

las baterías de iones de litio suscitan un interés investigador creciente. Con fecha 28

de julio de 2024 se accedió a la base de datos Scopus (https://www.scopus.com/)

para recopilar datos bibliográficos deseados para realizar la revisión sistemática de la
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Figura 1.2: Previsión de la demanda global de baterías de iones de litio por región geográfica
(figura superior) y por aplicación (figura inferior) (Ricci et al., 2023).
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Figura 1.3: Búsqueda en Scopus de artículos relacionados con baterías de ion litio entre los
años 2000 y 2023.

literatura y el análisis bibliométrico de este estudio. La selección de Scopus como fuente

para recuperar artículos relevantes para este estudio se debe a su conocida base de

datos indexada que contiene una gran cantidad de citas, resúmenes, artículos, revistas,

artículos de conferencias y libros. Las palabras clave seleccionadas en la búsqueda

bibliográfica incluyen las palabras “battery” y “lithium-ion” con fechas desde el año

2000 hasta el año 2023, obteniéndose los datos de la figura (1.3).

El tercer motivo es que las simulaciones mediante métodos numéricos pueden resultar de

gran ayuda en el proceso de desarrollo de baterías cada vez más duraderas y eficientes.

En la actualidad el “time to market” o tiempo de ciclo de la innovación (TA – T0

en la figura 1.4, Ibáñez, 2000) es un factor definitivo en la subsistencia empresarial

en mercados en constante evolución. Especialmente dinámicos resultan los mercados

correspondientes a la electrónica portátil y el mercado de automoción con el desarrollo

de vehículo eléctrico. En ambos las baterías son un componente clave.

Tanto en el sector de automoción (Gao et al., 2000), principal mercado de las baterías

de litio en la actualidad (Zubi et al., 2018b), como en el de electrónica de gran consumo

y en el propio desarrollo de baterías de litio (Cicconi y Kumar, 2023), se utilizan

procesos de desarrollo de producto basados en ingeniería concurrente, para reducir el
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Figura 1.4: El ciclo de vida de la innovación (Ibáñez, 2000). Siendo los momentos señalados
los siguientes: T0: se presenta una oportunidad. TP : se percibe la oportunidad.
TB: empieza el proyecto. TD: se define el concepto de producto. TF : se empieza
a fabricar. TA: se empiezan a tener los primeros clientes satisfechos. TBE : se
recupera la inversión. TE : extinción del producto.

tiempo total de entrega mediante la superposición de actividades (ver figura 1.6), en

lugar de efectuarlas de forma secuencial (ver figura 1.5).

El tiempo del proyecto de desarrollo es el intervalo TF -TB (ver figura (Ibáñez, 2000)),

siendo TF el momento en que se empieza a fabricar el producto. Parte de este tiempo

se invierte en el desarrollo y prueba de prototipos, el cual puede verse reducido con

la utilización de un software de simulación que permita predecir el comportamiento

de determinadas formas geométricas, materiales, etc. en muy corto espacio de tiempo,

favoreciéndose la puesta en marcha de procesos concurrentes durante la fase de diseño

y adelantando la puesta en producción y por ende la puesta en el mercado y el tiempo

TBE que es el tiempo en que se recupera la inversión (Break-even point o umbral de

rentabilidad). Además se minimiza la asunción de riesgos inherentes a la superposición

de actividades dependientes (Bogus et al., 2011).

Además, la simulación de métodos numéricos, permite obtener predicciones en el

comportamiento, variando geometrías, modificando propiedades físico-químicas de
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Figura 1.5: Fases en el proceso de desarrollo de productos con ingeniería secuencial (Hambali
et al., 2009).

Figura 1.6: Fases en el proceso de desarrollo de productos con ingeniería concurrente
(Hambali et al., 2009).

materiales, etc. en base a las ecuaciones que rigen el fenómeno físico, sin necesidad de

contar con datos históricos.

Una batería de iones de litio está compuesta por celdas electroquímicas conectadas

en serie o en paralelo. Una celda es la unidad mínima de una batería con capacidad

para convertir energía química en eléctrica mediante reacciones electroquímicas. Cada

celda se compone de cuatro elementos fundamentales principales: un electrodo positivo

o cátodo, un electrodo negativo o ánodo, el electrolito y un separador que se encarga

de impedir el flujo de electrones permitiendo el paso de iones de litio. Esta estructura

puede verse en la figura (1.7). Durante el proceso de descarga de la celda en el ánodo

se produce una reacción de oxidación que tiene como resultado la liberación de iones de
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Figura 1.7: Representación de una celda de una batería de iones de litio durante la carga
(izquierda) y durante la descarga (derecha). Los iones de litio se mueven a través
del electrolito y cruzan el separador, mientras que los electrones viajan por los
colectores de corriente a través del circuito externo (Culverhouse, 2024).

litio que se difunden a través del electrolito hacia el cátodo donde los iones se intercalan

en el electrodo. Mientras tanto, los electrones que equilibran la carga transfieren la

carga desde el ánodo a través del circuito externo hasta el cátodo de la batería dando

lugar a la corriente eléctrica. Durante la carga ocurre el proceso inverso (Aifantis et al.,

2010, Reddy, 2011).

Para finalizar los casos de aplicación, se simulará un ejemplo de difusión de hidrógeno en

sólidos. El hidrógeno muestra un efecto de fragilización sobre el hierro y los materiales

a base de hierro ya se observó a principios del siglo XX (Pfeil, 1926). Se han publicado

varias teorías para discutir la causa exacta de la fragilización por hidrógeno (Beachem,

1972; Dayal y Parvathavarthini, 2003; Oriani, 1972). Sin embargo, todas las teorías

se basan en el supuesto fundamental de que el hidrógeno, el más pequeño de todos

los elementos, puede difundirse dentro y a través de los metales. En la actualidad, el

proceso de difusión de hidrógeno en metales se considera especialmente trascendente ya

que, dado que la combustión del hidrógeno produce únicamente agua como producto de

combustión, se prevé que el hidrógeno desempeñe un papel importante como combustible

en el futuro como resultado de las demandas de sostenibilidad (Hempel et al., 2023).

Sin embargo, el hecho de que se disuelva con facilidad y sea permeable a través de
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la mayoría de los materiales, constituye un importante desafío (Züttel et al., 2010).

La disolución y permeación del hidrógeno pueden ser significativas a altas presiones,

que pueden acercarse a los 100 MPa en algunos casos, y dado que el hidrógeno puede

quebrar los materiales, puede afectar la integridad de los componentes estructurales

utilizados para el almacenamiento y la distribución de hidrógeno (Anand, 2011). Por lo

tanto, es crucial entender y modelar la reacción de la mecánica de difusión acoplada de

los elementos metálicos empleados para contener este gas, dado su relevancia potencial

en el desarrollo de la tecnología emergente para la producción, almacenamiento y

distribución a gran escala de hidrógeno (Dadfarnia et al., 2010; San Marchi et al.,

2007).

1.2 Objetivos específicos de la tesis

A partir del objetivo principal de la tesis enunciado en la sección 1.1 se definen objetivos

parciales, más específicos, resumidos en los siguientes puntos:

• Desarrollar un modelo analítico, basado en los conceptos fundamentales de la

mecánica de medios continuos, del comportamiento del problema termo-químico-

mecánico, que permita modelar algunos problemas relevantes de la ingeniería en

los que el campo mecánico está fuertemente acoplado con el de temperatura y el

de transporte de masa.

• Resolver dichos problemas acudiendo a métodos numéricos basados en una

discretización espacial por el método de los elementos finitos del problema de tres

campos en el rango no lineal de deformación. La formulación tiene en cuenta todos

los acoplamientos posibles y se proporciona los detalles para su implementación.

• La evolución en el tiempo de los campos estudiados se abordará empleando una

discretización temporal. Para ello, se propondrán dos alternativas: la primera —

más clásica — usará el llamado método de las líneas que utiliza un discretización

por diferencias finitas en el tiempo de los derivadas temporales. En segundo
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lugar, se identificará un integrador variacional, es decir, un método de integración

temporal que permite obtener todas las ecuaciones de evolución (de todos los

campos) a partir de las condiciones de estacionariedad de un único funcional.

• Mediante una implementación en C++, se mostrar la generalidad de la formula-

ción presentando la simulación de varios procesos de interés en ingeniería como

el comportamiento de baterías de ion litio, geles elastoméricos y difusión de

hidrógeno en sólidos.

1.3 Estructura de la tesis

El presente trabajo está organizado de la siguiente forma: en el capítulo 2 se comenzará

presentando los conceptos básicos de la mecánica de medios continuos sobre los que

se cimienta el presente trabajo. La sección 2.1 se destinará a un enfoque estándar

de elementos finitos, comenzando, en la sección 2.1.1, por el planteamiento de las

ecuaciones que rigen el comportamiento acoplado de los cuerpos deformables bajo los

efectos de la temperatura y el transporte de masa, considerando un modelo de difusión

de una sola especie. El modelo tendrá en cuenta los acoplamientos bidireccionales

existentes entre los tres campos: mecánico, térmico y difusión de masa. Posteriormente,

en la sección 2.1.3, se presentará un conjunto de relaciones constitutivas para la

energía libre de Helmholtz, el flujo másico de acuerdo con los postulados del principio

de disipación y el flujo de calor. En la sección 2.1.4, se presenta la discretización

espacio-temporal de las ecuaciones diferenciales parciales resultantes y una vía para su

resolución numérica basada en la formulación de elementos finitos tipo Galerkin. En la

sección 2.2 se presentará una alternativa variacional. En el capítulo 3, se presentarán

algunos ejemplos de aplicación del modelo planteado. Para ilustrar la generalidad del

modelo se simularán tres problemas completamente diferentes: en primer lugar, en la

sección 3.1, se presentarán sendos ejemplos de geles elástoméricos con acoplamiento

en dos y tres campos; posteriormente, en la sección 3.2, un ejemplo de baterías de ion
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litio y por último, en la sección 3.3, un ejemplo de difusión en sólidos utilizando la

formulación variacional. Por último, el capítulo 4 resumirá las principales aportaciones

de la tesis y añadirá comentarios finales sobre las conclusiones obtenidas.

1.4 Contribución científica y académica derivada

de la tesis

Los resultados científicos de esta tesis doctoral se han presentado en varios congresos –

nacionales e internacionales – y publicados en dos artículos de revistas con revisión por

pares. Las ponencias en congresos son:

• Andrés, E. M. and Ortiz-Toranzo, A. and Romero, I. (2018). Novel variational

updates for strongly coupled thermomechanical problems including mass transport,

European Solid Mechanics Conference, Bolonia, Italy. July 2-6, 2018.

• Andrés, E. M. and Ortiz-Toranzo, A. and Romero, I. (2018). Variational updates

for strongly coupled thermomechanical problems including mass transport, 6th

European Conference on Computational Mechanics, Glasgow, Scotland. 11-15

June, 2018.

• Andrés, E. M. and Ortiz-Toranzo, A. and Segurado, J. and Romero, I. (2018). A

novel variational formulation of the strongly coupled thermomechanical problem

including mass transport, SES 55th Technical Meeting, Madrid, October 9-12.

Los artículos científicos que resumen los principales resultados de la tesis son:

• Romero, I. and Andrés, E. M. and Ortiz-Toranzo, Á. (2021). Variational updates

for general thermo–chemo–mechanical processes of inelastic solids, Computer

Methods in Applied Mechanics and Engineering, 385, 114013.

• Ortiz-Toranzo, Á. and Romero, I. (Aceptado para su publicación). Discretización

por elementos finitos del problema termo-difusivo-mecánico con grandes deforma-
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ciones, Revista Internacional de Métodos Numéricos para Cálculo y Diseño en

Ingeniería.

16



Capítulo 2

El problema

termo-difusivo-mecánico con

grandes deformaciones

En este capítulo se abordan varios temas clave, comenzando con el planteamiento

general de un problema mecánico acoplado con fenómenos de transporte de masa y

conducción de calor estableciendo la forma local de las ecuaciones de balance que

gobiernan el problema. Para poder resolver el problema mediante el método de los

elementos finitos, resulta necesario reescribir el problema en su forma débil, más

adecuada para estudiar la existencia de soluciones del problema de valores iniciales.

Posteriormente, se se presentan las ecuaciones constitutivas, que son aquellas que

caracterizan específicamente cada tipo concreto de material, completando con ello el

conjunto de ecuaciones necesarias para la resolución del problema.

A continuación se dará paso a la resolución numérica del problema formulando el

problema algebraico discroto vinculado a las ecuaciones que gobiernan el problema

planteado y que resultan de la discretización espacial y temporal de las mismas.
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Figura 2.1: Campo de deformación de un medio continuo.

Para finalizar el capítulo, se presentará un enfoque de resolución variacional del

problema.

2.1 Planteamiento del problema

En este apartado se expone el problema mecánico acoplado con el fenómeno de

condusción de calor y transporte de masa. El objetivo es elaborar un modelo matemático,

termodinámicamente consistente, para el medio continuo con grandes deformaciones que

permita describir la interacción termoquímico-mecánica en sólidos capaces de absorber

y transportar especies químicas. Posteriormente, la solución del modelo se aproximará

mediante una discretización por el método de elementos finitos, cuya implementación

se detallará.

A continuación, se considerará un sólido que se considerará medio continuo, entendido

como un conjunto infinito de partículas que se estudiará macroscópicamente admitiendo
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que no existen discontinuidades entre las partículas que lo constituyen y considerando

que sus propiedades pueden ser formuladas matemáticamente con funciones continuas

en el espacio y en el tiempo. Esto se trata de una aproximación, pues realmente la

materia está compuesta por partículas que están unidas entre sí mediante fuerzas

siendo, por tanto, la estructura microscópica de la materia realmente discontinua. Sin

embargo, la aproximación del medio continuo es suficientemente adecuada para analizar

el comportamiento macroscópico de los cuerpos, sin necesidad de profundizar en un

análisis a nivel atómico.

Desde un punto de vista puramente matemático, un medio continuo se define como

un conjunto de partículas B = {P1, P2, P3...}, de tal manera que existe un conjunto de

aplicaciones inyectivas K = {g} que transforman el conjunto B en conjuntos abiertos

del espacio R3. Esto es, para toda partícula P ∈ B

x = χ(P ) ∈ R3; χ(B) = O ⊆ R3, abierto, y χ−1(O) = B, (2.1)

cumpliéndose que para cualquier par de aplicaciones χ1, χ2 ∈ K su composición

φ12 : χ1(B) ⊆ R3 → χ2(B) ⊆ R3, φ12 = χ2 ◦ χ−1
1 , (2.2)

es diferenciable. Se denomina configuración a cada una de las aplicaciones χ (infinitas).

Esa definición supone que a cada partícula del cuerpo se puede asociar a un punto

de O, un subconjunto de R3, y viceversa. Como R3 es continuo, lo anterior implica la

continuidad de la materia que constituye B, siendo esta la principal la hipótesis de la

Mecánica de Medios Continuos.

Para el cuerpo B, el número de configuraciones posibles es infinito. Como ocurre

habitualmente, se tomará como configuración de referencia, χref , la configuración sin

deformar. Se utilizará el término “configuración” para referirse al conjunto imagen de

una de ellas, esto es, χ(B) (este abuso de lenguaje es tan extendido que en este trabajo
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también se empleará). La configuración de referencia establece una relación biunívoca

entre las partículas del cuerpo y los puntos de un conjunto abierto Bref := χref (B) ⊆ R3.

Por ello, dado cualquier sistema de coordenadas para R3, a cada partícula P del

cuerpo le corresponde un trío único de coordenadas (X1, X2, X3) y viceversa. Cada

trío (X1, X2, X3) identifica unívocamente a la partícula P del cuerpo y se denominan

coordenadas coordenadas lagrangianas o coordenadas materiales del punto P en

cuestión.

Las configuraciones de referencia y deformada establecen una aplicación entre Bref y

Bdef denominada deformación (véase la figura 2.1):

φ : Bdef → Bref , φ := χdef ◦ χ−1
ref . (2.3)

La deformación φ definida en la expresión 2.3 se puede ser considerada como una

función vectorial de variable vectorial. Denotando con letras mayúsculas las posiciones

de los puntos materiales y con letras minúsculas sus posiciones en la configuración

deformada, se puede escribir

x = φ(X), X ∈ Bdef (2.4)

o equivalentemente, empleando coordenadas cartesianas y notación indicial

xi = φi(X1, X2, X3), i = 1, 2, 3. (2.5)

Las funciones φ que definen los campos de deformación de los medios continuos

deben cumplir una serie de restricciones. Primeramente, como composición de dos

configuraciones, deben de ser funciones diferenciables. Por otra parte, además, deben

ser inyectivas. Esto es, si X e Y son dos puntos distintos de la configuración de

referencia entonces φ(X) ̸= φ(Y ). Lo que implica que la materia es impenetrable,
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esto es, que dos puntos no pueden deformarse de tal forma que acaben coincidiendo

en la misma posición. En el ámbito de la la teoría de deformaciones infinitesimales,

resulta de utilidad utilizar el campo de desplazamientos. Este campo se define:

u(X) := φ(X) − X = x − X. (2.6)

Derivado de la deformación, se tiene es el gradiente de deformación, que se trata de un

tensor de segundo orden y que se define como

F (X) = ∂φ(X)
∂X

= ∂φi

Xi

ei ⊗ ei. (2.7)

Este tensor establece la relación entre elementos diferenciales de la configuración sin

deformar y los de la configuración deformada. Si dX es un vector diferencial situado en

el punto X de la configuración considerada de referencia y dx es el vector resultante

de la deformación de dx se tiene que

dx = F (X)dX. (2.8)

A continuación se define el gradiente del desplazamiento u:

∂u(X)
∂X

= ∂φ(X) − X

∂X
= F (X) − 1. (2.9)

Habida cuenta que el gradiente de deformación tiene determinante positivo, se deduce

el conocido como el teorema de descomposición polar, según el cual el tensor F se

puede descomponer como:

F (X) = R(X)U(X) = V (X)R(X), (2.10)

donde R un tensor ortogonal propio y los tensores U , V son simétricos, definidos
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Figura 2.2: Definición geométrica del gradiente de deformación.

positivos. El tensor R se denomina gradiente de rotación y los tensores U y V son los

tensores de alargamiento derecho e izquierdo, respectivamente.

El gradiente de deformación F consta, en general, de una deformación U y una rotación

posterior R, o equivalentemente, de una rotación R y una deformación V , como se

deduce de la expresión 2.10. Debido a que los tensores de alargamiento son simétricos

siempre tienen tres autovalores reales que se denominan alargamientos principales y se

denotarán λ1, λ2, λ3. Como estos tensores son definidos positivos los tres autovalores

serán siempre positivos.

Aunque el gradiente de deformación contiene toda la información sobre la deformación

local de un cuerpo, en Mecánica de medios continuos, con frecuencia se emplean otras

medidas locales de la deformación, además del gradiente de deformación y de los

tensores de alargamiento. El tensor derecho de Cauchy-Green es de segundo orden y se

define como

C(X) = F (X)T F (X). (2.11)

De donde se deduce que se trata de un tensor simétrico y definido positivo. Utilizando
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la descomposición polar del gradiente de deformaciones es trivial que

C(X) = U(X)2. (2.12)

La descomposición espectral del tensor derecho de Cauchy-Green se puede deducir de

la del tensor derecho de alargamiento U . Denotando los alargamientos principales se

denotan como λ1, λ2, λ3 y las direcciones principales de U como ν1, ν2, ν3 se tiene

C =
3∑

a=1
λ2

aνa ⊗ νa. (2.13)

Se define el tensor izquierdo de Cauchy-Green como

b(x) = F (X)F (X)T . (2.14)

Otro tensor de deformación que se emplea con frecuencia en la construcción de modelos

constitutivos es el denominado tensor de Green-Lagrange:

E(X) = 1
2(C(X) − 1), (2.15)

cuya descomposición espectral puede escribirse:

E =
3∑

a=1

1
3(λ2

a − 1)νa ⊗ νa. (2.16)

Por definición un movimiento es una familia de configuraciones φt que depende de t

(el tiempo), de forma diferenciable. Esto es, si K(B) es el espacio de configuraciones

posibles de un medio continuo B, entonces φt es una curva en K(B). La notación

habitual para cada una de estas configuraciones es φt(X) o φ(X, t).

La familia de configuraciones φt, definen el movimiento de un cuerpo continuo. Además,

en un instante de tiempo t estas configuraciones definen una aplicación biyectiva entre
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B0 y Bt. Esto implica que, en ese instante, cada partícula material X ∈ B0 ocupa un

punto del espacio x ∈ Bt y que además cada punto de la región Bt ∈ R3 es la imagen

de una y solo una partícula material. Dado una posición x ∈ Bt se puede determinar

cuál es la partícula que ocupa ese lugar en el instante t a través de la función inversa

X = φ−1
t (x).

Tomando en consideración un campo, tensorial, vectorial o escalar Y definido para

todo instante t sobre las partículas materiales de la configuración de referencia. La

expresión de esta función es Y (X, t) y devuelve, para cada instante t el valor del

campo Y de la partícula X. En tal caso, se dice que Y es un campo material.

Utilizando la relación biyectiva establecida por la deformación podemos expresar el

campo Y en función de la posición x en lugar de la partícula X. Para lo cual basta

sustituir X por φ−1
t (x, t):

y(x, t) := Y (φ−1
t (x, t), t). (2.17)

El campo y, se denomina espacial, y depende del tiempo y de la posición. Los dos

campos Y e y dan el mismo resultado cuando son evaluados en el mismo instante de

tiempo y si x = φt(Y ). Adicionalmente, cuando se conoce uno cualquiera de ellos y se

conoce la función φt resulta posible calcular el otro.

Los conceptos de push-forward y pull-back, se utilizan para expresar las relaciones

entre las magnitudes de las descripciones material y espacial. El push-forward es

una operación que transforma una magnitud tensorial o vectorial expresada en la

configuración material a la configuración espacial. El pull-back es la operación inversa,

consecuentemente transforma una magnitud expresada en la configuración espacial a

la material.

Hasta este momento, todas las definiciones realizadas se pueden encontrar en cualquier

tratado de Mecánica de los Medios Continuos. Sin embargo, estos conceptos no son
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suficientes para describir la cinemática de un medio continuo donde hay deformaciones

de origen mecánico, térmico y de difusión de masa. Para facilitar dicha descripción, en

esta tesis se adoptará la hipótesis de que el gradiente de deformación F admite una

descomposición multiplicativa en tres partes, F m, F s y F t, tal que:

F = F mF sF t con F s = λs1, F t = λt1; λs > 0 λt > 0. (2.18)

En esta expresión F s está vinculada a la deformación del material debida a las moléculas

absorbidas por la estructura base, λs es el estiramiento correspondiente, F t está asociado

con la deformación del material debido a la temperatura, λt es su correspondiente

estiramiento y F m está asociado a la deformación mecánica.

Se suele atribuir a Flory (Flory, 1950, 1953) esta descomposición multiplicativa del

tensor gradiente de deformación. Su uso resulta frecuente (Boyce y Arruda, 2001;

Chester, 2015; Chester et al., 2015; Duda et al., 2010). En otras situaciones tales como

termoelasticidad, elastoplasticidad y biomecánica, (Lubarda, 2004), también se utilizan

descomposiciones multiplicativas del tensor gradiente de deformación.

Se define como J = det(F ), el jacobiano de la transformación. Se tiene que Jm =

det(F m), Js = det(F s) y J t = det(F t). Consecuentemente, a la vista de la descom-

posición multiplicativa del gradiente de deformación en (2.18), el jacobiano de la

transformación puede escribirse:

J = JsJmJ t con Js = (λs)3, J t = (λt)3 . (2.19)

Se denotará como Ω el volumen de un mol de moléculas de soluto, y se supondrá que

es constante y que cualquier cambio por unidad de volumen de referencia se debe al

cambio de concentración de las moléculas de soluto en la estructura base. En este caso,

entonces:

Js = 1 + Ωg ⇒ J̇s = Ωġ , (2.20)
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siendo g la concentración del soluto por unidad de volumen de referencia de la estructura

huésped en seco. A partir de la relación entre Js y λs planteada en (2.19), la primera

ecuación de (2.20) puede expresarse también como

λs = (1 + Ωg) 1
3 . (2.21)

En el modelo habitual de sólido deformable se consideran dos tipos de fuerzas: fuerzas

volumétricas y fuerzas superficiales. Las volumétricas son las que actúan sobre cada

diferencial de volumen del cuerpo (o sobre cada diferencial de masa). El ejemplo

tradicional es el de la fuerza de la gravedad, que actúa sobre cada elemento diferencial

de volumen. Las fuerzas volumétricas se describen matemáticamente con un campo

vectorial fv : Ω → R3 de forma que sobre el diferencial del punto P ∈ Ω actúa una

fuerza diferencial fv dv. La fuerza resultante de todas las fuerzas volumétricas que

actúan sobre un cuerpo es

Rv =
∫

Ω
f(P )dv (2.22)

Las fuerzas de contacto o de superficie, están aplicadas sobre el cuerpo a través de

su contorno Γ. Se expresan matemáticamente como un campo vectorial fs : Γ → R3

definido sobre el contorno de fuerzas por unidad de superficie. En el punto P ∈ Γ,

sobre un diferencial de área, actúa una fuerza de valor fs dA, y consecuentemente, la

resultante de todas las fuerzas de superficie sobre el cuerpo es:

Rs =
∫

Γ
fs(P )dA (2.23)

Frecuentemente se estudian sólidos deformables sujetos en una parte de su contorno

que denominaremos Γu, de forma que Γ = Γu ∪ Γt con Γu ∩ Γt = ∅. En el contorno

es sólido deformable tiene sus desplazamientos bloqueados y para ello la sustentación

ejerce unas fuerzas de superficie de valor desconocido a priori que se encargan de

satisfacer dicha restricción. Sin embargo, Γt o bien es una superficie libre o bien hay
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Figura 2.3: El modelo de cuerpo deformable.

fuerzas de superficie conocidas, de tal forma que los desplazamientos de sus puntos son

desconocidos cuando se establece el problema (ver figura 2.3).

Se llamará reacción sobre el cuerpo, a la resultante de la fuerzas de superficie sobre Γt

y su valor no es conocido hasta que no se resuelva el problema de contorno.

El concepto de fuerza interna es crucial para analizar los sólidos deformables. El teorema

de Cauchy establece que la tensión existente en un punto x del cuerpo deformado a

través de una superficie de normal n es

t(x, n) = σxn , (2.24)

siendo σ el tensor de tensiones de Cauchy, un tensor espacial.

Definido en la configuración deformada, el tensor de tensiones de Cauchy es un tensor

simétrico. Para ciertas aplicaciones tales como elasticidad no lineal, grandes deforma-

ciones, etc. como es el caso que nos ocupa, es conveniente escribir el tensor de tensiones

con respecto a la configuración no deformada. En este caso, se habla del primer tensor
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de tensiones de Piola-Kirchhoff, denotado con P . De forma análoga a las expresiones

2.24 razonando sobre la configuración de referencia y denominando T al vector de

Piola-Kirchhoff definido en la configuración de referencia y T̄ el campo de fuerzas

superficiales en la misma configuración, se tiene:

T (P, N ) = P (P )T N , si P ∈ Ω

T̄ (P ) = P (P )T N , si P ∈ Γ
(2.25)

Teniendo en cuenta la fórmula de Nanson

ds = JF −T dS (2.26)

el primer tensor de Piola-Kirchhoff puede ser escrito como:

P = JσF −T . (2.27)

De la simetría del tensor de tensiones de Cauchy, σ, y de la expresión 2.27 se deduce

P F T = F P T (2.28)

lo que implica que, en general, el primer tensor de tensiones de Piola Kirchhoff no es

simétrico.

Con frecuencia, resulta útil emplear el tensor de tensiones de Kirchhoff, un tensor

espacial relacionado con el tensor de tensiones de Cauchy a través del determinante del

tensor gradiente de deformaciones

τ = Jσ. (2.29)

En ocasiones se utiliza otro tensor de tensiones sin interpretación física en términos

de una fuerza que actúa sobre una determinada superficie. Sin embargo, debido a
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que se trata de un tensor simétrico expresado en coordenadas materiales, representa

una medida de tensión útil en mecánica computacional de medios continuos y en la

formulación de ecuaciones constitutivas. Este tensor, denominado segundo tensor de

Piola-Kirchhoff, se obtiene cuando se realiza la operación de pull-back sobre el tensor

espacial τ , según la ecuación:

S = F −1τF −1, (2.30)

o bien, en términos del tensor de tensiones de Cauchy o del primer tensor de Piola-

Kirchhoff

S = JF −1σF −T = F −1P , (2.31)

σ = J−1F SF T (2.32)

Consecuentemente, el primer tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, P , está relacionado

con el segundo tensor de Piola-Kirchhoff S mediante la expresión

P = F S (2.33)

Se define tensión media como el valor medio de las tensiones principales:

σm = 1
3(σ1 + σ2 + σ3). (2.34)

Se define el campo de presión como el escalar igual al opuesto de la tensión media, es

decir,:

p̄ = −σm = −1
3(σ1 + σ2 + σ3). (2.35)

El tensor de tensiones σ se puede descomponer en una parte o componente esférica

σesf y una parte desviadora σ′:

σ = σesf + σ′, (2.36)
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donde la parte esférica se define como:

σesf = 1
3Tr(σ)1 = σm1. (2.37)

La componente desviadora del tensor de tensiones será:

σ′ = σ − σesf . (2.38)

Existen tres invariantes fundamentales del tensor de tensiones (o invariantes I) son:

I1 = Tr(σ) (2.39)

I2 = 1
2(σ : σ − I2

1 ), (2.40)

I3 = det(σ). (2.41)

A continuación se acometerá la descripción matemática de las leyes fundamentales de

la física que rigen el comportamiento de un medio continuo: las ecuaciones de balance.

2.1.1 Forma local de las ecuaciones de balance

La ecuación de la cantidad de movimiento, junto con la ecuación de balance de energía

y la ecuación de balance de masa constituyen el sistema local de ecuaciones diferenciales

en derivadas parciales que, con la restricción impuesta por el segundo principio de la

termodinámica, gobiernan el problema acoplado termo-químico-mecánico.

Para un cuerpo con configuración de referencia Bref y contorno Γ, la forma local

(material) de las tres ecuaciones de balance puede escribirse como (Gurtin et al., 2010;
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Holzapfel, 2001; Truesdell y Noll, 2004):

DIV(P ) + ρ0 B = ρ0 V̇

Ė = P : Ḟ + Q − DIV(Q) + µ ġ − h GRAD(µ)

ġ = −DIV(h)


en Bref , t ∈ [0, T ] , (2.42)

en las expresiones anteriores P representa el primer tensor de Piola-Kirchhoff, B la

descripción material del campo vectorial de fuerzas por unidad de masa, ρ0 la densidad

material, V la velocidad material V = d
dt

φ, V̇ = d
dt

V es la aceleración material, E

es la energía interna por unidad de volumen, Q el vector flujo de calor y Q es el

calor generado por las fuentes internas por unidad de volumen en la configuración de

referencia y por unidad de tiempo, g es la concentración, h es el flujo másico y µ el

potencial químico. Se denota con GRAD (·) y DIV(·) el gradiente y la divergencia

materiales, respectivamente.

Las ecuaciones planteadas (2.42) establecen un problema inicial de valores de contorno

con las siguientes condiciones de frontera:

φ = φ̄ en Γφ, Θ = Θ̄ en ΓΘ, µ = µ̄ en Γµ,

P N = t̄ en Γt, QN = q̄n en Γq, hN = h̄n en Γh,

 t ∈ [0,T],

(2.43)

y con las siguientes condiciones iniciales:

φ = φ0, V = V0, Θ = Θ0, µ = µ0, para t = 0, (2.44)

siendo N la normal unitaria hacia el exterior de Γ. Se ha utilizado la notación (̄·) y

(·)0 para valores conocidos de las funciones en sus respectivos dominios y el contorno Γ
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se ha descompuesto como:

Γ = Γφ ∪ Γt = ΓΘ ∪ Γµ = Γµ ∪ Γh

con Γφ ∩ Γt = ΓΘ ∩ Γq = Γµ ∩ Γh = ∅.
(2.45)

Notese que físicamente no se es posible imponer la concentración en la frontera; tan sólo

puede imponerse el potencial electroquímico. Sin embargo, sí que es posible imponer el

flujo de masa en el contorno, mientras que no existen dispositivos para imponer el flujo

de potencial electroquímico. Este es el motivo por el que la variable fundamental del

problema de transporte de masa es el potencial electroquímico µ y no la concentración

g, que es su variable conjugada. Ver, por ejemplo, (Anand, 2011; Andrés y Romero,

2024).

Se significa también que puede establecerse una dualidad entre el problema térmico, de

conducción de calor en sólidos, y el de transporte de masa, de difusión de un soluto en

un sólido anfitrión, entre las variables temperatura y potencial electroquímico y entre

la entropía y la concentración (Baierlein, 2001, Naterer y Camberos, 2008). Así, cuando

se reemplaza la temperatura por el potencial electroquímico, los problemas iniciales de

contorno que representan el transporte de masa y calor son idénticos formalmente.

El postulado II de la termodinámica establece la existencia de una función, denominada

entropía s, de los parámetros extensivos, definida para todos los estados de equilibrio

y que tiene la siguiente propiedad: en ausencia de ligaduras internas, los valores que

toman los parámetros extensivos, son aquellos que maximizan la entropía respecto al

conjunto de los estado de equilibrio. Además se considerará que el estado termodinámico

estará unívocamente determinado por el tensor gradiente de deformación F , la entropía

s y la concentración g. La energía interna, que es una función de estado termodinámico,

podrá escribirse como E = E(F , s, g).

Utilizando la transformada de Legendre pueden establecerse otros potenciales termodi-

námicos que pueden resultar útiles en determinados problemas. Por ejemplo, la energía
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libre de Helmholtz Ψ es la transformada de Legendre de la energía con respecto a la

entropía, es decir,

Ψ(F , Θ, g) = E(F , s, g) − sΘ. (2.46)

El potencial gran canónico G es la transformada de Legendre de la energía libre con

respecto a la concentración:

G(F , Θ, µ) = Ψ(F , Θ, g) − gµ. (2.47)

Teniendo en consideración que la entropía s se puede definir como:

s = −∂G

∂Θ , (2.48)

mediante la regla de la cadena aplicada en el primer término de la segunda ecuación

de (2.42), y considerando que el material no tiene variables internas, la ecuación del

balance de energía también se puede escribir

∂E

∂F︸︷︷︸
P

Ḟ + ∂E

∂s︸︷︷︸
Θ

ṡ + ∂E

∂g︸︷︷︸
µ

ġ = P : Ḟ + Q − DIV(Q) + µ ġ − h GRAD(µ), (2.49)

o de forma equivalente:

Θ ṡ = Q − DIV(Q) − h GRAD(µ) . (2.50)

Las ecuaciones correspondientes al balance de la energía, balance de la cantidad de

movimiento y balance de masa están completadas por el segundo principio de la

termodinámica por expresión material:

ṡ ≥ Q

Θ − DIV(Q

Θ ). (2.51)

Si se multiplica ambos términos de la ecuación (2.51) por Θ y llamando G =
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− 1
ΘGRAD(Θ), se llega a:

Q · G − h · GRAD(µ) ≥ 0. (2.52)

En este razonamiento se ha omitido la dependencia de la energía sobre variables

internas como la deformación plástica o la viscosa. Esta simplificación permite razonar

de manera más breve y encontrar el resultado fundamental (2.52). La incorporación de

variables internas daría lugar a otros términos entrópicos en la ecuación referida.

Insistimos que la ecuación (2.52) restringe, pero no determina, las posibles relaciones

funcionales entre el flujo de calor y G, y entre el gradiente de potencial electroquímico y

el flujo másico. Esta se la interpretación habitual de la segunda ley de la termodinámica

que acota las relaciones entre flujos termodinámicos y sus afinidades. En general,

se suele suponer que estas relaciones siguen leyes cinéticas basadas en potenciales

disipativos convexos de tal manera que (2.52) siempre se satisfaga.

2.1.2 Forma débil de las ecuaciones de balance

Para poder emplear el método de los elementos finitos y aproximar la solución de

problemas acoplados de tres campos resulta imprescindible reescribir el problema inicial

de valores en forma débil o variacional. Esta nueva forma de escribir el problema no es

rigurosamente equivalente a la forma diferencial, o fuerte, de la sección anterior. La

forma débil aumenta el tamaño del espacio de solución y es por tanto más adecuado

para estudiar la existencia de soluciones del problema de valores iniciales.

Con anterioridad a establecer la formulación débil del problema, resulta imprescindible

definir dos conjuntos de funciones. Primeramente, se tienen las funciones de prueba,

que son aquellas que pertenecen al espacio de funciones de cuadrado integrable cuyas

derivadas también son de cuadrado integrable (espacio de Hilbert H1) y cumplen la

primera de las condiciones de contorno establecidas en (2.43). Consecuentemente se
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tiene que los espacios de funciones de prueba para los tres campos del problema son

S1 = {φ|φ ∈ [H1(B)]3, φ = φ̄ en Γφ},

S2 = {Θ|Θ ∈ H1(B), Θ = Θ̄ en ΓΘ},

S3 = {µ|µ ∈ H1(B), µ = µ̄ en Γµ},

(2.53)

y, en segundo lugar, se tienen las las funciones de ponderación:

W1 = {δφ|δφ ∈ [H1(B)]3, δφ = 0 en Γt},

W2 = {δΘ|δΘ ∈ H1(B), δΘ = 0 en Γq},

W3 = {δµ|δµ ∈ H1(B), δµ = 0 en Γh}.

(2.54)

La formulación débil correspondiente a la ecuación del balance de la cantidad de

movimiento, primera ecuación de (2.42), denotando con S el segundo tensor de Piola-

Kirchhoff, puede escribirse como

⟨S, F T GRAD(δφ)⟩ + ⟨ρ0V̇ , δφ⟩ = ⟨ρ0B, δφ⟩ + ⟨T , δφ⟩Γt . (2.55)

En esta ecuación, y a partir de ahora, se ha utilizado la notación ⟨·, ·⟩Ξ indicando el

producto L2 de dos campos vectoriales o tensoriales sobre un conjunto Ξ. En los casos

en los que no se indique ningún conjunto se sobreentenderá que el producto escalar se

extiende a toda la configuración de referencia. Posteriormente se considerará el caso

en el que las fuerzas inerciales son despreciables frente al resto. En este caso la forma

débil de la ecuación del balance de cantidad de movimiento queda:

⟨S, F T GRAD(δφ)⟩ = ⟨ρ0B, δφ⟩ + ⟨T , δφ⟩Γt . (2.56)

En relación a la ecuación correspondiente al balance de la energía, segunda ecuación

de (2.42), multiplicando dicha ecuación por una función de ponderación δΘ ∈ W2,
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integrando y aplicando el teorema de Gauss, se tiene que:

⟨Θṡ, δΘ⟩ − ⟨Q, GRAD(δΘ)⟩ + ⟨h GRAD(µ), δΘ⟩ = ⟨Q, δΘ⟩ − ⟨QN , δΘ⟩Γq , (2.57)

que es la formulación débil del balance de la energía en coordenadas materiales. Referente

al balance de masa, tercera ecuación de (2.42), multiplicando dicha ecuación por una

función de ponderación δµ ∈ W3 y posteriormente integrando por partes se llega a:

⟨ġ, δµ⟩ = ⟨−DIV(h), δµ⟩. (2.58)

Considerando la expresión DIV(h δµ) = DIV(h)δµ + h GRAD(δµ) y aplicando el

teorema de la divergencia, se tiene:

⟨ġ, δµ⟩ − ⟨h, GRAD(δµ)⟩ = −⟨h · N , δµ⟩Γh
. (2.59)

Obteniéndose la forma débil del balance de masa.

2.1.3 Ecuaciones constitutivas del material

En las secciones previas se han revisado las relaciones entre los movimientos de las

partículas del medio y las deformaciones, estableciéndose las ecuaciones cinemáticas y

definiendo el tensor de deformaciones. Asimismo, se ha analizado la situación tensional

del medio frente a la actuación de cargas externas obteniendose el tensor de tensiones

de cada punto y las variables termodinámicas conjugadas al potencial electroquímico

y a la temperatura. Finalmente, se han postulado las ecuaciones de balance de los

problemas termo-químico-difusivos.

Sin embargo, las ecuaciones presentadas hasta ahora son insuficientes para cerrar los

problemas estudiados. Este no resulta sorprendente pues todo lo que se ha postulado o

derivado se puede aplicar sin modificación a todos los materiales. Por tanto, motivado

desde el punto de vista matemático o práctico, es necesario que se incorpore la respuesta
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específica de cada material en los procesos de estudio, esto es, la respuesta constitutiva.

En Mecánica de Medios Continuos los modelos constitutivos elásticos más estudiados

son los modelos hiperelásticos también llamados modelos elásticos de Green. En estos

modelos se considera la hipótesis de existencia de una función de energía libre de

Helmholtz Ψ definida por unidad de volumen, de forma que el primer tensor de tensiones

de Piola-Kirchhoff se puede obtener por derivación de la función de energía libre de

Helmholtz. Para efectuar el modelado del comportamiento del material considerado, se

plantea extender el modelo hiperelástico de tal forma que también exista un funcional,

la energía libre de Helmholtz, cuyas derivadas den lugar a los campos conjugados.

En relación a los campos de potencial electroquímico y temperatura, las restricciones

más razonables para cualquier modelo constitutive son dos: en primer lugar, la energía

libre de Helmholtz (o cualquier otro potencial termodinámico) ha de ser invariante

frente a movimientos de sólido rígido; en segundo lugar, la entropía no puede crecer en

ningún punto y para ningún proceso de transporte.

Para satisfacer la primera restricción de la energía libre basta con que esta dependa

exclusivamente de objetos convectivos, es decir, definidos en la configuración de refe-

rencia y con valor en la configuración de referencia. Estos son, por ejemplo, el tensor

de derecho de Cauchy-Green, el gradiente material del campo de temperatura y el

gradiente material del potencial electroquímico. Para satisfacer la restricción de la

generación entrópica de podrán emplear únicamente modelos cinéticos para definir el

flujo de calor y de masa que garanticen que la segunda ley de la termodinámica se

cumpla.

Para realizar el modelado de los procesos termo-químico-mecánicos y sus acoplamientos,

se supondrá que la energía libre estará formada por una expresión aditiva. Una parte

establece la relación de acoplamiento termo-mecánico (Ψt−m), otra parte correspondiente

a la relación de acoplamiento térmico-difusivo (Ψt−d) y otra difusivo-mecánico (Ψd−m),

además de las contribuciones puramente mecánica, térmica y difusiva (Ψm, Ψt, Ψd).
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Según lo anterior, la energía libre tendría el aspecto indicado a continuación:

Ψ(F , Θ, g) = Ψm(F )+Ψt(Θ)+Ψd(µ)+Ψt−d(Θ, g)+Ψt−m(F , Θ)+Ψd−m(F , g). (2.60)

Considerando que el material es hiperelástico, la energía libre de Helmholtz puede

expresarse Ψ = Ψ(F (X, t), Θ, g, X), y el tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff:

P = ∂Ψ(F , Θ, g, X)
∂F

. (2.61)

La definición de un material hiperelástico establecida de la ecuación (2.61) no tiene

en cuenta el principio de objetividad del modelo constitutivo, que determina que

las relaciones constitutivas deben de ser válidas para todo observador. Siendo S el

segundo tensor de Piola-Kirchhoff y C = F T F el tensor derecho de Cauchy-Green, una

forma alternativa de definir el material hiperelástico, que incorpora intrínsecamente el

principio de objetividad, sería:

S = 2∂Ψ(C, Θ, g, X)
∂C

, (2.62)

La ecuación constitutiva de la conducción de calor establece que el flujo de calor es

linealmente dependiente del gradiente material de la temperatura:

Q = −K GRAD[Θ], (2.63)

donde K es el tensor material de conductividad térmica, que en el caso que se considerará

de un medio isótropo, puede escribirse como K = K I, siendo K la constante de

conductividad térmica.

La Ley de Fick establecerá la ecuación constitutiva correspondiente al flujo difusivo,

que en el contexto de esta tesis establece que el flujo del soluto depende linealmente
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del gradiente material del potencial químico (Gurtin et al., 2010, ec. 66.23):

h = −M GRAD[µ], (2.64)

donde M es el tensor de movilidad. Teniendo en cuenta, como se ha indicado, que se

considerará un medio isotrópico, el tensor de movilidad puede escribirse como M = mI

siendo m el coeficiente de movilidad, que es un escalar. La ecuación anterior puede

expresarse:

h = −m GRAD[µ], (2.65)

donde se considerará que el coeficiente de movilidad dependerá de la temperatura según

la expresión:

m = Dg

RΘJ
, (2.66)

siendo D el coeficiente de difusión, R es la constante universal de los gases ideales y Θ

la temperatura absoluta.

El potencial químico podrá calcularse como derivada de primera del potencial (2.60)

mediante:

µ = ∂Ψ
∂g

. (2.67)

En lo referente a la capacidad térmica, se tiene:

c = −Θ∂2Ψ
∂Θ2 . (2.68)

Como la temperatura absoluta es positiva, la positividad estricta de la capacidad

térmica equivale a expresar que la función entropía es estrictamente creciente con la

temperatura Θ y, por tanto, equivale a indicar que ∂Ψ2

∂Θ2 < 0 para todo valor de Θ, es

decir, que Ψ, considerando la variable Θ, es estrictamente cóncava.

En lo que referencia a las derivadas de segundo orden del potencial termodinámico

correspondiente a la energía libre de Helmholtz, se define el tensor de acoplamiento
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termo-mecánico, M , y su correspondiente parte simétrica, M s de la siguiente manera:

M = Θ ∂2Ψ
∂F ∂Θ , M s = Θ ∂2Ψ

∂Θ∂C
. (2.69)

Para calcular M se tendrá en consideración que:

M s = Θ ∂2Ψ
∂Θ∂C

= Θ
2

∂S

∂Θ = Θ
2

∂(F −1P )
∂Θ = Θ

2 F −1 ∂2Ψ
∂Θ∂F

= 1
2F −1M , (2.70)

y, por tanto,

M = 2F M s. (2.71)

También, resulta necesario definir un tensor de acoplamiento difusivo-mecánico dado

por:

L = ∂2Ψ
∂F ∂µ

= ∂P

∂µ
. (2.72)

Del mismo modo, por existir acoplamiento entre tres campos, también puede definirse

un acoplamiento difusivo-térmico, esta vez un escalar, definiendo el coeficiente de

acoplamiento difusivo-térmico:

T = Θ ∂2Ψ
∂Θ∂g

. (2.73)

En la tabla 2.1 se presenta un recuento del número de ecuaciones y de incognitas del

problema planteado.

2.1.4 Discretización de las ecuaciones y linealización

En el presente apartado de esta tesis, se va a establecer la formulación del problema

algebraico discreto asociado a las ecuaciones que gobiernan el problema de sólidos que

se ha venido estudiando y que resulta de la discretización espacial y temporal de dichas

ecuaciones.

Para ello, se partirá de la formulación débil del problema expresado mediante las

ecuaciones (2.56), (2.57) y (2.59). Primeramente, se dividirá el dominio en el que se
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Ecuación Ecuación Nº Nº incog. Nº ec.
Balance cant. de mov. 1º ec. de 2.42 σ(6) 3
Conservación de masa 3º ec. de 2.42 h(3)+g(1) 1
Balance de la energía 2ºec. de 2.42 =>2.50 Θ(1)+Q(3)+µ(1) 1
Flujo de calor Ec.2.63 3
Flujo difusivo Ec.2.64 3
Relación tensión-deformación Ec. 3.7 B (6) 6
Potencial electroquímico Ec. 2.67 1
Compatib. tensión-def. Ecs. compatib. u (3) 6

TOTAL 24 24

Tabla 2.1: Recuento ecuaciones e incognitas del problema termo-mecánico con transporte
de masa

ha definido el problema, Υ, en n elementos o subdominios Υ(h) y se reemplazan los

espacios de dimensión infinita S1, S2 y S3 a los cuales pertenecen las soluciones φ, Θ

y µ, por los espacios de dimensión finita Sh
1 , Sh

2 y Sh
3 , tales que Sh

1 ⊂ S1, Sh
2 ⊂ S2 y

Sh
3 ⊂ S3 a los cuales pertenecen, respectivamente, las funciones aproximadas φh, Θh y

µh. Además, los espacios de dimensión infinita W1, W2 y W3, a los cuales pertenecen

las funciones de ponderación δφ, δΘ y δµ, se reemplazan por los de dimensión finita

Wh
1 , Wh

2 y Wh
3 , de tal forma que que Wh

1 ⊂ W1, Wh
2 ⊂ W2 y Wh

3 ⊂ W3, a los cuales

pertenecen las funciones aproximadas δφh, δΘh y δµh, respectivamente.

Considerando que cada miembro de Sh
1 , Sh

2 y Sh
3 se puede expresar:

φh = φh
v + φh

g , Θh = Θh
v + Θh

g , µh = µh
v + µh

g , (2.74)

donde φh
v ∈ Wh

1 , Θh
v ∈ Wh

2 y µh
v ∈ Wh

3 satisfacen, respectivamente, las condiciones de

contorno φh
g = φh, Θh

g = Θh y µh
g = µh en Γφ, ΓΘ y Γµ.

Las funciones de ponderación δφh, δΘh y δµh, por pertenecer a espacios lineales de

dimensión finita, se pueden escribir como una combinación de n funciones de forma, Ni

con i = 1, 2, ..., n, linealmente independientes. La expresión discretizada del balance de

la cantidad de movimiento se consigue sustituyendo en su formulación débil δφ por su
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aproximación δφh, formulada como una combinación lineal de las funciones de forma

Ni, esto es:

⟨S, F T (
∑

a

∇Naδφa)⟩ = ⟨ρ0B,
∑

a

Naδφa⟩ + ⟨T ,
∑

a

Naδφa⟩Γt . (2.75)

De igual manera, reemplazando δΘ por δΘh = ∑Nnd
a=1 Na(X)δΘa en la ecuación de la

formulación débil del balance de la energía, se obtiene la ecuación del balance de la

energía discretizada:

⟨Θhṡ,
∑

a

NaδΘa⟩ − ⟨Q,
∑

a

∇NaδΘa⟩ + ⟨h GRAD(µh),
∑

a

NaδΘa⟩

= ⟨Q,
∑

a

NaδΘa⟩ − ⟨QN ,
∑

a

NaδΘa⟩Γq . (2.76)

Análogamente, partiendo de la formulación débil del balance de masa, reemplazando δµ

por su aproximación δµh expresada como combinación lineal de las funciones de forma,

esto es, δµh = ∑Nnd
a=1 Na(X)δµa, se llega a la expresión correspondiente al balance de

masa discretizada:

⟨ġ,
∑

a

Naδµa⟩ − ⟨h,
∑

a

∇Naδµa⟩ = −⟨hN ,
∑

a

Naδµa⟩Γh
. (2.77)

Se ha obtenido la discretización espacial de las ecuaciones de evolución, consiguiendo

así las ecuaciones (2.75), (2.76) y (2.77) procedentes de la aplicación del balance de la

cantidad de movimiento, balance de la energía y principio de conservación de la masa

respectivamente. Sin embargo, en las ecuaciones (2.76) y (2.77) aparecen las derivadas

respecto del tiempo Θ̇, Ḟ y ġ, por lo que, igualmente, dichas ecuaciones también deben

ser discretizadas temporalmente. A tal efecto, se realizará una partición del intervalo de

integración [0, T ] en N subintervalos del tipo [tn, tn+1], con 0 = t0 < t1 < ... < tN = T
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tal que ∆t = tn+1 − tn y se utilizará el método implícito de Euler, según el cual:

Fn+1 ≈ Fn + ∆t · Ḟn+1,

sn+1 ≈ sn + ∆t · ṡn+1,

gn+1 ≈ gn + ∆t · ġn+1,

(2.78)

donde los subíndices n y n + 1 denotan el instante de la evaluación, ya sea tn o tn+1. Se

significa que en estas ecuaciones, y en las anteriores, tanto el gradiente de deformación

como los campos de entropía y los de concentración no pertenecen a priori a ningún

espacio de las funciones de elementos finitos. Estos campos son obtenidos, en cada punto,

mediante de la definición F = GRADφ y gracias a las relaciones termodinámicas que

conectan los campos principales (F , µh, Θh) con g y s.

Sustituyendo los valores de Θ̇, Ḟ y ġ, de las expresiones (2.78), en la ecuación (2.76)

se tiene:

⟨Θsn+1 − sn

∆t
,
∑

a

NaδΘa⟩ − ⟨Q,
∑

a

∇NaδΘa⟩+

+ ⟨h GRAD(µh),
∑

a

NaδΘa⟩ = ⟨Q,
∑

a

NaδΘa⟩ − ⟨QN , (
∑

a

NaδΘa)⟩Γq . (2.79)

Sustituyendo el valor de ġ, de la última expresión de (2.78), en la ecuación (2.77):

⟨gn+1 − gn

∆t
,
∑

a

Naδµa⟩ − ⟨h,
∑

a

∇Naδµa⟩ = −⟨h N ,
∑

a

Naδµa⟩Γh
. (2.80)

Las ecuaciones de conservación-balance planteadas, constituyen un sistema de ecua-

ciones no lineales que deben ser previamente linealizadas para acometer su resolución

numérica por las técnicas estándar de resolución de sistemas de ecuaciones lineales

basadas, por ejemplo, en el método de Newton-Raphson. La linealización de las tres

ecuaciones de balance no es trivial y, de hecho, no se pueden encontrar de forma com-

pleta en la literatura. Una de las contribuciones de esta tesis es la documentación de
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dicho proceso y su publicación para que puedan ser empleadas por otros investigadores.

Remitimos a los anexos de este documento para los detalles que no se presentan aquí.

2.2 Un método incrementalmente variacional

En las secciones precedentes se han descrito las ecuaciones de la los problemas termo-

difusivo-mecánicos, incluyendo deformaciones finitas, que gobiernan el comportamiento

acoplado de cuerpos deformables elásticos bajo los efectos de la temperatura y el

transporte de masa, ignorando todos los efectos inerciales. Más específicamente, en

relación con el fenómeno de la masa, se ha considerado por simplicidad la difusión de

una única especie. Además, se ha planteado una discretización estándar por el método

de los elementos finitos del problema.

El enfoque presentado es clásico: para discretizar un problema inicial de valores de

contorno se emplea el método de los elementos finitos para obtener una discretización

en el espacio y las tasas se reemplazan por diferencias finitas. Esta metodología se

conoce con el nombre del método de las líneas. En esta sección exploramos un enfoque

algo distinto: buscamos un funcional que definido en el campo de solución, y quizá

extendido, satisfaga que sus condiciones de estacionariedad coincidan con la forma

débil de todas las ecuaciones del problema acoplado, pero discretizadas en el espacio y

el tiempo. Este funcional se modificará después de obtener la solución en un instante

de tiempo y se conoce, por tanto, como un funcional incremental que da lugar, paso a

paso, a las ecuaciones algebraicas que definen la solución del problema.

El uso de métodos variacionales tiene varias ventajas: para empezar, el problema se

reformula de una forma que facilita el análisis matemático del problema. En segundo

lugar, dado que las ecuaciones de actualización derivan de un potencial escalar la

matriz de rigidez tangent (por el teorema de Schwarz) es simétrica. Este resultado lleva,

sin más consideraciones, a un ahorro sustancial del tiempo de cálculo y la memoria

de almacenamiento. Así, el tiempo de cálculo se reduce (asintóticamente) a la mitad
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y también el almacenamiento en memoria de la matriz de rigidez. Para problemas

pequeños estos ahorros en tiempo de cálculo y memoria no se notan mucho porque el

resto de tareas del código de cálculo dominan el coste total. Sin embargo, en problemas

grandes, la resolución del sistema de ecuaciones linealizadas domina todo el coste

computacional de un problema y es en ellos donde los métodos incrementalmente

variacionales brillan.

A pesar de las ventajas obvias que tienen estos métodos, no es fácil encontrar un fun-

cional incremental que dé lugar a las ecuaciones de actualización. Esto es especialmente

cierto para problemas acoplados y los resultados que se presentan a continuación (y

recogidos en el artículo (Romero et al., 2021)) son los primeros que demuestran que

existe un funcional con las propiedades deseadas. Aunque en esta tesis la parte mecánica

de los modelos estudiados es (hiper)elástica, el principio variacional encontrado sigue

siendo válido en el rango inelástico.

El primer paso para formular un método incrementalmente variacional del tipo descrito

es la reformulación de las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento, masa y

energía en una forma más conveniente. Comenzamos, rescribiendo la forma fuerte de

estas ecuaciones como:

0 = DIV[P ] + ρ0B, (2.81a)

ġ = −DIV[h], (2.81b)

Ė = P · Ḟ + Q − DIV[Q] − DIV[µh], (2.81c)

donde se han empleado los mismos símbolos que en secciones anteriores de este capítulo.

Se define

G = GRAD
[
log Θ

Θ0

]
y D = −GRAD[µ]. (2.82)

y la ecuación de disipación reducida (2.52) puede quedaría:

J · D + H · G ≥ 0 , (2.83)
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Además, para completar el problema, deben añadirse las ecuaciones cinéticas que

relacionen las fuerzas termodinámicas (D, G) y los flujos termodinámicos (h, Q). Una

manera fácil de formular estas reglas es definir las ecuaciones cinéticas en términos de

un potencial de disipación de la forma

Ω = Ω(h, Q; Θ, µ) (2.84)

y plantear las relaciones

D = ∂1Ω(ξ̇, h, Q; Θ, µ) ,

G = ∂2Ω(ξ̇, h, Q; Θ, µ).
(2.85)

La notación ∂i es la derivada parcial con respecto al i-ésimo argumento de una función.

Si la función Ω es convexa en sus dos primeros argumentos y satisface Ω(0, 0; Θ, µ) = 0

entonces la ecuación (2.83) se verifica siempre.

A continuación, mediante la transformada de Legendre, definimos un potencial dual Ω∗

Ω∗(D, G; Θ, µ) = mı́n
h,Q

(Ω(h, Q; Θ, µ) − D · h − G · Q) . (2.86)

Empleando la siguiente transformada de Legendre, el potencial Ω puede ser recuperado:

Ω(h, Q; Θ, µ) = máx
D,G

(Ω∗(D, G; Θ, µ) + D · h + G · Q) , (2.87)

y las relaciones cinéticas (2.85) pueden escribirse utilizando el nuevo potencial como

h = −∂1Ω∗(D, G; Θ, µ) ,

Q = −∂2Ω∗(D, G; Θ, µ).
(2.88)

Las ecuaciones cinéticas, deben asegurar el cumplimento de desigualdad (2.83) incon-

dicionalmente. Sin embargo, no son la única manera para realizar la formulación de
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este tipo de modelos materiales. En lo que sigue, se propone una alternativa más

conveniente.

En primer lugar se realizará una nueva definición de las fuerzas termodinámicas que

son conjugadas a las variables internas. Estas fuerzas se obtienen a partir de la energía

interna, aunque se puede verificar fácilmente que pueden calcularse alternativamente

a partir de la densidad de energía libre. En cualquiera de los dos casos, la definición

transmite la idea de que las derivadas de la energía son las que impulsan los mecanismos

disipativos. Al estudiar el fundamento termodinámico de los sólidos disipativos estándar

y su cinética, Mielke ha argumentado que este generador debería ser la entropía libre

(Mielke, 2011) definida como

E(F , g, Θ) = máx
E

(s(F , g, E) − E

Θ) . (2.89)

Se define un flujo de masa escalado por la temperatura como D̄ = D
Θ y reescribiendo la

desigualdad de disipación reducida expresada vista con anterioridad en (2.83) como

D̄ · Θ J + G · H ≥ 0 . (2.90)

Del mismo modeo que en el procedimiento habitual se plantean relaciones cinéticas

entre gradientes y afinidades, se deber dar una relación constitutiva que establezca

la relación de (D̄, G) con (h, Q). Para construir dicha relación cinética, se supondrá

de nuevo la existencia de un nuevo potencial que tiene dos argumentos y depende

temperatura y el potencial químico, es decir,

Ω̄ = Ω̄(y, z; Θ, µ). (2.91)

A continuación, se considerará que este potencial define las fuerzas disipativas mediante
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las relaciones

D̄ = ∂1Ω̄(Θh, Q; Θ, µ) , (2.92a)

G = ∂2Ω̄(Θh, Q; Θ, µ). (2.92b)

Se garantiza que se cumpla la desigualdad de disipación (2.90), si este nuevo potencial

es convexo en sus dos primeros argumentos y se anula cuando son cero.

Utilizando la transformada de Legendre (2.86) sobre la función Ω̄, se puede obtener un

potencial de disipación dual. La función resultante es:

Ω̄∗ = Ω̄∗(D̄, G; Θ, µ), (2.93)

y las relaciones inversas entre las variables termodinámicas quedan

ΘJ = −∂1Ω̄∗(Θξ̇, D̄, G; Θ, µ), (2.94a)

H = −∂2Ω̄∗(Θξ̇, D̄, G; Θ, µ). (2.94b)

A continuación supondremos una forma particularmente conveniente del potencial de

disipación en la que la dependencia de sus argumentos se divide de forma aditiva como

en

Ω̄∗(D̄, G; Θ, µ) = Ω̄∗
c(D̄; Θ, µ) + Ω̄∗

t (G; Θ, µ). (2.95)

La función Ω̄∗
c y Ω̄∗

t modelan la cinética con el transporte de masa y calor, respectiva-

mente.

El potencial Ω∗ puede expresarse como la suma de una contribución química y una

48



Capítulo 2. El problema termo-difusivo-mecánico con grandes deformaciones

contribución térmica, es decir,

Ω∗(D, G; Θ, µ) = Ω∗
c(D; Θ, µ) + Ω∗

t (G; Θ, µ). (2.96)

De las ecuaciones (2.85) y (2.94), se tiene que

J = −∂Ω∗
c(D; Θ, µ) , ΘJ = −∂Ω̄∗

c(D̄; Θ, µ) . (2.97)

Usando la definición de D̄ se deduce que

Ω∗
c(D; Θ, µ) = Ω̄∗

c(D/Θ; Θ, µ) . (2.98)

Finalmente, comparando las ecuaciones (2.85)-(2.94), se verifica que Ω∗
t = Ω̄∗

t .

Por lo que dado un potencial de disipación con la forma dividida estándar (2.96) es

sencillo construir el potencial de disipación modificado (2.95). Explicitamente, se tiene

Ω̄∗(x, y; Θ, µ) = Ω∗
c(Θ x; Θ, µ) + Ω∗

t (y; Θ, µ) (2.99)

para argumentos arbitrarios (x, y).

Estando el estado del cuerpo descrito por los campos (φ, g, S) buscamos, un principio

variacional cuya solución proporcione los valores (φ̇, ġ, Ṡ) del problema descrito. Para

ello, se considerará esas incógnitas, dos nuevos campos (Θ, µ), y el problema variacional

siguiente: encontrar (φ̇, ġ, µ, Ṡ, Θ) tal que

F [φ̇, ġ, µ, Ṡ, Θ](δφ̇, δġ, δµ, δṠ, δΘ) = 0, (2.100)
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para todas las variaciones admisibles (δφ̇, δġ, δµ, δṠ, δΘ), con el funcional

F [φ̇, ġ,µ, Ṡ, Θ](δφ̇, δġ, δµ, δṠ, δΘ) =
∫

B
(P · GRAD[δφ̇] − ρ0B · δφ̇) dV

−
∫

∂T B
T̄ · δφ̇ dA

+
∫

B

(
−Ṡ δΘ − ∂1Ω̄∗ · D

δΘ
Θ2 − ∂2Ω̄∗ · GRAD

[
δΘ
Θ

]
+ ρ0 H

δΘ
Θ

)
dV

+
∫

B

(
−ġ δµ − ∂1Ω̄∗

Θ · GRAD[δµ] + ρ0 M δµ

)
dV

−
∫

∂HB
H̄

δΘ
Θ dA +

∫
∂CB

M̄ δµ dA

+
∫

B

((
∂E

∂S
− Θ

)
δṠ +

(
∂E

∂g
− µ

)
δġ

)
dV

(2.101)

El enunciado variacional planteado (2.100) resulta de sumar las ecuaciones de balance

multiplicadas, respectivamente, por variaciones arbitrarias δφ̇, δµ, δΘ, así como el

producto de las identidades

Θ = ∂E

∂S
, µ = ∂E

∂g
, (2.102)

respectivamente, con las variaciones arbitrarias δṠ, δġ. Es trivial comprobar que la

linealización de esta forma débil es simétrica y, por lo tanto, por el teorema de Vainberg,

existe un funcional Φ tal que F = δΦ. Dicho funcional puede identificarse fácilmente

como

Φ[φ̇, ξ̇, ġ, µ, Ṡ, Θ] =
∫

B

(
Ė − ΘṠ − µġ + Ω̄∗(D̄, G)

)
dV

+
∫

B

(
ρ0 H log Θ

Θ0
+ ρ0 Mµ − ρ0 B · φ̇

)
dV

−
∫

∂HB
H̄ log Θ

Θ0
dA +

∫
∂M B

M̄µ dA −
∫

∂T B
T̄ · φ̇ dA .

(2.103)

En lo que sigue se van a presentar los métodos numéricos para la solución aproximada

de del problema planteado, para lo que se deberá proceder a discretizar el intervalo
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de tiempo de interés en un número finito de instantes de tiempo, y actualizando la

solución de un instante al siguiente de forma recursiva.

A tal fin, se consideran K + 1 instantes de tiempo 0 = t0 < t1 < . . . < tn < tn+1 <

. . . < tK en el intervalo [0, T ] de análisis y se denotará como xn el valor aproximado

de la variable x en el tiempo tn. Un método de avance temporal para el problema

considerado consiste en una regla para obtener el estado en el cuerpo en el tiempo

tn+1 a partir de los datos en el paso de tiempo anterior y de información dada de los

estímulos externos en el intervalo de tiempo [tn, tn+1]. De forma más concreta, para el

problema termo-quimo-mecánico, el estado del cuerpo es Ξn = (φn, gn, µn, Sn, Θn) y

esta regla debería definir, de manera explícita o implícita la aplicación Ξn 7→ Ξn+1.

Las actualizaciones variacionales pueden derivarse de principios de minimización,

calculando caminos minimizadores Q. Yang et al., 2006, es decir, las trayectorias en

el espacio termodinámico que minimizan la integral del funcional Φ. Sin embargo, un

enfoque más práctico consiste en postular potenciales incrementales que aproximen, de

manera consistente, el valor de la integral sobre un intervalo de tiempo del funcional de

velocidad. En el caso considerado, una posible cuadratura del funcional (2.103) sobre

[tn, tn+1] que define el potencial incremental es

Φn[Ξn+1] =
∫

B
(En+1 − En − Θn+1(Sn+1 − Sn) − µn+1(gn+1 − gn)) dV

+
∫

B
∆t Ω̄∗(D̄n+1, Gn+1; Θn, µn) dV

+
∫

B
∆t

(
ρ0 H log Θn+1

Θ0
+ ρ0 Mµn+1 − ρ0B · φn+1 − φn

∆t

)
dV

−
∫

∂HB
∆t H̄ log Θn+1

Θ0
dA +

∫
∂M B

∆t M̄µn+1 dA

−
∫

∂T B
∆t T̄ · φn+1 − φn

∆t
dA,

(2.104)

donde ∆t = tn+1 − tn.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange corresponden a la condición de estacionaridad de
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primer orden de este funcional, es decir,

DΦn(Ξn+1) · δΞn+1 = 0, (2.105)

Desarrollando la ecuación (2.105), obtenemos seis ecuaciones variacionales indepen-

dientes, esto es,

DΦn · δφn+1 =
∫

B

[
∂En+1

∂F
· GRAD[δφn+1] − B · δφn+1

]
dV

−
∫

∂T B
T̄ · δφn+1 dA = 0 , (2.106a)

DΦn · δΘn+1 =
∫

B
[(Sn − Sn+1)δΘn+1

− ∆t ∂1Ω̄∗ · Dn+1
δΘn+1

Θ2
n+1

− ∆t ∂2Ω̄∗ · GRAD[δΘn+1

Θn+1
]

+∆tρ0
H

Θn+1

]
dV +

∫
∂HB

∆t
H̄

Θn+1
δΘn+1 dA = 0 , (2.106b)

DΦn · δµn+1 =
∫

B

[
(gn − gn+1) δµn+1 − ∆t

∂1Ω̄∗

Θn+1
GRAD[δµn+1]

]
dV

+
∫

∂M B
∆t M̄ δµn+1 dA = 0 , (2.106c)

DΦn · δSn+1 =
∫

B

(
∂En+1

∂Sn+1
− Θn+1

)
δSn+1 dV = 0 , (2.106d)

DΦn · δgn+1 =
∫

B

(
∂En+1

∂gn+1
− µn+1

)
δgn+1 dV = 0 . (2.106e)

Nótese que las ecuaciones (2.106a)-(2.106c) son los enunciados débiles del balance de

momento lineal, energía y masa, respectivamente. Además, la ecuación (2.106e) la

definición débil del potencial químico y la ecuación (2.106d) corresponde a la definición

de temperatura.

La relación (2.105) establece que la actualización de la solución puede obtenerse como

la solución de cinco ecuaciones variacionales ( (2.106)). Las ecuaciones (2.106d)-(2.106e)

pueden resolverse en cada punto, proporcionando el valor de Sn+1 y gn+1 como funciones

de los campos desconocidos restantes. Una nueva función, que depende únicamente de
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tres campos, se puede definir como

Ψn = Ψn(φn+1, µn+1, Θn+1)

= mı́n
Sn+1,ξn+1,gn+1

Φn(φn+1, gn+1, µn+1, Sn+1, Θn+1),
(2.107)

con lo que se reduce la actualización a un problema variacional de tres campos.

Las actualizaciones definidas anteriormente discretizan el problema acoplado solo en el

tiempo. Una discretización completa implicará una discretización espacial utilizando,

por ejemplo, elementos finitos. Si se denota como φh
n, µh

n, Θh
n las funciones de elementos

finitos que aproximan la deformación, el potencial químico y la temperatura en el

tiempo tn, la actualización puede formularse como

(φh
n+1, µh

n+1, Θh
n+1) = arg mı́n

uh
máx
ηh,αh

Ψn(uh, ηh, αh) (2.108)

entre todas las temperaturas admisibles αh, deformaciones admisibles uh y potenciales

químicos ηh. Cabe destacar que los elementos finitos mixtos formulados en términos de

principios variacionales de múltiples campos para la parte mecánica, química y térmica,

pueden ajustarse sin dificultad en el marco presentado.

Las dos formulaciones presentadas en este capítulo para problemas de acoplados de tres

campos ofrecen dos alternativas para la solución de éstos. La primera de ellas — clásica

— es más fácil de definir y se puede describir como una aplicación directa — aunque

compleja — del método de líneas. La segunda alternativa — la formulación variacional

— es novedosa y tiene ventajas evidentes desde el punto de vista computacional, pero es

más compleja y requiere para su comprensión algunos conceptos más elaborados de

cálculo variacional.
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Resultados

El objetivo de este capítulo es ilustrar las posibilidades que ofrecen los métodos propues-

tos de cara a resolver diferentes problemas acoplados, destacando además la generalidad

del método propuesto que es capaz de resolver problemas no lineales complejos que

involucran tres campos, o únicamente uno o dos campos, bloqueando la variación de las

variables correspondientes mediante la imposición de las correspondientes condiciones

de contorno.

El código correspondiente a la implementación del elemento termo-mecánico acoplado

ha sido incorporado a IRIS, un programa de elementos finitos de propósito general

implementado en C++ desarrollado en el Grupo de Simulación y Modelado en Ingeniería

Mecánica de la Universidad Politécnica de Madrid. El código está estructurado de

manera que ofrece un marco de trabajo comprensible, flexible y extensible de forma

modular.

El modelo constititivo correspondiente al material termomecánico se ha implementado

en una librería externa a IRIS incorporándose como un material más en MUESLI, que

es una librería de acceso abierto con modelos constitutivos de material para problemas

de mecánica del medio continuo. Incluye modelos comunes para sólidos elásticos e

inelásticos en regímenes de pequeñas y grandes deformaciones, así como los materiales
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fluidos estándar. MUESLI está escrita en C++ y ha sido diseñada para una fácil

extensibilidad e integración con códigos de simulación existentes. Además, MUESLI

posee un interfaz con los software comerciales LS-Dyna y Abaqus, de manera que los

modelos de materiales implementados en ella pueden ser utilizados en estos códigos

comerciales sin necesidad de modificación.

Cabe recalcar que el propósito de las simulaciones que a continuación se presentan

no es estudiar en profundidad ninguno de los problemas acoplados seleccionados, sino

más bien utilizarlos como ilustración de las posibilidades de aplicabilidad del modelo

planteado.

3.1 Ejemplo de aplicación: geles elastoméricos

3.1.1 Geles elastoméricos con dos campos acoplados

Para ilustrar la confluencia del modelo de tres campos a un modelo de dos campos,

se planteará un primer ejemplo, consistente en resolver un problema de acoplamiento

tensión-difusión, imponiendo en cada punto el valor de la temperatura. Se trata de los

problemas resueltos mediante modelos tradicionales de dos campos tensión-difusión

(Chester et al., 2015), variacionales (Romero et al., 2021), y sobre los que existen

estudios experimentales (Lee et al., 2012).

Concretamente, se considerará un tubo cilíndrico de gel, con diámetro exterior D,

espesor t y longitud h al que se le bloquea una de sus bases mientras se introduce

fluido por la cara opuesta mediante la imposición de un potencial químico, utilizando

el modelo de tres campos presentado impidiendo las variaciones de la temperatura. La

expresión del potencial químico en el contorno es:

µ(t) = µ0 + µ0 exp(−t/td) con td = 60 s. (3.1)
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Para el modelar el comportamiento del material, se va a plantear un modelo constitutivo

hiperelástico a partir un funcional, energía libre de Helmholtz, dada por la expresión:

ΨR =µ0 g + R Θ g

(
ln
(

Ωg

1 + Ωg

)
+ χ(Θ)

(
1

1 + Ωg

))

+ 1
2G(Θ)

(
3
(
λ̄2 − 1

)
− 2lnJ

)
+ Js

(1
2K (lnJe)2

)
+ c0((Θ − Θ0) − Θln(Θ

Θ))

− 3αK(Θ − Θ0)lnJ − 3βK(g − g0)lnJ.

(3.2)

Donde µ0 es el potencial químico de referencia, g es la concentración de fluido en moles

de fluido por unidad de volumen de estructura base seca correspondiente al fenómeno

difusivo, Ω denota el volumen de un mol de moléculas de fluido, R es la constante

universal de los gases ideales, χ es un parámetro adimensional que determina una

medida de la entalpía de la mezcla conocido como parámetro de Flory-Huggins, θ es la

temperatura absoluta, G(θ) = NRkBθ es el módulo de cizalladura, que se considerará

dependiente de la temperatura, de la constante de Bolzman (kB) y del número de

cadenas de polímero por volumen de referencia, K es el módulo de rigidez volumétrica

de la estructura anfitriona, α y β son, respectivamente, los coeficientes de expansión

térmica y química, y λ̄ es el alargamiento, definido como (Gurtin et al., 2010):

λ̄
def=
√

1
3(λ2

1 + λ2
2 + λ2

3) =
√

1
3trB =

√
1
3trC, (3.3)

siendo λi i = 1, 2, 3, los estiramientos principales. Se ha tenido en consideración que

B = F F T , y la propiedad conmutativa de la traza del producto.

El material en cuestión se trata de un gel, sus constantes y energía libre están sacados de

la literatura (Chester y Anand, 2011; Chester et al., 2015), ampliadas con el coeficiente

de expansión difusivo y con el coeficiente de expansión térmica. Vease en la tabla 3.2,

las propiedades del material.

De acuerdo a las referencias mencionadas, se considerará una dependencia del parámetro
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Figura 3.1: De arriba a abajo, evolución de la concentración para t = 0, 300, 600, 900 s. De
izquierda a derecha, geometrías 1, 2 y 3 de la tabla 3.1.

de Flory-Huggins con la temperatura dada por la siguiente expresión:

χ(Θ) = 1
2(χL + χH) − 1

2(χL − χH) tanh(Θ − ΘT

∆ ), (3.4)

donde ΘT es la temperatura de transición del gel, χL es el parámetro de Flory-Huggins

a temperaturas inferiores a la temperatura de transición, χH es el valor de dicho

parámetro a temperaturas superiores y ∆ es la anchura de la zona de transición de

temperatura entre χL y χH .

Partiendo de la energía libre de Helmholtz, primeramente, puede obtenerse el segundo
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Figura 3.2: De arriba a abajo, evolución de la tensión de von Mises [Pa] para t =
0, 300, 600, 900 s. De izquierda a derecha, geometrías 1, 2 y 3 de la tabla
3.1.

tensor de Piola-Kirchhoff:

S = 2 ∂Ψ
∂C

= G(I −C−1)+K Js lnJe C−1 −3αK(θ−θ0)C−1 −3βK(g−g0)C−1, (3.5)

una vez conocido éste, mediante las conocidas relaciones P = F S y σ = J−1F S F T ,

pueden obtenerse el primer tensor de Piola-Kirchhoff y el tensor de tensiones de Cauchy,

quedando:

P = G(F − F T ) + Js K Je F −T − 3αK(θ − θ0)F −T − 3βK(g − g0)F −T , (3.6)
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σ = J−1 [G(B − I) + K Js lnJe I − 3αK(θ − θ0)I − 3βK(g − g0)I]. (3.7)

Por derivación respecto a la concentración de la expresión de energía libre de Helmholtz

propuesta, puede obtenerse el potencial químico:

µ = ∂Ψ
∂g

= µ0 + R Θ[ln(1 − ϕ) + ϕ + χϕ2] + Ω 1
2 K (lnJe)2 − K Ω lnJe − 3βK lnJ, (3.8)

siendo:

ϕ = 1
1 + Ωg

. (3.9)

En cuanto a la obtención de las derivadas segundas del potencial termodinámico, la

parte simétrica del tensor de acoplamiento termo-mecánico puede obtenerse como:

M s = Θ ∂2Ψ
∂Θ∂C

= Θ
2

1
2

∂S

∂Θ = Θ
2

∂

∂Θ[G(I − C−1) + KJslnJeC−1] =

= Θ
2 [∂G

∂Θ(I − C−1) + K
∂Js

∂Θ lnJeC−1 + KJs ∂lnJe

∂Θ C−1] =

= Θ
2 [∂G

∂Θ(I − C−1) + KΩ ∂g

∂ΘlnJeC−1 + KJs(
−Ω ∂g

∂Θ
(1 + Ωg))C−1].

(3.10)

El tensor de acoplamiento termo-mecánico M se puede obtener con la ecuación (2.71)

a partir de su parte simétrica (3.10).

El coeficiente de acoplamiento difusivo-térmico, definido en la ecuación (2.73) y el

tensor material de acoplamiento difusivo-mecánico, definido en la ecuación (2.72), se

calcularán numéricamente en la implementación computacional.

Los resultados de la simulación se muestran en las figuras 3.1 y 3.2 muestran, respecti-

vamente, que muestran los valores de la concentración y la tensión de von Mises. En

todos los casos el fluido se inyecta en el fluido desde el exterior por la cara contraria a

su base, a la que se han bloqueado los desplazamientos. Los tubos con geometrías 1 y 2

se pandean como resultado del hinchamiento presentado, 8 y 6 pétalos. El tubo con la

geometría 3 es de mayor grosor y no pandea. Todo ello coincidiendo con los resultados
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Geometría D(mm) t(mm) h(mm)
1 4.636 0.206 0.6
2 3.191 0.118 0.6
3 3.191 0.355 0.6

Tabla 3.1: Dimensiones tubo cilíndrico de diámetro exterior D, altura h y espesor t

Propiedad valor
µ0 0 J/mol
K 100 MPa
Ω 10−4m3/mol
D 5 · 10−9 m2/s
Nr 2.43 /m3

G 1 MPa (a la temp. de ref.)
χL 0.1 (adimensional)
χH 0.7 (adimensional)
∆ 5.0 K
c0 107 J/(m3K)
K 0.5 W/(m K)
α 10−5 K−1

β 6 ·10−5 mm3/mol

Tabla 3.2: Propiedades de material para los ejemplos relativos a geles.

experimentales (Lee et al., 2012).

3.1.2 Geles elastoméricos con tres campos acoplados

A continuación se presenta un segundo ejemplo con el objetivo de ilustrar el acoplamiento

triple de los campos mecánico, térmico y químico describiéndose la respuesta mecánica,

térmica y química del sólido.

Para la simulación, se ha empleado una corona cilíndrica con las dimensiones correspon-

dientes a la geometría 1 de la tabla 3.1, manteniendo las propiedades del material de la

tabla 3.2. En cuanto a las condiciones de contorno, el desplazamiento de los puntos de

la superficie exterior han sido retenidos impidiendo la deformación de la misma, pero

se han permitido los desplazamientos de los puntos interiores. Además se ha inyectado

fluido por una de las bases mediante la imposición del potencial químico indicado en la
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expresión (3.1).

Figura 3.3: Evolución de la temperatura [K] para t = 0, 100, 200, 300 s.

Figura 3.4: Evolución de la tensión de von Mises [Pa] para t = 0, 100, 200, 300 s. Se ha
aplicado un factor de escala para apreciar la deformación de los puntos que no
están situados en la superficie exterior.

Los resultados de la simulación se presenten en las figuras 3.3 y 3.4 donde puede verse

la temperatura y la tensión de von Mises en varios instantes de la simulación. En la

figura 3.4 se ha practicado una sección radial en la corona cilíndrica para apreciar

el detalle de los puntos interiores y se ha aplicado un factor de escala que permita

apreciar su desplazamiento.
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3.2 Ejemplo de aplicacion: baterías de ion litio

3.2.1 Baterías de ion litio con tres campos apoplados

A continuación se presenta un tercer ejemplo, se ha tomado como base el ejemplo del

artículo Dal y Miehe, 2015 relacionado con baterías de ion litio, introduciendo además

el acoplamiento térmico, involucrando, por tanto, deformación mecánica, transmisión

de calor y transporte de masa, con todos los campos acoplados. Se analizará un cuarto

de corona cilíndrica, cuya geometría y condiciones de contorno se muestran en la figura

3.5. Como condición de contorno se mantendrá un potencial prefijado en la superficie

exterior utilizando una expresión similar a la empleada en Di Leo et al., 2014

µ(t) = µ0 + (µ0 − µf ) t

T
, (3.11)

de manera que el potencial químico se incrementa linealmente desde un valor µ0 hasta

un valor µf , siendo µ0 = -5.800 kJ/mol, µf = 5.800 kJ/mol y T = 30 minutos.

En el modelo se ha utilizado la la siguiente energía libre de Helmholtz constituida con

una expresión aditiva de una parte que establece la relación de acoplamiento térmico-

químico (Ψt−d), otra parte correspondiente al acoplamiento termo-mecánico (Ψt−m),

otra químico-mecánico (Ψc−m), además de las partes puramente térmicas, mecánicas y

químicas (Ψt, Ψm, Ψc respectivamente).

ΨR = µ0 g︸︷︷︸
Ψc

+ 1
2G

(
3
(
λ̄2 − 1

)
− 2lnJ

)
+ Js

(1
2K (lnJe)2

)
︸ ︷︷ ︸

Ψm

+ c0((Θ − Θ0) − Θln(Θ
Θ)︸ ︷︷ ︸

Ψt

R Θ g

(
ln
(

Ωg

1 + Ωg

)
− 1

)
︸ ︷︷ ︸

Ψt−c

− 3αk(Θ − Θ0)lnJ︸ ︷︷ ︸
Ψt−m

− 3βk(g − g0)lnJ︸ ︷︷ ︸
Ψc−m

.

(3.12)

La expresión anterior es análoga a la planteada en la expresión (3.2), con algunas

diferencias. Primeramente, se ha considerado que el módulo elasticidad transversal
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Figura 3.5: Cuarto de corona cilíndrica: geometría y discretización.

no tiene dependencia de la temperatura dentro del rango térmico previsto en el

problema en cuestión. Por otra parte, en el término de acoplamiento térmico difusivo

ha desapareciendo el término que involucraba el parámetro de Flory-Huggins en el los

ejemplos de geles, quedando una expresión similar a la utilizada en (Romero et al.,

2021).

El potencial químico puede escribirse:

µ = ∂Ψ
∂g

= µ0 + R Θ[ln(1 − ϕ) + ϕ] + Ω 1
2 K (lnJe)2 − K Ω lnJe − 3βK lnJ. (3.13)

Se mantienen invariables respecto a los ejemplos anteriores las expresiones analíticas

correspondientes a los tensores de Piola-Kirchhoff y tensor de tensiones de Cauchy

((3.5), (3.6), (3.7)) y a las expresiones correspondientes a las derivadas segundas del la

energía libre de Helmholtz. En la tabla 3.3 (Dal y Miehe, 2015; Malave, 2014; X. Zhang
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Figura 3.6: Evolución de la temperatura [K] para t = 0, 300, 900, 1000 s

Figura 3.7: Evolución de la tensión de von Mises [Pa] para t = 0, 300, 900, 1000 s

et al., 2020) se presentan las propiedades del material del material del electrodo.

Los resultados de la simulación se presentan en la figura 3.6, en la que puede verse la

evolución de la deformación y de la temperatura. En la figura 3.7 se presenta la tensión

de von Mises obteniéndose valores máximos similares a los de diversos estudios (Seo

et al., 2010; Xiao et al., 2010; X. Zhang et al., 2008a).
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Propiedad valor
µ0 0 J/mol
K 6.94·104 MPa
Ω 3.5·10−6 m3/mol
D 10−14 m2/s
G 3.97·104 MPa
c0 0.5·107 J/(m3K)
K 0.5 W/(mK)
α 10−5 K−1

β 6·10−5 mm3/mol

Tabla 3.3: Propiedades material del electrodo para el ejemplo de baterías (Dal y Miehe,
2015; Malave, 2014; X. Zhang et al., 2020)

3.3 Ejemplo de aplicación: difusión de hidrógeno

en sólidos

3.3.1 Difusión en sólidos con tres campos acoplados. Formula-

ción variacional

Por último presentaremos un ejemplo aplicado a la difusión de hidrógeno en sólidos

tomando como punto de partida un modelo introducido por Anand (Anand, 2011)

considerando la difusión de una sola especie y restringiendo la respuesta mecánica al

régimen elástico. Se utilizará en la simulación la formulación variacional.

Se considerará que se energía libre del material viene dada por:

ΨR = µ0 g︸︷︷︸
Ψc

+ G

2

(
tr[C] − 2 logJ) + λ

2 log2J

)
︸ ︷︷ ︸

Ψm

+ c0((Θ − Θ0) − Θln(Θ
Θ)︸ ︷︷ ︸

Ψt

R Θ g
(

ln
(

g

NM

)
− 1

)
︸ ︷︷ ︸

Ψt−c

− 3αk(Θ − Θ0)lnJ︸ ︷︷ ︸
Ψt−m

− 3βk(g − g0)lnJ︸ ︷︷ ︸
Ψc−m

.

(3.14)

Donde α y β son, respectivamente los coeficientes de expansión térmico y difusivo;
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k = λ + 2
3G es el módulo de elasticidad; λ y G son los coeficientes de Lamé; Θ0, g0 y

µ0 son los valores de temperatura, concentración y potencial químico de referencia;

c0 es la capacidad térmica por unidad de volumen de referencia; R es la constante de

los gases ideales; NM es el número de moles de la especie anfitriona por unidad de

volumen de referencia. En la tabla 3.4 pueden verse los valores numérico que se han

empleado en la simulación para los parámetros mencionados.

Propiedad valor
α 10−5 K−1

β 6 · 10−5 mm3/mol
λ 577,0 MPa
G 384,6 MPa
Θ0 300 K
g0 3 · 10−12 mol/mm3

µ0 4,84 · 107 mJ/mol
c 3,5 mJ/(K mm3)
R 8310 mJ/(mol K)

NM 3 · 10−4 mol/mm3

∆ 80 mW/(K mm)
δ 5 · 10−9 mol2/(N s mm2)

Tabla 3.4: Propiedades material utilizado en el ejemplo de difusión en sólidos

La implementación del método variacional se basa en las variables (φ, Θ, µ), consecuen-

temente, el potencial termodinámico más lógico para esta descripción no es la energía

libre (3.14) sino el gran potencial canónico G:

G = mı́n
g

(Ψ(C, Θ, g) − g µ) (3.15)

Para finalizar, se deben dar expresiones cinéticas para los procesos térmicos y de

difusión de masa. Siendo δ la movilidad de las especies y ∆ la conductividad, los

potenciales cinéticos empleados se pueden definir como

Ω∗
c = −δ

2 |D|2; Ω∗
t = −∆

2 |G|2 (3.16)
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Los valores numéricos para las difusividades empleadas en los ejemplos numéricos

también se dan en la Tabla 3.4.

Para la simulación se ha empleado un sólido con forma de medio toroide. La sección

transversal presenta un radio de 10 mm y la longitud de la curva de centroides es de

120 mm. Inicialmente, el potencial químico y la concentración tienen valores µ0, g0,

respectivamente y el cuerpo está a una temperatura Θ0. En una superficie plana, los

desplazamientos, la temperatura y el potencial químico están bloqueado. En la otra

superficie plana, se ha impuesto un incremento de temperatura con valor ∆Θ0 = t/100,

mientras que el potencial químico también se limita a su valor inicial. La superficie

curva del semitoro está aislada.

La Fig. 3.8 representa la magnitud de la deformación, la temperatura y la concentración

en 5 instantes de una simulación, donde se ha empleado un modelo de elementos finitos

formado por 9216 tetraedros.

Para comparar el coste computacional de la simulación de una solución estándar del

problema de tres campos frente a la formulación variacional, analizand los efectos de la

simetría de esta última. Se circunscribirá el análisis a métodos directos de solución del

sistema lineal de ecuaciones resultante en cada iteración del método de Newton Raphson.

Para estos casos, el coste computacional tiene dos componentes principalmente. La

primera componente asociada al cálculo y ensamblaje de la matriz de rigidez tangente

global y el vector de residuos y la segunda componente asociada a la factorización de

la matriz y la resolución del sistema de ecuaciones, siendo esta última dominante en

problemas grandes.

La formulación estándar de termomecánica, da lugar a un sistema de ecuaciones que,

cuando se linealiza, produce tangentes no simétricas. Por el contrario, la alternativa

variacional planteada da lugar a tangentes simétricas siempre y esto puede aprovecharse

para reducir el coste de cómputo. En cuanto a la fase de ensamblaje de la matriz, la

simetría de la tangente se puede utilizar para reducir la cantidad de términos que se
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Figura 3.8: De arriba a abajo, evolución de la magnitud del desplazamiento (mm), de la
temperatura (K) y de la concentración mol/mm3 para t = 200, 400, 600, 800 y
1000 s
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calculan y también para reducir la cantidad de componentes que deben ensamblarse en

la la matriz tangente global. Estos ahorros son importantes son importantes tanto más

cuanto mayor sea el tamaño del problema.

Malla num.elementos num.nodos
1 1152 1547
2 9216 9799
3 73728 69455
4 589824 522655

Tabla 3.5: Comparación distintos tamaños de malla

Para ilustrar estas ventajas en cuanto al coste computacional, se empleará el mismo

medio toroide y se calcularán soluciones con condiciones de frontera de Dirichlet en

temperatura y potencial químico en una cara y con condiciones de frontera de Dirichlet

de desplazamiento en la otra cara. En la tabla 3.5 se resume el tamaño de cuatro

mallas.

Como solucionador lineal directo, se han empleado versiones de memoria compartida

de la biblioteca Pardiso (C. Petra et al., 2014; C. G. Petra et al., 2014). Para el caso

de la solución estandar del problema se ha empleado un solucionador que tiene en

cuenta que el patrón de la tangente es simétrico, aunque sus entradas no lo sean. Para

el planteamiento variacional, se ha utilizado un método que aprovecha la simetría

completa de la tangente. Todas las simulaciones se han ejecutado en IRIS, utilizando

un procesador con 10 núcleos a 2,2 GHz de frecuencia de reloj (Intel Xeon e5-2630).

Los resultados se presentan en la figura 3.9, donde se muestra el tiempo promedio

relativo entre la formulación estándar y la variacional, en una iteración de Newton-

Raphson. El método variacional es más rápido debido a que únicamente necesita

ensamblar del orden de la mitad de las entradas de la matriz tangente.

Los ratios representados en la figura 3.9 pueden cambiar de una implementación a otra,

debido a que los tiempos de ensamblaje y solución dependen del código implementado.

Sin embargo, en términos generales los métodos variacionales pueden resolver problemas
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Figura 3.9: Tiempo de CPU invertido por iteración en función del tamaño de malla en
cálculos de tres campos. Los datos corresponden al tiempo de CPU empleado por
la Formulación estándar relativa al tiempo empleado por la solución variacional
para la solución del mismo problema (de Romero et al., 2021).

acoplados de una manera más eficiente que las formulaciones estándar.
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Conclusiones

En la presente tesis se ha presentado una discretización por el método de los elementos

finitos del problema de tres campos térmico-difusivo-mecánico mediante una formulación

adecuada para grandes deformaciones. El problema contempla el equilibrio mecánico,

el transporte de masa y la transmisión de calor, habiéndose tenido en cuenta todos los

acoplamientos posibles entre campos.

El modelo de tres campos se ha encuadrado dentro del marco de la termo-mecánica

de medios continuos, mostrandose como las ecuaciones constitutivas derivan de una

energía libre, lo que confiere al planteamiento una gran generalidad. En contraposición

al enfoque de multitud de trabajos, en esta tesis se emplea el potencial electroquímico

como variable fundamental del problema de transporte de masa, justificando esta

elección tanto desde el punto de vista matemático como físico/experimental.

Después, la tesis describe la formulación por el método de los elementos finitos de

una discretización espacial y temporal de los tres problemas acoplados. Como nove-

dad adicional frente a otros trabajos de la literatura, se describe detalladamente la

implementación de las ecuaciones, incluyendo los térmicos de la linealización necesaria

para su resolución por el método de Newton-Raphson. Además de la formulación por

el método de las líneas, la tesis presenta la primera formulación (incrementalmente)
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variacional del problema termo-difusivo-mecánico, formulación que permite obtener

todas las ecuaciones discretas del problema a partir de las condiciones de estacionarie-

dad de un único funcional que se actualiza después de cada solución. Esta formulación,

además de su interés como punto de partida para análisis de existencia de soluciones

y convergencia del método, resulta en una implementación numérica que reduce el

tiempo de cálculo de una solución al problema de tres campos a la mitad.

Se ha empleado la formulación planteada para simular problemas de geles elastoméricos

y un ejemplo relacionado con baterías de ion litio, donde se consideran los procesos

de difusión de iones en el interior del ánodo que lo deforman, provocando variaciones

térmicas y del campo de tensiones y finalmente se ha simulado un ejemplo de difusión

de hidrógeno en sólidos, empleando tanto la formulación estándar como la variacional.

La tesis proporciona los fundamentos teóricos para estudiar los problemas térmico-

químico-mecánicos de medios continuos y su correspondiente aproximación numérica,

unificando y complementando la información disponible en la literatura, lo que junto

con todos los detalles que se proporcionan para la implementación de sus ecuaciones,

resultarán muy útiles a los investigadores que deseen desarrollar formulaciones de

elementos finitos.

Todos los resultados de la tesis se han obtenido implementando las ecuaciones de los

elementos finitos en el código IRIS, un código para investigación desarrollado en el

Grupo de Simulación y Modelado de la UPM. Además, el comportamiento de los

materiales termo-químico-mecánicos se ha implementado en MUESLI Portillo et al.,

2017, una biblioteca de funciones en C++, desarrollada en el mismo grupo y que está

disponible en código libre en un repositorio público.

4.1 Líneas futuras de investigación

Como se ha explicado en esta tesis, los problemas acoplados en Mecánica de Medios

Continuos son complejos, y más en el rango no lineal, pero necesarios para aplicaciones
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avanzadas de ingeniería. En gran medida, todas estas aplicaciones podrán desarrollarse

de manera fiable y óptima siempre que estos problemas acoplados se puedan resolver

con precisión y robustez, incorporándolos al proceso de cálculo y diseño.

Dado que los métodos numéricos son, en gran medida, la única alternativa existente

para resolver estos problemas, resulta acuciante encontrar métodos eficientes y fiables.

Métodos como los que se han propuesto en esta tesis son necesarios y la descripción

detallada de su implementación ha de ser de ayuda para otros investigadores. Sin

embargo, queda por estudiar algunos aspectos matemáticos de los métodos numéricos

planteados que, si bien son complejos, se abordarán próximamente, inicialmente para

problemas lineales. En particular, es necesario evaluar la estabilidad de los métodos

monolíticos que se han empleado, cuándo estos son incondicionalmente estables y si

fuera necesario modificar la formulación para garantizar dicha propiedad.

Las ecuaciones que se han desarrollado en esta tesis se han implementado en el código

IRIS y resuelto de manera monolítica mediante el método de Newton-Raphson. Los

métodos monolíticos son más robustos que los de paso fraccionado, pero también más

caros desde el punto de vista computacional. En un futuro se implementará este segundo

tipo de métodos para reducir el coste. Si bien los métodos de paso fraccionado (o

staggered), son bien conocidos, también es sabido que la forma de descomponer los pasos

individuales puede tener un efecto dramático en la estabilidad del método numérico.

Como en esta tesis se estudian problemas de tres campos, existen varias alternativas

para la selección y secuencia de pasos fraccionados, lo cual será investigado. Un aspecto

relevante de dichos métodos de paso fraccionado es su efecto en la producción de

entropía. Para asegurarse de que esta propiedad se preserva tras la discretización será

necesario investigar cotas para la disipación en cada paso del esquema.

Por último, el esfuerzo empleado en esta tesis cristaliza en ecuaciones y un código que se

ha validado con ejemplos sencillos. En un futuro esta implementación se utilizará para

estudiar más detalladamente problemas más realistas. En particular, y en consonancia
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con la motivación original para este trabajo, el estudio detallado de problemas de

litiación en ánodos de baterías sigue siendo un objetivo prioritario para una línea de

investigación futura.
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Anexos

La linealización de los términos de la ecuación (2.75), correspondiente al balance de la

cantidad de movimiento, quedaría:

Lin[⟨S, F T (
∑

a

∇Naδφa)⟩] = ⟨ ∂S

∂C
2F T (

∑
b

∇N b∆φb), F T (
∑

a

∇Naδφa)⟩+

+ ⟨ ∂S

∂Θ
(
∑

b

N b∆Θb), F T (
∑

a

∇Naδφa)⟩+

+ ⟨∂S

∂µ
(
∑

N b∆µb), F T
∑

a

∇Naδφa⟩ + ⟨S, ∆F T (
∑

a

∇Naδφa)⟩. (1)

Teniendo en cuenta la definición del tensor de acoplamiento difusivo-mecánico L (véase

(2.72)), y del tensor de acoplamiento termo-mecánico M (según la expresión (2.69)),

la linealización de la expresión (1) puede expresarse:

∑
a,b

δφa⟨F C F T ∇Na, ∇N b⟩∆φb

︸ ︷︷ ︸
φ−φ

+
∑
a,b

δφa⟨N b,
M

Θ ∇Na⟩∆Θb

︸ ︷︷ ︸
φ−Θ

+

∑
a,b

δφa⟨∇Na, S∇N b⟩∆φb

︸ ︷︷ ︸
φ−φ

+
∑
a,b

δφa⟨N b, L∇Na⟩∆µb

︸ ︷︷ ︸
φ−µ

. (2)

La linealización de la ecuación (2.76) correspondiente al balance de la energía resulta
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en los siguientes bloques:

Lin[⟨Θ ṡ,
∑

a

NaδΘa⟩] = ⟨
∑

a

NaδΘa, ∆Θ ṡ⟩ + ⟨
∑

a

NaδΘa, Θ ∆ṡ⟩ =

= ⟨
∑

a

NaδΘa, ∆Θ ṡ⟩+

+ ⟨
∑

a

NaδΘa, Θ 1
∆t

[− ∂2G

∂F ∂Θ∆F − ∂2G

∂2Θ∆Θ − ∂2G

∂Θ∂µ
∆µ]⟩ =

=
∑
a,b

δΘa⟨Na, N b ṡ⟩∆Θb

︸ ︷︷ ︸
Θ−Θ

+
∑
a,b

δΘa⟨Na, Θ 1
∆t

∂s

∂F
∇N b⟩ δφb

︸ ︷︷ ︸
Θ−φ

+

+
∑
a,b

δΘa⟨Na, Θ 1
∆t

∂s

∂ΘN b⟩∆Θb

︸ ︷︷ ︸
Θ−Θ

+
∑
a,b

δΘa⟨Na, Θ 1
∆t

∂s

∂µ
N b⟩∆µb

︸ ︷︷ ︸
Θ−µ

(3)

Lin[⟨−Q,
∑

a

∇NaδΘa⟩] = ⟨∆(F −1 K0 F −T ) GRADΘ,
∑

a

∇NaδΘa⟩ =

⟨F −1 K0 F −T GRAD∆Θ,
∑

a

∇NaδΘa⟩+

⟨∆(F −1 K0 F −T ) GRADΘ,
∑

a

∇NaδΘa⟩ =

=
∑
a,b

δΘa⟨∇Na, F −1 K0 F −T ∇N b⟩∆Θb+
︸ ︷︷ ︸

Θ−Θ∑
a,b

δΘa⟨∇Na, K0
∂C−1

∂C
2 F T ∇N b GRADΘ⟩∆φb

︸ ︷︷ ︸
Θ−φ

. (4)
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Lin[⟨h GRAD(µ), (
∑

a

NaδΘa)⟩] =

⟨( ∂h

∂C
∆C + ∂h

∂µ
∆µ + ∂h

∂Θ ∆Θ)GRAD(µ) + h GRAD(∆µ),
∑

a

NaδΘa⟩ =

=
∑
a,b

δΘa⟨ g D

R Θ detF GRAD(µ) F −1 ∇N b GRAD(µ), Na⟩∆φb

︸ ︷︷ ︸
Θ−φ

−

−
∑
a,b

δΘa⟨ 2 D

R Θ detF
∂g

∂C
GRAD(µ) F T ∇N b GRAD(µ), Na⟩∆φb

︸ ︷︷ ︸
Θ−φ

−

−
∑
a,b

δΘa⟨ D

R Θ detF
∂g

∂µ
GRAD(µ) N bGRAD(µ), Na⟩∆µb

︸ ︷︷ ︸
Θ−µ

−

−
∑
a,b

δΘa⟨ D g

R Θ detF ∇N b GRAD(µ), Na⟩∆µb

︸ ︷︷ ︸
Θ−µ

−

−
∑
a,b

δΘa⟨ D

R Θ detF GRAD(µ) ∂g

∂Θ N b GRAD(µ), Na⟩∆Θb

︸ ︷︷ ︸
Θ−Θ

+

+
∑
a,b

δΘa⟨ D g

R Θ detF
1
Θ GRAD(µ) N b GRAD(µ), Na⟩∆Θb

︸ ︷︷ ︸
Θ−Θ

−

−
∑
a,b

δΘa⟨ D g

R Θ detF GRAD(µ) ∇N b, Na⟩∆µb

︸ ︷︷ ︸
Θ−µ

. (5)

En cuanto a la linealización de los términos de la ecuación correspondiente a la

conservación de masa (2.77), los términos resultantes son:

Lin[⟨ġ, (
∑

a

Naδµa)⟩︸ ︷︷ ︸
1

− ⟨h, (
∑

a

∇Naδµa)⟩︸ ︷︷ ︸
2

]. (6)
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La linealización del término 1 de la expresión anterior puede escribirse como

⟨∆ġ,
∑

a

Naδµa⟩ = ⟨ ∂ġ

∂C
∆C,

∑
a

Naδµa⟩+

+ ⟨ ∂ġ

∂Θ ∆Θ,
∑

a

Naδµa⟩ + ⟨ ∂ġ

∂µ
∆µ,

∑
a

Naδµa⟩

(7)

En cuanto al primer término del miembro de la derecha de la expresión (7), se tiene:

⟨ ∂ġ

∂C
∆C,

∑
a

Naδµa⟩ =
∑
a,b

δµa⟨f ∂g

∂F
∇N b, Na⟩∆φb

︸ ︷︷ ︸
µ−φ

. (8)

En cuanto al segundo término del miembro de la derecha de la expresión (7), se tiene:

⟨ ∂ġ

∂Θ ∆Θ,
∑

a

Naδµa⟩ =
∑
a,b

δµa⟨f ∂g

∂Θ N b, Na⟩∆Θb

︸ ︷︷ ︸
µ−Θ

. (9)

En cuanto al tercer término del miembro de la derecha de la expresión (7), se tiene:

⟨ ∂ġ

∂µ
∆µ,

∑
a

Naδµa⟩ =
∑
a,b

δµa⟨f ∂g

∂µ
N b, Na⟩∆µb

︸ ︷︷ ︸
µ−µ

. (10)
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La linealización del término 2 de la expresión (6) puede escribirse:

− ⟨∆h, (
∑

a

∇Naδµa)⟩ = −⟨ ∂h

∂C
∆C + ∂h

∂µ
∆µ + ∂h

∂Θ ∆Θ, (
∑

a

∇Naδµa)⟩ =

= −
∑
a,b

δµa⟨ g D

R Θ detF GRAD(µ) F −1 ∇N b, ∇Na⟩∆φb

︸ ︷︷ ︸
µ−φ

+

+
∑
a,b

δµa⟨ 2 D

R Θ detF
∂g

∂C
GRAD(µ) F T ∇N b, ∇Na⟩∆φb

︸ ︷︷ ︸
µ−φ

+

+
∑
a,b

δµa⟨ D

R Θ detF
∂g

∂µ
GRAD(µ) N b, ∇Na⟩∆µb

︸ ︷︷ ︸
µ−µ

+

+
∑
a,b

δµa⟨ D

R Θ detF g ∇N b, ∇Na⟩∆µb

︸ ︷︷ ︸
µ−µ

+

+
∑
a,b

δµa⟨ D

R Θ detF GRAD(µ) ∂g

∂Θ N b, ∇Na⟩∆Θb

︸ ︷︷ ︸
µ−Θ

−

−
∑
a,b

δµa⟨ D g

R Θ detF
1
Θ GRAD(µ) N b, ∇Na⟩∆Θb

︸ ︷︷ ︸
µ−Θ

. (11)

Las ecuaciones linealizadas correspondientes al balance de la cantidad de movimiento,

balance de la energía y balance de masa, pueden escribirse matricialmente como

un sistema de ecuaciones K d = F , siendo K la matriz tangente, d el vector de

desplazamientos y F el vector de cargas, esto es:


Kφ,φ Kφ,µ Kφ,Θ

Kµ,φ Kµ,µ Kµ,Θ

KΘ,φ KΘ,µ KΘ,Θ




dφ

dµ

dΘ

 =


Fφ

Fµ

FΘ

 , (12)

siendo:
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δφhKφ,φφh = ∑
a,b δφa⟨F C F T ∇Na, ∇N b⟩∆φb

+∑
a,b δφa⟨∇NaS, ∇N b⟩∆φb

φhKφ,ΘΘh = ∑
a,b δφa⟨N b, M

Θ ∇Na⟩∆Θb

φhKφ,µµh = ∑
a,b δφa⟨N b, L∇Na⟩∆µb

µhKµ,µµh = ∑
a,b δµa⟨f ∂g

∂µ
N b, Na⟩∆µb

+∑
a,b δµa⟨ D

R Θ detF
∂g
∂µ

GRAD(µ) N b, ∇Na⟩∆µb

+∑
a,b δµa⟨ D

R Θ detF g ∇N b, ∇Na⟩∆µb

µhKµ,φφh = ∑
a,b δµa⟨f ∂g

∂F
∇N b, Na⟩∆φb

−∑
a,b δµa⟨ g D

R Θ detF GRAD(µ) F −1 ∇N b, ∇Na⟩∆φb

+∑
a,b δµa⟨ 2 D

R Θ detF
∂g
∂C

GRAD(µ) F T ∇N b, ∇Na⟩∆φb

µhKµ,ΘΘh = ∑
a,b δµa⟨f ∂g

∂Θ N b, Na⟩∆Θb

+∑
a,b δµa⟨ D

R Θ detF GRAD(µ) ∂g
∂Θ N b, ∇Na⟩∆Θb

−∑
a,b δµa⟨ D g

R Θ detF
1
Θ GRAD(µ) N b, ∇Na⟩∆Θb

ΘhKΘ,ΘΘh = −∑
a,b δΘa⟨Na, N b ṡ⟩∆Θb

+∑
a,b δΘa⟨Na, Θ 1

∆t
∂s
∂ΘN b⟩∆Θb

+∑
a,b δΘa⟨∇Na, F −1 K0 F −T ∇N b⟩∆Θb−
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−∑
a,b δΘa⟨ D

R Θ detF GRAD(µ) ∂g
∂Θ N b GRAD(µ), Na⟩∆Θb

+∑
a,b δΘa⟨ D g

R Θ detF
1
Θ GRAD(µ) N b GRAD(µ), Na⟩∆Θb

ΘhKΘ,φφh = ∑
a,b δΘa⟨Na, Θ 1

∆t
∂s
∂F

∇N b⟩ δφb

−∑
a,b δΘa⟨∇Na, K0

∂C−1

∂C
2 F T ∇N b GRADΘ⟩∆φb

+∑
a,b δΘa⟨ g D

R Θ detF GRAD(µ) F −1 ∇N b GRAD(µ), Na⟩∆φb

−∑
a,b δΘa⟨ 2 D

R Θ detF
∂g
∂C

GRAD(µ) F T ∇N b GRAD(µ), Na⟩∆φb

ΘhKΘ,µµh = ∑
a,b δΘa⟨Na, Θ 1

∆t
∂s
∂µ

N b⟩∆µb

−∑
a,b δΘa⟨ D

R Θ detF
∂g
∂µ

GRAD(µ) N bGRAD(µ), Na⟩∆µb

−∑
a,b δΘa⟨ D g

R Θ detF ∇N b GRAD(µ), Na⟩∆µb

−∑
a,b δΘa⟨ D g

R Θ detF GRAD(µ) ∇N b, Na⟩∆µb
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