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Resumen

La teoria de nudos es una rama de la topologia que estudia un tipo especifico
de objeto matematico denominado nudo. Un nudo se asemeja a los que encon-
tramos en nuestra vida cotidiana, pero con los extremos unidos, de modo que
puede representarse como una curva simple y cerrada en R3.

Un aspecto fundamental de esta rama es determinar si dos nudos son equivalen-
tes, es decir, se estudia si se puede deformar uno en el otro de manera continua
sin pasar sobre si mismo. Resolver este problema no es sencillo, y se aborda
mediante el estudio de las invariantes de cada nudo para poder diferenciarlos.
Dos invariantes importantes en este sentido e intimamente relacionados son el
grupo del nudo y el polinomio de Alexander.

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado es estudiar e investigar la teoria de
nudos, especialmente el grupo del nudo y el polinomio de Alexander, e imple-
mentar los algoritmos en Python para calcular las presentaciones de cada uno
de ellos.






Abstract

Knot theory is a branch of topology that studies a specific type of mathematical
object called a knot. A knot resembles those we encounter in daily life but with
the ends joined together, so it can be represented as a simple closed curve in R3.

A fundamental aspect of this branch is determining whether two knots are equiv-
alent, meaning the study focuses on whether one can be deformed into the other
continuously without crossing itself. Solving this problem is not straightforward
and is approached through the study of knot invariants to differentiate them.
Two important and closely related invariants in this context are the knot group
and the Alexander polynomial.

The aim of this Final Degree Project is to study and research knot theory, par-
ticularly the knot group and the Alexander polynomial, and to implement algo-
rithms in Python to compute the presentations of each.
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Capitulo 1

Introduccion

La rama de las matematicas que se estudia en este TFG es la teoria de nudos.
Este area entra dentro de la topologia y se encarga de estudiar los nudos y sus
propiedades matematicas, como por ejemplo como se pueden entrelazar y ma-
nipular los nudos en el espacio tridimensional, considerando que estos pueden
deformarse sin cortarse ni unirse.

En esta teoria, un nudo se define como un bucle cerrado en el espacio tridimen-
sional, es decir, un lazo de cuerda cuyos extremos estan unidos, formando asi
una figura cerrada. Dos nudos se consideran equivalentes si se pueden defor-
mar uno en el otro de manera continua, es decir, sin cortar ni unir partes de la
cuerda.

Los nudos pueden tener una estructura complicada y no es facil diferenciar dos
a simple vista, es por ello, que para clasificar y diferenciar nudos, se usan unas
caracteristicas de cada nudo llamadas invariantes. Estos son nameros, polino-
mios u otras estructuras matematicas que no cambian aunque el nudo se defor-
ma. En este trabajo se estudiara y se trabajara sobre dos de estos invariantes,
el grupo fundamental del nudo y el polinomio de Alexander.

La forma en la que se representan graficamente los nudos es una proyeccion en
R? del nudo en R3. De esta forma, podemos ver los cruces del nudo, que seran
fundamentales para el calculo de estos dos invariantes.

Para obtener el grupo fundamental del nudo utilizaremos la presentacion de
Wirtinger, un método algebraico que nos permitira obtener una presentacion del
invariante en términos de generadores y relaciones.

El algoritmo para conseguir el polinomio de Alexander sigue un procedimiento
similar al de la presentacion de Wirtinger, pero obtendremos una matriz como
presentacion del grupo fundamental, a partir de la cual, se puede conseguir el
polinomio de Alexander.

Para el estudio de estos invariantes, el trabajo se apoya en las referencias [1, 2,
3].

En el trabajo, aparte de estudiar estos invariantes, se programaran una clase



Capitulo 1. Introduccién

en el lenguaje Python que nos permitira introducir nudos, asi como algoritmos
para calcularlos.



Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Definicion de nudo

Los nudos son un elemento matematico que entra dentro de la teoria de nudos.

Definicion 1 (Embebimiento). Sea X e Y espacios topolégicos, un embebimien-
to de X en Y es una funciéon f: X — Y tal que f(X) hereda la topologia de Y, y
la funcién f es un homeomorfismo entre X y f(X).

Definicién 2 (Nudo). Un nudo es un embebimiento de la circunferencia S! en
el espacio tridimensional euclideo R?. Matematicamente, un nudo se representa
como una funcion f : S! — R? tal que f es un embebimiento.

Esto es equivalente a coger una cuerda con un nudo de nuestro dia a dia y
uniésemos sus extremos de modo que ya no pudiésemos deshacerlo.

Los dos nudos mas sencillos en esta teoria son el nudo trivial (Figura 2.1a) y el
nudo trébol (Figura 2.1b).

f N
A

]
N

(a) Nudo trivial. (b) Nudo trébol.

Figura 2.1: Ejemplos de nudos.
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Capitulo 2. Marco Teérico

A lo largo de este trabajo, utilizaremos el término nudo tanto para referirnos a la
aplicacion f como a su imagen. El contexto permitira diferenciar entre ambos.

2.2. Diagrama de un nudo

Es importante que seamos capaces de representar un nudo de forma visual para
trabajar con €l. La herramienta que vamos a utilizar se conoce como el diagrama
de un nudo.

Definicion 3 (Diagrama de un nudo). Dado un nudo K en el espacio tridimen-
sional R?, un diagrama de nudo es una proyeccion 7 : R? — R? de K orientada,
tal que:

» 7(K) es inyectiva en todos los puntos excepto en un numero finito de pun-
tos llamados cruces.

» En cada cruce p € R? se puede distinguir que parte de K pasa por encima
y cual por debajo.

Sea K un nudo, podemos separarlo en dos clases de arcos segmentados cerrados
y conectados que llamamos overpasses y underpasses, que se alternan alrede-
dor del nudo. Es decir, cada punto del nudo pertenece a un underpass o a un
overpass. La subdivision se elige de tal manera que ningun overpass contenga
un subcruce y ninguin underpass contenga un sobrecruce. Esta separacion se
puede hacer de muchas formas diferentes pero la que vamos a escoger siempre
es la que tenga el menor namero de underpasses y de overpasses.

= A los overpasses los denotaremos como: Aj,...,A4, y su uniéon A;U...UA, la
llamaremos A.

= A los underpasses los denotaremos como Bjy,...,B, y su uniéon B;U...UB, la
llamaremos B.

Un ejemplo de los overpasses y underpasses del nudo seria:
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2.3. Grupo de un nudo

A1

B1 A2

B2 B3

A3

\
/
Figura 2.2: Overpasses y underpasses del nudo Trébol.

2.3. Grupo de un nudo

Definicion 4 (Grupo de un nudo). Dado un nudo K en el espacio tridimensional
R3, su grupo fundamental es el grupo

7Tl(]RB - KJPO))

donde py es un punto fijo fuera del nudo. Este grupo es conocido como el grupo
del nudo.

Podemos ver que 7 (R? — K, pg) esta generado por lazos a; que rodean cada rama
del nudo que hay en un cruce (Figura 2.3).

Esto quiere decir que hay tantos generadores como cruces. Viendo la orientacion
de K, podemos orientar los generadores a; alrededor de los arcos «; utilizando la
regla de la mano derecha.

Para hacer un lazo que contenga el cruce utilizamos las relaciones que se gene-
ran entre los lazos que rodean a las ramas que se encuentran en cada cruce,
que podemos representar de manera algebraica. Depende de la orientacion de
los arcos existen 2 tipos de cruce, el positivo (Figura 2.4a) y el negativo (Figura
2.4b).

= Un cruce positivo se representa como:

aia]

-1 _ gl — 4.
aiﬂaj—l 0 ajaa; = Giy1

» Un cruce negativo se representa como:

e P S
A0 a5 =1 o a;

aiaj = Q341
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Figura 2.3: Lazos que generan el grupo fundamental de un cruce desde un punto
P.

(a) Cruce positivo. (b) Cruce negativo.

Figura 2.4: Tipos de cruces.

Esto sera necesario para explicar la presentacion de Wirtinger, un algoritmo
creado por Wilhelm Wirtinger, que nos permitira calcular el grupo de un nudo
de forma sencilla.

Si dos nudos son equivalentes, sus grupos del nudo son isomorfos, por lo tanto
el grupo del nudo es un invariante del nudo.

Definicion 5 (Invariante del nudo). Sea K; y K3 nudos, un invariante del nudo

6



2.4. Presentacion de Wirtinger

es una propiedad que se mantiene por homeomorfismos ambiente, por lo tanto
si K; y K2 son equivalentes,comparten el mismo invariante.

Calcular invariantes de un nudo es util, ya que hay ocasiones en las que no
podemos distinguir si dos nudos son equivalentes a simple vista.

2.4. Presentacion de Wirtinger

La presentacion de Wirtinger es un método para calcular la presentacion del gru-
po de un nudo utilizando las expresiones algebraicas mostradas en el apartado
anterior.

= Primero se asocia un generador a cada arco del diagrama del nudo.

= En cada cruce se establece la relacion que describe como se conectan los
generadores de los arcos que participan en el cruce, basandose en las reglas
del apartado anterior.

De esta manera, las relaciones estructuran el nudo y permiten construir su
grupo fundamental.

Vamos a calcular la presentacion de Wirtinger del nudo Trébol como ejemplo:

\\Z

\
7

Figura 2.5: Nudo trébol poligonal.

» El cruce 1 queda como: y = zxz !

» El cruce 2 queda como: = = yzy~!

» El cruce 3 queda como: z = zyz !
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La presentacion de Wirtinger se expresaria de la siguiente manera:

La expresion se puede simplificar, sustituimos z por xyz~":

MR —K) = v,y 21z =yey 'y =zaz 'z = ayz |

1

2,y o= yeyrty Tty = syzy e

lz,y : zyx = yay|

2.5. Polinomio de Alexander

El polinomio de Alexander es otro invariante del nudo descubierto por James
Waddell Alexander en 1928. Sea K un nudo orientado, con n cruces y n arcos.
El algoritmo para calcular el polinomio de Alexander de K es el siguiente:

1.

2.

Numeramos cada cruce z y cada arco a.

En cada cruce establecemos un valor para cada arco del nudo involucrado:
= | — ¢t para el overpass.
= { para el underpass entrante.

= —1 para el underpass saliente.

. Creamos una matriz n x n en la que introducimos los valores que hemos

establecido para el arco a; en el cruce z; en la celda ij de la matriz. Si un
arco se tiene dos valores en el mismo cruce, se introduce la suma de los
valores. Si un arco no tiene un valor en el cruce, se introduce O en la celda.
A esta matriz la llamaremos Matriz de Alexander.

Se elimina una columna y una fila de la matriz, obteniendo una matriz
(n—1)x(n—1).

Se calcula el determinante de esta matriz. El resultado sera un polinomio
de variable t.

. Se normaliza el polinomio haciendo que tenga un término independiente

positivo. Este polinomio se conoce como el Polinomio de Alexander.

Vamos a calcular el polinomio de Alexander del nudo trébol como ejemplo.

1.

Numeramos los arcos y los cruces y establecemos los polinomios:
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2.5. Polinomio de Alexander

al

Figura 2.6: Nudo trébol etiquetado.

2. Creamos la matriz de Alexander:

al a9 as
T t 1—-t -1
xT9 -1 t 1-—1t
I3 1—1¢ -1 t

3. Eliminamos la tercera fila y la tercera columna y hacemos el determinante
de la matriz:

t 1-—t

det [_1 .

}:tQ—(—l)(l—t):tz—t—irl.

4. Como el polinomio tiene término independiente positivo no es necesario
operar con €l para normalizarlo.

Por lo que podemos concluir que el polinomio de Alexander del nudo trébol es
P(K)=1t>—t+1.






Capitulo 3

Codigo e implementacion

3.1. Cdadigo

Todo el codigo del trabajo se ha hecho en el lenguaje de programacion Python.
Para implementarlo se ha usado Google Colab, un entorno basado en note-
books sencillo de utilizar y con facilidades para introducir diferentes librerias
de Python, como la de sympy, que hemos empleado en el trabajo.

3.1.1. Introducir nudos

El primer paso antes de implementar los algoritmos para calcular los distintos
invariantes sera crear una manera para introducir los nudos en el programa
informatico. Para hacerlo, crearemos una clase Knot que crea nudos introdu-
ciendo como paramentros una lista con los arcos del nudo y una lista con los
cruces. Para definir los cruces, haremos una clase Cruces que usara como pa-
rametros el arco entrante del underpass, el arco saliente del underpass, el arco
overpass y la orientacion del nudo. De esta manera, la clase Knot, puede crear
un objeto nudo con la suficiente informacion para calcular los invariantes me-
diante los algoritmos. A ambas clases les anadimos los métodos getters para
obtener sus atributos.

= Clase Knot y sus getters:

import sympy
class Knot:

#La clase knot se inicializa con una lista de los overpasses y
los underpasses
def _ init_ (self, arcos,cruces):
#Crea un nudo introduciendo los arcos y los cruces
self.arcos = arcos
self.cruces=cruces
def printarcos(self):
#printea los arcos del nudo

11
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print (self.arcos)
def printcruces(self):
#printea los curces del nudo

n=1
for i in self.cruces:
print ("Cruce_", n, ":_\n_Arco_entrante: ", 1i.
arcoentrante, "\n_Arco_saliente: ", i.arcosaliente,"\n
_Overpass: ", i.overpass, "\n _Orientacién: ", 1.
orientacion)
n=n+1l

= Clase Cruce y sus getters:

class Cruce:

def _ _init__(self, arcoentrante, arcosaliente, overpass,
orientacion) :
#Inicializa un cruce con sSu arco entrante, su arco saliente,
su overpass y su orientacion
self.arcoentrante=arcoentrante
self.arcosaliente=arcosaliente
self.overpass=overpass
self.orientacion=orientacion
def get_arcoentrante(self):
#Devuelve el arco entrante del cruce
return self.arcoentrante
def get_arcosaliente(self):
#Devuelve el arco saliente del cruce
return self.arcosaliente
def get_overpass(self):
#Devuelve el overpass del cruce
return self.overpass

El codigo para introducir el nudo trébol (Figura 2.5) seria:

= Codigo:

nudotrebol= Knot(["X","y","z"], [C’ruce("y","Z","X", "+ll), cruce(
"Z","X","y", "+"), cruce(llxll,"yll,llzll, H+")])

nudotrebol.printarcos/()

nudotrebol.printcruces ()

m Salida:

["x", "y", "z"]
Cruce 1 :

Arco entrante: 'y
Arco saliente: =z

Overpass: X

12




3.1. Codigo

Orientacidén: +
Cruce 2

Arco entrante: z
Arco saliente: x

Overpass: y
Orientacidén: +
Cruce 3

Arco entrante: x
Arco saliente: 'y
Overpass: =z
Orientacidén: +

3.1.2. Algoritmo de Wirtinger

Antes de programar el algoritmo vamos a establecer como va a ser la expresion
que devuelva la funcion. La clase Expresion se va a iniciar con:

= Una lista de generadores: Se define con una clase Generador, que contiene
el arco que identifican.

= Una lista de relatores: Se define con una clase Relator que se inicializa con
una lista que contiene cada relator. Un relator es otra forma de presentar
una relacion de igualdad pero con todos los elementos en un lado de la
igualdad, por ejemplo:

* Relacion: y = zazz ™!

* Relator: 1 =y 'zzz7!

Cada elemento de la lista es una tupla que contiene el arco que identifica y
su exponente 1 o -1.

» Clase Generador y sus funcion get:

class Generador:
def _ init_ (self, generador):
#Inicializa un generador
self.generador=generador
def get_generador(self) :
#Devuelve el generador
return self.generador[0]

= Clase Relator y su funcion get:

class Relator:
def _ init_ (self, relator):
#Inicializa un relator
self.relator=relator
def get_relator(self):
#Devuelve el relator.
for i in range (len(self.relator)):

13
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if 1 ==
output=self.relator[i][0] + "~-1"
else:
output=output + self.relator[i][0]
if self.relator[i][1l] == -1:
output=output+"*-1"
output=output + "_"
return output

La funcion de Wirtinger pertenece a la clase Knot y genera una expresion. Los
pasos que realiza son los siguientes:

1. Crea un objeto generador a partir de los arcos del nudo.
2. Inicializa el objeto expresion con los generadores.

3. Por cada cruce va creando el relator correspondiente y lo anade a los rela-
tores de la expresion.

4. Devuelve la expresion.

La clase Expresion tiene funciones getters y adders, para trabajar de forma mas
sencilla las expresiones, y una funcion que muestra por pantalla los generadores
y relatores de forma clara para el usuario.

s Funcion wirtinger:

def wirtinger(self):
#Devuelve la expresion de wirtinger con una expresiodon que
tiene primero los generadores y luego los relatores de 1la
expresion
generadores = Generador([self.arcos])
expresion=Expresion(generadores, [])
if self.cruces: # si hay cruces
for i in self.cruces:
if i.orientacion == "+":
relator = Relator([[i.get_arcosaliente(),-11, [1i.
get_overpass(),+1l], [i.get_arcoentrante(), +1] , [1
.get_overpass(),-111)
else:
relator = Relator([[i.get_arcosaliente(),-11,1[1.
get_overpass(),-11, [i.get_arcoentrante(), +1] , [1
.get_overpass(),+t11])
expresion.add_relator(relator)

return expresion

= Clase Expresion y sus funciones:

class Expresion:
def _ init (self, generadores, relatores):

14
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3.1. Cédigo

#Inicializa una expresidén con sus generadores y sus
relatores

self.generadores=generadores

self.relatores=relatores

def get_generadores(self):
#Devuelve 1los generadores de la expresion
return self.generadores

def get_relatores(self):
#Devuelve los relatores de la expresidn
return self.relatores

def add generador(self, generador) :
#Anade un generador a la expresion
self.generadores.append(generador)

def add _relator(self, relator):
#Anade un relator a la expresiodn
self.relatores.append(relator)

def print_expresion(self):
#Funcidén que printea la expresidén de forma ordenada
separando entre generadores y relatores.
if len(self.relatores)==
print ("Generadores: ")
for generador in self.generadores.get_generador() :
print (generador, end="_")
print ("\nRelatores: ")
print ("[_]")
else:
print ("Generadores: ")
for generador in self.generadores.get_generador() :
print (generador, end="_")
print ("\nRelatores: ")
for relator in self.relatores:
print (relator.get_relator())

El codigo para calcular la presentacion de Wirtinger del nudo trébol quedaria
como:

= Codigo:

expresion=nudotrebol.wirtinger ()
expresion.print_expresion ()

m Salida:

Generadores:

15
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XYy

zZ

Relatores:

z"=1 x y x~-1

x*"=1y z y*-1

y*-1 z x z*-1

3.1.3. Algoritmo del polinomio de Alexander

Para calcular el polinomio de Alexander tenemos 3 funciones:

= matriz_alexander: Funcion que esta dentro de la clase Knots que inicializa

una matriz, le asigna numeros a los cruces y va introduciendo el polinomio
correspondiente (-1,t,1-t) en cada celda de la matriz.

simplificar_pol: Funcion auxiliar que simplifica un polinomio para que
esté en el estandar del polinomio de Alexander (con término independiente
positivo).

polinomio_alexander: Funcion que esta dentro de la clase Knots y que cal-
cula el determinante de la matriz de Alexander creada con matriz_alexander
para devolver el polinomio de Alexander, reducido con la funciéon simplifi-
car_pol.

Funciéon matriz_alexander:

def

matriz_alexander (self) :

#Devuelve el polinomio de Alexander del nudo.

t = sympy.symbols(’'t’)

#Creamos la matriz de cruces.

n _cruces=len(self.cruces)

n_arcos=len(self.arcos)

matriz = sympy.Matrix.zeros(n_cruces, n_arcos)

#A cada cruce le asignamos un numero y vamos buscando sus
elementos para meterlos en su lugar correspondiente en la
matriz

for i, cruce in enumerate (self.cruces):

arco_entrante = self.arcos.index(cruce.arcoentrante)
arco_saliente = self.arcos.index(cruce.arcosaliente)
overpass = self.arcos.index(cruce.overpass)

#introducimos el polinomio correspondiente en su sitio de
la matriz

matriz[i, arco_saliente] = -1

matriz[i, arco_entrante] t

matriz[i, overpass] = 1l-t

return matriz

» Funcion simplificar_pol:

def simplificar_pol(polinomio) :

t = sympy.symbols('t’)

16
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3.2. Ejemplos de Uso

#Comprobamos que el término independiente no sea 0
terminoIndependiente=polinomio.as_coeff add() [0]
while (terminoIndependiente==0) :
#Dividimos el polinomio entre t hasta que tenga termino
independiente
polinomio=sympy.expand(polinomio/t)
terminoIndependiente=polinomio.as_coeff add() [0]
#hacemos positivo el término independiente
if (terminoIndependiente>0) :
return polinomio
else:
return —-lxpolinomio

= Funcion polinomio_alexander:

def polinomio _alexander (self) :
#Funcion que calcula el determinante de la matriz de
alexander reducida para devolver el polinomio de

alexander
matriz=self.matriz_alexander()
matriz_reducida = matriz[l:, 1:]

determinante = matriz reducida.det ()
polinomio=simplificar._pol (determinante)
return polinomio

El codigo para calcular la matriz y el polinomio de Alexander del nudo trébol

quedaria como:

= Codigo:

matriz=nudotrebol.matriz alexander ()
print (matriz)
print (nudotrebol.polinomio_alexander())

s Salida:

Matrix([[l - t, ¢, -11, [-1, 1 - ¢t, t], [t, -1, 1 — t11)
txx2 — t + 1

3.2. Ejemplos de Uso

Para los ejemplos de uso vamos calcular los invariantes de 3 nudos de 5 cruces
que a simple vista no podemos asegurar que sean distintos y de un nudo mas
grande de 9 cruces. Los diagramas que utilizamos estan inspirados en los de la
pagina Knot Atlas [4], que se dedica a estudiar los nudos y sus propiedades.
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Capitulo 3. Cédigo e implementacion

3.2.1. Ejemplo 1

N

Figura 3.1: Nudo K.

Como se muestra en la Figura 3.1, el nudo K; tiene 5 cruces numerados y
5 arcos nombrados. Empezamos calculando la presentacion de Wirtinger. Los
generadores son:

(x7 y7 Z? u’ U)
Vamos calculando los cruces uno a uno:

» El cruce 1 queda como: u = zzx !

» El cruce 2 queda como: y = uzu~!

» El cruce 3 queda como: v = yuy ™!

» El cruce 4 queda como: z = vyv~!

» El cruce 5 queda como: z = zvz !
La presentacion de Wirtinger se expresaria de la siguiente manera:

1 1 1 1 ‘

(R — K)) = |z, y,z,u,v: 2 = zvz Ly =uzu ',z =vyv L u=zza v = yuy”

Para el polinomio de Alexander, construimos primero la matriz de Alexander:

T Y z U v
1 1—-¢t 0 t -1 0
2 t -1 0 1—-t 0
3 1—-¢t 0 t -1
4 0 t -1 0 1—-t
5 -1 1—-¢t 0 t ]



3.2. Ejemplos de Uso

Eliminamos la primera fila y la primera columna para calcular el determinante
y conseguir el polinomio de Alexander:

-1 0 1-t 0
1=t 0t =1|_ 4 s oo,
e =—t'+ 2+t -1
0

0 1-1¢ t

Como el resultado tiene el término independiente negativo, multiplicamos el po-
linomio por -1 para normalizarlo quedando el polinomio de Alexander como:

PAK) =t =3+ —t+ 1.

Introducimos el nudo K; en nuestro programa y comprobamos que nuestros
calculos son correctos:

= Codigo:
nudoKlz Knot(["X","y","Z","U","V"], [Cruce(llzl',Ilu","X","_I_"),C'ruce
("X","_\/", "u","+"), Cruce<"u", "V","y","+") , Cruce("y", "Z",

"y, "+"), Cruce("v", "x","z","+") 1)
nudoKl.printarcos/()
nudoKl1.printcruces ()
nudoKIl.wirtinger()
expresion=nudoKl.wirtinger ()
expresion.print_expresion/()
print ("La_matriz_de Alexander_es:
print ("E1_polinomio_de Alexander es:

", nudoKl.matriz_ alexander())
", nudoKI.

—

polinomio_alexander())

= Salida:
["x", 'y, T2z", "u", 'v']
Cruce 1
Arco entrante: z
Arco saliente: u
Overpass: X
Orientacidén: +
Cruce 2
Arco entrante: x

Arco saliente: 'y

Overpass: u
Orientacidén: +
Cruce 3

Arco entrante: u
Arco saliente: v

Overpass: y
Orientacidén: +
Cruce 4

Arco entrante: y
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Capitulo 3. Cédigo e implementacion

19 | Arco saliente: =z

20 Overpass: v

21 Orientacidén: +

22 |Cruce 5

23 Arco entrante: v

24 | Arco saliente: x

25 Overpass: =z

26 | Orientacidén: +

27 | Generadores:

W |X Yy z uv

20 |Relatores:

0 |[ut-1 x z x*-1

31 |y*-1 u x ut-1

32 |[vh=1 y u y*-1

33 |z"-1 vy vh-1

s | x*=1 z v z"-1

35 |La matriz de Alexander es: Matrix([[1l -

-1, 0, 1 - ¢, 0], [0, 12 - ¢, O, t, —-1]
[-1, 0, 1 - ¢, O, tl])

36 |E1l polinomio de Alexander es: t x4 — tx*x

t, O, t, _lr O]r [tr
’ [OI tl _lr Or 1 - t]r

3 + tx*%x2 — t + 1

3.2.2. Ejemplo 2

X
N\
7
y 5
AN <
v NV
4 u
3 A\ %
/N
2

Figura 3.2: Nudo K.

Como se muestra en la Figura 3.2, el nudo K, tiene 5 cruces numerados y
5 arcos nombrados. Empezamos calculando la presentacion de Wirtinger. Los

20



3.2. Ejemplos de Uso

generadores son:
(z,y,2,u,v)
Vamos calculando los cruces uno a uno:

» El cruce 1 queda como: u = zzx !

» El cruce 2 queda como: v = zuz !

» El cruce 3 queda como: z = vyv~!

» El cruce 4 queda como: z = yvy !

» El cruce 5 queda como: y = uzu~!
La presentacion de Wirtinger se expresaria de la siguiente manera:

1 1 1 1 ‘

TR — Ky) = |2,y z,u,v = yoy Ly =uru 'z =vyol u = z227 v = 2uz”

Para el polinomio de Alexander, construimos primero la matriz de Alexander:

x Y z U v
1 1—-t 0 t -1 0
2 0 0 1—-t t -1
3 0 t -1 1—t
4 -1 1—-t O 0 t
15t -1 0 1-t i

Eliminamos la primera fila y la primera columna para calcular el determinante
y conseguir el polinomio de Alexander:

t -1
t -1 8 1=t =213 — 32 + 2¢.
-1 0 1—-t 0

Como el resultado no tiene término independiente, multiplicamos el polinomio
por t~! para normalizarlo quedando el polinomio de Alexander como:

Pa(Ky) = 2t* — 3t + 2.

Introducimos el nudo K, en nuestro programa y comprobamos que nuestros
calculos son correctos:

= Codigo:
nudoK2: KDOt(["X","y","Z","U","V"], [CrUCe("Z","U","X","+"),Cruce
("u","v", "ZH,"_I_H), Cruce("y", "ZH,"V","_I_") , Cruce("V", "X",

"y","+"), Cruce("x", "y","™ua","+") 1)
nudoKZ2.printarcos/()
nudoKZ2.printcruces/()
nudoK2.wirtinger ()
expresion=nudoK2.wirtinger()
expresion.print_expresion/()
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Capitulo 3. Cédigo e implementacion

", nudoK2.matriz_alexander())
", nudoKZ2.

print ("La matriz _de Alexander es:

—

print ("E1_polinomio_de Alexander es:

—

polinomio_alexander())

» Salida:

["x", '
Cruce 1

Arco entrante: z
Arco saliente:
Overpass: Xx
Orientacidén: +
Cruce 2

y', 'z’, u v']

Arco entrante: u
Arco saliente: v
Overpass: =z
Orientacidén: +
Cruce 3

Arco entrante: 'y
Arco saliente:
Overpass: v
Orientacidén: +
Cruce 4

Arco entrante: \%

N

Arco saliente: x
Overpass: y
Orientacidén: +
Cruce 5
Arco entrante: X
Arco saliente: 'y
Overpass: U
Orientacidén: +
Generadores:
Xy zuv
Relatores:
ut-1 x z
vr=1 z u
z"=1 v
x"=1y
vy =1 u
La matriz de Alexander es: Matrix([[1 - t, 0, ¢, -1, 0], IO,
1 -t t, -11, 10, ¢ -1, O, 1 - ¢t], [-1, 1 - ¢, O, O, tI,
t, -1, 0, 1 - ¢t, 011])
El polinomio de Alexander es: 2xtxx2 — 3xt + 2

X <K

0,
[
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3.2. Ejemplos de Uso

3.2.3. Ejemplo 3

N

N
d

Figura 3.3: Nudo K.

Como se muestra en la Figura 3.3, el nudo K3 tiene 5 cruces numerados y
5 arcos nombrados. Empezamos calculando la presentacion de Wirtinger. Los
generadores son:

(x7 y7 Z? u’ U)
Vamos calculando los cruces uno a uno:

» El cruce 1 queda como: z = vuv ™!

» El cruce 2 queda como: v = uzu~*

» El cruce 3 queda como: u = zyz !

» El cruce 4 queda como: z = yay~!

» El cruce 5 queda como: y = zvr !
La presentacion de Wirtinger se expresaria de la siguiente manera:

1 1 1 1 ‘

TR — K3) = |2,y z,u, vz =vuv L,y = zve Lz = yey L u = 2yz v = uzu”

Para el polinomio de Alexander, construimos primero la matriz de Alexander:

U W N =




Capitulo 3. Cédigo e implementacion

Eliminamos la primera fila y la primera columna para calcular el determinante
y conseguir el polinomio de Alexander:

=t* B+ —t+1.

Como el resultado tiene termino independiente positivo ya esta normalizado, por
lo tanto el polinomio de Alexander es:

PA(K3) =t =3+ 42 —t 4+ 1.

Introducimos el nudo K3 en nuestro programa y comprobamos que nuestros
calculos son correctos:

= Codigo:
nudoK3= Knot(["X","y","Z","U","V"], [Cruce("u","X","V","+"),Cruce
("Z","V", "u","+"), Cruce<"y", "U","Z","+") , Cruce("X", "Z",

"y","+"), Cruce("v", "y","x","+") 1)
nudoK3.printarcos/()
nudoK3.printcruces ()
nudoK3.wirtinger ()
expresion=nudoK3.wirtinger ()
expresion.print_expresion/()

print ("La_matriz _de_Alexander_es:
print ("E1_polinomio_de Alexander es:

polinomio_alexander())

", nudoK3.matriz_alexander())
", nudoK3.

m Salida:

['x", "y",
Cruce 1
Arco entrante: u
Arco saliente: x
Overpass: VvV
Orientacidén: +
Cruce 2

Arco entrante: z
Arco saliente: v
Overpass: u
Orientacidén: +
Cruce 3

Arco entrante: 'y

Arco saliente: u
Overpass: =z
Orientacibén: +
Cruce 4

Arco entrante: X
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3.2. Ejemplos de Uso

Arco saliente: z

Overpass: y

Orientacidén: +

Cruce 5

Arco entrante: v

Arco saliente: 'y

Overpass: X

Orientacidén: +

Generadores:
Xy zuv
Relatores:
x"=1 v u v*-1

vr=1 u z u~-1

utr-1 z y z*-1

z"-1 y x y*-1
y*-1 x v x*-1

La matriz de Alexander es: Matrix([[-1, O, O, t, 1 - t], [0, O,

t, 1 -¢ -11, [0, ¢, 1T - ¢, -1, O], [t, 1 - ¢t, -1, 0O, O],
[1 - ¢, -1, 0, 0O, t11)
El polinomio de Alexander es: txx4 — t*xx3 + t*x2 — t + 1

3.2.4. Ejemplo 4

Para este ejemplo vamos a utilizar un nudo con mas cruces para ver que el
software puede manejarlo.

al

a2 y4 a9
~N

a5
Figura 3.4: Nudo Kj.
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Como se muestra en la Figura 3.4, el nudo K, tiene 9 cruces numerados y
9 arcos nombrados. Empezamos calculando la presentacion de Wirtinger. Los
generadores son:

(al,ag,ag,a4,a5,a6,a7,ag,ag)

Vamos calculando los cruces uno a uno:

s El cruce 1 queda como: a; = agagag !

= El cruce 2 queda como: az = ajaga;

= El cruce 3 queda como: a3 = agalagl

= El cruce 4 queda como: a4 = agagag_l

» El cruce 5 queda como: as = asaza; '

= El cruce 6 queda como: ag = a5a4a5_1

= El cruce 7 queda como: a7 = agasag !

= El cruce 8 queda como: ag = araga, !

= El cruce 9 queda como: ag = a8a7a8_1
La presentacion de Wirtinger se expresaria de la siguiente manera:
T(R*—Ky4) = |a1, az, as, as, as, ag, ar, ag, ag : a; = agagagl,ag = alagafl,ag = agalagl,cu = agagagl,

as = a4a3ag1, ag = a5a4agl, a7 = a6a5agl, ag = a7a6a7_1, ag = a8a7ag1|

Para el polinomio de Alexander, construimos primero la matriz de Alexander:

ai as as a4 as Qg ay as ag
1 -1 0 0 0 0 0 0 t 1-t¢
2 1-¢t -1 0 0 0 0 0 0 t
3t 1-t -1 0 0 0 0 0 0
4 0 13 1-¢t -1 0 0 0 0 0
5 0 0 t 1—-¢t -1 0 0 0 0
6 0 0 0 t 1-¢t -1 0 0 0
7 0 0 0 0 t 1-¢t -1 0 0
8 0 0 0 0 0 t 1-¢t -1 0
9 0 0 0 0 0 0 t 1—-t -1 ]

Eliminamos la primera fila y la primera columna para calcular el determinante
y conseguir el polinomio de Alexander:

-1 0 0 0 0 0 0 ¢
1—-t -1 0 0 0 0 0 0
t 1—-t -1 0 0 0 0 0
0 t 11—t -1 0 0 0 0 S T 6 54 3o
det | 0 ol 1 o 0 o | AT L
0 0 0 t 1-t -1 0 0
0 0 0 0 t 1—-t -1 0
L0 0 0 0 0 t 1-t —1
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Como el resultado tiene termino independiente positivo ya esta normalizado, por
lo tanto el polinomio de Alexander es:

Py(Ky) =18 =T+t — 5+ 3 42—t + 1.

Introducimos el nudo K, en nuestro programa y comprobamos que nuestros
calculos son correctos:

= Codigo:

nudoK4= Knot (["al","a2","a3","a4d","a5","a6","a7","ag","ao"], [
Cruce("a8","al","a9","+"), Cruce("a9", "az", "al","+"), Cruce("
al™, "a3","az2","+") , Cruce("az2", "a4d","a3","+"), Cruce("a3",

"as","a4","+")y, Cruce("a4", "ao6","asb","+"), Cruce("ab", "a7"

,"a6","+"), Cruce("ao6", "ag","a7","+"), Cruce("a7", "a9","ag"
ST 1)

nudoK4.printarcos ()

nudoK4.printcruces/()

nudoK4.wirtinger()

expresion=nudoK4.wirtinger ()

expresion.print_expresion/()

print ("La _matriz_de Alexander _es: ", nudoK4.matriz alexander())

", nudoK4.

—

print ("E1 _polinomio_de_Alexander _es:
polinomio_alexander())

—

m Salida:

("al’, "az2’', 'a3’, ’'a4’, "ab’', 'ae’, ’'a7’, "a8’, "ag9’]
Cruce 1

Arco entrante: a8
Arco saliente: al
Overpass: a9
Orientacidén: +
Cruce 2

Arco entrante: a9
Arco saliente: aZ
Overpass: al
Orientacidén: +
Cruce 3

Arco entrante: al
Arco saliente: a3
Overpass: aZ
Orientacidbén: +
Cruce 4

Arco entrante: aZ2
Arco saliente: a4
Overpass: a3
Orientacidén: +
Cruce 5
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Capitulo 3. Cédigo e implementacion

Arco entrante:
Arco saliente:

Overpass: a4
Orientacidn:
Cruce 6

Arco entrante:
Arco saliente:

ab
Orientacidn:
Cruce 7

Overpass:

Arco entrante:
Arco saliente:

Overpass: ab
Orientacidn:
Cruce 8

Arco entrante:
Arco saliente:

Overpass: a7
Orientacidn:
Cruce 9

Arco entrante:
Arco saliente:

as
Orientacidn:
Generadores:
al a2 a3 a4
Relatores:

Overpass:

a3
ab

a4
a6

ab
a’

a6
asd

a’
ag

ab a6 a7 a8 a9

alr-1 a9

az2r-1
a3~-1
a4~-1
asb”-1
a6™-1
a’”r-1
a8"-1
aosr-1

al
az
a3
a4
ab
a6
a7’
a8

as
a9
al
az
a3
a4
ab
a6
a7’

adr-1
al~-1
az2~-1
a3”~-1
a4~-1
asbn-1
ae™-1
a’7"-1
as8™-1

La matriz de Alexander es:
t],

O+ O
~

(0,

0,

[1

0,
El1 polinomio de Alexander es:
— t**%x3 + Etx%x2 —

t, -1,
[0, ¢,
0, 0, 0],
t, -1,
0, 0,

0, 0,
1 -
(o,
0,

0, t, 1

t + 1

Matrix([[-1
o, 0, 0, O ]
t, -1, O, 0
o, 0, t, 1 - ¢,
1, [0, O, 0
-111)
t*xx8 —

0
—_ t,
txx’]

o, 0, 0, 0, 0, t, 1
(e, 1. - ¢, -1, 0, 0O,
o, 01, [0, O, t, 1 -
-1, o0, 0, 0], [0, O,
o, ¢, 1L - ¢, -1, 0],
+ tx*x6 — txx5 + t*xx4
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3.2.5. Conclusiones

Comparamos los invariantes de K; y K2. En cuanto a las presentaciones de
Wirtinger:
1

)

m(R3 — K)) = |z, y, z,u,v: 2 = zvz Ly =uzu t, z = oy L u = zza v = yuy Y|

1

/ /o —
! Vo' =221,

VAR S A B | / /1 I— / ! — / /o I— / ! —
m(R3—Ky) = |2/, o/, 2 v/, v 2 = /vy =u/a/u' ™1 2 =o'y =2 e

no son equivalentes ya que no podemos encontrar una transformacion de una
en otra. Para el polinomio de Alexander, vemos a simple vista que son diferentes:

Po(Kp) =t =3 42 —t + 1.
PA(Ko) = 2t* — 3t + 2.
Por lo tanto, al no compartir las invariantes podemos concluir que K; y K3 no

son equivalentes.

Para K; y K3 podemos crear una transformacion en sus presentaciones de Wir-
tinger para ver que son equivalentes:

)

m(R3 — Ky) = |z, y,z,u,v: 2 = zvz" y =uzu t, z = vy~ L u = zzet v = yuy Y|

1 1,7 /o1 1—1 1

VAR S A B | / /o — / /o — / /o — / ! 1—

m(R3—K3) = |2/, o/, 2 v/, 0 2 =o'/ = a2’ 2 =y = Ay = Y,
/
x—a,
/
Yy—z,
/
z =,
/
u—y,
v—

1. 2 =zvz"1

Se sustituye y se transforma en 2z’ = v'u/v/~!

2. y=wuzu!

Se sustituye y se transforma en 2z’ = y'2'y

3. z=vyv !

Se sustituye y se transforma en v’ = v'2'u

4. uw=gzx !

Se sustituye y se transforma en ¢’ = 2/v'z

5. v=ryuy!

Se sustituye y se transforma en ' = 2'y'2'~!

El polinomio de Alexander de ambos nudos es el mismo, por lo que podemos
confirmar que K; y K3 son equivalentes, ya que tienen los mismos invariantes.
Por consecuencia, Ky y K3 no son equivalentes.

Con el nudo K, podemos ver que con un nudo mas complejo por tener mas
cruces el software es capaz de manejarlo.
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Capitulo 4

Analisis de impacto

El impacto potencial de los resultados obtenidos durante la realizacion del TFG
se puede analizar desde distintos contextos:

= Personal: Este trabajo me ha permitido estudiar el area de la teoria de nu-
dos, una rama de las matematicas que no se incluye en ninguna asignatura
de la carrera. El proyecto ha sido un reto en el que he mejorado mis ha-
bilidades de programacion y me he demostrado que soy capaz de abordar
problemas matematicos complejos para conseguir un objetivo en concreto.
Valoro especialmente este logro ya que, de cara al mundo laboral, creo que
es una habilidad destacable.

= Empresarial: El trabajo desarrollado tiene un potencial interés para empre-
sas que se dediquen a las matematicas y se podrian beneficiar del software
para calcular los invariantes del nudo. Ademas, la teoria de nudos tiene
aplicaciones en los sectores de la biotecnologia, sobre todo en el estudio
del ADN, y en la criptografia, por lo que empresas de este sector podrian
aprovechar el trabajo realizado para profundizar en sus respectivas areas.

= Social: En la educacion y divulgacion matematica este trabajo puede ser
una introduccion accesible a la teoria de nudos para los estudiantes que se
interesen por este campo. La implementacion de los algoritmos facilita la
ensenanza de conceptos topologicos abstractos que son complicados de en-
tender al principio. Ademas, en el ambito de la investigacion, puede reducir
significativamente el tiempo que se emplea para calcular los invariantes de
los nudos.

En cuanto a los Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS) de la Agenda 2030 [5],
el trabajo tendra un potencial impacto sobre:

= Educacion de calidad (ODS 4): Fomenta el aprendizaje matematico y tec-
nologico y es accesible para aquel que quiera estudiarlo.

» Industria, innovacion e infraestructura (ODS 9): Este trabajo puede apoyar
avances en tecnologia de distintos sectores que no tienen que ver unica-
mente con las matematicas, como la biologia y la quimica.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones

5.1.1. Objetivos alcanzados

El objetivo principal de este TFG es la implementacion de algoritmos para cal-
cular los invariantes de los nudos, especificamente el grupo fundamental y el
polinomio de Alexander. Ambos algoritmos se implementaron con €xito y se pro-
gramaron en Python, con varios ejemplos que demuestran su funcionalidad y
utilidad.

5.1.2. Impacto del trabajo

El software del trabajo permite a investigadores de este area calcular de forma
eficiente invariantes del nudo, reduciendo el tiempo necesario para estos calcu-
los.

5.1.3. Reflexion personal

La rama de la teoria de nudos siempre me ha interesado, ya que lo que mas me
ha motivado durante la carrera es ver como las matematicas se pueden aplicar
a cosas del dia a dia en las que no encontramos nada matematico a simple
vista. Ademas disfruté mucho la asignatura de Topologia y Topologia aplicada y
computacional, lo que hizo que quisiese hacer el TFG enfocado a la topologia.

Creo que este trabajo es un ejemplo perfecto de lo que es el Grado de Mate-
maticas e Informatica, ya que, al no ser un doble grado, en la mayoria de las
asignaturas se trata de juntar las matematicas con la informatica. Este proyec-
to, con la parte tedrica y la parte de programacion unifica ambas disciplinas
demostrando que estan intimamente relacionadas y que se complementan para
conseguir avances en ambas areas.
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5.2. Trabajo Futuro

La principal dificultad que se ha encontrado con el uso del software ha sido
introducir los nudos. Como hay que introducir todos los arcos y cruces de forma
manual es facil equivocarse y con nudos grandes puede ser tedioso, lo que limita
la accesibilidad y la eficiencia del programa.

Una posible mejora seria implementar alguna herramienta que analice el dia-
grama de un nudo para etiquetar los arcos y calcular los cruces, facilitando el
uso para los usuarios y reduciendo los errores.

En el futuro, a la clase creada se le podrian anadir algoritmos para calcular otros
invariantes, de esta manera el software seria mas completo.

Por ultimo, se podrian crear variaciones del software con distintos enfoques pa-
ra que usuarios de otras areas, como la biotecnologia o la criptografia puedan
utilizar el programa y las funcionalidades especificas que necesiten de manera
mas simple y especializadas en su sector concreto.
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