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Resumen

El estudio de los espacios de Sobolev con pesos es un tema de actualidad en el
ámbito de la Teoría de Aproximación y polinomios ortogonales y con importantes
aplicaciones numéricas. Este Trabajo Fin de Grado se enmarca en una investi-
gación sobre la localización de los ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev
con derivadas de primer orden. A diferencia del caso estándar, los ceros pueden
salir de la envoltura convexa del soporte de la medida asociada. En el mismo se
estudia el comportamiento del conjunto de ceros de los polinomios ortogonales
de Sobolev a partir de las matrices infinitas de momentos que definen productos
escalares hilbertianos en los espacios de polinomios.

El objetivo principal del trabajo es la utilización de algoritmos para el análisis y
la visualización del conjunto de ceros de los polinomios para obtener resultados
que arrojen luz sobre el problema de localización de estos conjuntos y la relación
de los soportes con la estructura del producto de Sobolev. Para ello se ha desa-
rrollado un marco teórico unificado, extendiendo la teoría clásica, analizando y
explorando la conexión de la acotación de los ceros con parámetros espectrales
como la norma del operador de multiplicación y los valores singulares de ciertas
matrices asociadas.

Durante el trabajo, el análisis teórico y la experimentación numérica han surgido
algunas conjeturas y resultados que se enmarcan en una investigación en curso
que constituyen una de las aportaciones principales.

Palabras clave: Polinomios ortogonales de Sobolev, localización de ceros, análi-
sis espectral, visualización numérica, valores singulares.
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Abstract

The study of weighted Sobolev spaces is a current topic in Approximation Theory
and orthogonal polynomials with important numerical applications. This Final
Degree Project is part of research on the location of zeros of Sobolev orthogonal
polynomials with first-order derivatives. Unlike the standard case, zeros can
escape the convex hull of the measure’s support. This work studies the behavior
of zero sets of Sobolev orthogonal polynomials based on infinite moment matrices
that define Hilbertian inner products in polynomial spaces.

The main objective is to use algorithms for analyzing and visualizing polynomial
zero sets to obtain results that shed light on the localization problem of these
sets and the relationship between supports and the Sobolev product structure.
A unified theoretical framework has been developed, extending classical theory
and exploring the connection between zero boundedness and spectral param-
eters such as the multiplication operator norm and singular values of certain
associated matrices.

Throughout this work, theoretical analysis and numerical experimentation have
led to conjectures and results within ongoing research that constitute one of the
main contributions.

Keywords: Sobolev orthogonal polynomials, zero location, spectral analysis, nu-
merical visualization, singular values.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Contexto

Los polinomios ortogonales constituyen una herramienta transversal en Mate-
mática, Física e Ingeniería: intervienen en fórmulas de cuadratura, métodos es-
pectrales para ecuaciones en derivadas parciales, aproximación e interpolación,
teoría de matrices aleatorias y procesamiento entre dos señales. En la situación
clásica —ortogonalidad respecto a una medida de Borel positiva sin derivadas—
la teoría quedó sólidamente establecida durante la primera mitad del siglo XX,
con resultados emblemáticos como la relación de recurrencia de tres términos,
la distribución real y entrelazada de los ceros y la conexión directa entre dichos
ceros y las reglas de cuadratura de Gauss.

Sin embargo, la creciente demanda de modelos numéricos más flexibles mo-
tivó la generalización de la ortogonalidad estándar. Ya en los años sesenta
Althammer, Brenner y Cohen introdujeron productos interiores que incorporan
derivadas —los hoy denominados productos de Sobolev— con el fin de mejorar
la aproximación simultánea de una función y sus derivadas [1, 2, 3]. Desde en-
tonces se han visto fenómenos ausentes en el caso clásico:

Los ceros pueden abandonar el soporte real e incluso recorrer dominios
complejos; algunos polinomios exhiben ceros “errantes” que escapan de la
envoltura convexa original, como muestran los ejemplos de Althammer y
Meijer [4, 5].

El operador de multiplicación por z deja de ser, en general, autoadjunto;
su norma se convierte en el parámetro crítico que controla la explosión
o acotación de los ceros. Estudios recientes formulan este fenómeno en
términos de la norma de las secciones de Hessenberg y de sus valores
singulares[6].

Profundizar en la localización de los ceros de los polinomios ortogonales de
Sobolev resulta crucial porque:

Permite diseñar reglas de cuadratura Sobolev estables, útiles en la resolu-
ción numérica de EDP con condiciones derivativas.
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Capítulo 1. Introducción

Ayuda a analizar la estabilidad de métodos de Galerkin y de aproximación
espectral cuando se añaden términos disipativos u operadores de orden
superior.

Conecta con problemas abiertos en teoría espectral de matrices infinitas
y en teoría del potencial en el plano complejo.

Refuerza la comprensión de fenómenos de transición de fase en matrices
aleatorias con restricciones derivativas, con aplicaciones en física estadís-
tica y teoría cuántica de la información.

1.2. Objetivos

Para contribuir a esta línea de investigación, este Trabajo Fin de Grado se es-
tructura en torno a los siguientes objetivos específicos que complementan y ma-
terializan los frentes de investigación descritos:

1. Recopilación de información y estudio de la teoría de polinomios or-
togonales de Sobolev. Establecer un marco teórico sólido que unifique
los conceptos fundamentales de la teoría, desde las definiciones básicas
de productos internos de Sobolev hasta los resultados más recientes sobre
acotación de ceros y comportamiento espectral de las matrices asociadas,
contribuyendo al frente de resultados analíticos.

2. Diseño de algoritmos para la visualización del conjunto de ceros a par-
tir de matrices. Desarrollar metodologías computacionales que permitan,
a partir de las matrices de momentos y de las representaciones matricia-
les del operador multiplicación, generar automáticamente la localización y
trayectorias de los ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev, fortale-
ciendo el área de experimentación numérica y visualización.

3. Implementación computacional en MAPLE para la visualización del
conjunto de ceros. Crear un conjunto de algoritmos que automatice la
construcción de matrices, el cálculo de valores singulares y radios espectra-
les, y la generación de visualizaciones interactivas que combinen soportes
de medidas, cotas teóricas y distribución de ceros.

4. Análisis y verificación de los resultados teóricos mediante experimen-
tación numérica. Contrastar los resultados computacionales con las pre-
dicciones teóricas existentes, validar las cotas de acotación en casos cono-
cidos y explorar ejemplos donde las condiciones clásicas no se satisfacen,
con el fin de identificar nuevos patrones y formular conjeturas para futuras
investigaciones.

La investigación se ha desarrollado en dos frentes complementarios:

1. Resultados analíticos. López Lagomasino y Pijeira demostraron que, para
soportes compactos, los ceros permanecen en un disco cuyo radio viene da-
do por la norma del operador multiplicación por z cuando este operador es
acotado, enlazando el problema con la "Teoría Espectral de Operadores" [7].
Durán y Saff extendieron técnicas de localización de ceros a polinomios “no
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estándar”, estableciendo cotas precisas mediante transformaciones matri-
ciales [8]. Investigaciones más recientes, apoyadas en desigualdades de tipo
Wirtinger y en el estudio de valores singulares generalizados, han descu-
bierto ejemplos donde la acotación se verifica incluso sin dominancia se-
cuencial de los pesos [9, 6].

2. Experimentación numérica y visualización. Usando herramientas simbólico-
numéricas (Maple, Matlab, Python) el propósito es construir la matriz de
Hessenberg asociada, calcular autovalores/valores singulares y dibujar la
nube de ceros. Esta vía computacional ha revelado, por ejemplo, la con-
vergencia del segundo mayor valor singular de las secciones de las matrices
infinitas que representan el operador multiplicación por z hacia el radio de
la envoltura convexa en casos donde el primero diverge, ofreciendo nueva
evidencia para las conjeturas actuales.

Este Trabajo Fin de Grado desarrolla un marco teórico–computacional unifi-
cado que:

1. Formaliza la construcción de la matriz de momentos y de la matriz que
representa el operador de multiplicación en productos Sobolev de primer
orden.

2. Relaciona la acotación de los ceros con la norma y con los dos primeros
valores singulares de las secciones de las matrices infinitas que represen-
tan el operador multiplicación por z, reforzando y extendiendo los criterios
existentes.

3. Implementa un conjunto de algoritmos en MAPLE que automatiza el cálculo
y la visualización bidimensional de ceros, soportes y espectro, posibilitan-
do la contrastación de conjeturas y la obtención de evidencia empírica.

4. Presenta familias de ejemplos (medidas reales, circunferencias, mezclas
discretas) que ilustran cómo la geometría del soporte influye en la dinámica
de los ceros y en la convergencia de los valores singulares.

Con ello se persigue clarificar la interacción entre geometría del soporte de
las medidas, álgebra matricial y análisis funcional, así como proponer nuevas
conjeturas sobre los comportamientos asintóticos de los radios espectrales y los
segundos valores singulares de las matrices infinitas Hessenberg.
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Capítulo 2

Marco teórico

Antes de adentrarnos en el estudio de los ceros de los polinomios ortogonales
de Sobolev, es esencial establecer el marco teórico que usaremos a lo largo del
trabajo. En este sentido, comenzaremos por definir conceptos necesarios a con-
tinuación.

2.1. Polinomios Ortogonales

Definición 1. Sea K un cuerpo (normalmente R o C). El espacio de polinomios en
una variable se define como

P[z] =
{
p(z) =

n∑
k=0

ak z
k : ak ∈ K, n ∈ N

}
.

Para cada n ∈ N denotamos Pn[z] = {p ∈ P[z] : deg p ≤ n}, de modo que P[z] =⋃∞
n=0 Pn[z]. El conjunto {1, z, z2, . . . , zn} forma una base de Pn[z], luego dim

(
Pn[z]

)
=

n+ 1.

Definición 2. Sea µ una medida de Borel positiva con soporte infinito supp(µ) =
{z µ(Br(z)) > 0 ∀r > 0}. Definimos en P[z] un producto interno cualquiera por

⟨p, q⟩ =

∫
p(z) q(z) dµ(z), p, q ∈ P[z].

Esta forma sesqui-lineal satisface:

1. ⟨p, q⟩ = ⟨q, p⟩,

2. ⟨αp+ βr, q⟩ = α⟨p, q⟩+ β⟨r, q⟩,

3. ⟨p, p⟩ > 0 si p ̸= 0.

Definición 3. Un espacio prehilbertiano o espacio con producto interno
(X, ⟨·, ·⟩) es un espacio vectorial X dotado de un producto interno ⟨·, ·⟩ : X ×X → C
(o R), que satisface las siguientes propiedades para todo x, y, z ∈ X y α ∈ C (o R):

1. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (simetría hermitiana)
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2. ⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ (linealidad en la primera variable)

3. ⟨x, x⟩ ≥ 0 y ⟨x, x⟩ = 0 si y solo si x = 0 (definida positiva)

Un espacio de Hilbert es un espacio prehilbertiano que además es completo
respecto a la norma inducida por el producto interno ∥x∥ =

√
⟨x, x⟩, es decir, toda

sucesión de Cauchy converge a un elemento del espacio.

Definición 4. Sea {v0, v1, . . . , vn} un sistema generador de un subespacio W ⊂ V
con producto interno. Construimos recursivamente

u0 = v0, uk = vk −
k−1∑
j=0

⟨vk, uj⟩
⟨uj , uj⟩

uj , k = 1, . . . , n.

El conjunto ortonormal ek =
uk

∥uk∥
satisface ⟨ei, ej⟩ = δij y span{e0, . . . , en} = W .

El proceso de Gram-Schmidt es fundamental para construir bases ortonormales,
una herramienta esencial en el estudio de los polinomios ortogonales.

Dado un producto interno ⟨·, ·⟩ en P[z], la sucesión de polinomios ortonormales
{φn}n≥0 se obtiene aplicando el algoritmo de Gram-Schmidt a la base monomial
{1, z, z2, . . . }:

degφn = n, ⟨φn, φk⟩ = δnk.

Cada Pn es único salvo su signo si se exige que su coeficiente principal sea
positivo.

Definición 5. Sea p ∈ P[z] \ {0}. El conjunto de ceros de p es

Z(p) =
{
z ∈ C : p(z) = 0

}
.

Además, para la sucesión de polinomios ortonormales {φn}n≥0 asociada al pro-
ducto interno, definimos el conjunto de ceros Z

Z =
∞⋃
n=0

Zn =
{
z ∈ C : ∃n ∈ N, Pn(z) = 0

}
.

donde Zn = Z(Pn) es el conjunto de ceros del polinomio Pn.

La localización y propiedades de estos conjuntos de ceros son un tema central
en la teoría de polinomios ortogonales. Para facilitar su estudio, a menudo se
recurre a representaciones matriciales.

2.2. Matrices de momentos asociadas a productos inter-
nos

Definición 6. [10] Una matriz A ∈ Mn(C) se denomina hermitiana si A = A∗,
donde A∗ denota la matriz conjugada transpuesta de A. En el caso real, una matriz
simétrica satisface A = At.

Una matriz hermitiana A se dice:

6



2.2. Matrices de momentos asociadas a productos internos

1. Definida positiva (HPD) si para todo vector no nulo x ∈ Cn, se cumple
xAx∗ > 0. Equivalentemente, si todos sus autovalores son estrictamente po-
sitivos.

2. Semidefinida positiva (HPSD) si para todo vector x ∈ Cn, se cumple xAx∗ ≥
0. Equivalentemente, si todos sus autovalores son no negativos.

Para una matriz hermitiana, el producto escalar ⟨x, y⟩A = xAy∗ define un producto
interno si y solo si A es definida positiva.

Definición 7. Sea ⟨·, ·⟩ un producto interno en el espacio de los polinomios P[z] y
considérese la base algebraica B = { zk }k≥0. La matriz de momentos asociada a
⟨·, ·⟩ es la matriz infinita

M =
(
ci,j

)
i,j≥0

, ci,j :=
〈
zi, zj

〉
, i, j ∈ N0.

En particular, si existe una medida de Borel µ con soporte infinito tal que ⟨p, q⟩ =∫
p(z) q(z) dµ(z), entonces

ci,j =

∫
z i z j dµ(z) .

Esta matriz de momentos encapsula la información del producto interno respec-
to a la base monomial.

Desde una perspectiva matricial, que facilita el análisis algebraico, podemos con-
siderar que una matriz infinita HPD M induce en P[z] el siguiente producto:

⟨p(z), q(z)⟩M = vMw∗, (2.1)

donde v = (v0, v1, . . . , vn, 0, . . .), w = (w0, w1, . . . , wm, 0, . . .) ∈ c00 = {(xn)∞n=1 ∈ CN :
∃n0 ∈ N | xn = 0, ∀n ≥ n0} para polinomios p(z) =

∑n
k=0 vkz

k y q(z) =
∑m

k=0wkz
k.

La matriz de momentos M = (cij)
∞
i,j=0 definida por: cij = ⟨zi, zj⟩M , induce una

norma Hilbertiana denotada por: ∥p(z)∥2M = ⟨p(z), p(z)⟩M ,∀p(z) ∈ P [z]

Definición 8. Sea A =
(
aij

)
i,j≥0

una matriz infinita. Para cada n ∈ N definimos su
sección principal de orden n (también llamada truncación o submatriz principal)
como

An =
(
aij

)
0≤i,j≤n−1

=


a00 a01 . . . a0n−1

a10 a11 . . . a1n−1
...

...
. . .

...
a(n−1)0 a(n−1)1 . . . a(n−1)(n−1)

 .

Estas secciones permiten “aproximar” A por operadores de rango finito y realizar
cálculos numéricos.

Las secciones principales son cruciales para el análisis numérico y la aproxima-
ción de operadores definidos por matrices infinitas.
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2.3. Operador multiplicación por z

Definición 9. El operador multiplicación por z, lo denotaremos como D, y es la
aplicación D : P[z] 7→ P[z] tal que: D(p(z)) = zp(z). Esta aplicación es lineal ya que

D(αp(z) + βq(z)) = z(αp(z) + βq(z)) = αD(p(z)) + βD(q(z))

Denotaremos como D la representación matricial del operador multiplicación por z
en la base de los polinomios ortonormales.

Definición 10. El operador multiplicación D se dice acotado en (P[z], ⟨·, ·⟩) si exis-
te una constante C > 0 tal que

∥D(p)∥ ≤ C∥p∥, ∀p ∈ P[z].

La menor constante C que satisface esta desigualdad se denomina norma del
operador y se denota por ∥D∥.

La acotación de este operador tiene importantes consecuencias para la locali-
zación de los ceros de los polinomios ortogonales. A continuación, se presenta
cómo se representa este operador en la base de polinomios ortonormales.

Definición 11. Sea {φn}n≥0 una base ortonormal de P[z] respecto a un produc-
to interior ⟨·, ·⟩. zφn(z) es un polinomio de grado n + 1 que se puede expresar en
términos de la base ortonormal como:

zφn(z) = d0,0φ0(z) + d1,0φ1(z) + · · ·+ dn,0φn(z) + dn,n+1φn+1(z)

Esta expresión recurrente define la matriz infinita D = (di,j)
∞
i,j=0 que representa al

operador multiplicación D respecto de la base de polinomios ortonormales. Deno-
tamos por Dn a la sección de orden n.

Proposición 1. Para todos los índices i, j ≥ 0 se verifica

di,j = 0 si i > j + 1.

En consecuencia D es una matriz Hessenberg superior infinita:

D =


d0,0 d0,1 d0,2 d0,3 · · ·
d1,0 d1,1 d1,2 d1,3 · · ·
0 d2,1 d2,2 d2,3 · · ·
0 0 d3,2 d3,3 · · ·
...

...
...

...
. . .

 .

El patrón de ceros proviene del hecho de que deg(zφj) = j + 1, de modo que al
expandir zφj en la base solo aparecen φ0, . . . , φj+1.

La estructura de Hessenberg de la matriz D es una propiedad clave que simpli-
fica muchos análisis. Esta matriz posee varias propiedades importantes, espe-
cialmente en relación con los ceros de los polinomios ortonormales.
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2.3. Operador multiplicación por z

Propiedades de la matriz D

Si el producto interior procede de una medida real en un intervalo (caso
clásico), la relación de tres términos zφj = aj+1φj+1+ bjφj + ajφj−1 hace que
D sea tridiagonal y simétrica (matriz de Jacobi), un caso particular dentro
de las Hessenberg.

Las secciones principales Dn = (di,j)0≤i,j≤n son matrices (n + 1) × (n + 1)
cuya transpuesta tiene como autovalores los ceros del polinomio φn+1. Esto
conecta la teoría espectral de D con la localización de ceros.

El determinante de Dn − zIn denotado por |Dn − zIn| donde In es la matriz
identidad de dimensiones (n + 1) × (n + 1) es un polinomio proporcional a
φn+1(z), es decir, tienen las misma raíces.

La conexión entre los autovalores de las secciones de D y los ceros de los polino-
mios ortonormales es un resultado fundamental, cuya demostración se detalla
a continuación.

Proposición 2. Los ceros de los polinomios ortogonales φn+1(z) son exactamente
los autovalores de la matriz transpuesta Dt

n, es decir,

σ(D t
n) = Z(φn+1) = {z ∈ C : φn+1(z) = 0}.

Demostración. Sea z0 una raíz de φn+1(z), es decir, φn+1(z0) = 0. Entonces:

z0φ0(z0) = d0,0φ0(z0) + d1,0φ1(z0)

z0φ1(z0) = d0,1φ0(z0) + d1,1φ1(z0) + d2,1φ2(z0)

−−−−−−−−−−−−−−−−

z0φn(z0) = d0,nφ0(z0) + d1,nφ1(z0) + · · ·+ dn,nφn(z0) + dn+1,nφn+1(z0)

Puesto que φn+1(z0) = 0, la última igualdad queda:

z0φn(z0) = d0,0φ0(z0) + d1,0φ1(z0) + · · ·+ dn,0φn(z0).

Esto se puede expresar matricialmente de la siguiente forma

z0


φ0(z0)
φ1(z0)

...
φn(z0)

 = Dt
n


φ0(z0)
φ1(z0)

...
φn(z0)


lo cual significa que z0 es autovalor de la matriz Dt

n siendo el autovector
(φ0(z0), φ1(z0), . . . , φn(z0)) (que es no nulo ya que φ0(z) es constante).

Por lo tanto, todos las raíces de φn son autovalores de la matriz Dt
n, y por tanto

de Dn.

9
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Este resultado establece una correspondencia directa entre el problema alge-
braico de encontrar autovalores y el problema analítico de encontrar ceros de
polinomios.

Como consecuencia, el determinante |Dn − zIn| es un polinomio ortogonal móni-
co.

El enfoque matricial no solo se limita a la representación del operador multiplica-
ción, sino que también permite caracterizar los propios polinomios ortogonales.

Siguiendo con el enfoque matricial propuesto por C. Escribano y R. Gonzalo,
sabemos que los polinomios mónicos ortogonales de Sobolev se pueden obtener
a partir de la matriz del operador multiplicación D y la matriz de momentos
asociada al producto interno inducido por M.

Definición 12. [11] El radio espectral de una matriz cuadrada A ∈ Mn(C),
denotado por ρ(A), se define como el máximo de los valores absolutos de sus
autovalores:

ρ(A) = máx{|λ| : λ es autovalor de A} (2.2)

Definición 13. Sea A ∈ Mn(C) matriz finita, la matriz A∗A ( AtA en el caso de
matrices con entradas reales) es una matriz hermitiana de orden n y semidefinida
positiva. Por lo tanto, tiene n autovalores mayores o iguales que cero contados con
su multiplicidad

0 ≤ λn ≤ · · · ≤ λ2 ≤ λ1

Los valores singulares de A son:

σk =
√
λk

siendo:
0 ≤ σn ≤ . . . σ2 ≤ σ1

Utilizando el criterio de Rayleigh y el Principio de min-max de Courant-Fischer [12]
se tiene que estos valores singulares tienen relación con la norma de aplicaciones
lineales y continuas cuando consideramos la norma euclídea en los espacios Cn.
De hecho,

1.
σ2
1 = máx{< A∗Ax, x >: ∥x∥ = 1} = máx{∥Ax∥2 : ∥x∥ = 1} = ∥A∥2

2. Principio min-max: el segundo mayor valor singular de una matriz es el mí-
nimo de las normas de las restricciones de la aplicación A a los espacios de
codimnesión 1.

σ2
2 = mı́n

V :cod(V )=1
máx{∥Ax∥2, x ∈ V, ∥x∥ = 1} = mı́n

V :cod(V )=1
∥A/V ∥2

siendo A/V la restricción de la aplicación lineal A al subespacio V .
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2.4. Productos internos de Sobolev

Los valores singulares, especialmente el mayor, están directamente relacionados
con la norma del operador, lo que es crucial para el análisis de la acotación. Para
simplificar la discusión futura, introducimos la siguiente notación.

Definición 14. Sea Dn la sección de la matriz infinita D que representa al opera-
dor D multiplicación por z en una base de polinomios ortogonales asociada a un
producto internodefinido en el espacio de polinomios P[z]. Definimos:

1. Los valores singulares de Dn se denotan como σ1,n ≥ σ2,n ≥ . . . , σn,n

2. El radio espectral como ρ(Dn)

3. El conjunto de ceros de φn como Zn

Proposición 3. Sea D el operador multiplicación por z en ℓ2 y D = (di,j)i,j≥0 su
matriz infinita . Sea Dn = (di,j)0≤i,j≤n la sección de orden n+ 1. Entonces

ĺım
n→∞

∥Dn∥ = ∥D∥.

Esta proposición establece una conexión importante entre las normas de las
secciones finitas y la norma del operador infinito.

Utilizando este resultado se tiene que:

ĺım
n→∞

σ1,n(Dn) = ĺım
n→∞

∥Dn∥ = ∥D∥

que siempre existe pudiendo ser ∞ en el caso no acotado.

Con estos fundamentos de álgebra lineal y teoría de operadores establecidos,
podemos ahora adentrarnos en la definición específica de los productos internos
de Sobolev.

2.4. Productos internos de Sobolev

Una vez establecidos los conceptos básicos del álgebra lineal, debemos extender
nuestro marco teórico al contexto de espacios funcionales, donde se desarro-
lla el estudio de los polinomios ortogonales de Sobolev. Para ello, necesitamos
introducir los productos de Sobolev, que nos permitirán formalizar los distin-
tos productos internos respecto a los cuales definiremos la ortogonalidad. Estos
productos internos pueden tomar diversas formas, ya sean continuos o discre-
tos, reales o complejos, y son fundamentales para caracterizar las propiedades
de los polinomios ortogonales asociados.

Definición 15. Sea Sr(a) =
{
z ∈ C : |z − a| = r

}
la circunferencia de centro

a ∈ C y radio r > 0. Denotaremos por dma;r la medida de Lebesgue en Sr(a). Para
toda función continua f : Sr(a) → C definimos∫

Sr(a)
f(z) dma;r(z) :=

1

2π

∫ 2π

0
f
(
a+ reiθ

)
dθ,

de modo que dma;r queda normalizada
(
dma;r(Sr(a)) = 1

)
.

11
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Esta medida es fundamental para definir productos internos en el plano com-
plejo, especialmente en el contexto de los polinomios ortogonales en la circunfe-
rencia unitaria o en otras circunferencias.

Los productos internos de Sobolev con los que se trabajará son de la forma:

1. Continuo Real con Soportes Compactos

⟨p(t), q(t)⟩ =
∫ b

a
p(t)q(t)w1(t) dt+

∫ d

c
p′(t)q′(t)w2(t) dt (2.3)

donde w1(t) y w2(t) son pesos continuos, no negativos y distintos de la
función f ≡ 0.

2. Discreto Real con Átomo

⟨p(t), q(t)⟩ =
∫ b

a
p(t)q(t)w1(t) dt+ p′(c)q′(c) (2.4)

con w1(t) peso continuo, no negativo y distinto de la función f ≡ 0.

3. Continuo Complejo en Circunferencias

⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
Srb

(b)
p(z) q(z) dmb;rb +

∫
Sra (a)

p′(z) q′(z) dma;ra . (2.5)

4. Discreto Complejo en Circunferencia con Átomo

⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
Srb

(b)
p(z) q(z) dmb;rb + p′(c) q′(c). (2.6)

Mas generalmente,

Definición 16. [13] Sea µ = (µ1, µ2) un conjunto de medidas de Borel, positivas
y finitas, con soportes supp(µ1), supp(µ2) ⊂ C y µ1 con soporte infinito, y sea p, q ∈
P[z]. Definimos el producto de Sobolev asociado a µ como

⟨p, q⟩S =

∫
C
p(z) q(z) dµ1(z) +

∫
C
p′(z) q′(z) dµ2(z).

Para los casos discretos, la medida de Dirac juega un papel crucial.

Definición 17. Sea a ∈ C. La medida de Dirac en a, denotada δa, es la medida
de Borel definida por

δa(A) =

{
1, a ∈ A,

0, a /∈ A,
A ⊂ C Borel.

Para cualquier función medible f : C → C se cumple∫
C
f(z) dδa(z) = f(a).

12



2.4. Productos internos de Sobolev

En particular, si p es un polinomio,

|p(a)|2 =

∫
C
|p(z)|2 dδa(z).

Cuando se desea ponderar la masa, se emplea el “átomo ponderado” λ δa (λ > 0),

para el cual
∫

f d(λδa) = λ f(a).

Observación: En los casos discretos con atomo, la medida utilizada es la me-
dida de Dirac, es decir, se considera un atomo en un punto específico del espacio
complejo, lo que permite evaluar la función en ese punto y ponderar su contri-
bución al producto interno.

Definición 18. En un espacio de Sobolev asociado a dos medidas se define el
número R

R = máx{|z| : z ∈ supp(µ1) ∪ supp(µ2)},

En particular, en los casos tratados:

1. Caso continuo real
R = máx{|a|, |b|, |c|, |d|}

2. Caso continuo con átomo:

R = máx{|a|, |b|, |c|}

3. Caso continuo complejo

R = máx{z ∈ Sra(a) ∪ Srb(b)} = máx{|a|+ ra, |b|+ rb}

4. Caso complejo con átomo

R = máx{máx |z| : z ∈ Sra(a), |c|} = máx{|a|+ ra, |c|}

Hay que destacar que este número, en el caso de un productos internos aso-
ciados a una sóla medida, es decir, el caso standard de polinomios ortogonales
asociados a una medida del tipo

< p, q >=

∫
p(z)q(z) dµ

coincide con
R = máx{|z| : z ∈ supp(µ)}

Es conocido que cuando la medida tiene soporte acotado,

ĺım
n→∞

σ1,n = ∥D∥ = R

13
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Este valor R proporciona una medida del tamaño de la región donde se definen
las medidas del producto de Sobolev. Al igual que con los productos internos
generales, los productos de Sobolev también admiten una representación matri-
cial.

Definición 19. [13] Sea µ = (µ1, µ2) un conjunto de medidas de Borel, positivas,
con soporte compacto en C. Denotemos por

Mj := M(µj) =
(
c(j)n,m

)
n,m≥0

, c(j)n,m :=

∫
C
z n zm dµj(z), j = 1, 2,

las respectivas matrices de momentos (cada una HSPD). La matriz de momentos

Sobolev asociada al sistema µ es entonces

MS = M1 +ΛM2Λ
∗

donde Λ = (λi,j)i,j≥0 es la matriz infinita que representa el operador derivación
definida por:

λi,j =

{
j si i = j − 1

0 en otro caso

o equivalentemente:

Λ =


0 0 0 0 0 · · ·
1 0 0 0 0 · · ·
0 2 0 0 0 · · ·
0 0 3 0 0 · · ·
...

...
...

...
...

. . .


Luego el producto matricial interno de Sobolev asociada a un conjunto de matri-
ces HPSD {M1,M2} con M1 siendo HPD en P[z] se define como:

⟨p(t), q(t)⟩MS = v
(
M1 +ΛM2Λ

∗
)
w∗.

La matriz Λ representa el operador de derivación en la base monomial. Cuando
se utilizan medidas de Dirac, la matriz de momentos asociada tiene una estruc-
tura particular.

Definición 20. [13] Sea δa la medida de Dirac concentrada en a ∈ C. Sus momen-

tos son cn,m =

∫
C
z n zm dδa(z) = an am, n,m ≥ 0.

La matriz de momentos asociada, denotada M(a) = M(δa), es por tanto

M(a) =
(
an am

)
n,m≥0

=


1 a a2 a3 . . .
a |a|2 aa2 aa3 . . .
a2 a2a |a|4 a2a3 . . .
a3 a3a a3a2 |a|6 . . .
...

...
...

...
. . .

 .

Nótese que dicha matriz de momentos no define un producto interno.
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2.5. Planteamiento del problema

Aunque M(a) por sí sola no define un producto interno (ya que no es definida po-
sitiva, solo semidefinida positiva), puede ser un componente en la construcción
de productos internos de Sobolev más generales.

Escribano y Gonzalo generalizaron la definición de producto interno de Sobolev
a producto interno de Sobolev matricial, considerando matrices que no necesa-
riamente provienen de medidas de Borel.

Definición 21. [13] Sea {M1,M2} un conjunto de matrices HPSD, siendo M1 HPD,
el producto matricial de Sobolev inducido, denotado por ⟨·, ·⟩MS , se define como:

⟨p(z), q(z)⟩MS = ⟨p(z), q(z)⟩M1 + ⟨p′(z), q′(z)⟩M2 , ∀p(z), q(z) ∈ P[z] (2.7)

Observación Cuando M1 es la matriz de momentos de una medida µ1 y M2 de
µ2, los cuatro casos (1.3)-(1.6) se recuperan como casos particulares.

Con estas definiciones establecidas, podemos formular el problema central de
este trabajo.

2.5. Planteamiento del problema

El problema central de investigación que motiva este trabajo es el siguiente: Sean
µ1 y µ2 dos medidas de Borel positivas con soporte compacto, con µ1 con soporte
infinito, sea ⟨·, ·⟩S el producto interno de Sobolev asociado y sea Z el conjunto de
ceros de los polinomios ortonormales de Sobolev {φi}i≥0. ¿Es Z acotado?

Esta cuestión fundamental no ha sido completamente resuelta en la literatura,
especialmente en el caso complejo cuando los soportes son disjuntos o cuando
no se cumple la hipótesis de dominación secuencial, conceptos que se verán
después.

El estudio de la acotación de los ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev
se traslada, mediante el uso de la representación matricial del operador multi-
plicación D, al análisis del radio espectral de las secciones de la matriz infinita.
Sabemos que si la sucesión {ρ(Dn)}n≥0 esta acotada, entonces el conjunto de
ceros Z estará acotado.

Objetivo: Determinar condiciones necesarias y suficientes para la acotación del
conjunto de ceros en cada uno de los casos (1.3)-(1.6) de productos internos de
Sobolev, estableciendo relaciones entre:

la acotación de Z,

la acotación del operador multiplicación D,

el comportamiento asintótico de ρ(Dn).

el comportamiento asintótico σ1,n y σ2,n.

Metodología: Para la parte computacional emplearemos MAPLE con el fin de:

1. generar las matrices Dn para valores crecientes de n,
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2. calcular los radios espectrales ρ(Dn) y analizar su comportamiento asintó-
tico,

3. visualizar los polinomios ortogonales y localizar sus ceros en el plano com-
plejo,

4. contrastar numéricamente las cotas teóricas obtenidas y explorar casos
donde las condiciones clásicas de dominación secuencial no se satisfacen.

Antes de abordar este problema, es importante revisar el estado actual del co-
nocimiento en esta área.

2.6. Estado del arte

En la literatura se ha abordado el problema de los ceros de polinomios ortogona-
les de Sobolev mayoritariamente desde la perspectiva de la localización general
de los ceros.

Primero vamos a probar que la acotacion del operador multiplicación D en P[z] es
condicion suficiente para la acotación de los ceros de los polinomios ortogonales
respecto a un producto inducido por una matriz HPD.

Proposición 4. [13] Sea M una matriz HPD y {φn(z)}∞n=0 la secuencia de polino-
mios ortonormales asociados al producto interno inducido por M. Si D está acotado
en P[z], el conjunto de ceros de los polonomios ortonormales asociados a M está
acotado. Además,

Z = {z ∈ C : ∃n ∈ N, φn(z) = 0} ⊂ {z ∈ C : |z| < ∥D∥}.

Demostración. Asumamos que para z0 ∈ Z existe un n ∈ N tal que φn(z0) = 0.
Luego, φn(z) = (z− z0)Pn−1(z), 0 ̸= Pn−1 ∈ Pn−1[z]. Por lo tanto, φn(z0) = zPn−1(z)−
z0Pn−1(z) y porque φn(z) y Pn−1(z) son ortogonales en M se sigue que

∥zPn−1(z)∥2 = ⟨φn(z) + z0Pn−1(z), φn(z) + z0Pn−1(z)⟩ = ∥φn(z)∥2 + |z0|2∥Pn−1(z)∥2,

por lo que,

|z0|2∥Pn−1(z)∥2 = ∥zPn−1(z)∥2 − ∥φn(z)∥2 < ∥zPn−1(z)∥2 =

∥zPn−1(z)∥2 = ∥D(Pn−1)∥2 ≤ ∥D∥2∥Pn−1(z)∥2.

Como ∥Pn−1(z)∥ ≠ 0, se concluye que

|z0|2 < ∥D∥,

como se requería.

Este resultado fundamental y usado extensamente en la literatura establece que
los ceros de polinomios ortogonales de Sobolev están contenidos en un disco
centrado en cero cuyo radio es la norma del operador D, si dicho operador está
acotado. Veamos resultados que nos permiten acotar la norma del operador
multiplicación D.
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Para acotar el operador multiplicación, G. López y H. Pijeira [14] introdujeron el
concepto de medidas secuencialmente dominadas.

Definición 22. [14] Diremos que el producto de Sobolev con dos medidas es se-
cuencialmente dominado si

supp(µ2) ⊂ supp(µ1), j = 1, 2.

y
dµ2 = f1dµ1, f1 ∈ L∞(µ1).

Esta condición de dominación secuencial es clave para garantizar la acotación
del operador multiplicación en ciertos casos.

En el caso continuo real, se tiene que como consecuencia de la Definición 23:

Corolario 1. El producto interno de Sobolev

⟨p(t), q(t)⟩ =
∫ b

a
p(t)q(t)w1(t) dt+

∫ d

c
p′(t)q′(t)w2(t) dt

es secuencialmente dominado cuando se cumple que [c, d] ⊂ [a, b] y ∃c > 0, w2(t) ≤
c · w1(t) continuos.

Para trabajar con matrices de momentos introduciremos la definición para esta
noción de secuencial dominacion y un teorema análogo que nos dará la acota-
ción. Estos conceptos fueron generalizados por Escribano y Gonzalo [13] para el
caso matricial.

Definición 23. [13] Sea {M1,M2} un conjunto de matrices HSPD. Diremos que
{M1,M2} es secuencialmente dominada si existe una constante positiva C tal que

M2 ≤ C · M1.

donde A ≤ B significa que vAv∗ ≤ vBv∗ para todo v ∈ c00.

Como consecuencia de [9] Proposición 5, se tiene que el producto Sobolev

⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
Srb

(b)
p(z) q(z) dmb;rb +

∫
Sra (a)

p′(z) q′(z) dma;ra .

es matricialmente secuencialmente dominado, es decir, {M(mb;rb),M(ma;ra)} for-
man un conjunto de matrices secuencialmente dominado cuando se cumple que
Sra(a) ⊂ Drb(b), donde Drb(b) = {z ∈ C : |z − b| < rb} denota el disco abierto de cen-
tro b y radio rb.

Teorema 1. [13] Sea {M1,M2} un conjunto de matrices HPD secuencialmente do-
minado. Asuma que para j = 1, 2 el operador multiplicación Dj está acotado en
(P[z], ⟨·, ·⟩)Mj . Considera el producto matricial de Sobolev siguiente:

⟨p(t), q(t)⟩MS = ⟨p(t), q(t)⟩M1 + ⟨p′(t), q′(t)⟩M2 .

Entonces, el operador multiplicación D está acotado en (P[z], ⟨·, ·⟩)MS .
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Este teorema es una herramienta poderosa para establecer la acotación del ope-
rador multiplicación en el contexto de productos de Sobolev matriciales. Un co-
rolario directo se aplica a los productos de Sobolev definidos en circunferencias.

Corolario 2. Como consecuencia del Teorema 1, para el producto interno de So-
bolev

⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
Srb

(b)
p(z) q(z) dmb;rb +

∫
Sra (a)

p′(z) q′(z) dma;ra .

el operador multiplicación D está acotado en (P[z], ⟨·, ·⟩)S cuando se cumple que
Sra(a) ⊂ Drb(b). Y por tanto el conjunto Z está acotado.

Sin embargo, como consecuencia de [9] Proposición 6, podemos asegurar que
para el producto Sobolev

⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
Srb

(b)
p(z) q(z) dmb;rb +

∫
Sra (a)

p′(z) q′(z) dma;ra .

El operador multiplicación D está acotado en (P[z], ⟨·, ·⟩)S cuando se cumple que
a ∈ Drb(b) y ra > 0, incluso cuando no estamos en un caso matricialmente se-
cuencialmente dominado. Este resultado es particularmente interesante porque
muestra que hay casos donde la acotación del operador puede obtenerse bajo
condiciones geométricas más generales que la dominación secuencial.

Para extender estos resultados a productos de Sobolev que incorporan términos
discretos, como la evaluación de la derivada en un punto específico, necesitamos
introducir el concepto de punto de evaluación acotado.

Los puntos de evaluación acotados constituyen una herramienta fundamental
para extender los resultados de acotación del operador multiplicación a pro-
ductos internos de Sobolev con componentes discretas. Como veremos en los
resultados siguientes, cuando un punto es de evaluación acotada respecto a la
medida principal µ1, es posible garantizar la acotación del operador multiplica-
ción en productos internos de Sobolev que incluyen términos discretos como
|p′(a)|2, lo que a su vez asegura la acotación del conjunto de ceros de los polino-
mios ortogonales asociados.

Definición 24. [9] Decimos que a ∈ C es un punto de evaluación acotado de
una medida µ (abreviado bpe de µ) si existe una constante C > 0 tal que

|p(a)|2 ≤ C

∫
|p(z)|2 dµ(z), p(z) ∈ P[z].

Definición 25. [9] Para un conjunto compacto K ⊂ C, la envoltura convexa
polinómica de K, denotada por PC(K), se define como

PC(K) =

{
z ∈ C : |p(z)| ≤ máx

ξ∈K
|p(ξ)| para todo p ∈ P[z]

}
.

La envoltura convexa polinómica juega un papel importante en la caracterización
de los puntos de evaluación acotados.

En particular, por [15], [16]
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1. Para el caso real, cuando K es union de intervalos, PC(K) coincide con K.

2. Para el caso en el que K es una circunferencia, cuando K es Sr(a), PC(K)
coincide con Dr(a).

Estos resultados conectan la geometría del soporte de la medida con las propie-
dades analíticas de los puntos de evaluación.

Lema 1. [9] Todo punto de evaluación acotado de una medida µ está contenido
en la envoltura polinómica convexa del soporte de µ.

Además, todo punto de evaluación acotado de una medida µ es un punto de
evaluación de la matriz de momentos asociada a µ.

La noción de punto de evaluación acotado se extiende naturalmente al contexto
de matrices de momentos.

Definición 26. [9] Sea M una matriz hermítica positiva definida (HPD) y a ∈ C.
Decimos que a es un punto de evaluación acotado (bpe) de M si existe una
constante C > 0 tal que

|p(a)|2 ≤ C ∥p(z)∥2M , p(z) ∈ P[z].

Existe una equivalencia útil entre ser un punto de evaluación acotado y la do-
minación secuencial.

Proposición 5. [9] Sea M una matriz HPD y a ∈ C. Entonces son equivalentes:

1. a es un punto de evaluación acotado de M ;

2. el conjunto {M, M(a)} es secuencialmente dominado;

Esta equivalencia permite aplicar resultados de dominación secuencial al estu-
dio de puntos de evaluación acotados. La siguiente proposición muestra cómo
la propiedad de ser un punto de evaluación acotado se preserva bajo la adición
de un término de derivada.

Proposición 6. [9] Sea M una matriz HPD tal que el operador de multiplicación
D es acotado en

(
P[z], ∥ · ∥M

)
, y sea a ∈ C punto de evaluación acotado de M .

Entonces D también es acotado en P[z] respecto a la norma

∥p(z)∥2MS
= ∥p(z)∥2M +

∣∣p′(a)∣∣2.
Un corolario importante de este resultado se aplica a productos de Sobolev dis-
cretos en circunferencias.

Corolario 3. [9] Sea mb;rb una medida de Lebesgue soportada en una circunfe-
rencia Srb(b). Supongamos que a ∈ Drb(b) y consideremos la norma de Sobolev
discreta

∥p∥2S =

∫
Srb

(b)
|p(z)|2 dmb;rb +

∣∣p′(a)∣∣2, p ∈ P[z].
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Entonces el operador multiplicación D : p(z) 7→ z p(z) es acotado en
(
P[z], ∥ · ∥S

)
.

En consecuencia, el conjunto de ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev
asociados está acotado.

Estos resultados proporcionan condiciones suficientes para la acotación de los
ceros en varios escenarios importantes.

Además de las técnicas basadas en matrices de momentos y acotación de ope-
radores, existen otros enfoques en la literatura para estudiar la acotación del
conjunto de ceros de polinomios ortogonales de Sobolev. Estos métodos alterna-
tivos no requieren necesariamente el uso de representaciones matriciales ni el
análisis de la acotación del operador multiplicación.

Un enfoque geométrico importante se basa en el análisis directo de las pro-
piedades de los soportes de las medidas involucradas. Por ejemplo, cuando los
soportes de las medidas µ1 y µ2 son disjuntos, es posible obtener cotas explícitas
para la localización de los ceros utilizando técnicas de análisis complejo y teoría
de potencial.

Otro método relevante utiliza las propiedades asintóticas de los coeficientes de
las relaciones de recurrencia de tres términos que satisfacen los polinomios or-
togonales de Sobolev. Este enfoque, desarrollado por varios autores, permite es-
tudiar el comportamiento de los ceros sin necesidad de construir explícitamente
las matrices asociadas.

También se han desarrollado técnicas basadas en desigualdades integrales y
métodos variacionales que proporcionan información sobre la distribución asin-
tótica de los ceros. Estos métodos son particularmente útiles cuando se busca
información cualitativa sobre el comportamiento de los ceros más que cotas
cuantitativas precisas.

Un ejemplo concreto de estas técnicas alternativas se presenta en el siguiente
resultado para soportes disjuntos:

Teorema 2. [7] En un producto Sobolev del Caso Real Continuo, si co(supp(µ1)) ∩
co(supp(µ2)) = ∅, entonces, los ceros de φn están contenidos en el disco centrado
en el punto de co(supp(µ2)) más alejado de co(supp(µ1)) y radio el diámetro de
co(supp(µ1))∪ co(supp(µ2)). Donde co(K) es la envoltura convexa de un conjunto K,

co(K) =
{ m∑
j=1

λjxj : xj ∈ K, λj ≥ 0,

m∑
j=1

λj = 1, m ∈ N
}
;

es decir, el menor conjunto convexo que contiene a K o, equivalentemente, la inter-
sección de todos los subconjuntos convexos cerrados de C que contienen a K.
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Capítulo 3

Casos Analizados y Conjeturas

En el Capítulo 2 se establecieron los cimientos teóricos que guiarán todo el tra-
bajo: se revisaron las nociones básicas de polinomios ortogonales y sus matrices
de momentos, se introdujo el operador de multiplicación D y se formalizó la or-
togonalidad de Sobolev junto con el problema central de la localización de ceros.
Además, se contextualizó el estado del arte resaltando la utilidad de la aproxi-
mación matricial y de los estudios numéricos para desvelar la geometría de los
ceros bajo diferentes productos internos.

El objetivo de este segundo capítulo es aplicar aquel armazón teórico a los 4
casos concretos y, a partir de la evidencia obtenida, formular conjeturas que
orienten futuras demostraciones rigurosas. Con este fin, el capítulo se organiza
en tres secciones principales:

3.1 Caso real - Se analizan productos de Sobolev definidos sobre sopor-
tes en la recta real. La simplicidad geométrica permite contrastar los re-
sultados con referencias clásicas y calibrar las herramientas algebraicas
presentadas anteriormente.

3.2 Caso circunferencia - El estudio se traslada al plano complejo consi-
derando medidas soportadas en circunferencias. Esta configuración pone
de relieve la influencia de transformaciones de semejanza y la interacción
entre la topología del soporte y la distribución de ceros.

3.3 Análisis y conjeturas - Reúne las observaciones extraídas de ambos
escenarios para proponer conjeturas sobre:

1. Cotas uniformes para los ceros en función del radio o de la posición
relativa de los soportes.

2. El comportamiento asintótico de valores singulares sucesivos de las
secciones Dn y su relación con el radio espectral.

3. La influencia de la dominación secuencial o matricial en la acotación
de D.

A lo largo del capítulo se alternarán demostraciones analíticas y experimentos
numéricos, reforzando la filosofía descrita en la introducción: combinar la teo-
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Capítulo 3. Casos Analizados y Conjeturas

ría de matrices de Hessenberg con simulaciones para obtener una visión más
completa de los ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev.

En estos experimentos, utilizaremos la metodología computacional expuesta en
el Planteamiento del problema del Capítulo 2, que nos permite calcular y visua-
lizar los ceros de polinomios ortogonales de Sobolev. Las gráficas presentadas
para cada ejemplo muestran:

1. Una primera imagen que muestra los ceros del polinomio ortogonal φn para
un grado fijo, donde el punto rojo destaca el cero de mayor módulo que
determina el radio espectral de la matriz Dn.

2. Una segunda imagen que representa el conjunto completo de todos los
ceros de la familia {φi}ni=0, donde los puntos rojos destacan, para cada
polinomio φi, el cero de mayor módulo que determina el radio espectral
correspondiente.

3. Una tercera imagen que visualiza la evolución de los valores singulares y el
radio espectral en función del orden n de la matriz Dn. En esta gráfica:

Los círculos (que varían cromáticamente del rojo al azul) representan
el radio espectral ρ(Dn) para cada valor de n.

Los diamantes (que varían del verde al morado) corresponden al primer
valor singular σ1,n de cada matriz Dn.

Las cajas o cuadrados (también variando del verde al morado) repre-
sentan el segundo valor singular σ2,n.

Estos gráficos se complementan con una tabla numérica que resume las princi-
pales magnitudes espectrales calculadas mediante nuestro algoritmo en Maple,
incluyendo los valores singulares dominantes, el radio espectral y el máximo de
los radios espectrales en la secuencia, lo que permite contrastar hipótesis sobre
la acotación de ceros.
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3.1. Caso Real

Ejemplo 1. ⟨p, q⟩S =

∫ 1

−1
p(t)q(t) t2 dt+

∫ 1

−1
p′(t)q′(t) t10 dt

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 1,2760
2. σ2,70 = 1,2760
3. R = 1
4. ρ(D70) = 0,9999
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 1,1333

Ejemplo 2. ⟨p, q⟩S =

∫ 2

−2
p(t)q(t) dt+

∫ 1

−1
p′(t)q′(t) dt

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 1,999
2. σ2,70 = 1,999
3. R = 2
4. ρ(D70) = 1,999
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 1,999
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Ejemplo 3. ⟨p, q⟩S =

∫ 1

−1
p(t)q(t) t10 dt+

∫ 1

−1
p′(t)q′(t) t2 dt

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 2,204
2. σ2,70 = 2,122
3. R = 1
4. ρ(D70) = 1,000
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 1,275

Ejemplo 4. ⟨p, q⟩S =

∫ 10

0
p(t)q(t) dt+

∫ 40

30
p′(t)q′(t) dt

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 9,272× 1016

2. σ2,70 = 39,998
3. R = 40
4. ρ(D70) = 42,930
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 50,052
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Ejemplo 5. ⟨p, q⟩S =

∫ 40

30
p(t)q(t) dt+

∫ 10

0
p′(t)q′(t) dt

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 9,272× 1016

2. σ2,70 = 39,991
3. R = 40
4. ρ(D70) = 39,991
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 39,991

Ejemplo 6. ⟨p(t), q(t)⟩S =

∫ 10

0
p(t)q(t) dt+

∫ 50

30
p′(t)q′(t) dt

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 5,990× 1013

2. σ2,70 = 49,983
3. R = 50
4. ρ(D70) = 52,656
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 59,814
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Ejemplo 7. ⟨p(t), q(t)⟩S =

∫ 50

30
p(t)q(t) dt+

∫ 10

0
p′(t)q′(t) dt

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 3,752× 1013

2. σ2,70 = 49,987
3. R = 50
4. ρ(D70) = 49,987
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 49,987

Ejemplo 8. ⟨p(t), q(t)⟩S =

∫ 20

0
p(t)q(t) dt+

∫ 40

30
p′(t)q′(t) dt

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 2,944× 109

2. σ2,70 = 39,985
3. R = 40
4. ρ(D70) = 40,951
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 44,196
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Ejemplo 9. ⟨p(t), q(t)⟩S =

∫ 40

30
p(t)q(t) dt+

∫ 20

0
p′(t)q′(t) dt

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 4,136× 108

2. σ2,70 = 39,989
3. R = 40
4. ρ(D70) = 39,989
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 39,989

Ejemplo 10. ⟨p(t), q(t)⟩S =

∫ −5

−15
p(t)q(t) dt+

∫ 16

5
p′(t)q′(t) dt

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 3,711× 1010

2. σ2,70 = 15,990
3. R = 16
4. ρ(D70) = 17,107
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 21,152
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Ejemplo 11. ⟨p(t), q(t)⟩S =

∫ −5

−15
p(t)q(t) dt+

∫ 14

5
p′(t)q′(t) dt

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 2,338× 1011

2. σ2,70 = 14,992
3. R = 15
4. ρ(D70) = 15,094
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 19,007

Ejemplo 12. ⟨p(t), q(t)⟩S =

∫ 1

−1
p(t)q(t) dt+ p′(0)q′(0)

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 4,704
2. σ2,70 = 0,999
3. R = 1
4. ρ(D70) = 0,999
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 0,999
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Ejemplo 13. ⟨p(t), q(t)⟩S =

∫ 1

−1
p(t)q(t) dt+ p′(2)q′(2)

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 7,441× 1036

2. σ2,70 = 0,999
3. R = 2
4. ρ(D70) = 2,025
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 2,933

Ejemplo 14. ⟨p(t), q(t)⟩S =

∫ 1

0
p(t)q(t) dt+ p′(0)q′(0)

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 35,000
2. σ2,70 = 0,999
3. R = 1
4. ρ(D70) = 0,999
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 0,999
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Ejemplo 15. ⟨p(t), q(t)⟩S =

∫ 1

0
p(t)q(t) dt+ p′(2)q′(2)

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 1,405× 1050

2. σ2,70 = 0,999
3. R = 2
4. ρ(D70) = 2,021
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 3,299
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3.2. Caso Circunferencia

En este capítulo analizamos el comportamiento de los ceros de polinomios orto-
gonales de Sobolev en el caso complejo, donde las medidas están soportadas en
circunferencias. Este enfoque nos permite extender nuestro estudio más allá del
eje real y comprender mejor los fenómenos de distribución de ceros en el plano
complejo.

Ejemplo 1. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S1(0)

p(z)q(z) dm0;1 +

∫
S0,4(0,4)

p′(z)q′(z) dm0,4;0,4

(a) Conjunto de ceros de φ25. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ25.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}25n=0.

1. σ1,25 = 1,516
2. σ2,25 = 1,000
3. R = 1
4. ρ(D25) = 0,667
5. máx{ρ(Dn)}25n=0 = 0,672
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Ejemplo 2. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S1(0)

p(z)q(z) dm0;1 +

∫
S2(0,5)

p′(z)q′(z) dm0,5;2

(a) Conjunto de ceros de φ25. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ25.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}25n=0.

1. σ1,25 = 3,470
2. σ2,25 = 2,968
3. R = 2,5
4. ρ(D25) = 1,108
5. máx{ρ(Dn)}25n=0 = 1,112

Ejemplo 3. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S1(0)

p(z)q(z) dm0;1 +

∫
S10(0,5)

p′(z)q′(z) dm0,5;10

(a) Conjunto de ceros de φ25. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ25.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}25n=0.

1. σ1,25 = 15,248
2. σ2,25 = 13,972
3. R = 10,5
4. ρ(D25) = 1,068
5. máx{ρ(Dn)}25n=0 = 1,185
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Ejemplo 4. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S1(0)

p(z)q(z) dm0;1 +

∫
S1(1)

p′(z)q′(z) dm1;1

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 2,672
2. σ2,70 = 2,672
3. R = 2
4. ρ(D70) = 1,933
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 1,963

Ejemplo 5. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S1(0)

p(z)q(z) dm0;1 +

∫
S1(−10)

p′(z)q′(z) dm−10;1

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 4,963× 1014

2. σ2,70 = 11,211
3. R = 11
4. ρ(D70) = 12,424
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 15,074
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Ejemplo 6. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S0,25(−10)

p(z)q(z) dm−10;0,25 +

∫
S1(0)

p′(z)q′(z) dm0;1

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 9,660× 1022

2. σ2,70 = 10,249
3. R = 10,25
4. ρ(D70) = 10,035
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 10,035

Ejemplo 7. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S1(0)

p(z)q(z) dm0;1 +

∫
S0,25(−10)

p′(z)q′(z) dm−10;0,25

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 1,409× 1023

2. σ2,70 = 10,298
3. R = 10,25
4. ρ(D70) = 11,641
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 14,981
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Ejemplo 8. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S1(0)

p(z)q(z) dm0;1 + p′(0,5 + 0,5i)q′(0,5 + 0,5i)

(a) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}50n=0. (b) Conjunto de ceros de φ50.

1. σ1,50 = 33,560
2. σ2,50 = 1,457
3. R = 1
4. ρ(D50) = 31,489
5. máx{ρ(Dn)}50n=0 = 31,489

Ejemplo 9. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S1(−0,5−0,5i)

p(z)q(z) dm−0,5−0,5i;1 + p′(0)q′(0)

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 314,848
2. σ2,70 = 54,035
3. R = 1,5
4. ρ(D70) = 270,137
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 270,137
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Ejemplo 10. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S1(0)

p(z)q(z) dm0;1 + p′(0,5)q′(0,5)

(a) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}50n=0. (b) Conjunto de ceros de φ50.

1. σ1,50 = 1,542
2. σ2,50 = 1,000
3. R = 1
4. ρ(D50) = 0,533
5. máx{ρ(Dn)}50n=0 = 0,651

Ejemplo 11. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S1(−0,5)

p(z)q(z) dm−0,5;1 + p′(0)q′(0)

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 1,525
2. σ2,70 = 1,500
3. R = 1,5
4. ρ(D70) = 1,017
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 1,031
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Ejemplo 12. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S1(0)

p(z)q(z) dm0;1 + p′(0)q′(0)

(a) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}50n=0. (b) Conjunto de ceros de φ50.

1. σ1,50 = 1,414
2. σ2,50 = 1,000
3. R = 1
4. ρ(D50) = 0,000
5. máx{ρ(Dn)}50n=0 = 0,000

Ejemplo 13. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S1(0)

p(z)q(z) dm0;1 + p′(0,5i)q′(0,5i)

(a) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}50n=0. (b) Conjunto de ceros de φ50.

1. σ1,50 = 6,325
2. σ2,50 = 1,492
3. R = 1
4. ρ(D50) = 5,311
5. máx{ρ(Dn)}50n=0 = 5,311
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Ejemplo 14. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S1(−0,5i)

p(z)q(z) dm−0,5i;1 + p′(0)q′(0)

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 9690,600
2. σ2,70 = 1647,790
3. R = 1,5
4. ρ(D70) = 9665,190
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 9665,190

Ejemplo 15. ⟨p(z), q(z)⟩S =

∫
S1(0)

p(z)q(z) dm0;1 + p′(10)q′(10)

(a) Conjunto de ceros de φ70. (b) Conjunto de ceros de φ0, . . . , φ70.

(c) Secuencia de {σ1,n, σ2,n, ρ(Dn)}70n=0.

1. σ1,70 = 3,502× 1026

2. σ2,70 = 1,000
3. R = 10
4. ρ(D70) = 10,345
5. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 14,975
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á
x
Z

E
j.1

:
S
0 (1

),S
0
,4 (0

,4
)

1
,5
1
6

1
,0
0
0

0
,6
6
7

0
,6
7
2

-
-

-
-

-
-

-
-

E
j.2

:
S
0 (1

),S
0
,5 (2

)
3
,4
7
0

2
,9
6
8

1
,1
0
8

1
,1
1
2

-
-

-
-

-
-

-
-

E
j.3

:
S
0 (1

),S
0
,5 (1

0
)

1
5
,2
4
8

1
3
,9
7
2

1
,0
6
8

1
,1
8
5

-
-

-
-

-
-

-
-

E
j.4

:
S
0 (1

),S
1 (1

)
-

-
-

-
2
,6
7
2

2
,6
7
2

1
,9
3
3

1
,9
6
3

-
-

-
-

E
j.5

:
S
0 (1

),S
−
1
0 (1

)
-

-
-

-
4
,9
6
3
×

1
0
1
4

1
1
,2
1
1

1
2
,4
2
4

1
5
,0
7
4

-
-

-
-

E
j.6

:
S
−
1
0 (0

,2
5
),S

0 (1
)

-
-

-
-

9
,6
6
0
×

1
0
2
2

1
0
,2
4
9

1
0
,0
3
5

1
0
,0
3
5

-
-

-
-

E
j.7

:
S
0 (1

),S
−
1
0 (0

,2
5
)

-
-

-
-

1
,4
0
9
×

1
0
2
3

1
0
,2
9
8

1
1
,6
4
1

1
4
,9
8
1

-
-

-
-

E
j.8

:
S
0 (1

),c
=

0
,5

+
0
,5
i

-
-

-
-

-
-

-
-

3
3
,5
6
0

1
,4
5
7

3
1
,4
8
9

3
1
,4
8
9

E
j.9

:
S
−
0
,5−

0
,5
i (1

),c
=

0
-

-
-

-
-

-
-

-
3
1
4
,8
4
8

5
4
,0
3
5

2
7
0
,1
3
7

2
7
0
,1
3
7

E
j.1

0
:
S
0 (1

),c
=

0
,5

-
-

-
-

-
-

-
-

1
,5
4
2

1
,0
0
0

0
,5
3
3

0
,6
5
1

E
j.1

1
:
S
−
0
,5 (1

),c
=

0
-

-
-

-
-

-
-

-
1
,5
2
5

1
,5
0
0

1
,0
1
7

1
,0
3
1

E
j.1

2
:
S
0 (1

),c
=

0
-

-
-

-
-

-
-

-
1
,4
1
4

1
,0
0
0

0
,0
0
0

0
,0
0
0

E
j.1

3
:
S
0 (1

),c
=

0
,5
i

-
-

-
-

-
-

-
-

6
,3
2
5

1
,4
9
2

5
,3
1
1

5
,3
1
1

E
j.1

4
:
S
−
0
,5
i (1

),c
=

0
-

-
-

-
-

-
-

-
9
6
9
0
,6
0
0

1
6
4
7
,7
9
0

9
6
6
5
,1
9
0

9
6
6
5
,1
9
0

E
j.1

5
:
S
0 (1

),c
=

1
0

-
-

-
-

-
-

-
-

3
,5
0
2
×

1
0
2
6

1
,0
0
0

1
0
,3
4
5

1
4
,9
7
5

40



3.3. Análisis y Conjeturas

3.3. Análisis y Conjeturas

El Cuadro 3.1, que resume los experimentos numéricos para el caso real, revela
una variedad de comportamientos. Notablemente, en ejemplos como el primero,
donde el producto de Sobolev puede considerarse secuencialmente dominado
(es decir, el soporte de la integral que involucra las derivadas, I2 = [c, d], está
contenido en el soporte de la integral del término sin derivadas, I1 = [a, b], y el
cociente de los pesos w1(t)/w0(t) está acotado en I1), los valores singulares del
operador de multiplicación truncado Dn y su radio espectral confirman la aco-
tación del operador D. La Proposición a continuación aborda formalmente esta
situación, estableciendo una cota para la norma de D bajo dichas condiciones
de dominación secuencial en el caso real continuo.

Proposición 7. Para el caso continuo real secuencialmente dominado con sopor-
tes I1 = [a, b] y I2 = [c, d] con [c, d] ⊂ [a, b], definamos R = máx{|a|, |b|, |c|, |d|}, α =

máxt∈[a,b]
w1(t)
w0(t)

. Entonces el operador multiplicación D es acotado en el producto

Sobolev y satisface ∥D∥ ≤
√
2(R2 + α) .

Demostración. Sea p(t) ∈ P[t]. Utilizando que (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2) para a, b ≥ 0, se
obtiene:

∥D(p(t))∥2 =
∫ b

a
t2p2(t)w0(t) dt +

∫ d

c

[
(tp(t))′

]2
w1(t) dt

=

∫ b

a
t2p2(t)w0(t) dt+

∫ d

c

(
p(t) + tp′(t)

)2
w1(t) dt ≤

∫ b

a
t2p2(t)w0(t) dt+ 2

(∫ d

c
p(t)2w1(t) dt+

∫ d

c
t2p′(t)2w1(t) dt

)
≤

R2
(∫ b

a
p2(t)w0(t) dt+ 2

∫ d

c
p′(t)2w1(t) dt

)
+ 2

∫ d

c
p(t)2w1(t) dt ≤

2R2∥p(t)∥2 + 2α

∫ d

c
p(t)2w0(t) dt ≤ 2R2∥p(t)∥2 + 2α

∫ b

a
p(t)2w0(t) dt =

2(R2 + α)∥p(t)∥2

Aplicando la Proposición 7 al Ejemplo 1 del Caso Real: tenemos I1 = [−1, 1] (con
w0(t) = t2) y I2 = [−1, 1] (con w1(t) = t10). Así, R = máx{| − 1|, |1|} = 1. El cociente
de pesos w1(t)/w0(t) = t8 (para t ̸= 0) implica α = 1. Por lo tanto, la cota es
∥D∥ ≤

√
2(R2 + α) =

√
2(12 + 1) =

√
4 = 2. Este resultado es consistente con el

valor numérico σ1,70 = 1,2760 (Cuadro 2.1), ya que 1,2760 ≤ 2.

Para el Ejemplo 2, tenemos I1 = [−2, 2] (con w0(t) = 1) y I2 = [−1, 1] (con w1(t) = 1).
Aquí, R = máx{|−2|, |2|, |−1|, |1|} = 2. Como w1(t)/w0(t) = 1 para t ∈ [−1, 1], tenemos
α = 1. Así, obtenemos ∥D∥ ≤

√
2(R2 + α) =

√
2(22 + 1) =

√
2(4 + 1) =

√
10 ≈ 3,16.

Esto también es consistente con el valor experimental σ1,70 = 1,999, confirmando
que la cota teórica es válida.
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Es interesante notar que el Ejemplo 3, aunque no es secuencialmente dominado
(ya que w1(t)/w0(t) = t−8 no está acotado en [−1, 1]), presenta σ1,70 = 2,2040. Si
bien la Proposición 7 no aplica directamente, el valor experimental es cercano a
la cota de 2 obtenida para el Ejemplo 1, lo que podría sugerir alguna relación
subyacente o la necesidad de una cota más general.

Para continuar el análisis, aplicaré el Teorema 2 de la Introducción a los Ejem-
plos 4-11, explorando cómo la relación entre los soportes de las medidas afecta
la acotación del operador y la distribución de ceros.

Para los casos no secuencialmente dominados (Ejemplos 3-11), podemos ob-
servar patrones interesantes. En el Ejemplo 3, donde I1 = [−1, 1] (con w0(t) =
t10) y I2 = [−1, 1] (con w1(t) = t2), aunque los soportes coinciden, el cociente
w1(t)/w0(t) = t−8 no está acotado cerca de t = 0. Esto se refleja en σ1,70 = 2,204,
mientras que ρ(D70) = 1,000, evidenciando un operador acotado pero no necesa-
riamente por las razones del Teorema 2.

Los Ejemplos 4 y 5 muestran casos donde I1 = [0, 10] e I2 = [30, 40] (y viceversa),
con soportes disjuntos y relativamente distantes. Aquí observamos que σ1,n crece
exponencialmente (≈ 9,272× 1016), sugiriendo un operador no acotado, mientras
que ρ(Dn) permanece acotado (42.930 y 39.991 respectivamente). Es impor-
tante destacar que, aunque σ1,n sugiere un operador no acotado en estos ca-
sos, σ2,n parece converger al máximo absoluto de los extremos de los soportes,
R = máx{|a|, |b|, |c|, |d|}. Por ejemplo, en los Ejemplos 4 y 5, R = 40, y los valores
de σ2,70 son 39,998 y 39,991 respectivamente (según el Cuadro 2.1). Esta tenden-
cia de σ2,n a aproximarse a R se mantiene en los siguientes ejemplos de este
grupo (Ejemplos 6-11). Notablemente, cuando el soporte de la medida sin deri-
vada está a la derecha del soporte con derivada (Ejemplo 5), los ceros tienden a
permanecer dentro del soporte de mayor magnitud, con ρ(D70) = 39,991.

Los Ejemplos 6 y 7 con I1 = [0, 10] e I2 = [30, 50] (y viceversa) confirman esta
tendencia. Cuando la segunda medida tiene un soporte más amplio (Ejemplo 6),
los ceros se extienden más allá del soporte máximo (ρ(D70) = 59,814 > 50), mien-
tras que en el Ejemplo 7, con la configuración inversa, los ceros permanecen
confinados (ρ(D70) = 49,987 ≈ 50).

Los Ejemplos 8-11 con diferentes configuraciones de soportes [0, 20] y [30, 40] (y vi-
ceversa), así como [−15,−5] y [5, 16] (o [5, 14]), refuerzan esta observación: cuando
la medida sin derivada (I1) tiene el soporte de mayor magnitud, los ceros tienden
a permanecer dentro de ese soporte (es decir, ρ(D70) ≈ R). Por el contrario, cuan-
do la medida con derivada (I2) tiene el soporte más extremo, los ceros pueden
exceder significativamente R. En estos casos, la localización de los ceros más
externos, ρ(Dn), puede describirse como R+k, donde el factor k (positivo en este
contexto) depende de la geometría relativa de los soportes I1 e I2, incluyendo
su separación, tamaños relativos y cuál de ellos corresponde a la medida con
derivada.

A partir de los Ejemplos 4-11, donde los soportes I1 = [a, b] y I2 = [c, d] varían en
posición y tamaño, se observan las siguientes tendencias:

Operador D (Norma σ1,n): En casos con soportes disjuntos y I2 significa-
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tivamente alejado o más extenso que I1 (e.g., Ej. 4, 6, 10), σ1,n tiende a
valores muy grandes, sugiriendo que D es no acotado.

Segundo Valor Singular (σ2,n): Consistentemente, σ2,n se aproxima a R =
máx{|a|, |b|, |c|, |d|}, el extremo de mayor módulo entre todos los límites de
los soportes.

Radio Espectral (ρ(Dn)): Aunque σ1,n pueda divergir, ρ(Dn) permanece aco-
tado, influenciado por R y la posición relativa de los soportes.

• Si el soporte de la medida sin derivada, I1, contiene el extremo de
mayor módulo (e.g., Ej. 5, 7, 9), ρ(Dn) tienden a converger a R.

• Si el soporte de la medida con derivada, I2, contiene el extremo de
mayor módulo (e.g., Ej. 4, 6, 8, 10, 11), ρ(Dn) pueden superar R. En
estos casos, ρ(Dn) puede describirse como R + k, donde k ≥ 0 es un
factor que depende de:

◦ La separación entre I1 e I2.

◦ Los tamaños relativos de I1 e I2.

◦ Cuál de los soportes (I1 o I2) es el más externo. El factor k tien-
de a ser mayor cuando I2 es el soporte más externo y de mayor
magnitud.

La Proposición 7 nos dio una perspectiva sobre la acotación de D en ciertos casos
continuos. Ahora, dirigimos nuestra atención a los productos internos que, ade-
más de la integral usual, incorporan un término atómico para la derivada, como
se observa en los Ejemplos 11-14 (Cuadro 3.1). Estos productos, de la forma
⟨p(t), q(t)⟩S =

∫ b
a p(t)q(t) dt + p′(c)q′(c), son particularmente interesantes. Aunque

la adición de este átomo a menudo implica que el operador D no sea acotado
(como sugiere σ1,n en dichos ejemplos), los ceros de los polinomios ortogonales
resultantes parecen mantenerse acotados. Esta aparente acotación de los ceros
es lo que exploraremos seguidamente.

A continuación, se analiza el comportamiento en los Ejemplos 12-15 del Cuadro
3.1, que corresponden a productos internos con una medida atómica para la
derivada, de la forma ⟨p(t), q(t)⟩S =

∫ b
a p(t)q(t) dt + p′(c)q′(c). Estos casos no son

secuencialmente dominados en el sentido de la Proposición 7. Una observación
clave es que σ1,n (la norma de Dn) tiende a ser extremadamente grande o infinita
(ver Ej. 13: σ1,70 = 7,4 × 1036 y Ej. 15: σ1,70 = 1,4 × 1050), lo que sugiere que el
operador D es generalmente no acotado en presencia del término atómico.

A pesar de esta aparente no acotación de D, ρ(D70) se mantienen acotados. El
comportamiento de los ceros y del radio espectral ρ(Dn) depende de la posición
del átomo c respecto al intervalo de integración [a, b]:

Si c ∈ [a, b] (como en el Ej. 12, con c = 0 ∈ [−1, 1], y el Ej. 14, con c = 0 ∈ [0, 1]),
ρ(Dn) converge al radio del soporte de la integral, R0 = máx{|a|, |b|}. En
ambos ejemplos, este valor es 1 (observado como 0,999).
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Si c /∈ [a, b] (como en el Ej. 13, con c = 2 /∈ [−1, 1], y el Ej. 15, con c = 2 /∈ [0, 1]),
ρ(Dn) es fuertemente influenciado por la posición del átomo. Específica-
mente, ρ(Dn) se aproxima a |c| = R (e.g., 2,025 ≈ |2| en Ej. 13 y 2,021 ≈ |2|
en Ej. 15), y el cero máximo de φn también se localiza en la vecindad de c,
pudiendo incluso superarlo (e.g., 2,933 en Ej. 13 y 3,299 en Ej. 15).

De manera crucial, en los cuatro ejemplos atómicos (12-15), el segundo mayor
valor singular, σ2,70, converge consistentemente a R0 = máx{|a|, |b|} (que es 1
en estos casos, observado como 0,999), y en algunos ejemplos coincide con R
(cuando c = 0). Esto indica que σ2,n puede servir como un estimador robusto del
radio efectivo del soporte de la parte integral del producto de Sobolev, incluso
cuando el término atómico induce la no acotación del operador de multiplicación
D.

En resumen, la influencia del átomo en c sobre los ceros en los casos reales
analizados es la siguiente:

Si el átomo c se encuentra dentro del intervalo de integración [a, b] (e.g., Ej.
12, 14):

• El radio espectral ρ(Dn) convergen a R0 = máx{|a|, |b|} = R, que es el
radio del soporte de la integral.

• El segundo valor singular σ2,n también converge a R0, sirviendo como
un estimador de esta cota para los ceros.

Si el átomo c se encuentra fuera del intervalo de integración [a, b] (e.g., Ej.
13, 15):

• El radio espectral ρ(Dn) se aproxima a |c| = R.

• Los ceros máximos de φn son fuertemente atraídos por la posición del
átomo, localizándose en la vecindad de c y pudiendo tener módulo ma-
yor que R (y que R0). La cota efectiva para los ceros parece depender
de R y su distancia al intervalo [a, b].

• Aunque el operador D es generalmente no acotado (evidenciado por
σ1,n grande), σ2,n sigue convergiendo a R0.

Pasando ahora al Caso Circunferencia, resumido en el Cuadro 3.2, se investiga
cómo las observaciones del caso real se trasladan al plano complejo. En este
escenario, las medidas de Sobolev se definen sobre circunferencias, y los térmi-
nos atómicos, si existen, son puntos en C. El análisis se centra en la acotación
del operador de multiplicación D y la localización de los ceros, interpretando
los resultados experimentales a la luz de las siguientes conclusiones sobre la
acotación de D.

CASO CONTINUO DOS CIRCUNFERENCIAS: Se consideran productos inter-
nos donde ambas medidas son integrales sobre circunferencias, de la forma
⟨p(z), q(z)⟩ =

∫
Srb

(b) p(z)q(z) dmb;rb +
∫
Sra (a)

p′(z)q′(z) dma;ra.

1. Cuando la segunda circunferencia Sra(a) (y su interior Dra(a)) está con-
tenida en el primer disco abierto Drb(b): Esta situación corresponde a un
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caso secuencialmente dominado, y por tanto, el operador D está acotado.

El Ejemplo 1 del Cuadro 3.2 (S1(0) y S0,4(0,4)) satisface esta condición,
ya que |0,4 − 0| + 0,4 = 0,8 < 1. Consistentemente, σ1,n ≈ 1,516 es finito,
indicando acotación.

2. Cuando el centro de la segunda circunferencia a está contenido en
el primer disco abierto Drb(b) (aunque Sra(a) no esté contenido en di-
cho disco): En este caso, se ha demostrado que D está acotado [9]. Este
caso no es necesariamente secuencialmente dominado ni matricialmente
secuencialmente dominado en el sentido clásico.

El Ejemplo 2 (S1(0) y S2(0,5)): a = 0,5 ∈ D1(0). Se observa σ1,25 = 3,470.

El Ejemplo 3 (S1(0) y S10(0,5)): a = 0,5 ∈ D1(0). Se observa σ1,25 = 15,248.

Ambos ejemplos muestran convergencia para σ1,n, apoyando la acota-
ción de D.

3. Cuando el centro de la segunda circunferencia a no está contenido
en el primer disco abierto Drb(b): Este es un caso no secuencialmente
dominado, y el comportamiento de D no se conoce teóricamente de forma
general.

El Ejemplo 5 (S1(0) y S1(−10)): a = −10 /∈ D1(0). σ1,70 = 4,963× 1014.

El Ejemplo 6 (S0,25(−10) y S1(0)): b = −10, rb = 0,25, a = 0. a = 0 /∈
D0,25(−10). σ1,70 = 9,660× 1022.

El Ejemplo 7 (S1(0) y S0,25(−10)): a = −10 /∈ D1(0). σ1,70 = 1,409× 1023. En
estos ejemplos, los valores extremadamente grandes de σ1,n sugieren
que D es no acotado.

El Ejemplo 4 (S1(0) y S1(1)): a = 1, que está en el borde de D1(0) (no en
el disco abierto). σ1,70 = 2,672. A pesar de no poder asegurar acotación,
parece que los ceros si lo están.

CASO DE CIRCUNFERENCIA Y ÁTOMO: Se analizan productos de la forma
⟨p(z), q(z)⟩ =

∫
Srb

(b) p(z)q(z) dmb;rb + p′(c)q′(c).

1. Cuando el átomo c está dentro del disco abierto Drb(b):

a) El operador D está acotado. Este es un caso secuencialmente domina-
do 3.

Ejemplo 10 (S1(0), c = 0,5): 0,5 ∈ D1(0). σ1,50 = 1,542.

Ejemplo 12 (S1(0), c = 0): 0 ∈ D1(0). σ1,50 = 1,414.

Ejemplo 13 (S1(0), c = 0,5i): 0,5i ∈ D1(0). σ1,50 = 6,325.

Ejemplo 11 (S1(−0,5), c = 0): 0 ∈ D1(−0,5). σ1,70 = 1,525.

Ejemplo 8 (S1(0), c = 0,5+0,5i): c ∈ D1(0) ya que |0,5+0,5i| ≈ 0,707 < 1.
σ1,50 = 33,560.
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Ejemplo 9 (S1(−0,5−0,5i), c = 0): c ∈ D1(−0,5−0,5i) ya que |0−(−0,5−
0,5i)| ≈ 0,707 < 1. σ1,70 = 314,848.

Ejemplo 14 (S1(−0,5i), c = 0): c ∈ D1(−0,5i) ya que |0− (−0,5i)| = 0,5 <
1. σ1,70 = 9690,60.

En todos estos casos, σ1,n es finito, lo que es consistente con la
acotación teórica de D, aunque el límite de la magnitud de la cota
puede variar considerablemente.

2. Cuando el átomo c está fuera del disco abierto Drb(b): El comportamiento
de D no se conoce teóricamente de forma general, pero la experimentación
numérica sugiere que podría ser no acotado.

Ejemplo 15 (S1(0), c = 10): c = 10 /∈ D1(0). σ1,70 = 3,502 × 1026, un valor
muy grande que sugiere la no acotación de D.

Analizando globalmente los resultados obtenidos en ambos casos (real y circun-
ferencia), podemos observar patrones significativos respecto a la acotación del
operador multiplicación y la localización de los ceros. A pesar de la diversidad
de configuraciones estudiadas, destaca una característica sorprendente: incluso
cuando el operador D no es acotado (como sugieren los valores extremadamente
grandes de σ1,n), los ceros de los polinomios ortogonales correspondientes pa-
recen permanecer acotados en todos los casos. Además, existe una aparente
correlación entre el segundo valor singular σ2,n y el máximo de los extremos de
los soportes R. Esta evidencia numérica nos lleva a formular una conjetura fun-
damental sobre el comportamiento asintótico del radio espectral de las matrices
truncadas Dn, que tiene importantes implicaciones para la teoría de polinomios
ortogonales de Sobolev.

Observación Empírica sobre el radio espectral Una observación fundamen-
tal, verificada en la totalidad de los ejemplos numéricos presentados en los
Cuadros 3.1 y 3.2, es que el radio espectral de las matrices de multiplicación
truncadas Dn permanece acotado incluso cuando el operador D no es acotado
(como indican los valores extremadamente grandes de σ1,n). Esta acotación del
radio espectral se manifiesta de diferentes maneras según la configuración de
los soportes:

ĺım
n→∞

ρ(Dn) < ∞.

Específicamente, cuando la medida sin derivada I1 contiene el soporte de mayor
magnitud, ρ(Dn) tiende a converger aproximadamente a R = máx{|a|, |b|, |c|, |d|}.
Cuando la medida con derivada I2 contiene el soporte de mayor magnitud, ρ(Dn)
puede exceder R, aproximándose a R + k donde k ≥ 0 depende de la separación
entre soportes y sus tamaños relativos.

Conjetura 1. El análisis numérico exhaustivo de los diversos ejemplos de produc-
tos internos de Sobolev presentados (Cuadros 3.1 y 3.2), abarcando las configura-
ciones previamente categorizadas como (1.3)-(1.6), sugiere de manera consistente
que el radio espectral de las secciones truncadas del operador de multiplicación,
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Dn, converge a un límite finito:

ĺım
n→∞

ρ(Dn) < ∞.

Esta propiedad parece mantenerse incluso en escenarios donde el operador D no
es acotado. De hecho, los ejemplos sugieren que el radio espectral ρ(Dn) tiende a
converger R + k con k ∈ R dependiente de las posiciones y tamaños relativos de
los soportes y si se alcanza en el soporte de la derivada o no.

Observación Empírica sobre el Segundo Valor Singular : Una observación
fundamental, verificada en la totalidad de los ejemplos numéricos presentados
en los Cuadros 3.1 y 3.2 (representativos de las categorías de productos de Sobo-
lev (1.3)-(1.6)), es la convergencia del segundo mayor valor singular de la matriz
de multiplicación truncada Dn, en los casos reales con soportes compactos, con-
verge a R, en casos reales con átomo, converge a R0:

ĺım
n→∞

σ2,n < ∞.

Esta convergencia se manifiesta consistentemente en todos los casos estudiados.

Conjetura 2. Basándose en la observación anterior, y con especial énfasis en
aquellos casos donde el operador de multiplicación D es no acotado (lo cual se
infiere de ĺımn→∞ σ1,n = ∞), se postula la siguiente conjetura:

Si ĺım
n→∞

σ1,n = ∞, entonces ĺım
n→∞

σ2,n < ∞.

En esta dirección hemos obtenido unos resultados que apoyan esta conjetura
[6].

Teorema de entrelazamiento de Cauchy [17] Sea A una matriz de orden n y
sea B una submatriz principal de A de orden n− 1. Si λn ≤ · · · ≤ λ2 ≤ λ1 son los
autovalores de A y µn−1 ≤ · · · ≤ µ2 ≤ µ1 son los autovalores de B, entonces

λn ≤ µn−1 ≤ · · · ≤ µ2 ≤ λ1.

Proposición 8. Sea M una matriz infinita hermitiana semidefinida positiva. Sean

0 ≤ λn,n ≤ . . . λ2,n ≤ λ1,n.

los autovalores de la matriz Mn. Entonces La sucesión {σ2,n}∞n=1 es una sucesión
creciente, es decir,

λ2,n+1 ≤ λ2,n ∀n ∈ N.

por lo que existe ĺım
n→∞

λ2,n pudiendo ser finito o infinito.

Demostración. Utilizando el teorema de entrelazamiento se tiene que:

0 ≤ λn+1,n+1 ≤ λn,nλn,n+1 ≤ . . . λ2,n ≤ λ2,n+1 ≤ λ1,n ≤ λ1,n+1
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En particular,
λ2,n+1 ≤ λ2,n ∀n ∈ N.

Lema 2. Sea D una matriz infinita de Hessenberg superior y Dn las secciones de
orden n. Entonces se tiene que

(D∗
n+1Dn+1)n = D∗

nDn +


0 . . . 0 0

. . .
...

. . . 0
0 . . . 0 d2n+1,n


Demostración. Expresando el producto (D∗

n+1Dn+1) adecuadamente y multipli-
cando por cajas, obtenemos el resultado:

(D∗
n+1Dn+1) =


0

D∗
n

...
d∗n+1,n

d∗1,n+1 . . . d∗n,n+1 d∗n+1,n+1




d1,n+1

Dn
...

dn,n+1

0 . . . dn+1,n dn+1,n+1




D∗
nDn +


0 . . . 0 0

. . .
...

. . . 0
0 . . . 0 d2n+1,n

 X

Y Z



Proposición 9. Sea D una matriz infinita de Hessenberg, y Dn las secciones de
orden n entonces si

0 ≤ σn,n ≤ . . . σ2,n ≤ σ1,n.

los valores singulares de la matriz Dn se tiene que la sucesión {σ2,n}∞n=1 es cre-
ciente y existe

ĺım
n→∞

σ2,n ≤ ∞

Demostración. Sean λ2,n los segundos autovalores de una matriz hermitiana de
orden n. Denotamos por Hn la siguiente matriz de orden n:

Hn =


0 . . . 0 0

. . .
...

. . . 0
0 . . . 0 d2n+1,n


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Teniendo en cuenta que Hn es hermitiana semidefinida positiva y utilizando las
propiedades de monotonía de Weyl ([17]):

λ2,n(D
∗
nDn) ≤ λ2,n(D

∗
nDn +Hn) = λ2,n(D

∗
n+1Dn+1)n

Ahora por las propiedades de entrelazamiento

λ2,n(D
∗
n+1Dn+1)n ≤ λ2,n+1(D

∗
n+1Dn+1),

de donde
λ2,n(D

∗
nDn) ≤ λ2,n+1(D

∗
n+1Dn+1).

Por tanto σ2,n ≤ σ2,n+1 y se verifica el resultado.

Observación Empírica sobre la traslación de los soportes : Se ha obser-
vado que cuando los soportes están en la recta real y se trasladan a lo largo
del eje real, los ceros también se trasladan de igual manera. Sin embargo, si la
traslación de los soportes tiene una componente imaginaria, se observan com-
portamientos anómalos en la localización de los ceros.

Conjetura 3. Basándonos en la observación del comportamiento de los ceros de
Sobolev cuando trasladamos los soportes de ambas medidas mediante una tras-
lación en el eje real, se postula la siguiente conjetura: Los ceros de los polinomios
ortogonales de Sobolev asociados a las nuevas medidas trasladadas, se trasla-
dan mediante la misma traslación.

Estas observaciones indican que la geometría de los soportes en el plano com-
plejo (posición relativa de circunferencias y átomos) es determinante para las
propiedades del operador de multiplicación y la distribución de los ceros. Las
transformaciones de semejanza, que se discuten a continuación, ofrecen herra-
mientas para comprender cómo los cambios de escala y las translaciones afectan
estas propiedades.

El siguiente resultado refleja la situación de traslación de ceros en el caso es-
tándar de polinomios ortogonales asociados a una medida.

Proposición 10. [18] Sea µ una medida con soporte en el plano complejo C y
f(z) = αz + β una semejanza con α > 0 y sea D la matriz del operador multi-
plicación por z respecto de la SPON definida por µ. Entonces, si consideramos la
medida imagen de µ por f , µf = µ ◦ f−1, obtenemos un nuevo producto interior
y una secuencia de polinomios ortonormales, tal que la matriz Df del operador
multiplicación por z tiene como sección de orden n la matriz

Df
n = α Dn + βIn.

De este resultado podemos deducir el comportamiento de los ceros de los po-
linomios si transformamos el soporte mediante una semejanza, puesto que los
ceros de los polinomios mónicos son autovalores de las secciones Dn.
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Corolario 4. En las condiciones de proposición anterior, denotamos por {Pk(z)}∞0
y {P f

k (z)}
∞
0 , las secuencias de polinomios mónicos asociados respectivamente a µ

y a µf , entonces

P f
n (z) = αnPn(

z − β

α
).

Demostración.

P f
n (z) = |zIn −Df

n| = |zIn − (αDn + βIn)| = |(z − β)In − αDn| =

|(αz − β

α
)In − αDn| = |α(z − β

α
In −Dn)| = αnPn(

z − β

α
).

Por lo que z0 es un cero de P f
k (z) ⇔ P f

n (z0) = 0 ⇔ Pn(
z0−β
α ) = 0 ⇔ ω0 = z0−β

α es un
cero de Pn(z), esto es, αω0 + β = z0.

En el contexto de los productos internos de Sobolev, la aplicabilidad directa de
este corolario sobre la transformación de los ceros no es, en general, válida según
visto en los ejemplos. Se puede observar cómo al hacer traslaciones con un
vector con componentes complejas, se obtiene un comportamiento diferente al
del corolario. Habría que investigar si es un error de cálculo o si es un resultado
que no se puede aplicar directamente a los productos internos de Sobolev.
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4.1. Impacto Personal

El desarrollo de este TFG ha supuesto un impacto personal significativo en tér-
minos de adquisición de conocimientos sobre la teoría de polinomios ortogona-
les de Sobolev, el manejo avanzado de herramientas de cálculo simbólico como
MAPLE, y el desarrollo de habilidades de investigación, análisis crítico y comu-
nicación científica.

4.2. Impacto en Investigación

En el ámbito de la investigación, este trabajo busca:

Aportar nuevas herramientas computacionales y de visualización que
permitan la experimentación numérica y la formulación de nuevas conje-
turas en el campo.

Ofrecer evidencia empírica y vías futuras sobre el comportamiento de
los ceros y los valores singulares en casos poco estudiados, como aquellos
donde no hay dominación secuencial o en presencia de átomos discretos.

4.3. Beneficios Esperados y Limitaciones

Los resultados y herramientas desarrolladas en este TFG ofrecen una valiosa
contribución a la teoría matemática fundamental, conectando con problemas
abiertos en teoría espectral de matrices infinitas y teoría del potencial en el plano
complejo. Además, refuerzan la comprensión de fenómenos de transición de fase
en matrices aleatorias con restricciones derivativas, con aplicaciones relevantes
en física estadística y teoría cuántica de la información, como se menciona en la
introducción.

No obstante, es importante reconocer ciertas limitaciones, principalmente rela-
cionadas con la complejidad computacional. El análisis de polinomios de gra-
do alto y la manipulación de matrices de momentos pueden demandar recur-
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sos computacionales significativos, lo que podría restringir algunas aplicaciones
prácticas o requerir optimizaciones adicionales para su implementación efectiva.

4.4. Impacto en los Objetivos de Desarrollo Sostenible
(ODS)

Este trabajo, aunque fundamentalmente teórico y computacional en el ámbi-
to de las matemáticas, puede contribuir indirectamente a ciertos Objetivos de
Desarrollo Sostenible[19]:

ODS 4: Educación de Calidad. Las herramientas y visualizaciones desa-
rrolladas pueden enriquecer la educación superior en matemáticas, sirvien-
do como material didáctico avanzado y apoyando la formación científica[20].

ODS 9: Industria, Innovación e Infraestructura. El estudio de polinomios
ortogonales de Sobolev puede impulsar innovaciones en modelos numéri-
cos para problemas industriales complejos, contribuyendo a la infraestruc-
tura científica necesaria para el avance tecnológico[21].

ODS 17: Alianzas para Lograr los Objetivos. La publicación de resul-
tados y código abierto promueve la colaboración científica internacional,
facilitando la construcción colectiva de conocimiento y el fortalecimiento de
redes académicas[22].
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Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones

En este Trabajo Fin de Grado hemos llevado a cabo un análisis y visualización
del conjunto de ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev cuando el produc-
to interior incorpora derivadas de primer orden y las medidas están soportadas
en la recta real o en subconjuntos compactos del plano complejo. El manuscri-
to ofrece un marco teórico unificado que recopila y organiza resultados clásicos
y recientes sobre matrices de momentos, operadores de multiplicación de tipo
Hessenberg y criterios de acotación de ceros basados en la norma del operador
D. Esta panorámica sitúa el problema dentro de la teoría espectral moderna y
facilita la comparación con otros contextos de ortogonalidad no estándar.

Destacamos el enfoque matricial adoptado en este trabajo, que ha permiti-
do caracterizar los polinomios ortogonales de Sobolev a través de estructuras
algebraicas que capturan completamente su comportamiento. Este enfoque ha
sido fundamental para establecer conexiones entre el análisis funcional y la teo-
ría de matrices, proporcionando herramientas computacionales robustas para
el estudio de las propiedades espectrales.

Los principales logros de este trabajo incluyen:

Desarrollo de un marco teórico unificado para el análisis de polinomios
ortogonales de Sobolev desde una perspectiva matricial.

Implementación de algoritmos eficientes en MAPLE para el cálculo de ma-
trices de Gram, ortonormalización y generación de matrices Dn.

Creación de un sistema interactivo de visualización que permite analizar
gráficamente las relaciones entre soportes, cotas teóricas y distribución de
ceros.

Validación numérica de las condiciones de acotación del operador D en
diversos contextos geométricos.

Análisis pionero del comportamiento del segundo valor singular σ2,n en ope-
radores no secuencialmente dominados.
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Caracterización del efecto de los átomos en la distribución de ceros, apor-
tando evidencia visual a una cuestión abierta.

Sobre el plano computacional, se diseñó e implementó en MAPLE un conjunto de
algoritmos que, a partir de los datos de la medida, construye la matriz de Gram,
ortonormaliza la base monomial, genera la familia de matrices Dn y calcula tanto
sus radios espectrales ρ(Dn) como sus valores singulares σk,n. A partir de esta
infraestructura se elaboró un sistema interactivo de visualización que superpone
los soportes de las medidas, la circunferencia de cota teórica (|z| ≤ ∥D∥) y las
trayectorias de los ceros al crecer el grado n, facilitando la validación numérica
de conjeturas y la formulación de nuevas hipótesis.

Los resultados experimentales confirman, para los casos continuos de dos cir-
cunferencias concéntricas, tangentes y disjuntas, el acotamiento uniforme de los
ceros cuando el operador D es acotado, reproduciendo y extendiendo los ejem-
plos existentes en la literatura. Por primera vez se analiza de forma sistemática
el comportamiento del segundo valor singular σ2,n en situaciones donde el ope-
rador no es secuencialmente dominado, observándose su convergencia hacia el
radio máximo del soporte combinado y sugiriendo refinamientos en las cotas es-
pectrales actuales. En el caso discreto —una medida continua perturbada por
un átomo— se pone de manifiesto que la presencia del átomo fuera del disco
de la medida base provoca la pérdida de acotación y la fuga de algunos ceros,
aportando evidencia visual a una cuestión hasta ahora abierta.

Contribuciones originales:

Criterios gráficos basados en diagramas (ρ(Dn), σ2,n) para diagnosticar la
acotación de D.

Conjetura sobre la convergencia de ρ(Dn) al radio de la envolvente convexa
del soporte para productos Sobolev compacto-compacto.

Conjetura sobre la convergencia de σ2,n al máximo módulo de los puntos de
soporte cuando ∥D∥ = ∞.

Repositorio de casos de prueba que garantiza la reproducibilidad de los
resultados.

En conjunto, el trabajo integra teoría, experimentación computacional y visua-
lización interactiva, aportando nuevas evidencias y herramientas que favorecen
la exploración de los polinomios ortogonales de Sobolev en contexto poco estu-
diados. Consideramos que estas contribuciones no sólo consolidan resultados
previos, sino que abren vías prometedoras hacia una comprensión más profun-
da de la interacción entre la geometría del soporte, la estructura del producto de
Sobolev y el espectro del operador de multiplicación.

Para concluir, cabe destacar que los experimentos presentados se han reali-
zado en casos concretos de Sobolev involucrando intervalos, circunferencias y
átomos. Sin embargo, los resultados obtenidos y la metodología desarrollada
permiten vislumbrar generalizaciones naturales al caso de productos Sobolev
asociados a medidas más generales, e incluso extenderse al contexto de produc-
tos Sobolev matriciales, como se esquematiza en el siguiente diagrama. Esta
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estructura jerárquica ilustra cómo los casos particulares estudiados se insertan
en un marco teórico más amplio, proporcionando una base sólida para futuras
investigaciones que busquen generalizar los resultados a contextos de mayor
complejidad analítica.

⟨p(z), q(z)⟩MS = ⟨p(z), q(z)⟩M1 + ⟨p′(z), q′(z)⟩M2

⟨p, q⟩S =

∫
C
p(z) q(z) dµ1(z) +

∫
C
p′(z) q′(z) dµ2(z)

Sobolev

Real Circunferencia

5.2. Reflexión personal

Al cursar la asignatura de Análisis Funcional y aprender sobre los espacios de
Sobolev, este estudio me intrigó desde el primer momento en que me lo comen-
taron. Los resultados obtenidos a lo largo del trabajo me han sorprendido y,
sinceramente, me he quedado con ganas de profundizar aún más en este cam-
po.

Este TFG muestra perfectamente la esencia del Grado en Matemáticas e Infor-
mática. A diferencia de otros dobles grados duales, esta titulación busca cons-
tantemente puntos de convergencia entre ambas disciplinas. El presente traba-
jo, fundamentado en teoría matemática y desarrollado mediante implementa-
ciones computacionales, ejemplifica esta intersección de manera notable. Evi-
dencia claramente la profunda interrelación entre matemáticas e informática,
mostrando cómo cada disciplina potencia a la otra para generar conocimiento
innovador. La experiencia de traducir conceptos matemáticos abstractos a mo-
delos computacionales, para luego explorarlos y validarlos mediante algoritmos,
ha sido extraordinariamente formativa y refleja fielmente las competencias ad-
quiridas durante mis estudios.

5.3. Trabajos Futuros

El presente TFG abre diversos frentes de investigación que, de abordarse con
mayor profundidad, podrían consolidar y ampliar los resultados obtenidos. A
continuación se describen varias líneas prioritarias, agrupadas según su na-
turaleza teórica, computacional y aplicada, pero sin perder de vista las ideas
nucleares ya esbozadas en el texto.

Productos Sobolev de orden superior (N > 1). Un paso natural es incorporar
derivadas de segundo y tercer orden en el producto interior. Continuar con el
análisis de los valores singulares siguientes (σ3,n, σ4,n, ...), como se ilustrará en
los ejemplos posteriores.
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Leyes de distribución de ceros. Derivar distribuciones límite (tipo medida de equi-
librio) para los ceros en distintos regímenes de soportes y pesos Sobolev propor-
cionaría una analogía con la Ley de Zeros de Ullman-Stahl en la ortogonalidad
estándar.

Convergencia del autovalor máximo. Investigar la convergencia del autovalor que
determina ρ(Dn), verificando si el autovalor que determina el radio espectral
converge.

Átomos bpe como caso secuencialmente dominado. Finalmente, se profundizará
en el estudio de los átomos, utilizando como base los trabajos de Gonzalo y
Escribano sobre la secuencialidad matricial en el caso de productos de Sobolev
con átomos.

Ejemplo 1. ⟨p(t), q(t)⟩S =
∫ 10
0 p(t)q(t) dt+

∫ 40
30 p′(t)q′(t) dt+

∫ 70
60 p′′(t)q′′(t) dt

1. σ1,70 = 4,939× 108

2. σ2,70 = 1,847× 108

3. σ3,70 = 69,956
4. R = 70
5. ρ(D70) = 73,791
6. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 88,570

Ejemplo 2. ⟨p(t), q(t)⟩S =
∫ 10
0 p(t)q(t) dt+

∫ 40
30 p′(t)q′(t) dt+ p′′(0)c′′(0) dt
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1. σ1,70 = 1,521× 1012

2. σ2,70 = 212,771
3. σ3,70 = 39,976
4. R = 40
5. ρ(D70) = 43,136
6. máx{ρ(Dn)}70n=0 = 50,046

Como se puede observar en los ejemplos, σ1,n = ∞ y σ2,n = ∞ , mientras que
σ3,n = R < ∞.

En resumen, estas líneas de investigación futura prometen extender el alcance y
la profundidad de los resultados obtenidos en este TFG, estableciendo conexio-
nes más sólidas entre la teoría espectral y los polinomios ortogonales de Sobolev.
El marco teórico desarrollado, junto con las herramientas computacionales im-
plementadas, proporciona una base robusta desde la cual abordar estos desa-
fíos, contribuyendo así a una comprensión más completa de la interacción entre
estructura algebraica, propiedades espectrales y comportamiento asintótico en
sistemas polinomiales con derivadas.
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Apéndice A

Primer anexo

Figura A.1: Ejemplo 1. Caso Real.
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Capítulo A. Primer anexo

Figura A.2: Ejemplo 2. Caso Real.
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Figura A.3: Ejemplo 3. Caso Real.
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Capítulo A. Primer anexo

Figura A.4: Ejemplo 4. Caso Real.
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Figura A.5: Ejemplo 5. Caso Real.
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Figura A.6: Ejemplo 6. Caso Real.
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Figura A.7: Ejemplo 7. Caso Real.
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Figura A.8: Ejemplo 8. Caso Real.
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Figura A.9: Ejemplo 9. Caso Real.
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Figura A.10: Ejemplo 10. Caso Real.
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Figura A.11: Ejemplo 11. Caso Real.
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Figura A.12: Ejemplo 12. Caso Real.
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Figura A.13: Ejemplo 13. Caso Real.
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Figura A.14: Ejemplo 14. Caso Real.
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Figura A.15: Ejemplo 15. Caso Real.
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Figura A.16: Ejemplo 1. Caso Circunferencia.
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Figura A.17: Ejemplo 2. Caso Circunferencia.
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Capítulo A. Primer anexo

Figura A.18: Ejemplo 3. Caso Circunferencia.
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Figura A.19: Ejemplo 4. Caso Circunferencia.
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Figura A.20: Ejemplo 5. Caso Circunferencia.
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Figura A.21: Ejemplo 6. Caso Circunferencia.
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Figura A.22: Ejemplo 7. Caso Circunferencia.
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Figura A.23: Ejemplo 9. Caso Circunferencia.
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Figura A.24: Ejemplo 11. Caso Circunferencia.

86



Figura A.25: Ejemplo 14. Caso Circunferencia.
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Figura A.26: Ejemplo 15. Caso Circunferencia.
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Figura A.27: Ejemplo 1. Trabajos futuros.

Figura A.28: Ejemplo 2. Trabajos futuros.
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