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Resumen

El estudio de los espacios de Sobolev con pesos es un tema de actualidad en el
ambito de la Teoria de Aproximacion y polinomios ortogonales y con importantes
aplicaciones numeéricas. Este Trabajo Fin de Grado se enmarca en una investi-
gacion sobre la localizacion de los ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev
con derivadas de primer orden. A diferencia del caso estandar, los ceros pueden
salir de la envoltura convexa del soporte de la medida asociada. En el mismo se
estudia el comportamiento del conjunto de ceros de los polinomios ortogonales
de Sobolev a partir de las matrices infinitas de momentos que definen productos
escalares hilbertianos en los espacios de polinomios.

El objetivo principal del trabajo es la utilizacion de algoritmos para el analisis y
la visualizacion del conjunto de ceros de los polinomios para obtener resultados
que arrojen luz sobre el problema de localizacion de estos conjuntos y la relacion
de los soportes con la estructura del producto de Sobolev. Para ello se ha desa-
rrollado un marco tedrico unificado, extendiendo la teoria clasica, analizando y
explorando la conexiéon de la acotacion de los ceros con parametros espectrales
como la norma del operador de multiplicacion y los valores singulares de ciertas
matrices asociadas.

Durante el trabajo, el analisis tedrico y la experimentacion numérica han surgido
algunas conjeturas y resultados que se enmarcan en una investigacion en curso
que constituyen una de las aportaciones principales.

Palabras clave: Polinomios ortogonales de Sobolev, localizacion de ceros, anali-
sis espectral, visualizacion numeérica, valores singulares.






Abstract

The study of weighted Sobolev spaces is a current topic in Approximation Theory
and orthogonal polynomials with important numerical applications. This Final
Degree Project is part of research on the location of zeros of Sobolev orthogonal
polynomials with first-order derivatives. Unlike the standard case, zeros can
escape the convex hull of the measure’s support. This work studies the behavior
of zero sets of Sobolev orthogonal polynomials based on infinite moment matrices
that define Hilbertian inner products in polynomial spaces.

The main objective is to use algorithms for analyzing and visualizing polynomial
zero sets to obtain results that shed light on the localization problem of these
sets and the relationship between supports and the Sobolev product structure.
A unified theoretical framework has been developed, extending classical theory
and exploring the connection between zero boundedness and spectral param-
eters such as the multiplication operator norm and singular values of certain
associated matrices.

Throughout this work, theoretical analysis and numerical experimentation have
led to conjectures and results within ongoing research that constitute one of the
main contributions.

Keywords: Sobolev orthogonal polynomials, zero location, spectral analysis, nu-
merical visualization, singular values.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Contexto

Los polinomios ortogonales constituyen una herramienta transversal en Mate-
matica, Fisica e Ingenieria: intervienen en férmulas de cuadratura, métodos es-
pectrales para ecuaciones en derivadas parciales, aproximacion e interpolacion,
teoria de matrices aleatorias y procesamiento entre dos senales. En la situacion
clasica —ortogonalidad respecto a una medida de Borel positiva sin derivadas—
la teoria quedo solidamente establecida durante la primera mitad del siglo XX,
con resultados emblematicos como la relacion de recurrencia de tres términos,
la distribucion real y entrelazada de los ceros y la conexion directa entre dichos
ceros y las reglas de cuadratura de Gauss.

Sin embargo, la creciente demanda de modelos numeéricos mas flexibles mo-
tivé la generalizacion de la ortogonalidad estandar. Ya en los afnos sesenta
Althammer, Brenner y Cohen introdujeron productos interiores que incorporan
derivadas —los hoy denominados productos de Sobolev— con el fin de mejorar
la aproximacion simultanea de una funcién y sus derivadas|[1, 2, 3]. Desde en-
tonces se han visto fenémenos ausentes en el caso clasico:

= Los ceros pueden abandonar el soporte real e incluso recorrer dominios
complejos; algunos polinomios exhiben ceros “errantes” que escapan de la
envoltura convexa original, como muestran los ejemplos de Althammer y
Meijer [4, 5].

= El operador de multiplicacion por z deja de ser, en general, autoadjunto;
su norma se convierte en el parametro critico que controla la explosion
o acotacion de los ceros. Estudios recientes formulan este fenémeno en
términos de la norma de las secciones de Hessenberg y de sus valores
singulares|6].

Profundizar en la localizaciéon de los ceros de los polinomios ortogonales de
Sobolev resulta crucial porque:

= Permite disenar reglas de cuadratura Sobolev estables, ttiles en la resolu-
cion numeérica de EDP con condiciones derivativas.
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» Ayuda a analizar la estabilidad de métodos de Galerkin y de aproximacién
espectral cuando se anaden términos disipativos u operadores de orden
superior.

= Conecta con problemas abiertos en teoria espectral de matrices infinitas
y en teoria del potencial en el plano complejo.

= Refuerza la comprension de fenémenos de transicion de fase en matrices
aleatorias con restricciones derivativas, con aplicaciones en fisica estadis-
tica y teoria cuantica de la informacion.

1.2. Objetivos

Para contribuir a esta linea de investigacion, este Trabajo Fin de Grado se es-
tructura en torno a los siguientes objetivos especificos que complementan y ma-
terializan los frentes de investigacion descritos:

1. Recopilacion de informaciéon y estudio de la teoria de polinomios or-
togonales de Sobolev. Establecer un marco tedrico sélido que unifique
los conceptos fundamentales de la teoria, desde las definiciones basicas
de productos internos de Sobolev hasta los resultados mas recientes sobre
acotacion de ceros y comportamiento espectral de las matrices asociadas,
contribuyendo al frente de resultados analiticos.

2. Diseno de algoritmos para la visualizacion del conjunto de ceros a par-
tir de matrices. Desarrollar metodologias computacionales que permitan,
a partir de las matrices de momentos y de las representaciones matricia-
les del operador multiplicacion, generar automaticamente la localizacion y
trayectorias de los ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev, fortale-
ciendo el area de experimentacién numérica y visualizacion.

3. Implementacion computacional en MAPLE para la visualizaciéon del
conjunto de ceros. Crear un conjunto de algoritmos que automatice la
construccion de matrices, el calculo de valores singulares y radios espectra-
les, y la generacion de visualizaciones interactivas que combinen soportes
de medidas, cotas tedricas y distribucion de ceros.

4. Analisis y verificacion de los resultados teéricos mediante experimen-
tacion numeérica. Contrastar los resultados computacionales con las pre-
dicciones tedricas existentes, validar las cotas de acotacion en casos cono-
cidos y explorar ejemplos donde las condiciones clasicas no se satisfacen,
con el fin de identificar nuevos patrones y formular conjeturas para futuras
investigaciones.

La investigacion se ha desarrollado en dos frentes complementarios:

1. Resultados analiticos. Lopez Lagomasino y Pijeira demostraron que, para
soportes compactos, los ceros permanecen en un disco cuyo radio viene da-
do por la norma del operador multiplicacion por z cuando este operador es
acotado, enlazando el problema con la "Teoria Espectral de Operadores" [7].
Duran y Saff extendieron técnicas de localizacion de ceros a polinomios “no
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estandar”, estableciendo cotas precisas mediante transformaciones matri-
ciales [8]. Investigaciones mas recientes, apoyadas en desigualdades de tipo
Wirtinger y en el estudio de valores singulares generalizados, han descu-
bierto ejemplos donde la acotacion se verifica incluso sin dominancia se-
cuencial de los pesos [9, 6].

2. Experimentacion numeérica y visualizacion. Usando herramientas simboélico-
numeéricas (Maple, Matlab, Python) el propoésito es construir la matriz de
Hessenberg asociada, calcular autovalores/valores singulares y dibujar la
nube de ceros. Esta via computacional ha revelado, por ejemplo, la con-
vergencia del segundo mayor valor singular de las secciones de las matrices
infinitas que representan el operador multiplicacion por z hacia el radio de
la envoltura convexa en casos donde el primero diverge, ofreciendo nueva
evidencia para las conjeturas actuales.

Este Trabajo Fin de Grado desarrolla un marco tedérico-computacional unifi-
cado que:

1. Formaliza la construccion de la matriz de momentos y de la matriz que
representa el operador de multiplicacion en productos Sobolev de primer
orden.

2. Relaciona la acotacion de los ceros con la norma y con los dos primeros
valores singulares de las secciones de las matrices infinitas que represen-
tan el operador multiplicacion por z, reforzando y extendiendo los criterios
existentes.

3. Implementa un conjunto de algoritmos en MAPLE que automatiza el calculo
y la visualizacion bidimensional de ceros, soportes y espectro, posibilitan-
do la contrastacion de conjeturas y la obtencion de evidencia empirica.

4. Presenta familias de ejemplos (medidas reales, circunferencias, mezclas
discretas) que ilustran como la geometria del soporte influye en la dinamica
de los ceros y en la convergencia de los valores singulares.

Con ello se persigue clarificar la interaccion entre geometria del soporte de
las medidas, algebra matricial y analisis funcional, asi como proponer nuevas
conjeturas sobre los comportamientos asintoticos de los radios espectrales y los
segundos valores singulares de las matrices infinitas Hessenberg.






Capitulo 2

Marco teorico

Antes de adentrarnos en el estudio de los ceros de los polinomios ortogonales
de Sobolev, es esencial establecer el marco teérico que usaremos a lo largo del
trabajo. En este sentido, comenzaremos por definir conceptos necesarios a con-
tinuacion.

2.1. Polinomios Ortogonales

Definicion 1. Sea K un cuerpo (normalmente R o C). El espacio de polinomios en
una variable se define como

Plz] = {p(z):zn:akzk :ap €K, nEN}.
k=0

Para cada n € N denotamos P,[z] = {p € P[z] : degp < n}, de modo que P[z] =
Us? o Pn[z]. El conjunto {1, z,2%,..., 2"} forma una base de P,[z]. luego dim(P,,[z]) =
n+ 1.

Definicion 2. Sea i una medida de Borel positiva con soporte infinito supp(u) =
{z w(By(z)) > 0 ¥r > 0}. Definimos en P[z] un producto interno cualquiera por

pa) = / p(2) 7@ du(z),  pgePle)

Esta _forma sesqui-lineal satisface:

1. (p,q) = (¢;p),
2. {ap+ fBr,q) = a(p, q) + B(r,q),
3. (p,p) >0sip+#0.

Definicion 3. Un espacio prehilbertiano o espacio con producto interno
(X, (-,-)) es un espacio vectorial X dotado de un producto interno (-,-) : X x X — C
(o R), que satisface las siguientes propiedades para todo x,y,z € X ya € C (0 R):

1. (z,y) = (y,z) (simetria hermitiana)
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2. (ax + Py, z) = oz, z) + By, z) (linealidad en la primera variable)
3. (x,x) >0y (z,z) =0 siy solo six =0 (definida positiva)

Un espacio de Hilbert es un espacio prehilbertiano que ademds es completo
respecto a la norma inducida por el producto interno ||z|| = \/{(x, z), es decir, toda
sucesion de Cauchy converge a un elemento del espacio.

Definicion 4. Sea {vg,v1,...,v,} un sistema generador de un subespacio W C V
con producto interno. Construimos recursivamente

k—1 (W, )

k> Uy
up = vo, uk:vk—é uj,kzl,...,n.
— (uj, u )
7=0
, Uk .
El conjunto ortonormal e}, = Turl satisface (e;, ej) = 0;; Yy spanfeo, ..., e} = W.
Uf

El proceso de Gram-Schmidt es fundamental para construir bases ortonormales,
una herramienta esencial en el estudio de los polinomios ortogonales.

Dado un producto interno (-,-) en P[z], la sucesién de polinomios ortonormales
{¢n}n>0 se obtiene aplicando el algoritmo de Gram-Schmidt a la base monomial
{1,2,22,... }:

deg pp =, <90n7 Spk> = Onk-
Cada P, es unico salvo su signo si se exige que su coeficiente principal sea
positivo.

Definicion 5. Seap € P[z] \ {0}. El conjunto de ceros de p es
Z(p)={z€C : p(z) =0}.

Ademas, para la sucesién de polinomios ortonormales {y,},>0 asociada al pro-
ducto interno, definimos el conjunto de ceros Z

Z = UZ” = {zeC:3neN, Py(z) =0}.
n=0

donde Z, = Z(P,) es el conjunto de ceros del polinomio P,.

La localizacion y propiedades de estos conjuntos de ceros son un tema central
en la teoria de polinomios ortogonales. Para facilitar su estudio, a menudo se
recurre a representaciones matriciales.

2.2. Matrices de momentos asociadas a productos inter-
nos

Definicién 6. [10] Una matriz A € M, (C) se denomina hermitiana si A = A*,
donde A* denota la matriz conjugada transpuesta de A. En el caso real, una matriz
simétrica satisface A = A,

Una matriz hermitiana A se dice:



2.2. Matrices de momentos asociadas a productos internos

1. Definida positiva (HPD) si para todo vector no nulo x € C", se cumple
rzAxz* > 0. Equivalentemente, si todos sus autovalores son estrictamente po-
sitivos.

2. Semidefinida positiva (HPSD) si para todo vector x € C", se cumple rAx* >
0. Equivalentemente, si todos sus autovalores son no negativos.

Para una matriz hermitiana, el producto escalar (z,y) 4 = vAy* define un producto
interno si y solo si A es definida positiva.

Definicion 7. Sea () un producto interno en el espacio de los polinomios P[z] y
considérese la base algebraica B = { 2* };>9. La matriz de momentos asociada a
(,9 es la matriz infinita

M = (Cz‘,j)mzo’ Cij = <zi, zj>, 1,7 € Npg.

En particular, si existe una medida de Borel i con soporte infinito tal que (p,q) =
/p(z) q(z) du(z), entonces

Cij = /zizjdu(z).

Esta matriz de momentos encapsula la informacion del producto interno respec-
to a la base monomial.

Desde una perspectiva matricial, que facilita el analisis algebraico, podemos con-
siderar que una matriz infinita HPD M induce en P|[z] el siguiente producto:

(p(2),4(2))m = vMw”, 2.1)
donde v = (vo,v1,...,0n,0,...), w = (Wo, W1, ..., Wn,0,...) € coo = {(2,)2, € CV :
Ing €N | z, =0,Vn > ng} para polinomios p(z) = > 1_, vz y q(2) = Y1, wizF.

La matriz de momentos M = (c;;)75_, definida por: ¢;; = (2*,27)y, induce una
norma Hilbertiana denotada por: ||p(2)|%; = (p(2),p(2)) a1, Vp(2) € P[z]

Definicién 8. Sea A = (a;;) ;>0 Una matriz infinita. Para cadan € N definimos su

seccion principal de orden n (también llamada truncacion o submatriz principal)
como

aoo ao1 aon—1
aio ail A1n—1
An = (45) o<ijen—1 =
An-1)0 An-11 --- Q(n—-1)(n-1)

Estas secciones permiten “aproximar” A por operadores de rango finito y realizar
cdlculos numéricos.

Las secciones principales son cruciales para el analisis numeérico y la aproxima-
cion de operadores definidos por matrices infinitas.
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2.3. Operador multiplicacion por z

Definicion 9. El operador multiplicacion por z, lo denotaremos como D, y es la
aplicacion D : P[z] — P|z] tal que: D(p(z)) = zp(z). Esta aplicacion es lineal ya que

D(ap(z) + Bq(z)) = z(ap(z) + Bq(2)) = aD(p(2)) + BD(q(2))

Denotaremos como D la representaciéon matricial del operador multiplicacion por z
en la base de los polinomios ortonormales.

Definicion 10. El operador multiplicacién D se dice acotado en (P[z], (-, -)) siexis-
te una constante C > 0 tal que

D@ < Clipll,  Vp € Pl2].

La menor constante C' que satisface esta desigualdad se denomina norma del
operador y se denota por ||D].

La acotacion de este operador tiene importantes consecuencias para la locali-
zacion de los ceros de los polinomios ortogonales. A continuacion, se presenta
como se representa este operador en la base de polinomios ortonormales.

Definicién 11. Sea {¢,},>0 una base ortonormal de P[z] respecto a un produc-
to interior (,9. z¢o,(z) es un polinomio de grado n + 1 que se puede expresar en
términos de la base ortonormal como:

2pn(2) = doowo(z) + diop1(2) + - + dnown(2) + dnnr1pns1(2)

Esta expresion recurrente define la matriz infinita D = (di,j)fj.:o que representa al
operador multiplicacion D respecto de la base de polinomios ortonormales. Deno-
tamos por D,, a la seccion de orden n.

Proposicion 1. Para todos los indices i,j > 0 se verifica
d@j:O sii>j5+1.

En consecuencia D es una matriz Hessenberg superior infinita:
doo do1 do2 dogs
dio dig dig dig

D=]| 0 do1 doo dog3
0 0 d32 ds33

El patron de ceros proviene del hecho de que deg(zp;) = j + 1, de modo que al
expandir zp; en la base solo aparecen y, ..., ;1.

La estructura de Hessenberg de la matriz D es una propiedad clave que simpli-
fica muchos analisis. Esta matriz posee varias propiedades importantes, espe-
cialmente en relacion con los ceros de los polinomios ortonormales.
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2.3. Operador multiplicacién por z

Propiedades de la matriz D

= Si el producto interior procede de una medida real en un intervalo (caso
clasico), la relacion de tres términos zy; = a;j119,41 +bjp; +a;pj—1 hace que
D sea tridiagonal y simétrica (matriz de Jacobi), un caso particular dentro
de las Hessenberg.

» Las secciones principales D,, = (d;;)o<i, j<n Son matrices (n + 1) x (n + 1)
cuya transpuesta tiene como autovalores los ceros del polinomio ¢,;. Esto
conecta la teoria espectral de D con la localizacion de ceros.

» El determinante de D,, — zI,, denotado por |D,, — zI,,| donde I,, es la matriz
identidad de dimensiones (n + 1) x (n + 1) es un polinomio proporcional a
vn+1(2), es decir, tienen las misma raices.

La conexion entre los autovalores de las secciones de D y los ceros de los polino-
mios ortonormales es un resultado fundamental, cuya demostracion se detalla
a continuacion.

Proposicion 2. Los ceros de los polinomios ortogonales ¢, 1(z) son exactamente
los autovalores de la matriz transpuesta D!, es decir,

o(D}) = Z(put1) = {2 € C: i) = 0}

Demostracion. Sea zp una raiz de ¢,41(2), es decir, ¢,+1(20) = 0. Entonces:

200(20) = do,oo(z0) + di0¢1(20)
20¢1(20) = do,100(20) + d1,101(20) + d2,102(20)

ZOSDTL(ZO) = dO,nQDU(ZO) + dl,ntpl(zo) + -+ dn,n@n(ZO) + dn+1,n80n+1(20)
Puesto que ¢,11(z0) = 0, la ultima igualdad queda:

20¢n(20) = do,oo(z0) + d1,0p1(20) + - - - + dn,opn(20)-

Esto se puede expresar matricialmente de la siguiente forma

vo(20) wo(z0)
" @1(‘20) Dt 801(.20)
SOn(.ZO) QOn(.ZQ)

lo cual significa que z, es autovalor de la matriz D}, siendo el autovector
(p0(20),1(20)s - - -, ¥n(20)) (que es no nulo ya que ¢y(z) es constante).

Por lo tanto, todos las raices de ¢,, son autovalores de la matriz D!, y por tanto
de D,,. O
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Este resultado establece una correspondencia directa entre el problema alge-
braico de encontrar autovalores y el problema analitico de encontrar ceros de
polinomios.

Como consecuencia, el determinante |D,, — zI,,| es un polinomio ortogonal moéni-
co.

El enfoque matricial no solo se limita a la representacion del operador multiplica-
cion, sino que también permite caracterizar los propios polinomios ortogonales.

Siguiendo con el enfoque matricial propuesto por C. Escribano y R. Gonzalo,
sabemos que los polinomios moénicos ortogonales de Sobolev se pueden obtener
a partir de la matriz del operador multiplicacion D y la matriz de momentos
asociada al producto interno inducido por M.

Definicion 12. [11] El radio espectral de una matriz cuadrada A € M,(C),
denotado por p(A), se define como el maximo de los valores absolutos de sus
autovalores:

p(A) = méx{|A| : A es autovalor de A} (2.2)

Definicién 13. Sea A € M, (C) matriz finita, la matriz A*A ( A'A en el caso de
matrices con entradas reales) es una matriz hermitiana de orden n y semidefinida
positiva. Por lo tanto, tiene n autovalores mayores o iguales que cero contados con
su multiplicidad

0< A <o <A<y

Los valores singulares de A son:

ok = VM

siendo:
0<o,<...00< 07

Utilizando el criterio de Rayleigh y el Principio de min-max de Courant-Fischer [12]
se tiene que estos valores singulares tienen relacién con la norma de aplicaciones
lineales y continuas cuando consideramos la norma euclidea en los espacios C".
De hecho,

1.
0} = méx{< A"Az,z >: | = 1} = méx{|[Az|?: 2| = 1} = |A|
2. Principio min-max: el segundo mayor valor singular de una matriz es el mi-
nimo de las normas de las restricciones de la aplicacion A a los espacios de

codimnesion 1.

2= min wix{|Az|tze Vel =1} = min  [|A/V]?
V:icod(V)=1 V:cod(V)=1

siendo A /V la restriccion de la aplicacién lineal A al subespacio V.
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2.4. Productos internos de Sobolev

Los valores singulares, especialmente el mayor, estan directamente relacionados
con la norma del operador, lo que es crucial para el analisis de la acotacion. Para
simplificar la discusion futura, introducimos la siguiente notacion.

Definicion 14. Sea D,, la seccion de la matriz infinita D que representa al opera-
dor D multiplicacion por z en una base de polinomios ortogonales asociada a un
producto internodefinido en el espacio de polinomios P[z]|. Definimos:

1. Los valores singulares de D,, se denotan como o1, > 02y, > ...,0np
2. Elradio espectral como p(D,,)

3. El conjunto de ceros de ¢, como Z,

Proposiciéon 3. Sea D el operador multiplicacion por z en {o y D = (d; ;)i j>0 Su
matriz infinita . Sea D,, = (d; j)o<i j<n la seccién de orden n + 1. Entonces

lim D, = D]

Esta proposicion establece una conexion importante entre las normas de las
secciones finitas y la norma del operador infinito.

Utilizando este resultado se tiene que:

lfm o1,(Dy) = lim | Dy = || D
n—00 n—00

que siempre existe pudiendo ser co en el caso no acotado.

Con estos fundamentos de algebra lineal y teoria de operadores establecidos,
podemos ahora adentrarnos en la definicion especifica de los productos internos
de Sobolev.

2.4. Productos internos de Sobolev

Una vez establecidos los conceptos basicos del algebra lineal, debemos extender
nuestro marco teérico al contexto de espacios funcionales, donde se desarro-
lla el estudio de los polinomios ortogonales de Sobolev. Para ello, necesitamos
introducir los productos de Sobolev, que nos permitiran formalizar los distin-
tos productos internos respecto a los cuales definiremos la ortogonalidad. Estos
productos internos pueden tomar diversas formas, ya sean continuos o discre-
tos, reales o complejos, y son fundamentales para caracterizar las propiedades
de los polinomios ortogonales asociados.

Definicién 15. Sea S,(a) = {z € C : |z —a| = r} la circunferencia de centro
a € C y radio r > 0. Denotaremos por dm,,, la medida de Lebesgue en S,(a). Para
toda funcién continua f : S,(a) — C definimos

2

| i@dman) = o [ k) as,
Sy (a) 21 Jo
de modo que dmg;, queda normalizada (dme(S,(a)) = 1).

11



Capitulo 2. Marco tedrico

Esta medida es fundamental para definir productos internos en el plano com-
plejo, especialmente en el contexto de los polinomios ortogonales en la circunfe-
rencia unitaria o en otras circunferencias.

Los productos internos de Sobolev con los que se trabajara son de la forma:

1. Continuo Real con Soportes Compactos

b d
(p(t), a(t) = / p()a(t)wn (t) de + / P (6) (tywa(t) dt 2.3)

donde w1 (t) y wa(t) son pesos continuos, no negativos y distintos de la
funcion f = 0.

2. Discreto Real con Atomo
b
(0. a(0) = [ pOaOu ) di+ (0 2.9

con wi(t) peso continuo, no negativo y distinto de la funcién f = 0.

3. Continuo Complejo en Circunferencias

p(2),q(2))s = /S (b)p(z)q(z)dmb;rb +/S ()p/(z)mdma;m- (2.5)

4. Discreto Complejo en Circunferencia con Atomo

(), q())s = /S PRI dm, + (07 2.6)

Mas generalmente,

Definicion 16. [13] Sea pu = (u1, p2) un conjunto de medidas de Borel, positivas
y finitas, con soportes supp(u1),supp(u2) C C y p1 con soporte infinito, y sea p,q €
P[z]. Definimos el producto de Sobolev asociado a p como

0 Q)s = /«; p(2) 7) dpua (2) + / P(2) 7() dpsa(2).

C
Para los casos discretos, la medida de Dirac juega un papel crucial.

Definicion 17. Sea a € C. La medida de Dirac en a, denotada §,, es la medida
de Borel definida por

1 A
0a(A) = {0’ “ ; A’ A c C Borel
) a )

Para cualquier funcién medible f: C — C se cumple

/ £(2)d8a(2) = f(a).
C

12



2.4. Productos internos de Sobolev

En particular, sip es un polinomio,
) = [ 1n:)P dbu(c).

Cuando se desea ponderar la masa, se emplea el “atomo ponderado” \d, (A > 0),
para el cual / fd(Mog) = X f(a).

Observacion: En los casos discretos con atomo, la medida utilizada es la me-
dida de Dirac, es decir, se considera un atomo en un punto especifico del espacio
complejo, lo que permite evaluar la funcion en ese punto y ponderar su contri-
bucién al producto interno.

Definicion 18. En un espacio de Sobolev asociado a dos medidas se define el
numero R
R =méx{|z| : z € supp(u1) U supp(uz2)},

En particular, en los casos tratados:

1. Caso continuo real
R = méx{lal, [b],|c],|d|}

2. Caso continuo con atomo:

R = méx{|al, |b], [c[}

3. Caso continuo complejo

R =max{z € S,,(a) U Sy, (b)} = max{|a| + rq, [b] + rp}

4. Caso complejo con atomo

R = max{méx |z| : z € Sy (a),|c|} = max{|a| + 74, |c|}

Hay que destacar que este numero, en el caso de un productos internos aso-
ciados a una soéla medida, es decir, el caso standard de polinomios ortogonales
asociados a una medida del tipo

<nq>—/5@mwwm

coincide con
R =max{|z| : z € supp(u)}

Es conocido que cuando la medida tiene soporte acotado,
lim Oln = ”DH =R
n—oo

13
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Este valor R proporciona una medida del tamano de la region donde se definen
las medidas del producto de Sobolev. Al igual que con los productos internos
generales, los productos de Sobolev también admiten una representacion matri-
cial.

Definicion 19. [13] Sea pu = (i1, u2) un conjunto de medidas de Borel, positivas,
con soporte compacto en C. Denotemos por

My = M) = (), s = [ () G- 12

las respectivas matrices de momentos (cada una HSPD). La matriz de momentos

Sobolev asociada al sistema y. es entonces

Mg = My + AM, A

donde A = (\; ;)i ;>0 es la matriz infinita que representa el operador derivacion
definida por:
Jj sii=j—-1
Aij = {

0 en otro caso

o equivalentemente:

00000
10000
A—]0 2000
00300

Luego el producto matricial interno de Sobolev asociada a un conjunto de matri-
ces HPSD {M,, M.} con M; siendo HPD en P[z] se define como:

(p(t), q(t))ms = v(Ml +AM, A*)w*.

La matriz A representa el operador de derivacion en la base monomial. Cuando
se utilizan medidas de Dirac, la matriz de momentos asociada tiene una estruc-
tura particular.

Definicion 20. [13] Sea §, la medida de Dirac concentrada en a € C. Sus momen-

tos son ¢,y = / 2"ZMdéy(2) =a™a™, mn,m>0.
C

La matriz de momentos asociada, denotada M (a) = M (d,), es por tanto

1 a @& @

a l|a* a@® aa?

2 2= 4 223

M(a) = (a™a™) —|a® aa |a|* a"a
om0 a® dda a*a® |alf

Notese que dicha matriz de momentos no define un producto interno.
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2.5. Planteamiento del problema

Aunque M (a) por si sola no define un producto interno (ya que no es definida po-
sitiva, solo semidefinida positiva), puede ser un componente en la construccion
de productos internos de Sobolev mas generales.

Escribano y Gonzalo generalizaron la definicion de producto interno de Sobolev
a producto interno de Sobolev matricial, considerando matrices que no necesa-
riamente provienen de medidas de Borel.

Definicion 21. [13] Sea {M;, M.} un conjunto de matrices HPSD, siendo M; HPD,
el producto matricial de Sobolev inducido, denotado por (-, -)ms, Se define como:

(p(2), 4(2))ms = (p(2), 4(2))m, + (P (2), ¢ (2, VP(2), q(2) € P[z] 2.7)

Observacion Cuando M; es la matriz de momentos de una medida p; y My de
i2, los cuatro casos (1.3)-(1.6) se recuperan como casos particulares.

Con estas definiciones establecidas, podemos formular el problema central de
este trabajo.

2.5. Planteamiento del problema

El problema central de investigacion que motiva este trabajo es el siguiente: Sean
11y pe dos medidas de Borel positivas con soporte compacto, con y; con soporte
infinito, sea (-, -)s el producto interno de Sobolev asociado y sea Z el conjunto de
ceros de los polinomios ortonormales de Sobolev {y;}i>o. ¢Es Z acotado?

Esta cuestion fundamental no ha sido completamente resuelta en la literatura,
especialmente en el caso complejo cuando los soportes son disjuntos o cuando
no se cumple la hipétesis de dominacion secuencial, conceptos que se veran
después.

El estudio de la acotacion de los ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev
se traslada, mediante el uso de la representacion matricial del operador multi-
plicacion D, al analisis del radio espectral de las secciones de la matriz infinita.
Sabemos que si la sucesion {p(D,)},>0 esta acotada, entonces el conjunto de
ceros Z estara acotado.

Objetivo: Determinar condiciones necesarias y suficientes para la acotacion del
conjunto de ceros en cada uno de los casos (1.3)-(1.6) de productos internos de
Sobolev, estableciendo relaciones entre:

= la acotacion de Z,
= la acotacion del operador multiplicacion D,
» el comportamiento asintético de p(D,,).

= el comportamiento asintético oy, y o2.

Metodologia: Para la parte computacional emplearemos MAPLE con el fin de:

1. generar las matrices D,, para valores crecientes de n,

15



Capitulo 2. Marco tedrico

2. calcular los radios espectrales p(D,,) y analizar su comportamiento asinto-
tico,

3. visualizar los polinomios ortogonales y localizar sus ceros en el plano com-
plejo,

4. contrastar numeéricamente las cotas tedricas obtenidas y explorar casos
donde las condiciones clasicas de dominacion secuencial no se satisfacen.

Antes de abordar este problema, es importante revisar el estado actual del co-
nocimiento en esta area.

2.6. Estado del arte

En la literatura se ha abordado el problema de los ceros de polinomios ortogona-
les de Sobolev mayoritariamente desde la perspectiva de la localizacion general
de los ceros.

Primero vamos a probar que la acotacion del operador multiplicaciéon D en P[z] es
condicion suficiente para la acotacion de los ceros de los polinomios ortogonales
respecto a un producto inducido por una matriz HPD.

Proposicion 4. [13] Sea M una matriz HPD y {¢,(2)}>2, la secuencia de polino-
mios ortonormales asociados al producto interno inducido por M. Si D estd acotado
en P[z], el conjunto de ceros de los polonomios ortonormales asociados a M estd
acotado. Ademas,

Z={2€C:3IneN,p,(2) =0} C{z € C:|z| <|DJ}.

Demostracion. Asumamos que para zp € Z existe un n € N tal que ¢,(z9) = 0.
Luego, ¢n(z) = (2 — 20)Po—1(2), 0 # P,—1 € P,_1[2]. Por lo tanto, ¢, (z0) = 2P,—1(z) —
20P,—1(2) y porque ¢, (z) y P,_1(z) son ortogonales en M se sigue que

l2Pa-1(2)|I* = {pn(2) + 20Pn-1(2), ¥n(2) + 20Pn-1(2)) = ln(2)II* + |20 || Pa-1(2)]I?,
por lo que,
(20?1 Pa1(2)II? = [l2Pa-1(2)]7 = lln(2)II* < l2Pa-s(2)]* =
l2Po-1(2)]1? = ID(Pa-1) I < I1DIP[| Pas ()1
Como ||P,—1(z)|| # 0, se concluye que
|z0* < IDII,

Ccomo Sse requeria. O

Este resultado fundamental y usado extensamente en la literatura establece que
los ceros de polinomios ortogonales de Sobolev estan contenidos en un disco
centrado en cero cuyo radio es la norma del operador D, si dicho operador esta
acotado. Veamos resultados que nos permiten acotar la norma del operador
multiplicacion D.

16



2.6. Estado del arte

Para acotar el operador multiplicacion, G. Lopez y H. Pijeira [14] introdujeron el
concepto de medidas secuencialmente dominadas.

Definicion 22. [14] Diremos que el producto de Sobolev con dos medidas es se-
cuencialmente dominado si

supp(p2) C supp(p1), j=12.

dpz = frdu, f1 € Loo(p1).

Esta condicion de dominacion secuencial es clave para garantizar la acotacion
del operador multiplicacion en ciertos casos.

En el caso continuo real, se tiene que como consecuencia de la Definicion 23:

Corolario 1. El producto interno de Sobolev

b d
@@MWZ/MMWMMﬁﬁ/MMMW@ﬁ

es secuencialmente dominado cuando se cumple que [c,d] C [a,b] y Jc > 0,wa(t) <
¢ - wi (t) continuos.

Para trabajar con matrices de momentos introduciremos la definicion para esta
nocion de secuencial dominacion y un teorema analogo que nos dara la acota-
cion. Estos conceptos fueron generalizados por Escribano y Gonzalo [13] para el
caso matricial.

Definicion 23. [13] Sea {M;,M,} un conjunto de matrices HSPD. Diremos que
{My, M,} es secuencialmente dominada si existe una constante positiva C' tal que

M, <C- M.

donde A < B significa que vAv* < vBv* para todo v € cy.

Como consecuencia de [9] Proposicion 5, se tiene que el producto Sobolev
W@ a@)s = [ pEaE dmg, + [ PO TE dma,.
STb (b) S’Fa (a‘)

es matricialmente secuencialmente dominado, es decir, {M(my,,, ), M(mq;, )} for-
man un conjunto de matrices secuencialmente dominado cuando se cumple que
Sr.(a) C Dy, (b), donde D,, (b) = {z € C: |z — b| < rp} denota el disco abierto de cen-
tro b y radio ry.

Teorema 1. [13] Sea {M;, M} un conjunto de matrices HPD secuencialmente do-
minado. Asuma que para j = 1,2 el operador multiplicacion D; esta acotado en
(P[z], (-,-))m;, . Considera el producto matricial de Sobolev siguiente:

(p(t), q(t))ms = (p(t), q(t))p, + (0’ (1), ¢ (t)) m,.-

Entonces, el operador multiplicacion D esta acotado en (P[z], (-, -))ms-
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Este teorema es una herramienta poderosa para establecer la acotacion del ope-
rador multiplicacion en el contexto de productos de Sobolev matriciales. Un co-
rolario directo se aplica a los productos de Sobolev definidos en circunferencias.

Corolario 2. Como consecuencia del Teorema 1, para el producto interno de So-
bolev

(=), 4(2))s = /Q , PR dm, +»/Q P AT .

el operador multiplicacion D esta acotado en (P[z], (-,-))s cuando se cumple que
Sr.(a) C Dy, (b). Y por tanto el conjunto Z esta acotado.

Sin embargo, como consecuencia de [9] Proposicion 6, podemos asegurar que
para el producto Sobolev

@mmmszéwﬂawmmm+é(fwwwwwf

El operador multiplicacion D esta acotado en (P[z], (-,-))s cuando se cumple que
a € Dy, (b) y r, >0, incluso cuando no estamos en un caso matricialmente se-
cuencialmente dominado. Este resultado es particularmente interesante porque
muestra que hay casos donde la acotacion del operador puede obtenerse bajo
condiciones geométricas mas generales que la dominaciéon secuencial.

Para extender estos resultados a productos de Sobolev que incorporan términos
discretos, como la evaluacion de la derivada en un punto especifico, necesitamos
introducir el concepto de punto de evaluacion acotado.

Los puntos de evaluacion acotados constituyen una herramienta fundamental
para extender los resultados de acotacion del operador multiplicacion a pro-
ductos internos de Sobolev con componentes discretas. Como veremos en los
resultados siguientes, cuando un punto es de evaluacion acotada respecto a la
medida principal p;, es posible garantizar la acotacion del operador multiplica-
cion en productos internos de Sobolev que incluyen términos discretos como
Ip’(a)|?, 1o que a su vez asegura la acotacion del conjunto de ceros de los polino-
mios ortogonales asociados.

Definicion 24. [9] Decimos que a € C es un punto de evaluacion acotado de
una medida . (abreviado bpe de 1) si existe una constante C' > 0 tal que

PP <C [P du) ple) € P,
Definicion 25. [9] Para un conjunto compacto K C C, la envoltura convexa

polinémica de K, denotada por P-(K), se define como

Po(K) = {z eC: |p(z)| < rgnéx Ip(¢)| para todo p € ]P’[z]} .
€K

La envoltura convexa polinémica juega un papel importante en la caracterizacion
de los puntos de evaluacion acotados.

En particular, por [15], [16]
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2.6. Estado del arte

1. Para el caso real, cuando K es union de intervalos, P-(K) coincide con K.

2. Para el caso en el que K es una circunferencia, cuando K es S,(a), Po(K)
coincide con D, (a).

Estos resultados conectan la geometria del soporte de la medida con las propie-
dades analiticas de los puntos de evaluacion.

Lema 1. [9] Todo punto de evaluacion acotado de una medida u esta contenido
en la envoltura polinémica convexa del soporte de L.

Ademas, todo punto de evaluacion acotado de una medida ;i es un punto de
evaluacion de la matriz de momentos asociada a (.

La nocion de punto de evaluacion acotado se extiende naturalmente al contexto
de matrices de momentos.

Definicion 26. [9] Sea M una matriz hermitica positiva definida (HPD) y a € C.
Decimos que a es un punto de evaluacion acotado (bpe) de M si existe una
constante C' > 0 tal que

pa)* < Clip(2)lI3  p(2) € Pla].

Existe una equivalencia util entre ser un punto de evaluacion acotado y la do-
minacion secuencial.

Proposicion 5. [9] Sea M una matriz HPD y a € C. Entonces son equivalentes:
1. a es un punto de evaluacion acotado de M ;

2. el conjunto {M, M(a)} es secuencialmente dominado;

Esta equivalencia permite aplicar resultados de dominacion secuencial al estu-
dio de puntos de evaluacion acotados. La siguiente proposicion muestra como
la propiedad de ser un punto de evaluacion acotado se preserva bajo la adicion
de un término de derivada.

Proposicion 6. [9] Sea M una matriz HPD tal que el operador de multiplicaciéon
D es acotado en (P[2],| - |m). y sea a € C punto de evaluacion acotado de M.
Entonces D también es acotado en IP[z] respecto a la norma
2
el = Ilp(2)113 + [p'(a)]"
Un corolario importante de este resultado se aplica a productos de Sobolev dis-
cretos en circunferencias.

Corolario 3. [9] Sea m;,, una medida de Lebesgue soportada en una circunfe-
rencia Sy, (b). Supongamos que a € D,,(b) y consideremos la norma de Sobolev
discreta

Ipll3 = / P, + F@P,  pePl)

b
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Entonces el operador multiplicacién D: p(z) — zp(z) es acotado en (P[z],]| - ||s).
En consecuencia, el conjunto de ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev
asociados esta acotado.

Estos resultados proporcionan condiciones suficientes para la acotacion de los
Ceros en varios escenarios importantes.

Ademas de las técnicas basadas en matrices de momentos y acotacion de ope-
radores, existen otros enfoques en la literatura para estudiar la acotacion del
conjunto de ceros de polinomios ortogonales de Sobolev. Estos métodos alterna-
tivos no requieren necesariamente el uso de representaciones matriciales ni el
analisis de la acotacion del operador multiplicacion.

Un enfoque geométrico importante se basa en el analisis directo de las pro-
piedades de los soportes de las medidas involucradas. Por ejemplo, cuando los
soportes de las medidas pu; y po son disjuntos, es posible obtener cotas explicitas
para la localizacion de los ceros utilizando técnicas de analisis complejo y teoria
de potencial.

Otro método relevante utiliza las propiedades asintoéticas de los coeficientes de
las relaciones de recurrencia de tres términos que satisfacen los polinomios or-
togonales de Sobolev. Este enfoque, desarrollado por varios autores, permite es-
tudiar el comportamiento de los ceros sin necesidad de construir explicitamente
las matrices asociadas.

También se han desarrollado técnicas basadas en desigualdades integrales y
métodos variacionales que proporcionan informacion sobre la distribuciéon asin-
totica de los ceros. Estos métodos son particularmente tutiles cuando se busca
informacion cualitativa sobre el comportamiento de los ceros mas que cotas
cuantitativas precisas.

Un ejemplo concreto de estas técnicas alternativas se presenta en el siguiente
resultado para soportes disjuntos:

Teorema 2. [7] En un producto Sobolev del Caso Real Continuo, si co(supp(u1)) N
co(supp(u2)) = 0, entonces, los ceros de ¢, estan contenidos en el disco centrado
en el punto de co(supp(uz)) mas alejado de co(supp(u1)) y radio el diametro de
co(supp(u1)) Uco(supp(us2)). Donde co(K) es la envoltura convexa de un conjunto K,

co(K) = {Zx\jxj cx; e K, A\ >0, Z)\j =1, meN};
j=1 j=1

es decir, el menor conjunto convexo que contiene a K o, equivalentemente, la inter-
seccion de todos los subconjuntos convexos cerrados de C que contienen a K.
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Capitulo 3

Casos Analizados y Conjeturas

En el Capitulo 2 se establecieron los cimientos teoricos que guiaran todo el tra-
bajo: se revisaron las nociones basicas de polinomios ortogonales y sus matrices
de momentos, se introdujo el operador de multiplicacion D y se formalizé la or-
togonalidad de Sobolev junto con el problema central de la localizacion de ceros.
Ademas, se contextualizo el estado del arte resaltando la utilidad de la aproxi-
macion matricial y de los estudios numéricos para desvelar la geometria de los
ceros bajo diferentes productos internos.

El objetivo de este segundo capitulo es aplicar aquel armazon teoérico a los 4
casos concretos y, a partir de la evidencia obtenida, formular conjeturas que
orienten futuras demostraciones rigurosas. Con este fin, el capitulo se organiza
en tres secciones principales:

= 3.1 Caso real - Se analizan productos de Sobolev definidos sobre sopor-
tes en la recta real. La simplicidad geométrica permite contrastar los re-
sultados con referencias clasicas y calibrar las herramientas algebraicas
presentadas anteriormente.

= 3.2 Caso circunferencia - El estudio se traslada al plano complejo consi-
derando medidas soportadas en circunferencias. Esta configuracion pone
de relieve la influencia de transformaciones de semejanza y la interaccion
entre la topologia del soporte y la distribucion de ceros.

= 3.3 Analisis y conjeturas - Reune las observaciones extraidas de ambos
escenarios para proponer conjeturas sobre:

1. Cotas uniformes para los ceros en funcion del radio o de la posicion
relativa de los soportes.

2. El comportamiento asintotico de valores singulares sucesivos de las
secciones D,, y su relacion con el radio espectral.

3. La influencia de la dominaciéon secuencial o matricial en la acotacién
de D.

A lo largo del capitulo se alternaran demostraciones analiticas y experimentos
numéricos, reforzando la filosofia descrita en la introduccién: combinar la teo-
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ria de matrices de Hessenberg con simulaciones para obtener una vision mas
completa de los ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev.

En estos experimentos, utilizaremos la metodologia computacional expuesta en
el Planteamiento del problema del Capitulo 2, que nos permite calcular y visua-
lizar los ceros de polinomios ortogonales de Sobolev. Las graficas presentadas
para cada ejemplo muestran:

1. Una primera imagen que muestra los ceros del polinomio ortogonal ¢,, para
un grado fijo, donde el punto rojo destaca el cero de mayor médulo que
determina el radio espectral de la matriz D,,.

2. Una segunda imagen que representa el conjunto completo de todos los
ceros de la familia {¢;}!' ,, donde los puntos rojos destacan, para cada
polinomio ¢;, el cero de mayor modulo que determina el radio espectral
correspondiente.

3. Una tercera imagen que visualiza la evolucion de los valores singulares y el
radio espectral en funcién del orden n de la matriz D,,. En esta grafica:

= Los circulos (que varian cromaticamente del rojo al azul) representan
el radio espectral p(D,,) para cada valor de n.

= Los diamantes (que varian del verde al morado) corresponden al primer
valor singular o1, de cada matriz D,,.

= Las cajas o cuadrados (también variando del verde al morado) repre-
sentan el segundo valor singular o3 ,,.

Estos graficos se complementan con una tabla numérica que resume las princi-
pales magnitudes espectrales calculadas mediante nuestro algoritmo en Maple,
incluyendo los valores singulares dominantes, el radio espectral y el maximo de
los radios espectrales en la secuencia, lo que permite contrastar hipoétesis sobre
la acotacion de ceros.
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3.1. Caso Real

3.1.

Ejemplo 1. (p,q)s = /
—1

Caso Real

p(t)g(t) 2 dt + / P (8)g (1) 1 dt

(@) Conjunto de ceros de @7g.

erde >Morad, Sigma 1 diamante)Verde

%
%

(b) Conjunto de ceros de gy, ..., @70.

Morado

o o o -

o170 = 1,2760
970 = 1,2760
R=1

(c) Secuencia de {01 ,,, 02,0, p(Dy)}2o-

Ejemplo 2. (p,q)s = /
-2

p(Dro) = 0,9999

(5 méx{p(D,)}7%, = 1,1333

oLk 0N =

2

(@) Conjunto de ceros de @7g.

(b) Conjunto de ceros de gy, .. ., @70-

thofcirculo):Rejo >Azul. Sigma 2(cajo):Verde >Morado, Sigma | (diamante):Verde >Morado.

o170 = 1,999
270 = 1,999
R=2

(c) Secuencia de {01 ,,, 02,n, p(Dy)}2o-

p(Dro) = 1,999

70 méx{p(D,)}7°, = 1,999

oLk 0N =

23



Capitulo 3. Casos Analizados y Conjeturas

1 1

Ejemplo 3. (p,q)s = /
—1

p(t)q(t) t*0 dt + /

-1

P (t)d (t) ¢ dt

(@) Conjunto de ceros de @7g.

GEEp O OO0 CICCITi &

70
n=0"*

(c) Secuencia de {01 ,,, 02, p(Dy,)

40

10
Ejemplo 4. (p,q)s — / p(t)a(t) dt + /
0 30

crde >Morade,

0 COmmm Gy O @]

70
n=0"*

(c) Secuencia de {01 ,, 02, p(Dy,)

24

(b) Conjunto de ceros de gy, ...

01,70 = 2,204
o970 = 2,122
R=1

p(Dro) = 1,000
méx{p(D,)}70, = 1,275

oLk 0N =

p(t)q'(t) dt

)y P70-

(b) Conjunto de ceros de gy, ...

01,70 = 9,272 X 1016
o970 = 39,998
R =40

p(D7o) = 42,930
méx{p(D,)}7%, = 50,052

oLk 0N =

)y P70-



3.1. Caso Real

(c) Secuencia de {o} ,,, 025, p(Dy)

10
Ejemplo 6. (p(t),q(t))s = /0 p(t)q(t) dt + /3

*
* oy

70
n=0"*

*
E—

(@) Conjunto de ceros de @7g.

thofcirculo):Rejo >Azul. Sigma 2(cajo):Verde >Morado, Sigma | (diamante):Verde >Morado.

OO0 CTed GO O O

(c) Secuencia de {01 ,, 02, p(Dy,)

70
n=0"*

25

(b) Conjunto de ceros de ¢y, ...

QU 0N =

» P70-

01,70 = 9,272 X 1016

0270 = 39,991

R =140

p(D7) = 39,991
méx{p(D,)}7, = 39,991

p()q () dt

(b) Conjunto de ceros de gy, ...

oLk 0N =

)y P70-

01,70 = 5,990 X 1013

o270 = 49,983

R =50

p(Dro) = 52,656
méx{p(D,)}7, = 59,814
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50

Bjemplo 7. (p(0).a(0)s = | p(ta)ar+ [ g

30

(@) Conjunto de ceros de @7g. (b) Conjunto de ceros de ¢y, ..., @70-
1. 01,70 = 3,752 X 1013
’ o 2. 02,70 = 49,987
3. R=50
4. p(Drp) = 49,987
(c) Secuencia de {01, 024, p(Dy)}2,. 5. max{p(D,)}7%, = 49,987
20 40
Ejemplo 8. (p(t).a(t))s = [ p(0a(t)dt+ [ p()d(0)ds
0 30
* % x %
\1
Fxg
(@) Conjunto de ceros de @7g. (b) Conjunto de ceros de gy, .. ., @70-
1. o170 = 2,944 x 10°
- non - C— O 2. 02,70 = 39,985
3. R=40
4. p(D7g) = 40,951
(c) Secuencia de {01, 024, p(Dy) . 5. méx{p(Dn)}ZLOZO = 44,196
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3.1. Caso Real

40

Bjemplo 9. (p(0).a(1)s = | p(ta)at+ [ U e a

30

*
_— * g

******

(@) Conjunto de ceros de @7g. (b) Conjunto de ceros de ¢y, ..., @70-

01,70 = 4,136 X 108

0270 = 39,989

R =140

p(D7) = 39,989
méx{p(D,)}7, = 39,989

(c) Secuencia de {01, 024, p(Dy)}2,.

QU 0N =

(@) Conjunto de ceros de @7g. (b) Conjunto de ceros de gy, .. ., @70-

01,70 = 3,711 X 1010
] o o 00 (00 I Qo0 o 0-2770 — 157990
R=16

p(Dr) = 17,107
méx{p(D,)}70, = 21,152

oLk 0N =

(c) Secuencia de {01, 024, p(Dy) .
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-5

14
Ejemplo 11. (p(t), q(t))s = / p(t)q(t) di + / P (0 (8) di

—15

(@) Conjunto de ceros de @7g. (b) Conjunto de ceros de gy, ..., @70.
1. o170 = 2,338 x 10!
o a 0 0 COMMD @ O 2 0'2770 = 14,992
3. R=15
4. p(Dry) = 15,094
(c) Secuencia de {01, 024, p(Dy) . 5. max{p(Dy)}", = 19,007
1
Efemplo 12. (s(t).q(t)s = [ p(tla(t)dt +5/(0)d/(0)
-1
(@) Conjunto de ceros de @7g. (b) Conjunto de ceros de gy, .. ., @70-

p(Dr7o) = 0,999
méx{p(D,)}7, = 0,999

1. o170 = 4,704
b Doo o 6000000000000V 2. 0270 = 0,999

3. R=1

4.

5.

(c) Secuencia de {01, 024, p(Dy) .
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1

Ejemplo 13. (p(t), q(t))s = / p0alt) -+ (2 2)

(@) Conjunto de ceros de @7g. (b) Conjunto de ceros de gy, ..., @70.
1. o170 = 7,441 x 1036
en o IS O 2. 09,70 = 0,999
3. R=2
4. p(Dr) = 2,025
(c) Secuencia de {01, 024, p(Dy) . 5. max{p(D,)}"°, = 2,933

1
Ejemplo 14. (p(t),q(t))s = /0 ()t dt + 9/ (0)4'(0)

(@) Conjunto de ceros de @7g. (b) Conjunto de ceros de gy, .. ., @70-

o1.70 = 35,000
02,70 = 0,999

R=1

p(D7o) = 0,999
méx{p(D,)}7, = 0,999

(c) Secuencia de {01, 024, p(Dy) .

oLk 0N =
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1
Ejemplo 15. (p(t), q(t))s = / (gt dt + (24 (2)

(@) Conjunto de ceros de @7g. (b) Conjunto de ceros de ¢y, ...
1. 01,70 = 1,405 X 1050
i — 2. o270 = 0,999
3. R=2
4. p(Dr) = 2,021
(c) Secuencia de {01, 024, p(Dy)}2,. 5. méx{p(D,)}"°, = 3,299

30
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Capitulo 3. Casos Analizados y Conjeturas

3.2. Caso Circunferencia

En este capitulo analizamos el comportamiento de los ceros de polinomios orto-
gonales de Sobolev en el caso complejo, donde las medidas estan soportadas en
circunferencias. Este enfoque nos permite extender nuestro estudio mas alla del
eje real y comprender mejor los fenomenos de distribucion de ceros en el plano
complejo.

Ejemplo 1. (p(z),q(2))s :/ p(z)@dmo;l —|—/ P (2)q () dmg 4:0.4
S1(0) S0,4(0,4)

(@) Conjunto de ceros de ya5. (b) Conjunto de ceros de gy, .. ., ps.
1. 0125 = 1,516
e “ ¢ 2. 0225 = 1,000
3. R=1
4. p(D25) = 0,667
(c) Secuencia de {01, 024, p(Dy)}25,. 5. max{p(D,)}?>, = 0,672

32



3.2. Caso Circunferencia

Ejemplo 2. <p(z),q(z))s=/s(O)p(z)q(z)dmo;lJr/S

(@) Conjunto de ceros de @o5.

(c) Secuencia de {01 ,,, 02, p(Dy)

Ejemplo 3. (p(z)

:/Sl

(@) Conjunto de ceros de ya5.

25

n=0"*

(c) Secuencia de {01 ,, 02, p(Dy,)

25

n=0"*

(b) Conjunto de ceros de ¢y, ...

P (2)¢ (2) dmo s;2
2(075)

oLk 0N =

»y P25-

01,25 = 3,470

02,95 = 2,968

R=25

p(Das) = 1,108
méx{p(D,)}2>, = 1,112

a(2) dmo.1 + / P (2)7() dmo 510
510(0 5)

33

(b) Conjunto de ceros de gy, ...

oLk 0N =

y P25.

o105 = 15,248
02,25 = 13,972

R =105

p(D25) =1 068
méx{p(D,)}2>, = 1,185



Capitulo 3. Casos Analizados y Conjeturas

Ejemplo 4. (p(2),q(2))s = /S P dmo + /S L PETE dm

(@) Conjunto de ceros de ¢7g. (b) Conjunto de ceros de ¢y, ..., @7o-
1. 01,70 = 2,672
O (O | (18 . 2. 02,70 = 2’672
3. R=2
4. p(D7p) = 1,933
(c) Secuencia de {71 ,,, 021, p(Dy)}70,. 5. méx{p(D,)}"°, = 1,963

Ejemplo 5. (5(:).4(2)s = | o P dmoa + / PTG s

Ces)
N

(@) Conjunto de ceros de @7g. (b) Conjunto de ceros de gy, .. ., @70-

o170 = 4,963 x 10M
55 o @ (e ED O O 0‘2770:11,211
R=11

p(Dro) = 12,424
méx{p(D,)}70, = 15,074

oLk 0N =

(c) Secuencia de {01, 024, p(Dy) .
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3.2. Caso Circunferencia

Ejemplo 6. (p(=),q(2))s = / p(2)9(2) dm 10025 + / P ()2 () dmo
So,25(—10) S51(0)

******

. D -
(@) Conjunto de ceros de 7. (b) Conjunto de ceros de g, ..., ©70-
1. 01,70 = 9,660 x 10?2
o 2. 0'2’70 = 10,249
3. R=10,25
4. p(Drp) = 10,035
(c) Secuencia de {71 ,,, 02, p(D,)}70,. 5. max{p(D,)}"°, = 10,035

Ejemplo 7. <p(z), q(z))s = / p(z)@dmo;l +/ p'(z)q’(z) dm_10;0,25
S1(0) So,25(—10)

D
N7,

(@) Conjunto de ceros de @7g. (b) Conjunto de ceros de gy, .. ., @70-

01,70 = 1,409 X 1023
o oo [u] EECINC ol 0-2770 — 107298
R =10,25

p(D7o) = 11,641
méx{p(D,)}70, = 14,981

oLk 0N =

(c) Secuencia de {01, 024, p(Dy) .
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Capitulo 3. Casos Analizados y Conjeturas

Ejemplo 8. (p(z),q(2))s = / p(2)q(z) dmoa + p'(0,5 + 0,5)¢’ (0,5 + 0,54)
S1(0)

(@) Secuencia de {01 ,,, 025, p(Dn)}22,. (b) Conjunto de ceros de 5.
1. o150 = 33,560
2. 0250 = 1,457
3. R=1
4. p(Dso) = 31,489
5. méx{p(D,)}3%, = 31,489

Ejemplo 9. (p(z),q(2))s = / p(2)q(z) dm_g 5-05i1 + p'(0)¢'(0)
S1(—0,5—0,51)
/
7

, *
*
*
*
*
*
ﬁ% T
0

(@) Conjunto de ceros de @7g. (b) Conjunto de ceros de gy, .. ., @70-

o170 = 314,848
02,70 = 54,035

R=15

p(D70) = 270,137
méx{p(D,)}7°, = 270,137

RARARRERINOEAN0TICODE00RRARJ

(c) Secuencia de {01, 024, p(Dy) .

oLk 0N =
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3.2. Caso Circunferencia

Ejemplo 10. (p(2),q(2))s = / (2)a(z)

S51(0)
(@) Secuencia de {01 ,,, 025, p(Dn)}22,. (b) Conjunto de ceros de 5.
o150 = 1,542
0250 = 1,000
R=1

p(Dso) = 0,533
méx{p(D,)}3%, = 0,651

O 0N =

Bjemplo 11. (p(2)a(=)s = [ p)al)dmoos + 010

(@) Conjunto de ceros de @7g. (b) Conjunto de ceros de gy, .. ., @70-
1. o170 = 1,525
g e - 2. 092,70 = 1,500
3. R=15
4. p(D7o) = 1,017
(c) Secuencia de {01, 024, p(Dy) . 5. méx{p(Dn)}ZLOZO = 1,031
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Capitulo 3. Casos Analizados y Conjeturas

Ejemplo 12. (p(2),q(2))s = /S (O)p(Z)@dmo;l + ' (0)¢'(0)

(@) Secuencia de {01 ,,, 025, p(Dn)}22,. (b) Conjunto de ceros de 5.

o150 = 1,414
0250 = 1,000

R=1

p(Dso) = 0,000
méx{p(Dy) 32, = 0,000

O 0N =

Ejemplo 13. (s(:).4(2)s = | o, PG dmos + 057050

..........

(a) Secuencia de {01 ,,, 2.5, p(Dn)}22,. (b) Conjunto de ceros de ¢so.
o150 = 6,325
950 = 1,492

R=1
p(Dso) = 5,311
max{p(Dn)}3L, = 5,311

oLk 0N =
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3.2. Caso Circunferencia

Ejemplo 14. (p(z),q(2))s = / p(2)q(z) dm_o i1 + p'(0)¢'(0)
S1(—0,5%)
(@) Conjunto de ceros de ¢7g. (b) Conjunto de ceros de ¢y, ..., @7o-
1. 01,70 = 9690,600
o3 (MRS ©@ @OCOIIINCONNEOO 0000 © © O0O KD CHRITNEDCEET) 2. 0.2’70 — 1647’790
3. R=15
"""" 4. p(D7g) = 9665,190
(c) Secuencia de {71 ,,, 021, p(Dy)}70,. 5. max{p(D,)}’Y, = 9665,190

Ejemplo 15. (p(2),q(2))s = /S PG dmo & (10)10)

(@) Conjunto de ceros de @7g. (b) Conjunto de ceros de ¢y, ..., @7o-
1. 01,70 = 3,502 X 1026
e 2. 09,70 = 1,000
3. R=10
4. p(D7g) = 10,345
(c) Secuencia de {01, 02, p(Dy)}2,. 5. méx{p(D,)}, = 14,975
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Capitulo 3. Casos Analizados y Conjeturas

Cuadro 3.2: Resumen de ejemplos sobre la localizacion de ceros en el caso de circunferencias.

SECUENCIALMENTE NO SECUENCIALMENTE ATOMO
Parametros DOMINADO DOMINADO
O1n O2,n p(Dn) miéxZ O1,n O2,n p(D,) miéxZ O1,n O2,n p(Dy) max Z
Ej.1: So(1), S0,4(0,4) 1,516 1,000 0,667 0,672 - - - - - - - -
Ej.2: So(1), So.5(2) 3,470 2,968 1,108 1,112 - - - - - - - -
Ej.3: So(1), So,5(10) 15,248 13,972 1,068 1,185 - - - - - - - -
Ej.4: So(1),S:1(1) - - - - 2,672 2,672 1,933 1,963 - - - -
Ej.5: So(1),S—10(1) - - - - 4,963 x 10'* 11,211 12424 15,074 - - - -
Ej.6: S_10(0,25), S0(1) - - - - 9,660 x 102 10,249 10,035 10,035 - - - -
Ej.7: So(1),S-10(0,25) - - - - 1,409 x 10** 10,208 11,641 14,981 - - - -
Ej.8: So(1),c=0,5+0,5i - - - - - - - - 33,560 1,457 31,489 31,489
Ej.9: S_05-05i(1),c=0 - - - - - - - - 314,848 54,035 270,137 270,137
Ej.10: So(1),c=0,5 - - - - - - - - 1,542 1,000 0,533 0,651
Ej.11: S_o5(1),c=0 - - - - - - - - 1,525 1,500 1,017 1,031
Ej.12: So(1),c=0 - - - - - - - - 1,414 1,000 0,000 0,000
Ej.13: So(1),c = 0,5 - - - - - - - - 6,325 1,492 5,311 5,311
Ej.14: S o5:i(1),c=0 - - - - - - - - 9690,600 1647,790  9665,190  9665,190
Ej.15: So(1),c =10 - - - - - - - - 3,502 x 1026 1,000 10,345 14,975
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3.3. Analisis y Conjeturas

3.3. Analisis y Conjeturas

El Cuadro 3.1, que resume los experimentos numéricos para el caso real, revela
una variedad de comportamientos. Notablemente, en ejemplos como el primero,
donde el producto de Sobolev puede considerarse secuencialmente dominado
(es decir, el soporte de la integral que involucra las derivadas, I, = [¢,d], esta
contenido en el soporte de la integral del término sin derivadas, I = [a,b], y el
cociente de los pesos w;(t)/wy(t) esta acotado en I;), los valores singulares del
operador de multiplicacion truncado D,, y su radio espectral confirman la aco-
tacion del operador D. La Proposicion a continuacion aborda formalmente esta
situacion, estableciendo una cota para la norma de D bajo dichas condiciones
de dominacion secuencial en el caso real continuo.

Proposicién 7. Para el caso continuo real secuencialmente dominado con sopor-
tesI; = [a,b] y I = [¢,d] con[c,d] C [a,b], definamos R = max{|al, |b|, |c|, |d|}, a=
wi (¢

MaXc(q,p] wol)" Entonces el operador multiplicacion D es acotado en el producto

Sobolev y satisface |D|| < +/2(R?+ «).

Demostracion. Sea p(t) € P[t]. Utilizando que (a + b)? < 2(a? + b%) para a,b > 0, se

obtiene:
2

b d
PGP = [ rOun i + [ [po)y] e d

a c

- /a bt2p2(t)w0(t) dt + /C d(p(t)—i—tp/(t))zwl(t) dt <

/ " 22y () di + 2 / o (t) di + / C o (2 (8) dt) <

C

R? (/pr(t)wo(t) dt + 2/dp’(t)2w1 (1) dt> + 2/dp(t)2w1(t) dt <

2 2 LI 2 2 PR _
2R%||p(t)]| +2a/ p(t) wo(t) dt <2R7[|p(t)[" + 2 [ p(t) wo(t) di

2(R* + o) |p(t) |

O
Aplicando la Proposicion 7 al Ejemplo 1 del Caso Real: tenemos [; = [—1, 1] (con
wo(t) = t2) y Iy = [—-1,1] (con wy(t) = ). Asi, R = max{| — 1|,]1|} = 1. El cociente

de pesos wi(t)/wo(t) = t® (para t # 0) implica o = 1. Por lo tanto, la cota es
ID|| < 2(R?+a) = \/2(12+ 1) = V4 = 2. Este resultado es consistente con el
valor numeérico o1 79 = 1,2760 (Cuadro 2.1), ya que 1,2760 < 2.

Para el Ejemplo 2, tenemos I = [—2,2] (con wy(t) = 1)y I» = [-1,1] (con w;(t) = 1).
Aqui, R = max{|—2|,|2|,|-1|,|1|} = 2. Como w; (t)/wy(t) = 1 parat € [-1,1], tenemos
a = 1. Asi, obtenemos ||D| < /2(R2 +a) = /2(22+1) = /2(4 + 1) = V10 = 3,16.
Esto también es consistente con el valor experimental oy 70 = 1,999, confirmando
que la cota teorica es valida.
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Capitulo 3. Casos Analizados y Conjeturas

Es interesante notar que el Ejemplo 3, aunque no es secuencialmente dominado
(ya que wi(t)/wo(t) = t~° no esta acotado en [—1,1]), presenta oy 70 = 2,2040. Si
bien la Proposicion 7 no aplica directamente, el valor experimental es cercano a
la cota de 2 obtenida para el Ejemplo 1, lo que podria sugerir alguna relacion
subyacente o la necesidad de una cota mas general.

Para continuar el analisis, aplicaré el Teorema 2 de la Introduccion a los Ejem-
plos 4-11, explorando como la relacion entre los soportes de las medidas afecta
la acotacion del operador y la distribucion de ceros.

Para los casos no secuencialmente dominados (Ejemplos 3-11), podemos ob-
servar patrones interesantes. En el Ejemplo 3, donde I} = [—1,1] (con wy(t) =
t19 y I, = [~1,1] (con wy(t) = t?), aunque los soportes coinciden, el cociente
wi (t)/wo(t) = t~® no esta acotado cerca de t = 0. Esto se refleja en o1 79 = 2,204,
mientras que p(D7) = 1,000, evidenciando un operador acotado pero no necesa-
riamente por las razones del Teorema 2.

Los Ejemplos 4 y 5 muestran casos donde [; = [0,10] e I» = [30,40] (y viceversa),
con soportes disjuntos y relativamente distantes. Aqui observamos que o4, crece
exponencialmente (~ 9,272 x 10'%), sugiriendo un operador no acotado, mientras
que p(D,) permanece acotado (42.930 y 39.991 respectivamente). Es impor-
tante destacar que, aunque oy, sugiere un operador no acotado en estos ca-
S0s, 032, parece converger al maximo absoluto de los extremos de los soportes,
R = max{|al, |b], |c|, |d|}. Por ejemplo, en los Ejemplos 4 y 5, R = 40, y los valores
de o279 son 39,998 y 39,991 respectivamente (segun el Cuadro 2.1). Esta tenden-
cia de oy, a aproximarse a R se mantiene en los siguientes ejemplos de este
grupo (Ejemplos 6-11). Notablemente, cuando el soporte de la medida sin deri-
vada esta a la derecha del soporte con derivada (Ejemplo 5), los ceros tienden a
permanecer dentro del soporte de mayor magnitud, con p(D7y) = 39,991.

Los Ejemplos 6 y 7 con I; = [0,10] e Iz = [30,50] (y viceversa) confirman esta
tendencia. Cuando la segunda medida tiene un soporte mas amplio (Ejemplo 6),
los ceros se extienden mas alla del soporte maximo (p(D7g) = 59,814 > 50), mien-
tras que en el Ejemplo 7, con la configuracion inversa, los ceros permanecen
confinados (p(D7y) = 49,987 ~ 50).

Los Ejemplos 8-11 con diferentes configuraciones de soportes [0, 20] y [30,40] (y vi-
ceversa), asi como [—15,—5] y [5,16] (o [5, 14]), refuerzan esta observacion: cuando
la medida sin derivada (/;) tiene el soporte de mayor magnitud, los ceros tienden
a permanecer dentro de ese soporte (es decir, p(D7) ~ R). Por el contrario, cuan-
do la medida con derivada (I;) tiene el soporte mas extremo, los ceros pueden
exceder significativamente R. En estos casos, la localizacion de los ceros mas
externos, p(D,,), puede describirse como R+ k, donde el factor k (positivo en este
contexto) depende de la geometria relativa de los soportes I; e I3, incluyendo
su separacion, tamanos relativos y cual de ellos corresponde a la medida con
derivada.

A partir de los Ejemplos 4-11, donde los soportes I; = [a,b] y [2 = [c,d] varian en
posicion y tamano, se observan las siguientes tendencias:

= Operador D (Norma o, ,): En casos con soportes disjuntos y I, significa-
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tivamente alejado o mas extenso que I; (e.g., Ej. 4, 6, 10), 0y, tiende a
valores muy grandes, sugiriendo que D es no acotado.

= Segundo Valor Singular (0, ,): Consistentemente, o2, se aproxima a R =
max{|al, |bl,]|c|,|d|}, el extremo de mayor moédulo entre todos los limites de
los soportes.

» Radio Espectral (p(D,,)): Aunque o, pueda divergir, p(D,,) permanece aco-
tado, influenciado por R y la posicién relativa de los soportes.

¢ Si el soporte de la medida sin derivada, [;, contiene el extremo de
mayor moédulo (e.g., Ej. 5, 7, 9), p(D,,) tienden a converger a R.

* Si el soporte de la medida con derivada, I», contiene el extremo de
mayor modulo (e.g., Ej. 4, 6, 8, 10, 11), p(D,,) pueden superar R. En
estos casos, p(D,) puede describirse como R + k, donde k£ > 0 es un
factor que depende de:

o La separacion entre I; e I.
o Los tamanos relativos de I; e Is.

o Cual de los soportes (/; o I3) es el mas externo. El factor £ tien-
de a ser mayor cuando I, es el soporte mas externo y de mayor
magnitud.

La Proposicion 7 nos dio una perspectiva sobre la acotacion de D en ciertos casos
continuos. Ahora, dirigimos nuestra atencion a los productos internos que, ade-
mas de la integral usual, incorporan un término atémico para la derivada, como
se observa en los Ejemplos 11-14 (Cuadro 3.1). Estos productos, de la forma
(p(t),q(t))s = f; p(t)q(t) dt + p'(c)¢'(¢), son particularmente interesantes. Aunque
la adicion de este atomo a menudo implica que el operador D no sea acotado
(como sugiere o1, en dichos ejemplos), los ceros de los polinomios ortogonales
resultantes parecen mantenerse acotados. Esta aparente acotacion de los ceros
es lo que exploraremos seguidamente.

A continuacion, se analiza el comportamiento en los Ejemplos 12-15 del Cuadro
3.1, que corresponden a productos internos con una medida atomica para la
derivada, de la forma (p(t),q(t))s = f;p(t)q(t) dt + p'(c)¢'(c). Estos casos no son
secuencialmente dominados en el sentido de la Proposicion 7. Una observacion
clave es que o 5, (la norma de D,)) tiende a ser extremadamente grande o infinita
(ver Ej. 13: o170 = 7,4 x 103 y Ej. 15: 0170 = 1,4 x 10°°), lo que sugiere que el
operador D es generalmente no acotado en presencia del término atéomico.

A pesar de esta aparente no acotacion de D, p(D7p) se mantienen acotados. El
comportamiento de los ceros y del radio espectral p(D,,) depende de la posicion
del atomo c respecto al intervalo de integracion [a, b]:

» Sicé€ a,b] (comoenelEj. 12, conc=0¢€ [-1,1],yel Ej. 14, con ¢ =0 € [0, 1]),
p(D,) converge al radio del soporte de la integral, Ry = méx{|a|,|b|}. En
ambos ejemplos, este valor es 1 (observado como 0,999).
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» Sic¢ [a,b] (comoenelEj. 13, conc=2¢[-1,1],yelEj. 15, conc=2 ¢ [0,1]),
p(D,,) es fuertemente influenciado por la posicion del atomo. Especifica-
mente, p(D,) se aproxima a |¢| = R (e.g., 2,025 ~ |2| en Ej. 13 y 2,021 ~ |2|
en Ej. 15), y el cero maximo de ¢,, también se localiza en la vecindad de c,
pudiendo incluso superarlo (e.g., 2,933 en Ej. 13 y 3,299 en Ej. 15).

De manera crucial, en los cuatro ejemplos atomicos (12-15), el segundo mayor
valor singular, oy 79, converge consistentemente a Ry = max{|al, |b|} (que es 1
en estos casos, observado como 0,999), y en algunos ejemplos coincide con R
(cuando ¢ = 0). Esto indica que o3, puede servir como un estimador robusto del
radio efectivo del soporte de la parte integral del producto de Sobolev, incluso
cuando el término atémico induce la no acotacion del operador de multiplicacion
D.

En resumen, la influencia del atomo en ¢ sobre los ceros en los casos reales
analizados es la siguiente:

= Si el atomo ¢ se encuentra dentro del intervalo de integracion [q, 8] (e.g., Ej.
12, 14):

* El radio espectral p(D,,) convergen a Ry = max{|al,|b|} = R, que es el
radio del soporte de la integral.

* El segundo valor singular o, , también converge a Ry, sirviendo como
un estimador de esta cota para los ceros.

= Si el atomo ¢ se encuentra fuera del intervalo de integracion [a,b] (e.g., Ej.
13, 15):

¢ Elradio espectral p(D,,) se aproxima a |c| = R.

* Los ceros maximos de ¢, son fuertemente atraidos por la posicion del
atomo, localizandose en la vecindad de ¢ y pudiendo tener modulo ma-
yor que R (y que Rp). La cota efectiva para los ceros parece depender
de Ry su distancia al intervalo [a, b].

* Aunque el operador D es generalmente no acotado (evidenciado por
o1, grande), oy, sigue convergiendo a Ry.

Pasando ahora al Caso Circunferencia, resumido en el Cuadro 3.2, se investiga
como las observaciones del caso real se trasladan al plano complejo. En este
escenario, las medidas de Sobolev se definen sobre circunferencias, y los térmi-
nos atomicos, si existen, son puntos en C. El analisis se centra en la acotacion
del operador de multiplicacion D y la localizacion de los ceros, interpretando
los resultados experimentales a la luz de las siguientes conclusiones sobre la
acotacion de D.

CASO CONTINUO DOS CIRCUNFERENCIAS: Se consideran productos inter-
nos donde ambas medidas son integrales sobre circunferencias, de la forma

(p(2),a(2)) = [, oy P(2)a(z) dmagr, + [g (o P/ (2)0(2) dar,

1. Cuando la segunda circunferencia S, (a) (y su interior D, (a)) esta con-
tenida en el primer disco abierto D,, (b): Esta situacién corresponde a un
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caso secuencialmente dominado, y por tanto, el operador D esta acotado.

» El Ejemplo 1 del Cuadro 3.2 (S1(0) y So.4(0,4)) satisface esta condicion,
ya que |0,4 — 0| + 0,4 = 0,8 < 1. Consistentemente, o, ~ 1,516 es finito,
indicando acotacion.

2. Cuando el centro de la segunda circunferencia « esta contenido en
el primer disco abierto D,,(b) (aunque S, (a) no esté contenido en di-
cho disco): En este caso, se ha demostrado que D esta acotado [9]. Este
caso no es necesariamente secuencialmente dominado ni matricialmente
secuencialmente dominado en el sentido clasico.

» El Ejemplo 2 (51(0) y S2(0,5)): a = 0,5 € D;(0). Se observa o 25 = 3,470.
» El Ejemplo 3 (51(0) y S10(0,5)): a = 0,5 € D;(0). Se observa o 25 = 15,248.

Ambos ejemplos muestran convergencia para o ,, apoyando la acota-
cion de D.

3. Cuando el centro de la segunda circunferencia « no esta contenido
en el primer disco abierto D,, (b): Este es un caso no secuencialmente
dominado, y el comportamiento de D no se conoce teéricamente de forma
general.

» El Ejemplo 5 (S1(0) y S1(—10)): a = —10 ¢ D1(0). o170 = 4,963 x 1014,

» El Ejemplo 6 (Sp25(—10) y S1(0)): b = —10,7, = 0,25, a = 0. a = 0 ¢
Do 25(—10). 01,70 = 9,660 x 10%2.

s El Ejemplo 7 (51(0) y 50725(—10)]2 a=—10 ¢ ]Dl(()). 01,70 = 1,409 X 1023. En
estos ejemplos, los valores extremadamente grandes de o, sugieren
que D es no acotado.

» El Ejemplo 4 (S1(0) y S1(1)): a = 1, que esta en el borde de D;(0) (no en
el disco abierto). o 70 = 2,672. A pesar de no poder asegurar acotacion,
parece que los ceros si lo estan.

CASO DE CIRCUNFERENCIA Y ATOMO: Se analizan productos de la forma
(p(2),4(2)) = [5,, o) P(2)a(2) dmier, + P (c)d/(c).

1. Cuando el atomo c esta dentro del disco abierto D, (b):

a) El operador D esta acotado. Este es un caso secuencialmente domina-
do 3.

s Ejemplo 10 (S:(0),c ): 0,5 € D1(0). 01,50 = 1,542.

» Ejemplo 12 (51(0),c =0): 0 € D;(0). 01,50 = 1,414.

» Ejemplo 13 (51(0),c = 0,54): 0,5¢ € D;(0). 01,50 = 6,325.

» Ejemplo 11 (S1(—0,5),c=0): 0 € D;(-0,5). 01,70 = 1,525.

» Ejemplo 8 (51(0),c = 0,5+0,5i): ¢ € D;1(0) ya que |0,540,5i| ~ 0,707 < 1.
o1.50 = 33,560.
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» Ejemplo 9 (S1(—0,5—0,5i),c = 0): ¢ € D;1(—0,5—0,57) ya que |0—(—0,5—
0,51)] & 0,707 < 1. oy 79 = 314,848,

» Ejemplo 14 (S1(—0,5i),¢ = 0): ¢ € D1(—0,5i) ya que [0—(—0,5i)] = 0,5 <
1. 01,70 = 9690,60.

En todos estos casos, o1, es finito, lo que es consistente con la
acotacion teorica de D, aunque el limite de la magnitud de la cota
puede variar considerablemente.

2. Cuando el atomo c esta fuera del disco abierto D,, (b): El comportamiento
de D no se conoce tedricamente de forma general, pero la experimentacion
numeérica sugiere que podria ser no acotado.

» Ejemplo 15 (S1(0),c¢ = 10): ¢ = 10 ¢ D;(0). o170 = 3,502 x 10%0, un valor
muy grande que sugiere la no acotacion de D.

Analizando globalmente los resultados obtenidos en ambos casos (real y circun-
ferencia), podemos observar patrones significativos respecto a la acotacién del
operador multiplicacion y la localizacion de los ceros. A pesar de la diversidad
de configuraciones estudiadas, destaca una caracteristica sorprendente: incluso
cuando el operador D no es acotado (como sugieren los valores extremadamente
grandes de o1 ,), los ceros de los polinomios ortogonales correspondientes pa-
recen permanecer acotados en todos los casos. Ademas, existe una aparente
correlacion entre el segundo valor singular o5, y €l maximo de los extremos de
los soportes R. Esta evidencia numeérica nos lleva a formular una conjetura fun-
damental sobre el comportamiento asintotico del radio espectral de las matrices
truncadas D,,, que tiene importantes implicaciones para la teoria de polinomios
ortogonales de Sobolev.

Observacion Empirica sobre el radio espectral Una observacion fundamen-
tal, verificada en la totalidad de los ejemplos numeéricos presentados en los
Cuadros 3.1 y 3.2, es que el radio espectral de las matrices de multiplicacion
truncadas D,, permanece acotado incluso cuando el operador D no es acotado
(como indican los valores extremadamente grandes de o4 ,). Esta acotacion del
radio espectral se manifiesta de diferentes maneras segun la configuracion de
los soportes:

lim p(D,) < oc.

n—oo
Especificamente, cuando la medida sin derivada I; contiene el soporte de mayor
magnitud, p(D,,) tiende a converger aproximadamente a R = max{|al, ||, |c],|d|}.
Cuando la medida con derivada I, contiene el soporte de mayor magnitud, p(D,,)
puede exceder R, aproximandose a R + k donde k£ > 0 depende de la separacion
entre soportes y sus tamanos relativos.

Conjetura 1. El andlisis numérico exhaustivo de los diversos ejemplos de produc-
tos internos de Sobolev presentados (Cuadros 3.1 y 3.2), abarcando las configura-
ciones previamente categorizadas como (1.3)-(1.6), sugiere de manera consistente
que el radio espectral de las secciones truncadas del operador de multiplicacion,
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D,,, converge a un limite finito:

nh_{rgo p(Dy,) < oco.
Esta propiedad parece mantenerse incluso en escenarios donde el operador D no
es acotado. De hecho, los ejemplos sugieren que el radio espectral p(D,,) tiende a
converger R + k con k € R dependiente de las posiciones y tamaros relativos de
los soportes y si se alcanza en el soporte de la derivada o no.

Observacion Empirica sobre el Segundo Valor Singular : Una observacion
fundamental, verificada en la totalidad de los ejemplos numeéricos presentados
en los Cuadros 3.1y 3.2 (representativos de las categorias de productos de Sobo-
lev (1.3)-(1.6)), es la convergencia del segundo mayor valor singular de la matriz
de multiplicacion truncada D,,, en los casos reales con soportes compactos, con-
verge a R, en casos reales con atomo, converge a Ry:

lim o9, < oco.
n—o00 2.m

Esta convergencia se manifiesta consistentemente en todos los casos estudiados.

Conjetura 2. Basdndose en la observacion anterior, y con especial énfasis en
aquellos casos donde el operador de multiplicacion D es no acotado (lo cual se
infiere de lim,,_,, 01,, = 00), se postula la siguiente conjetura:

Si lim 0y, =00, entonces lim oy, < co.
n—oo n—oo

En esta direccion hemos obtenido unos resultados que apoyan esta conjetura
[6].

Teorema de entrelazamiento de Cauchy [17] Sea A una matriz de orden n y
sea B una submatriz principal de A de orden n — 1. Si A\, < --- < Ay < A1 son los
autovalores de Ay p,—1 < --- < ug < p1 son los autovalores de B, entonces

An Spip—1 <o <o <AL

Proposicion 8. Sea M una matriz infinita hermitiana semidefinida positiva. Sean

0 < )\n,n <... )\2,71 < )\1,n‘

los autovalores de la matriz M,,. Entonces La sucesion {03 ,}°° ; es una sucesion
creciente, es decir,
)\2,n+1 < )\Qm Vn € N.

por lo que existe lim )\, pudiendo ser finito o infinito.
n—oo

Demostracion. Utilizando el teorema de entrelazamiento se tiene que:

0 < )\n+1,n+1 < )\n,n)\n,n+1 <... A2,n < /\2,n+1 < )\l,n < )\1,n+1
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En particular,
)\2771_,_1 < )\27n Vn € N.

Lema 2. Sea D una matriz infinita de Hessenberg superior y D,, las secciones de
orden n. Entonces se tiene que

0 0 0
(D:+1Dn+1)n - D:LDn + O
0 ... 0 diyy,

Demostracion. Expresando el producto (Dj,,D,1) adecuadamente y multipli-
cando por cajas, obtenemos el resultado:

0 d1nt1
(D1 D) = Dy ; Dy,
n+1l,n dn,n+1
>in—i—l te d;kz,n—i—l d;‘;—‘,—l,n—i—l 0 s dnJrl,n dn+1,n+1
0 0 0
D;.Dy, + 0 X
0 0 dgﬁ-l,n
Y Z

O]

Proposiciéon 9. Sea D una matriz infinita de Hessenberg, y D,, las secciones de
orden n entonces si
0 < On,n <.. -02n < O1,n-

los valores singulares de la matriz D,, se tiene que la sucesion {o2,}°>, es cre-
ciente y existe

lim 09, < o0

n—oo
Demostracion. Sean \;, los segundos autovalores de una matriz hermitiana de
orden n. Denotamos por H, la siguiente matriz de orden n:

0 0 0
H, = :
0

0 0 d2,
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Teniendo en cuenta que H,, es hermitiana semidefinida positiva y utilizando las
propiedades de monotonia de Weyl ([17]):

)\2,n(DTZDn) < )\Q,n(D;Dn + Hn) — )\2,n(D2+1Dn+1)n
Ahora por las propiedades de entrelazamiento

AQ,n (DZ+1Dn+1)n < >\2,n+1 (D:;+1Dn+1)7

de donde
A2 (D3 D) < Agng1(Dy 1 Do)

Por tanto o3, < 02,41 y se verifica el resultado. O

Observacion Empirica sobre la traslacion de los soportes : Se ha obser-
vado que cuando los soportes estan en la recta real y se trasladan a lo largo
del eje real, los ceros también se trasladan de igual manera. Sin embargo, si la
traslacion de los soportes tiene una componente imaginaria, se observan com-
portamientos anoémalos en la localizacion de los ceros.

Conjetura 3. Basdndonos en la observacion del comportamiento de los ceros de
Sobolev cuando trasladamos los soportes de ambas medidas mediante una tras-
lacion en el eje real, se postula la siguiente conjetura: Los ceros de los polinomios
ortogonales de Sobolev asociados a las nuevas medidas trasladadas, se trasla-
dan mediante la misma traslacion.

Estas observaciones indican que la geometria de los soportes en el plano com-
plejo (posicion relativa de circunferencias y atomos) es determinante para las
propiedades del operador de multiplicacion y la distribucion de los ceros. Las
transformaciones de semejanza, que se discuten a continuaciéon, ofrecen herra-
mientas para comprender como los cambios de escala y las translaciones afectan
estas propiedades.

El siguiente resultado refleja la situacion de traslacion de ceros en el caso es-
tandar de polinomios ortogonales asociados a una medida.

Proposicion 10. [18] Sea ;. una medida con soporte en el plano complejo C y
f(2) = az + p una semejanza con a« > 0 y sea D la matriz del operador multi-
plicacion por z respecto de la SPON definida por u. Entonces, si consideramos la
medida imagen de p por f, uy = po f~!, obtenemos un nuevo producto interior
y una secuencia de polinomios ortonormales, tal que la matriz D! del operador
multiplicacion por z tiene como seccion de orden n la matriz

D! = a D, + BI,.

De este resultado podemos deducir el comportamiento de los ceros de los po-
linomios si transformamos el soporte mediante una semejanza, puesto que los
ceros de los polinomios monicos son autovalores de las secciones D,,.
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Corolario 4. En las condiciones de proposicion anterior, denotamos por { P (z)}°

y {P,f (2)}6°, las secuencias de polinomios monicos asociados respectivamente a y
y auys, entonces

z—p

).
Demostracion.
Pr{(z) = |zI, — D;L‘ = |2L, — (aDy + B1,)| = [(z — B)I,, — aDy| =
z—p z—=p z—=p
« [0

a

|(«

M — aDy| = |

I, —D,)| =a"P,(

).
O]

Por lo que z; es un cero de P,f(z) & Pl(z)=0s Pn(zf’;ﬁ) =0 wy = % es un
cero de P,(z), esto es, awg + 3 = zp.

En el contexto de los productos internos de Sobolev, la aplicabilidad directa de
este corolario sobre la transformacion de los ceros no es, en general, valida segun
visto en los ejemplos. Se puede observar como al hacer traslaciones con un
vector con componentes complejas, se obtiene un comportamiento diferente al
del corolario. Habria que investigar si es un error de calculo o si es un resultado
que no se puede aplicar directamente a los productos internos de Sobolev.
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Analisis de impacto

4.1. Impacto Personal

El desarrollo de este TFG ha supuesto un impacto personal significativo en tér-
minos de adquisicion de conocimientos sobre la teoria de polinomios ortogona-
les de Sobolev, el manejo avanzado de herramientas de calculo simbélico como
MAPLE, y el desarrollo de habilidades de investigacion, analisis critico y comu-
nicacion cientifica.

4.2, Impacto en Investigacion

En el ambito de la investigacion, este trabajo busca:

= Aportar nuevas herramientas computacionales y de visualizacion que
permitan la experimentacion numeérica y la formulaciéon de nuevas conje-
turas en el campo.

= Ofrecer evidencia empirica y vias futuras sobre el comportamiento de
los ceros y los valores singulares en casos poco estudiados, como aquellos
donde no hay dominacion secuencial o en presencia de atomos discretos.

4.3. Beneficios Esperados y Limitaciones

Los resultados y herramientas desarrolladas en este TFG ofrecen una valiosa
contribucion a la teoria matematica fundamental, conectando con problemas
abiertos en teoria espectral de matrices infinitas y teoria del potencial en el plano
complejo. Ademas, refuerzan la comprension de fenémenos de transicion de fase
en matrices aleatorias con restricciones derivativas, con aplicaciones relevantes
en fisica estadistica y teoria cuantica de la informacion, como se menciona en la
introduccion.

No obstante, es importante reconocer ciertas limitaciones, principalmente rela-
cionadas con la complejidad computacional. El analisis de polinomios de gra-
do alto y la manipulacion de matrices de momentos pueden demandar recur-
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sos computacionales significativos, lo que podria restringir algunas aplicaciones
practicas o requerir optimizaciones adicionales para su implementacion efectiva.

4.4. Impacto en los Objetivos de Desarrollo Sostenible
(ODS)

Este trabajo, aunque fundamentalmente tedrico y computacional en el ambi-
to de las matematicas, puede contribuir indirectamente a ciertos Objetivos de
Desarrollo Sostenible[19]:

= ODS 4: Educacién de Calidad. Las herramientas y visualizaciones desa-
rrolladas pueden enriquecer la educacion superior en matematicas, sirvien-
do como material didactico avanzado y apoyando la formacion cientifica[20].

= ODS 9: Industria, Innovacion e Infraestructura. El estudio de polinomios
ortogonales de Sobolev puede impulsar innovaciones en modelos numéri-
cos para problemas industriales complejos, contribuyendo a la infraestruc-
tura cientifica necesaria para el avance tecnologico[21].

= ODS 17: Alianzas para Lograr los Objetivos. La publicacion de resul-
tados y codigo abierto promueve la colaboracion cientifica internacional,
facilitando la construccion colectiva de conocimiento y el fortalecimiento de
redes académicas[22].
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Conclusiones y trabajo futuro

5.1. Conclusiones

En este Trabajo Fin de Grado hemos llevado a cabo un analisis y visualizacion
del conjunto de ceros de los polinomios ortogonales de Sobolev cuando el produc-
to interior incorpora derivadas de primer orden y las medidas estan soportadas
en la recta real o en subconjuntos compactos del plano complejo. EI manuscri-
to ofrece un marco teérico unificado que recopila y organiza resultados clasicos
y recientes sobre matrices de momentos, operadores de multiplicacion de tipo
Hessenberg y criterios de acotacion de ceros basados en la norma del operador
D. Esta panoramica situa el problema dentro de la teoria espectral moderna y
facilita la comparacion con otros contextos de ortogonalidad no estandar.

Destacamos el enfoque matricial adoptado en este trabajo, que ha permiti-
do caracterizar los polinomios ortogonales de Sobolev a través de estructuras
algebraicas que capturan completamente su comportamiento. Este enfoque ha
sido fundamental para establecer conexiones entre el analisis funcional y la teo-
ria de matrices, proporcionando herramientas computacionales robustas para
el estudio de las propiedades espectrales.

Los principales logros de este trabajo incluyen:

= Desarrollo de un marco teérico unificado para el analisis de polinomios
ortogonales de Sobolev desde una perspectiva matricial.

» Implementacion de algoritmos eficientes en MAPLE para el calculo de ma-
trices de Gram, ortonormalizacion y generacion de matrices D,,.

= Creacion de un sistema interactivo de visualizacion que permite analizar
graficamente las relaciones entre soportes, cotas teodricas y distribucion de
Ceros.

» Validacion numérica de las condiciones de acotacion del operador D en
diversos contextos geométricos.

= Analisis pionero del comportamiento del segundo valor singular o9 ,, en ope-
radores no secuencialmente dominados.
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» Caracterizacion del efecto de los atomos en la distribucion de ceros, apor-
tando evidencia visual a una cuestion abierta.

Sobre el plano computacional, se diseni6 e implementé en MAPLE un conjunto de
algoritmos que, a partir de los datos de la medida, construye la matriz de Gram,
ortonormaliza la base monomial, genera la familia de matrices D,, y calcula tanto
sus radios espectrales p(D,,) como sus valores singulares oy, ,. A partir de esta
infraestructura se elabor6 un sistema interactivo de visualizacion que superpone
los soportes de las medidas, la circunferencia de cota teérica (|z| < ||D||) y las
trayectorias de los ceros al crecer el grado n, facilitando la validacion numeérica
de conjeturas y la formulacién de nuevas hipoétesis.

Los resultados experimentales confirman, para los casos continuos de dos cir-
cunferencias concéntricas, tangentes y disjuntas, el acotamiento uniforme de los
ceros cuando el operador D es acotado, reproduciendo y extendiendo los ejem-
plos existentes en la literatura. Por primera vez se analiza de forma sistematica
el comportamiento del segundo valor singular o2, en situaciones donde el ope-
rador no es secuencialmente dominado, observandose su convergencia hacia el
radio maximo del soporte combinado y sugiriendo refinamientos en las cotas es-
pectrales actuales. En el caso discreto —una medida continua perturbada por
un atomo— se pone de manifiesto que la presencia del atomo fuera del disco
de la medida base provoca la pérdida de acotacion y la fuga de algunos ceros,
aportando evidencia visual a una cuestion hasta ahora abierta.

Contribuciones originales:

» Criterios graficos basados en diagramas (p(D,,),02,) para diagnosticar la
acotacion de D.

= Conjetura sobre la convergencia de p(D,,) al radio de la envolvente convexa
del soporte para productos Sobolev compacto-compacto.

= Conjetura sobre la convergencia de o3, al maximo moédulo de los puntos de
soporte cuando ||D|| = oc.

= Repositorio de casos de prueba que garantiza la reproducibilidad de los
resultados.

En conjunto, el trabajo integra teoria, experimentacion computacional y visua-
lizacion interactiva, aportando nuevas evidencias y herramientas que favorecen
la exploracion de los polinomios ortogonales de Sobolev en contexto poco estu-
diados. Consideramos que estas contribuciones no so6lo consolidan resultados
previos, sino que abren vias prometedoras hacia una comprension mas profun-
da de la interaccion entre la geometria del soporte, la estructura del producto de
Sobolev y el espectro del operador de multiplicacion.

Para concluir, cabe destacar que los experimentos presentados se han reali-
zado en casos concretos de Sobolev involucrando intervalos, circunferencias y
atomos. Sin embargo, los resultados obtenidos y la metodologia desarrollada
permiten vislumbrar generalizaciones naturales al caso de productos Sobolev
asociados a medidas mas generales, e incluso extenderse al contexto de produc-
tos Sobolev matriciales, como se esquematiza en el siguiente diagrama. Esta
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estructura jerarquica ilustra como los casos particulares estudiados se insertan
en un marco teérico mas amplio, proporcionando una base sélida para futuras
investigaciones que busquen generalizar los resultados a contextos de mayor
complejidad analitica.

(p(2),a(2))ms = (p(2), 4(2))m, + (P'(2). ¢'(2))m,

Q)5 = /C p(2) a(2) daa (2) + /@ P(2) (=) dual2)

Sobolev

|Real | ’ Circunferencia ‘

5.2. Reflexion personal

Al cursar la asignatura de Analisis Funcional y aprender sobre los espacios de
Sobolev, este estudio me intrigé desde el primer momento en que me lo comen-
taron. Los resultados obtenidos a lo largo del trabajo me han sorprendido y,
sinceramente, me he quedado con ganas de profundizar aun mas en este cam-

po.

Este TFG muestra perfectamente la esencia del Grado en Matematicas e Infor-
matica. A diferencia de otros dobles grados duales, esta titulacion busca cons-
tantemente puntos de convergencia entre ambas disciplinas. El presente traba-
jo, fundamentado en teoria matematica y desarrollado mediante implementa-
ciones computacionales, ejemplifica esta interseccion de manera notable. Evi-
dencia claramente la profunda interrelacion entre matematicas e informatica,
mostrando como cada disciplina potencia a la otra para generar conocimiento
innovador. La experiencia de traducir conceptos matematicos abstractos a mo-
delos computacionales, para luego explorarlos y validarlos mediante algoritmos,
ha sido extraordinariamente formativa y refleja fielmente las competencias ad-
quiridas durante mis estudios.

5.3. Trabajos Futuros

El presente TFG abre diversos frentes de investigacion que, de abordarse con
mayor profundidad, podrian consolidar y ampliar los resultados obtenidos. A
continuacion se describen varias lineas prioritarias, agrupadas segun su na-
turaleza teorica, computacional y aplicada, pero sin perder de vista las ideas
nucleares ya esbozadas en el texto.

Productos Sobolev de orden superior (N > 1). Un paso natural es incorporar
derivadas de segundo y tercer orden en el producto interior. Continuar con el
analisis de los valores singulares siguientes (03,041, ...), como se ilustrara en
los ejemplos posteriores.
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Leyes de distribucion de ceros. Derivar distribuciones limite (tipo medida de equi-
librio) para los ceros en distintos regimenes de soportes y pesos Sobolev propor-
cionaria una analogia con la Ley de Zeros de Ullman-Stahl en la ortogonalidad

estandar.

Convergencia del autovalor maximo. Investigar la convergencia del autovalor que
determina p(D,), verificando si el autovalor que determina el radio espectral

converge.

Atomos bpe como caso secuencialmente dominado. Finalmente, se profundizara
en el estudio de los atomos, utilizando como base los trabajos de Gonzalo y
Escribano sobre la secuencialidad matricial en el caso de productos de Sobolev

con atomos.

Ejemplo 1. (p(t),q(t))s = [y p(t)a(t)dt + [5 p'(H)d'(t) dt + [5) p"(t)q" (¢) dt

Conunto decres
W
S . .
Y * *
P * *.
ﬁ:;g? s % j}xu
e i Y W * %
’ - Sy S
* A 5x
e N
PNl g o9 .
* A -~
%
* Fox
e S *
*

Ejemplo 2. (p(t),q(t))s =

2

R

g gErox * K

01,70 = 4,939 X 108
o270 = 1,847 x 108
03,70 = 69,956
R=170

p(Dro) = 73,791
max{p(Dy)}70, = 88,570

= [0 p(t)g(t) dt + [y P/ (£)q' () dt + p (0)¢(0) dt
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p(D7o) = 43,136
méax{p(D,)}’%, = 50,046

n=0 —

1. o170 = 1,521 x 1012
2. o370 = 212,771

3. 03,70 = 39,976

4. R=40

5.

6.

Como se puede observar en los ejemplos, o1, = ooy o2, = oo , mientras que
O3 n = R < .

En resumen, estas lineas de investigacion futura prometen extender el alcance y
la profundidad de los resultados obtenidos en este TFG, estableciendo conexio-
nes mas solidas entre la teoria espectral y los polinomios ortogonales de Sobolev.
El marco tedrico desarrollado, junto con las herramientas computacionales im-
plementadas, proporciona una base robusta desde la cual abordar estos desa-
fios, contribuyendo asi a una comprension mas completa de la interaccion entre
estructura algebraica, propiedades espectrales y comportamiento asintético en
sistemas polinomiales con derivadas.
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k mod eigVals k singVals

Apéndice A

Primer anexo

k sec singVals

0.00000e+00  0.00000e+00 0.00000e+00

7.74597e-01
1.13329e+00
1.09721e+00
1.04561e+00
9.71497e-01
9.82619e-01
9.94919e-01
1.01776e+00
1.01373e+00
1.00086e+00
9.90342e-01
9.90640e-01
1.00262e+00
1.00530e+00
1.00241e+00
9.96402e-01
9.93901e-01
9.98855¢e-01
1.00162e+00
1.00154e+00
9.99791e-01
9.98200e-01
9.99206e-01
1.00036e+00
1.00064e+00
1.00021e+00
9.99557e-01
9.99557e-01
1.00005e+00
1.00027e+00
1.00014e+00
9.99893¢e-01
9.99822e-01
9.99967e-01

9.34199e-01

1.24449e+00
1 26640e+00
1.26963e+00
127118e+00
1 27385e+00
1.27478e+00
1.27514e+00
1.27557e+00
1 27566e+00
1.27568e+00
1.27587e+00
1.27592e+00
1.27593e+00
1.27595¢+00
1.27596e+00
1.27597e+00
1.27597e+00
1.27598e+00
1.27598e+00
1.27598e+00
1.27598e+00
127599+ 00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599¢+00
1.27599e+00
1.27599e+00

6.42262e-01

1.13353e+00
1.26588e+00
1.26800e+00
1.26940e+00
1.26967e+00
1.27418e+00
1.27498e+00
1.27504e+00
1.27553e+00
1.27568e+00
1.27569e+00
1.27584e+00
1.27588e+00
1.27593e+00
1.27595e+00
1.27595e+00
1.27597e+00
1.27597e+00
1.27597e+00
1.27598e+00
1.27598e+00
1.27598e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00

1.00010e+00
1.00008e+ 00
9.99973e-01
9.99923¢-01
9.99976e-01
1.00004e+ 00
1.00004e+ 00
9.99998e-01
9.99969e-01
9.99983e-01
1.00001e+00
1.00002e+ 00
1.00000e+ 00
9.99987e-01
9.99992e-01
1.00000e+ 00
1.00001e+00
1.00000e+ 00
9.99994e-01
9.99995e-01
1.00000e+ 00
1.00000e+ 00
1.00000e+ 00
9.99997¢-01
9.99998e-01
1.00000e+ 00
1.00000e+ 00
1.00000e+ 00
9.99999e-01
9.99999¢-01
1.00000e+ 00
1.00000e+ 00
1.00000e+ 00
9.99999e-01
9.99999e-01

1.27599e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00

Figura A.1: Ejemplo 1. Caso Real.
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1.2759%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.2759%e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.27599e+00
1.2759%e+00
1.2759%e+00



Capitulo A. Primer anexo

k mod eigVals & singVals

0.00000e+ 00
1.15470e+00
1.42063e+00
1.59734e+00
1.74451e+00
1.83714e+00
1.87461e+00
1.90071e+00
1.92403e+00
1.93924e+4-00
1.94831e+00
1.95679e¢+00
1.96392e+00
1.96859e+00
1.97241e+00
1.97614e+00
1.97886e+00
1.98097e+00
1.98306e+00
1.98481e+00
1.98611e+00
1.98738e+00
1 .98854e+00
1.98943e+00
1.99025e+00
1.99105e+00
1.99169e+00
1.99225e+00
1.99282e+00
1.99329e+400
1.99370e+00
1.99411e+00
1.99447e+00
1.99478e+00
1.99508e+00

0.00000e+00
1.35401e+00
1. 49832e+00
1.61642e+00
1.74789e+00
1.83875e+00
1.87585e+00
1.90095e+00
1.92412e+00
1.93940e+00
1.94844e+00
1.95680e+00
1.9639%6e+00
1.96863e+00
1.97242e+00
1.97615e+00
1.97887e+00
1.98098e+00
1.98306e+00
1.98482e+00
1.98612¢+00
1.98738e+00
1.98855e+00
1.98944e+00
1.99025e+00
1.99105e+00
1.99169e+00
1.99225e+00
1.99282e+00
1.99329e+00
1.99370e+00
1.99411e+00
1.99447e+00
1.99478e+00
1.99508e+00

k sec singVals

0.00000e+ 00
9.84732e-01

1.45227e+00
1.60481e+00
1.74647e+ 00
1.83737e+00
1.87494e+00
1.90079e+00
1.92410e+00
1.93921e+00
1.94834e+00
1.95680e+00
1.96394e+00
1.96858e+00
1.97241e+00
1.97614e+00
1.97886e+00
1.98097e+00
1.98306e+00
1.98481e+00
1.98611e+00
1.98738e+00
1.98854e+00
1.98943e+00
1.99025e+00
1.99105e+00
1.99169e+00
1.99225e+00
1.99282e+00
1.99329e+00
1.99370e+00
1.99411e+00
1.99447e+00
1.99478e+ 00
1.99508e+00

1.99536e+00
1.99560e+00
1.99583e+00
1.99606e+00
1.99624e+00
1.99642e+00
1.99660e+00
1.99676e+00
1.99690e+00
1.99704e+00
1.99717e+00
1.99729e+00
1.99741e+00
1.99751e+00
1.99761e+00
1.99770e+00
1.99779e+00
1.99787e+00
1.99795e+00
1.99803e+00
1.99810e+00
1.998 16e+00
1.99823e+400
1.99829e¢+00
1.99834e+00
1.99840e+00
1.99845e+00
1.99850e+00
1.99855e+00
1.99859e+00
1.99863e+00
1.99868e+00
1.99872e+00
1.99875e+00
1.99879e¢+00

1.99536e+00
1.99560e+00
1.99583e+00
1.99606e+00
1.99625e+00
1.99642e+00
1.99660e+00
1.99676e+00
1.99690e+00
1.99704e+00
1.99717e+00
1.99729e+00
1.99741e+00
1.99751e+00
1.9976le+00
1.99770e+00
1.99779e+00
1.99787e+00
1.99795e+00
1.99803e+00
1.99810e+00
1.99816e+00
1.99823e+00
1.9982%¢+00
1.99834e+00
1.99840e+00
1.99845e+00
1.99850e+00
1.99855e+00
1.99859e+00
1.99863e+00
1.99868e+00
1.99872e+00
1.99875e+00
199879+ 00

Figura A.2: Ejemplo 2. Caso Real.
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1.99536e+00
1.99560e+00
1.99583e+00
1.99606e+00
1.99624e+00
1.99642e+00
1.99660e+00
1.99676e+00
1.99690e+00
1.99704e+00
1.99717e+00
1.99729e+00
1.99741e+00
1.99751e+00
1.9976le+00
1.99770e+00
1.99779e+00
1.99787e+00
1.99795e+00
1.99803e+00
1998 10e+00
1.998 16e+00
199823400
1.99829e+00
1.99834e+00
1.99840e+00
1.99845e+00
1.99850e+00
1.99855e+00
1.99859e+00
1.99863e+00
1.99868e+00
1.99872e+00
1.99875e+00
199879+ 00



k_mod eigVals k_singVals &k sec singVals
0.00000e+00  0.00000e+00 0.00000e+00
9.19866e-01 2.12434e+00 3983 14e-01
127475e+00 2.19620e+00 1.45344e+00
949062e-01 2.2012%e+00 1.518398e+00
9098980e-01 220351e+00 1.53925e+00
9.82823e-01 220366e+00 1.646%4e+00
1.08768e+00 220391e+00 1.66668e+00
996746e-01 220393e+00 1.73341e+00
1.01247e+00 220395¢+00 1.74286e+00
9.09692e-01 2.20395e+00 1.79632e+00
104467e+00 220395e+00 1.80274e+00
9.99995¢-01 2.20395¢+00 1.84411e+00
1.01051e+00 220395e+00 1.84855e+00
9.99999e-01 2.20395e+00 1.88174e+00
1.02740e+00 220395¢+00 1.883502e+00
1.00000e+00 220395e+00 1.9121%e+00
100817e+00 220395¢+00 191471e+00
1.00000e+00 220395¢+00 1.93735e¢+00
101868e+00 220395e+00 1.93935e+00
1.00000e+00 220395¢+00 1.95850e+00
1.00641e+00 220395¢+00 1.96012e+00
1.00000e+00 220395e+00 1.97653e+00
101363e+00 220395¢+00 1.97787e+00
1.00000e+00 220395¢+00 1.99208e+00
1.00514e+00 2.20395e+00 1.99321e+00
1.00000e+00 220395e+00 2.00563e+00
1.01043e+00 2.20395¢+00 2.00660e+00
1.00000e+00 220395e+00 2.01756e+00
1.00422e+00 220395¢+00 2.0183%9+00
1.00000e+00 220395e+00 2.02812e+00
1.00826e+00 220395e+00 2.02885e+00
1.00000e+00 220395¢+00 2.03755e¢+00
1.00352e+00 220395e+00 2.03320e+00
1.00000e+00 220395e+00 2.04602e+00
100672e+00 220395¢+00 2.0465%e+00

1.00000e+ 00
1.00299e+00
1.00000e+ 00
1.00558e+00
1.00000e+ 00
1.00257e+00
1.00000e+ 00
1.00472e+00
1.00000e+ 00
1.00224e+00
1.00000e+ 00
1.00405e+ 00
1.00000e+ 00
1.00197e+00
1.00000e+ 00
1.00351e+00
1.00000e+ 00
1.00174e+00
1.00000e+ 00
1.00308e+00
1.00000e+ 00
1.00156e+00
1.00000e+ 00
1.00272e+00
1.00000e+ 00
1.00140e+00
1.00000e+ 00
1.00243e+00
1.00000e+ 00
1.00127e+00
1.00000e+ 00
1.00218e+00
1.00000e+ 00
1.00115e+00
1.00000e+ 00

2.20395e+00
220395e+00
2.20395e+00
2.20395e+00
220395e+00
2.20395e+00
2.20395e+00
220395e+00
2.20395e+00
220395e+00
220395e+00
2.20395e+00
220395e+00
220395e+00
2.20395e+00
220395e+00
220395e+00
2.20395e+00
220395e+00
220395e+00
2.20395e+00
220395e+00
2.20395e+00
2.20395e+00
220395e+00
2.20395e+00
2.20395e+00
220395e+00
2.20395e+00
2.20395e+00
220395e+00
2.20395e+00
220395e+00
220395e+00
2.20395e+00

Figura A.3: Ejemplo 3. Caso Real.
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2.05367e+00
2.05418e+00
2.06061e+00
2.06107e+00
2.06694e+00
2.06735e+00
2.07273e+00
2.07310e+00
2.07805e+00
2.07839e+00
2.08296e+00
2.08327e+00
2.08749e+00
2.08778e+00
2.09170e+00
2.09197e+00
2.09562e+00
2.09587e+00
2.09927e+00
2.09950e+00
2.10268e+00
2.10290e+00
2.10588e+00
2.10608e+00
2.10888e+00
2.10907e+00
2.11171e+00
2.11188e+00
2.11437e+00
2.11453e+00
2.11688e+00
2.11703e+00
2.11925e+00
2.11940e+00
2.12150e+00



Capitulo A. Primer anexo

k_mod eigVals k_singVals

5.00000e+ 00
125346e+01
5.00520e+01
4.3486%e+01
4.38240e+01
4.27266e+01
4.6008le+01
430933+ 01
441786e+01
4.46758e+01
447447+ 01
440372e+01
4.38882e+01
4.44751e+01
441310e+01
4.39967e+01
436334e+01
441741e+01
437629e+01
4.38349¢+01
4.34360e+01
4.39240e+01
4.35134e+01
436763e+01
4.32808e+01
4.37277e+01
4.33299e+01
4.35403e+01
4.31546e+01
4.35729e+01
431866e+01
434269+ 01
4.30482e+01
434490e+01
4.30680e+01

5.00000e+00
1.25393e+01
5.03380e+01
5.660230e+01
5.99675e+01
1.06585e+02
1.07949e+02
2.68197e+02
292011e+02
7.3833%e+02
8.96812e+02
2.0745Te+03
2.80692e+03
587919403
8.79189e+03
1.67728e+04
2.74621e+04
4.81360e+04
8.54706e+04
1 38876e+05
2.65027e+05
4.02541e+05
8.18884e+05
[.17162e+06
2.52189e+06
3.42250e+06
7.74327e+ 006
1.00301e+07
2.37102e+07
2.94793e+07
724219407
8.68041e+07
220715e+08
2.56541e+08
6.71299e+08

k_sec_singVals

5.00000e+00
3.89252e+00
7.75619e+00
1.73812e+01
3 42880e+01
3.69058e+01
3.75902e+01
3 85470e+01
3 88563e+01
3.91529e+01
3.9297%+01
3 94491e+01
3.95352e+01
3 96124e+01
3 96680e+01
397132e+01
3 97514e+01
397793e+01
3 98068e+01
3 98251e+01
3 98455e+01
3 98581e+01
3 98737e+01
3. 98826e+01
3.98947e+01
3.99013e+01
3.99109e+01
3.9915%e+01
3.99237e+01
3.99275e+01
3.99339%9e+01
3.9936%9e+01
3.99421e+01
3.99446e+01
3.9948%e+01

4.33321e+01
429551e+01
4.33479e+01
4.2967e+01
432524e+01
4.28700e+01
432641e+01
4 28738e+01
4.31846e+01
427878e+01
431936e+01
427834e+01
431264e+01
4.27019e+01
4.31335e+01
426858e+01
4.30760e+01
4.25989e+01
430816e+01
4.25565e+01
4.30318e+01
424233e+01
4.30364e+01
4.20552e+01
429929401
4.24288e+01
4.29967e+01
425139e+01
4.29583e+01
425914e+01
429615e+01
4.26095e+01
429274e+01
4.26534e+01
4.29301e+01

7.59212e+08
2.03800e+09
2.250960e+09
6.17695e+09
6.68484e+09
1.86936e+ 10
1.98820e+10
5.64970e+10
592123e+10
1.70539e+11
1.76558e+11
5.14212e+11
527034e+11
1.54890e+12
1.5747Te+12
4.66134e+12
4.70957e+12
1 40165e+13
1 40960e+13
42116le+13
422207e+13
1 26463e+ 14
126544e+ 14
3.79500e+ 14
3.79501e+14
[.13821e+15
[.13873e+15
3A41207e+15
3A41850e+15
1.0223%9e+ 16
102669+ 16
3.06226e+16
3.08474e+16
9.16870e+ 16
927151e+ 16

Figura A.4: Ejemplo 4. Caso Real.
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3.99509e+01
3.99546e+01
3.99563e+01
3.99594e+01
3.99608e+01
3.99635e+01
3.99646e+01
3.99670e+01
3.99680e+01
3.99700e+01
3.99708e+01
3.99726e+01
3.99733e+01
3.99749e+01
3.99755e+01
3.9976%9e+01
3.99775e+01
3.99787e+01
3.99792e+01
3.99803e+01
3.99307e+01
3 99817e+01
3.99821e+01
3.99830e+01
3.99833e+01
3.99341e+01
3.99844e+01
3 99851e+01
3.99854e+01
3 9986le+01
399863e+01
3.99369e+01
3 99872e+01
3.99877e+01
399879e+01



k_mod eigVals k_singVals

3.50000e+01
3.61060e+01
3.79785e+01
3.82265e+01
3.89591e+01
390681e+01
3.93712e+01
394355401
3.95801e+01
3.96235e+01
3.97003e+01
3973 16e+01
3.97757e+01
3.97992e+01
3 9326le+01
398442e+01
JO98614e+01
3 98756e+01
3 OR87le+01
3 98984e+01
3.99064e+01
3.99155e+01
399212e+01
3.99286e+01
3.99328e+01
3.99389e+01
3.99420e+01
3.99471e+01
3.99495e¢+01
3.99538e+01
399556e+01
3.99593e+01
3.99607e+01
3.99638e+01
3.99650e+01

3.50000e+01
3.61095e+01
JA1180e+01
3.83595e+01
4.30646e+01
9.43780e+01
9.78907e+01
2.62758e+02
2.88683e+02
7.36243e+02
8.95820e+02
2.07380e+03
2.80662e+03
587891e+03
8.79180e+03
1.67727e+04
2.74621e+04
4.81360e+04
8.54706e+04
1 38876e+05
2.65027e+05
4.02541e+05
8.18884e+05
[.17162e+06
2.52189e+06
3.42250e+06
7.74327e+ 006
1.00301e+07
2.37102e+07
2.94793e+07
724219407
8.68041e+07
220715e+08
2.56541e+08
6.71299e+08

k_sec_singVals

3.50000e+01
2.74627e+01
325273e+01
3.75491e+01
3 R1500e+01
3.90646e+01
3o196le+01
3 94277e+01
3.94999e+01
3.9614%9e+01
3 96589e+01
397235e+01
3.97529e+01
3.97920e+01
3 98130e+01
3 98380e+01
3 98537e+01
3 O98703e+01
3 98824e+01
3 98939%9e+01
3.99034e+01
3991 16e+01
3.99193e+01
3.99253e+01
399315e+01
3.9936le+01
3.99412e+01
3.99447e+01
3.99490e+01
399517e+01
3.99553e+01
3.99574e+01
3.99605e+01
3.99622e+01
3.99648e+01

3.99676e+01
3.99686e+01
3.99709e+01
399717e+01
399737e+01
3.99744e+01
39976le+01
399767e+01
399782e+01
399787e+01
3.99800e+01
3.99804e+01
399816e+01
3.99820e+01
3.99830e+01
3.99834e+01
3.99843e+01
3.99846e+01
3.99854e+01
3.99857e+01
399864401
399867e+01
3.99873e+01
399876e+01
399882e+01
3.99884e+01
399889e+01
3.99891e+01
3.99896e+01
399897401
3.99902e+01
3.99903e+01
3.99908e+01
3.99909e+01
399913e+01

759212+ 08
2.03500e+09
225096e+09
6.17695e+09
6.68484e+09
1 .86936e+ 10
1.98820e+10
5.64970e+ 10
592123e+10
1.70539e+ 11
1.76558e+ 11
5.14212e+11
5.27034e+11
1.54890e+12
1.57477e+12
4.66134e+12
4.70957e+12
1 40165e+13
1. 40960e+13
42116le+13
422207e+13
126403e+ 14
126544e+ 14
3.79500e+ 14
3.79501e+ 14
[.13821e+15
1.13873e+ 15
341207e+15
341850e+15
1.02239e+ 16
1.0266%e+ 16
3.06226e+16
3.084T4e+ 16
9.16870e+ 16
92715le+16

Figura A.5: Ejemplo 5. Caso Real.
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399662e+01
3.99685e+01
3.99697e+01
399716e+01
3.99726e+01
3.99743e+01
399751e+01
3.99766e+01
399773e+01
399787e+01
3.99793e+01
3 9980d4e+01
3.99309e+01
3.99320e+01
3 99824e+01
3.99834e+01
3.99838e+01
3 99846e+01
3.99849e+01
3.99857e+01
3 99860e+01
3.99367e+01
3.99386%e+01
3 99876e+01
3 99378e+01
3 99884e+01
3 99886e+01
3 99391e+01
3.99893e+01
3.99897e+01
3.99399%e+01
3.99903e+01
3.99905e+01
3.99909e+01
3.99910e+01



Capitulo A. Primer anexo

k_mod eigVals k_singVals

5.00000e+ 00
1.91378e+01
598139401
4963 12e+01
5.10772e+01
5.69860e+01
4.88184e+01
5.38007e+01
5.52819e+01
543115e+01
5423 14e+01
5.03681e+01
545015e+01
536532e+01
5.34133e+01
543223e+01
529325401
5.36867e+01
5.34652e+01
536636e+01
5.35913e+01
529887e+01
537179e+01
524866e+01
5.33210e+01
5.34394¢e+01
5.32319e+01
5.33529e+01
525818e+01
5.33597e+01
529191e+01
5.30801e+01
5.32774e+01
529505e+01
5.31549+01

5.00000e+00
1. 91485e+01
6.04658e+01
6.69768e+01
6.95948e+01
8.2878le+01
1.29034e+02
1.30040e+02
246312e+02
3.35823e+02
4.40461e+02
9.53891e+02
9.54143e+02
2.09816e+03
2.69466e+03
3.95512e+03
798164403
8.20891e+03
1.93126e+04
2.1616le+04
3.79260e+04
6.46431e+04
743542+ 04
1.73863e+05
1.75940e+05
3.71513e+05
5.06541e+05
7.13599e+-05
1. 47353e+06
1.50903e+06
356679+ 06
3.9535%e+06
7.12654e+06
L1711 1e+07
1.39759¢+07

k_sec_singVals

5.00000e+00
4.40811e+00
7.93591e+00
3.68722e+01
4.42951e+01
4.52877e+01
4.73520e+01
4.82082e+01
4.85622e+01
4.88842e+01
491141e+01
4.92853e+01
4.93813e+01
4.94916e+01
4.95635e+01
4.96158e+01
4.96707e+01
4.97024e+01
4.97407e+01
4.97661e+01
4.97895e+01
4981 16e+01
4. 98256e+01
4.93436e+01
4.98547e+01
4.98675e+01
4.98780e+01
4 98860e+01
4.98956e+01
4.99013e+01
4.99091e+01
4.99145e+01
4.99199e+01
4.99253e+01
4.9928%e+01

522610e+01
531264e+01
5.29610e+01
5.29083e+01
531232e+01
5.27265e+01
530031e+01
52696le+01
5.29622e+01
529219e+01
52776le+01
5.29948e+01
524854e+01
5.28858e+01
527634e+01
52839%4e+01
5.28625e+01
52666le+01
528903e+01
52174e+01
527931e+01
527622e+01
5.27431e+01
528012e+01
525658e+01
5.28050e+01
52479%e+01
527180e+01
5.27376e+01
5.26640e+01
527438e+01
5.24603e+01
527346e+01
525488e+01
5.26558e+01

3.20865e+07
321320e+07
7.11825e+07
9.0015%e+07
138387e+08
2.64614e+08
2.83363e+08
6.75355e¢+08
7.03308e+08
1.40710e+09
2.04608e+09
2.73245e+09
583753e+09
5.91090e+09
1.38934e+10
1.56478e+10
2.78105e+10
4.61213e+10
549196e+10
1.25965e+11
126062e+11
28184e+11
350085e+11
552305e+11
1.02775e+12
1.12334e+12
2.66711e+12
2.7325%e+12
5.6T492e+12
T83814e+12
1.10516e+13
2.26075e+13
23358le+13
556l6le+13
5.98960e+13

Figura A.6: Ejemplo 6. Caso Real.
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4.99338e+01
4.99368e+01
4.99407e+01
4.99438e+01
4.99465¢+01
4.99496e+01
4.99515e+01
499543+ 01
4.99562e+01
4.99583e+01
4.99603e+01
4.99618e+01
4.99637e+01
499649+ 01
4.99%66e+01
4.9967%+01
4.99691e+01
4.99705e+01
4.99714e+01
4.99727e+01
4.99735e+01
4.99746e+01
4.99754e+01
4.99762e+01
4.99772e+01
4.99778e+01
4.99787e+01
4.99792e+01
4.99800e+01
4.99806e+01
499811e+01
4.99818e+01
4.99823e+01
4.99829¢+01
4.99833e+01



k mod eigVals k singVals

4.00000e+01
4.5279%e+01
4.62491e+01
4.77907e+01
4.81734e+01
4.87829e+01
4.89478e+01
4.92331e+01
4.93306e+01
4.94717e+01
4.95460e+01
4.96139e+01
4.96741e+01
4.9706le+01
4.97522e+01
497702e+01
4.98030e+01
4981 74e+01
4.98387e+01
4.98532e+01
4.98654e+01
4.9879%e+01
4.98862e+01
4.98980e+01
4.99031e+01
499121e+01
4.99174e+01
4.99232e+01
4.99290e+01
4.99324e+01
4.99379e+01
4.99403e+01
4.99448e+01
4.99472e+01
4.99505¢+01

4.00000e+01
4.5279%e+01
4.62597e+01
4.78912e+01
481772e+01
491682e+01
6.96315e+01
721273e+01
1.52745e+02
1.70547e+02
3.19823e+02
4.56783e+02
6.55514e+02
1.25234e+03
1.38908e+03
3.23424e+03
3.23540e+03
TA41205e+03
8.48524e+03
1.53738e+04
2.39135e+04
3.12351e+04
6.60050e+04
680394+ 04
1.62335e+05
1.69437e+05
3.48027e+05
4.72607e+05
7.00094e+05
1.34191e+06
1 46615e+06
346421e+06
3.49423e+06
T.68373e+06
9.55956e+06

k sec singVals

4.00000e+01
3 36860e+01
3 48516e+01
4.06522e+01
4.13239%e+01
4.5910d4e+01
4.89471e+01
4.90946e+01
4.93213e+01
4.94311e+01
4.95268e+01
4.96017e+01
4.96512e+01
4.9703%e+01
4.97330e+01
4.97702e+01
4.97906e+01
4. 98159e+01
4.98329e+01
4.93489%e+01
4.98636e+01
4.98736e+01
4 93360e+01
4.98931e+01
4.99030e+01
4.99091e+01
4.99162e+01
4.99221e+01
4.99267e+01
4.99322e+01
4.99355e+01
4.99403e+01
4.99431e+01
4.99468e+01
4.99497e+01

499533401
4.99553e+01
4.99582e+01
4.99596e+01
4.99621e+01
4.99635e+01
4.99654e+01
4.99670e+01
4.99683e+01
4.99700e+01
4.99708e+01
4.99724e+01
4.99732e+01
4.99745e+01
4.99755e+01
4.99763e+01
4.99774e+01
4.99780e+01
4.99790e+01
4.997%0e+01
4.99804e+01
4.99811e+01
4.99817e+01
4.99824e+01
4.99828e+01
4.99835e+01
4.99839¢+01
4.99845e+01
4.99849e+01
4.99854e+01
4.99859e+01
4.99862e+01
4.99867e+01
4.99870e+01
4.99874e+01

1.55001e+07
2.74485e+07
3.17376e+07
731722407
7.31797e+07
1.67076e+08
1.96297e+08
3.39483e+08
5.65524e+08
6.86090e+08
1.54019e+09
1.54417e+09
359922409
4.07098e+09
7.37326e+09
1.17264e+ 10
1 47866e+ 10
324013e+10
3.27008e+10
T.70873e+ 10
8.49952e+10
1.59121e+11
244440e+11
3.17629e+11
6.82125e+11
6.93592e+11
1.64496e+12
1.78283e+12
3A41T716e+12
5.11775e+12
6.80177e+12
1.43779e+13
147189+ 13
350178e+13
3.75202e+13

Figura A.7: Ejemplo 7. Caso Real.
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4.99523e+01
4.99551e+01
4.99570e+01
4.9959e+01
4.99611e+01
4.99633e+01
4.99649e¢+01
4.99665e+01
4.9981e+01
4.99693e+01
4.99708e+01
4.99718e+01
4.99732e+01
4.99741e+01
4.99752e+01
4.99762e+01
4.99770e+01
4.99780e+01
4.99786e+01
4.99795e+01
4.99302e+01
4.99309e+01
4998 16e+01
4.99821e+01
4.99328e+01
4.993832e+01
4.99839e+01
4.99343e+01
4.99348e+01
4.99853e+01
4.99357e+01
4.99362e+01
4.99865e+01
4.99370e+01
4998 73e+01



Capitulo A. Primer anexo

k mod eigVals & singVals

1.00000e+01
1.61548e+01
335013e+01
441962e+01
4.15075e+01
4.06678e+01
3.98459e+01
426348e+01
4.19842¢+01
4.12489e+01
4.12757e+01
4.14963e+01
4.19626e+01
4.07102e+01
4.14733e+01
4.10634e+01
4.16855e+01
4.15401e+01
4.11347e+01
4.13398e+01
4.01799e+01
4.15252e+01
4.12321e+01
4.12753e+01
4.11960e+01
4.12111e+01
4.13611e+01
4.07564e+01
4.12377e+01
4.10550e+01
4.12638e+01
4.12251e+01
4.09907e+01
4.11659e+01
4.08453e+01

1.00000e+01
1.61550e+01
3.35339e+01
4.45570e+01
4.53360e+01
4.60920e+01
4.8689%e+01
5.12708e+01
554041e+01
6.26335e+01
6.75938e+01
8.78161e+01
9.05359e+01
1.36528e+02
1.37395e+02
2.12508e+02
237809e+02
3.19311e+02
4.42805e+02
4 86288e+02
8.0243%+02
8.0253%+02
1.31869e+03
1.46721e+03
2.00327e+03
2.81030e+03
J.06262e+03
5.11233e+03
5.12092e+-03
8.30577e+03
9.52207e+03
125160e+04
1.82955e+04
1.93097e+04
326627+ 04

k sec singVals

1.00000e+01
4.58408e+00
1.4757%+01
1.74885e+01
2.58075e+01
3.64334e+01
3.7339%6e+01
3.76668e+01
3 83459e+01
389672e+01
391931e+01
3.93023e+01
3 93875e+01
3.95226e+01
3.95940e+01
3 96534e+01
3 96890e+01
397274e+01
3 97631e+01
3 97858e+01
3981 10e+01
3.98253e+01
3 98448e+01
3 98575e+01
3.9869%e+01
3 O8811e+01
3.9889%0e+01
3.98992e+01
3.99051e+01
3.99130e+01
3.99183e+01
3.99237e+01
3.99290e+01
3.99326e+01
399376e+01

4.12228e+01
4.11050e+01
4.10855e+01
4.10928e+01
4.09384e+01
4.1160le+01
4.09693e+01
4.10883e¢+01
4.10219e+01
4.10512e+01
4.10967e+01
4.06768e+01
4.10601e+01
4.09437e+01
4.10656e+01
4.10365¢+01
4.09302e+01
4.10224e+01
4.08132e+01
4.10478e+01
4.09760e+01
4.09758e+01
4.09827e+01
4.08617e+01
4.10181e+01
4.09018e+01
4.09800e+01
4.09421e+01
4.09419e+01
4.09848e+01
4.06878e+01
4.09%64e+01
4.08963e+01
4.09602e+01
4.09508e+01

331086e+04
5.17714e+04
6.27901e+ 04
7.75324e+04
1.19788e+05
122181e+05
2.07040e+035
2.16865e+05
3.19190e+05
4.17884e+035
4.79319e+05
T7.80916e+05
T81472e+05
1.29498e+ 06
1 43985e+06
1.95195e+06
2.78751e+06
298009+ 06
5.02704e+ 06
5.07974e+ 06
T98120e+ 06
9.66264e+06
1.19076e+07
1.84802e+07
1.87814e+07
3.17722e+07
336175e+07
4.86040e+07
6.51235e+07
7.30419e+07
1.20704e+08
1.20743e+08
1 96837e+08
2.25889e+08
294357e+08

Figura A.8: Ejemplo 8. Caso Real.
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3.99405e+01
3.99444e+01
3.99473e+01
3.99499e+01
3.99530e+01
3.99548e+01
3.99576e+01
3.99593e+01
399614e+01
3.99632e+01
3.99647e+01
3.99666e+01
399677e+01
3.99693e+01
3.99705e+01
399717e+01
3.99729%e+01
3.99738e+01
3.99750e+01
3.99758e+01
3.99768e+01
399776e+01
3.99784e+01
3.99792e+01
3.99798e+01
3.99306e+01
399812e+01
3 99818e+01
3.99324e+01
3.99829e+01
3.99836e+01
3.99340e+01
3.99845e+01
3.99850e+01
3.99354e+01



k_mod eigVals k_singVals

3.50000e+01
3.57957e+01
3.7T7T77e+01
3.81834e+01
3.85838e+01
3.90387e+01
391610e+01
3.93588e+01
3.94784e+01
3.95385e+01
3.96380e+01
3.96739e+01
3.97213e+01
397614e+01
3.97806e+01
3 98148e+01
398292e+01
398475e+01
3 98645e+01
3 98T3le+01
3 98885e+01
398954e+01
3.99046e+01
3.99129e+01
3.99176e+01
3.99258e+01
3.99295e+01
3.99349e+01
3.99394e+01
3.99423e+01
3.99471e+01
3.99493e+01
3.99528e+01
399555e+01
3.99574e+01

3.50000e+01
3.58059e+01
3.79426e+01
FA214e+01
386957e+01
3.92497e+01
4.02756e+01
4.61814e+01
5.28368e+01
751108e+01
T7.64103e+01
1.21041e+02
1.3566le+02
1.71874e+02
2.62821e+02
2.64863e+02
435032e+02
4.95764e+02
627299402
9.71616e+02
9.7853%e+02
1.62106e+03
1.83098e+03
2.35810e+03
3.59852e+03
3.64992e+03
6.1 1360e+03
6.72555e+03
8.9936le+03
1.32678e+04
1.36955e+04
2.31865¢+04
246160e+04
346315e+04
4.85999e+04

k_sec_singVals

3.50000e+01
2.45199e+01
324491e+01
32618%e+01
352067e+01
3.6549%4e+01
3.90610e+01
3 92367e+01
3.94021e+01
3.95364e+01
3.95903e+01
3 96673e+01
397078e+01
397445e+01
3 9T7R05e+01
3.98002e+01
3 98264e+01
398427e+01
3 98574e+01
3 98730e+01
3 O98819e+01
3.98942e+01
3.99020e+01
3.99095e+01
399175e+01
3.99222e+01
3.99290e+01
3.99332e+01
3.99376e+01
3.99422e+01
3.99450e+01
3.99491e+01
3.99516e+01
3.99545e+01
399572e+01

3.99605e+01
3 99618e+01
3.99643e+01
3.9965%e+01
3.99673e+01
3.99693e+01
3.99702e+01
3.99720e+01
3.99730e+01
3.99742e+01
3.99755e+01
399762e+01
3 99775e+01
3.99782e+01
3.99791e+01
3 99300e+01
3 99305e+01
399815e+01
3 99820e+01
3.99327e+01
3.99833e+01
3 99838e+01
3.99345e+01
3.99348e+01
3 99855e+01
3.9985%e+01
3 99863e+01
3.99868e+01
3 99871e+01
3 99876e+01
3 99879e+01
3 99883e+01
3 99887e+01
3.9988%e+01
3.99393e+01

5.17929e+04
8.76911e+04
9.00967e+04
1.34173e+05
1.76798e+05
1.97758e+05
329445e+05
3.31099e+05
521037e+05
6.39535e+05
T.62814e+05
1.22536e+06
122670e+06
2.01919e+06
230667e+06
296943e+06
4.50492e+06
4.59803e+06
7.77198e+06
8.32848e+06
1.16340e+07
1.63762e+07
1.74752e+07
295792e+07
3.02458e+07
4.56860le+07
5.90029e+07
6.73632e+07
1.10940e+08
1.11020e+08
1.78890e+08
2.11568e+08
2.62884e+08
4.09485¢+08
4.13591e+08

Figura A.9: Ejemplo 9. Caso Real.
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3.99591e+01
399618e+01
3.99633e+01
3.99654e+01
3.99671e+01
3.99684e+01
3.99702e+01
3.99713e+01
3.99728e+01
3.99739e+01
3.99749e+01
3.99762e+01
3.9976%9+01
3.99780e+01
3.99788e+01
3.9979%e+01
3.99305e+01
3.99810e+01
399819e+01
3.99325e+01
3.99831e+01
3.99837e+01
3.99342e+01
3.99848e+01
399852e+01
3.99858e+01
3.99862e+01
3.99866e+01
399871e+01
3.99874e+01
3.99878e+01
3.99882e+01
3.99885e+01
3.99889e+01
3.99891e+01



Capitulo A. Primer anexo

k mod eigVals k singVals

1.00000e+01
1.13576e+01
2.11519e+01
1.75740e+01
1.72855e+01
1.79062e+01
1.87994e+01
1.75394e+01
1.75329e+01
1.84222e+01
1.79369e+01
1.78486e+01
1.72803e+01
1.30946e+01
1.73734e+01
1.77112e+01
1.67570e+01
1.78218e+01
1.68598e+01
1.75616e+01
1.73103e+01
1.76245e+01
1.72919e+01
1.74376e+01
174497+ 01
1.74769e+01
1.73730e+01
1.73346e+01
1.74510e+01
1.73582e+01
1.73688e+01
1.72425e+01
1.74115e+01
1.72518e+01
1.73352e+01

1.00000e+01
1.13639¢+01
2.15969e+01
241776e+01
2.50032e+01
3. 35065e+01
3.55038e+01
5.24872e+01
6.25763e+01
881302e+01
1.24232e¢+02
1.55463e+02
2.53359e+02
2.83982e+02
5.12579e+02
532999402
1.01942e+03
1.02318e+03
1.99157e+03
2.00135e+03
3.83080e+03
39736le+03
T28001e+03
797735e+03
1.37190e+04
1.61344e+04
2.57257e+04
3.27668e+04
4.81486e+04
6.66283e+04
9.01753e+04
1.35320e+05
1.69361e+05
2.73936e+05
3.19537e+05

k sec singVals 1 71479e+01

1.00000e+01 | 73603e+01
3.85936e+00 | 71363e+01

1.29146e+01 | 72928e+01
1.33374e+01 | 70180e+01
1.38905¢+01 | 73087¢+01
L41279e+01 | g9145¢+01
145071e+01 | 72499¢+01
L.50205¢+01 | 59289¢+01
1.52756e+01 | 72606e+01
1.53769¢+01 | 70195¢+01

1.55093e+01 | 720942401
L.56077e+01 | 71016e+01
L56681e+01 | 72168e+01

L37112e+01 | 71044e+01
1.57540e+01 | 71718e+01

157869401 1.71464c+01

L58122e+01 | 71769e+01
1.58332e+01 | 713328401

1.58515e+01 | 71368¢+01
1.58672e+01 | 71587e+01
1.58797e+01 | 71396e+01
L.58913e+01 | 713956401
1.59006e+01 | 71020e+01
1.59096e+01 | 71556e+01
L.59165e+01 | 71033e+01
1.59234e+01 | 71341e+01
1.59288e+01 | 70683e+01
1.59344e+01 | 71443¢+01
1.59386e+01 | 70649¢+01
1.59431e+01 | 71222e+01

1.59465¢+01 | 70289¢+01
1.59502e+01 | 71288e+01

1.59530e+01 | 70183¢+01
1.59560e+01 | 71071e401
1.59584e+01

5.51793e+05
6.06485e+05
L.10448e+06
1.15921e+06
2.19470e+06
2.23270e+06
4.32693e+06
433454e+06
8.46286e+06
8.48102e+06
1.64250e+07
1.67162e+07
3.16531e+07
331652e+07
6.06250e+07
6.61684e+07
1.15529e+08
1.32604e+08
2.19313e+08
2.66611e+08
4.15256e+08
537146e+08
7.85206e+08
1.08313e+09
1. 48452e+09
2.18343e+09
2.80944e+09
4.39539¢+09
5.32767e+09
8.82693e+09
1.01335e+10
1.76674e+ 10
1.93487e+10
3.52151e+10
3.71133e+10

Figura A.10: Ejemplo 10. Caso Real.
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1.59609e+01
1.59629e+01
1.59650e+01
1.59667e+01
1.59685e+01
1.59700e+01
1.59715e+01
1.59728e+01
1.59741e+01
1.59752e+01
1.59763e+01
1.59774e+01
1.59783e+01
1.59792¢+01
1.59800e+01
1.59809e+01
1.59816e+01
1.59823e+01
1.59829e+01
1.59836e+01
1.59842e+01
1.59848e+01
1.59853e+01
1.59858e+01
1.59862e+01
1.59867e+01
1.59871e+01
1.59876e+01
1.59879e+01
1.59883e+01
1.59887e+01
1.59890e+01
1.59893e+01
1.59897¢+01
1.59900e+01



k_mod eigVals k_singVals

1.00000e+01
1.15556e+01
1.90066e+01
1.64408e+01
1.57104e+01
1. 41650e+01
1.703 14e+01
1.44950e+01
1.59293e+01
1.54091e+01
1.63062e+01
1.51555e+01
1.57812e+01
1.55695e+01
1.59581e+01
1.53275e+01
1.56521e+01
1.55111e+01
1.57547e+01
1.53266e+01
1.55544e+01
1.54250e+01
1.56212e+01
1.52830e+01
1.54798e+01
1.53407e+01
1.55266e+01
1.52272e+01
1.54212e+01
1.52614e+01
1.54556e+01
1.51663e+01
1.53739e+01
1.51839e+01
1.54001e+01

1.00000e+01
1.15601e+01
1.93987e+01
2.20146e+01
2.33836e+01
3294446401
341627e+01
591730e+01
6.00488e+01
1.14834e+02
1.17408e+02
229275¢+02
2.38305e+02
4.63034e+02
4.88550e+02
9.40729e+02
1.00338e+03
1.91885¢+03
2.05978e+03
3.92565e+03
4.22406e+03
5.04995e+03
8.65322e+03
1.65373e+04
L.77102e+04
340208+ 04
3.62202e+04
T7.00600e+04
T740377e+04
1. 44377e+05
1.51296e+05
2.97648e+05
3.09149e+05
6.13706e+05
6.31784e+05

k_sec singVals  150987e+01

1.00000e+01 | 53347e+01
4.64115e+00 1 .51000e+01
129459e+01 153552¢+01
1.34015e+01 1 .50130e+01
139277e+01 |53015e+01
1.41660e+01 1 49830e+01
1.43715e+01 | 53178e+01
1.44947e+01 | 49808e+01
145899e+01 |52728e+01
1.46630e+01 | .49825¢+01
1.47154e+01 | 52859e+01
1.47600e+01 1 .49839e+01
147917e+01 | 52475e+01
1 48207e+01 | 50055e+01
1.48413e+01 152581e+01
148611e+01 |50573e+01
1.48752e+01 | 52248e+01
1.48893e+01 |.50553¢+01
1.4899%4e+01 |52334e+01
1.49097e+01 | 50875e+01
1.49172e+01 | 52040e+01
1.49250e+01 |50781e+01
1.49307e+01 1.52108e+01
1.49367e+01 | 51009¢+01
1.49412e+01 | .51846e+01
1.49459e+01 | 50888e+01
1.49494e+01 |51899¢+01
1.49532e+01 | 51059e+01
1.49561e+01 1 51660e+01
1.49592e+01 | .50930e+01
1.49615e+01 | 51699e+01
1.49640e+01 | 51064e+01
1.49660e+01 | 51479e+01
1.49681e+01 | 50935e+01
1.49697¢+01

126521e+06
1.29158e+06
2.60738e+06
2.64190e+06
537017e+06
5.4079%e+06
1.10516e+07
1.10805e+07
227216e+07
227279e+07
4.66604e+07
4.66772e+07
9.56964e+07
9.59956e+07
1.95987e+08
1.97718e+08
4.00773e+08
4.07877e+08
85.18247e+08
8.42796e+08
1.6678%e+09
1.74438e+09
3.39424e+09
3 6164de+09
6.89638e+09
7.50988e+09
1.39903e+ 10
1.5619%e+10
2.83395e+10
325348+ 10
5.7327%+10
6.78612e+ 10
1.15826e+11
141718e+11
233763e+11

Figura A.11: Ejemplo 11. Caso Real.
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1.49715e+01
1.49729e+01
1.49744e+01
1.49756e+01
149769+ 01
1.49779e+01
1.49790e+01
1.49799e+01
1.49808e+01
1.49816e+01
1.49825e+01
1.49832e+01
1.49839e+01
1.49845e+01
1.49851e+01
1.49857e+01
1.49863e+01
1.49868e+01
1.49872¢+01
1.49877e+01
1.49881e+01
1.49886e+01
149889+ 01
1.49893e+01
1.49897¢+01
1.49900e+01
1.49903e+01
1.49906e+01
1.49909e+01
1.49912e+01
1.49914e+01
1.49917e+01
1.49919e+01
1.49922e+01
1.49924e+01



Capitulo A. Primer anexo

k_mod_eighals k_singVals & _sec_simgVals  997830e-01 336385¢+00 997830e-01
0.00000¢+00 0.00000¢+00 0.00000e+00  997936¢-01 3.45476e-+00 997936e-01

5.77350e-01 9.12871e-01 3.65148e-01 9.98050e-01 3457066400 9.98050e-01
489898e-01 9.56556e-01 4.89808e-01 9.981406-01 3.54573¢+00 998140601
8.61136e-01 1.13839¢+00 B.58782¢-01 09823801 3.54783c400 998238c-01
8.8346le-01 1273%4e+00 B.83461e-01 998316e-01 3.63441e+00 998316e-01
9.43074e-01 1.52326e+00 9.43074e-01 0.98467c-01 3.72098e400 998467c-01
9.60290e-01 1.57025¢+00 9.60242e-01 9.98540e-01 3.72278¢+00 998540601
9.77194e-01  1.90669¢+00 9.77194e-01 998715e-01 3.88833e+00 9.98715¢-01
9.8156le-01 1.92622¢+00 981556e-01 908771e-0] 38%980e+00 99877le0l
9.83644¢-01  2.0688le+00 9.83644e-01 998817e-01 3.96936e+00 998817e-01
9.86284e-01 2.08308e+00 9.86282e-01 998866e-01 3.97082e+00 9.98866e-01
9.89401e-01  222940e+00 9.89400e-01 998951e-01 4.05013e4+00 998951e-01
9.90387e-01 2.35822¢+00 9.90387e-01 998988e-01 4.12665¢+00 9.98988¢-01
991565e-01 2.3669e+00 9.91565¢-01 099027c-01 4.12793e400 999027c-01
992285e-01 2.48997e+00 9.92285e-01 9.99060e-01 4203086400 9.99060e-01
993120e-01 249714e+00 9.93128e-01 9.990946-01 4204296400 9.99094¢-01
9.94205¢-01  2.62099e+00 9.942094e-01 9.99155¢-01 427929e4+00 999155e-01
995187e-01 2.73933¢+00 9.95187e-01 099210001 4353006400 9992106-01
9.96149e-01 295813400 9.96149¢-01 099287601 449583e400 999282¢-01
9.96442e-01  2.96204e+00 9.96442e-01 999305e-01 449681e+00 9.99305¢-01
997411e-01 3.26522e+00 997411e-01 9.99401e-01 4703456400 9.99401e-01
997572e-01 3.26800e+00 997572e-01 9.99418¢-01 4704296400 9.99418¢-01

9.97696e-01 336133e+00 9.97696e-01

Figura A.12: Ejemplo 12. Caso Real.
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k mod eigVals & singVals

0.00000e+00
2.53167e+00
293312e+00
2.61916e+00
2.45692e+00
2.36179e+00
2.29940e+00
2.25535e+00
222259e+00
2.19727e+00
2.17712e+00
2.16070e+00
2.14707e+00
2.13556e+00
2.12573e+00
2.11722e+00
2.10980e+00
2.10325e+00
2.09745e+00
2.09226e+00
2.08759e+00
2.08338e+00
2.07955e+00
2.07606e+00
2.07286e+00
2.06992e+00
2.06721e+00
2.06470e+00
2.06237e+00
2.06020e+00
2.05818e+00
2.05629e+00
2.05452e+00
2.05285e+00
2.05129e+00

0.00000e+00
2.59039e+00
3.29622e+00
4.41033e+00
9.72175e+00
2.74221e+01
8.37262e+01
2.65178e+02
8.60088e+02
2.83885e+03
94978Te+03
321228e+04
1.09610e+05
3.76791e+05
1.30337e+06
4.53284e+06
1.58379e+07
5.55643e+07
1.9564le+08
6.91063e+08
2.445060e+09
8.6946le+09
3.09525e+10
[.10424e+ 11
394712e+11
1 41342e+12
5.0696le+12
1.82111le+13
655104e+13
2.359%60e+ 14
8.50978e+ 14
30T724le+15
L.11046e+16
4.01752e+16
1 45486e+17

k sec singVals

0.00000e+00
1.28681e-01
639811e-01
8.03266e-01
8.7673%-01
9.15519e-01
9.38455e-01
9.53157e-01
9.63149e-01
9.70251e-01
9.75481e-01
9.79442e-01
9.82516e-01
9.84948e-01
9.86906e-01
9.88505e-01
9.809828e-01
9.90935e-01
991871e-01
9.92660e-01
9.93355e-01
9.9394%e-01
9.94467e-01
9.94921e-01
9.95321e-01
9.95676e-01
9.95992e-01
9.96275e-01
9.96528e-01
9.96757e-01
9.96964e-01
99715101
9.97322e-01
9.97478e-01
9.97620e-01

2.04981e+00
2.04842e+00
2.04710e+00
2.04586e+00
2.04467e+00
2.04355e+00
2.04248e+00
2.04147e+00
2.04050e+00
2.03957e+00
2.03869e+00
2.03784e+00
2.03703e+00
2.03626e+00
2.03551e+00
2.03480e+00
2.03412e+00
2.03346e+00
2.03282e+00
2.03221e+00
2.03162e+00
2.03106e+00
2.03051e+00
2.02998e+00
2.02947e+00
2.02898e+00
2.02850e+00
2.02804e+00
2.0275%e+00
2.02716e+00
2.02674e+00
2.02634e+00
2.0259%4e+00
2.02556e+00
2.02519e+00

527310e+17
19128le+18
6.94415e+ 18
252284e+19
9.17202e+19
3.3368le+20
121471e+21
4.42464e+21
1.61262e+22
5.88064e+22
2.14558e+23
T83218e+23
2.86041e+24
1.04514e+25
38204le+25
1.39710e+26
5.01121e+26
1 87063e+27
6.84880e+27
2.50841e+28
9.19035e+28
336830e+29
1.23490e+30
4.52881e+30
1.66138e+31
6.09649%+31
223776e+32
821605e+32
301737e+33
1.10842e+34
4.07273e+34
1 49683e+35
550248e+35
2.02322¢+36
T744084e+36

Figura A.13: Ejemplo 13. Caso Real.
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9.97751e-01
99787201
9.97983e-01
9.98085e-01
9981 80e-01
9.98268e-01
9.98350e-01
9.98426e-01
9.98497e-01
998563e-01
9.98625e-01
9.98683e-01
9.98738e-01
99878901
9.9883Te-01
9.98882e-01
9.98925e-01
9.98965e-01
9.99003e-01
9.9903%e-01
9.99073e-01
9.99106e-01
9.99136e-01
9.99165e-01
99919301
9.99219e-01
9.99244e-01
99926801
9.9929]e-01
9.99313e-01
9.99333e-01
9.99353e-01
9.99372e-01
9.99390e-01
9.99407e-01



Capitulo A. Primer anexo

k_mod eigVals k singVals &k sec singVals 998913e-01 1.8000le+01 998912e-01
5.00000e-01  5.00000e-01  5.00000e-01 9.98970e-01 1.85001e+01 9.98970e-01

5.82843e-01 1.20795¢+00 2.44109e-01 999023e-01 1.90001e+01 99902301
B.51332e-01  1.55502e+00 834346e-01 999072e-01 1.95001e+01 9.99072e-01
9. 18629e-01 2.02050e+00 9.14687e-01 9.99117¢-01 2.0000le+01 99911701
947966e-01  251011e+00 94658201 999159e-01 2.05001e+01 9.99159¢-01
9.6366%9e-01 3.00592¢+4+00 9.63054e-01 9.09198e-01 2.1000le+01 999198e-01
9.73127e-01  3.50388¢+00 9.72810e-01  9.99235¢-01 2.15001e+01 9.99235¢-01
9.79288e-01 400273400 9.79]108e-01 999269e-01 220001e+01 9.99269e-01
9.83534e-01  4.50204e+00 983424e-01  999301e-01 225001e+01 9.99301e-01
9 R6589e-01 5.00158e+00 9R6518e-01 9.99331e-01 2.3000le+01 999330e-01
9.88862e-01 550126e+00 983814e-0l  999359e-01 235001e+01 9.99358e-01
9.90600e-01  6.00103e+00 990566e-01  999385¢-01 2.40001e+01 9.99385e-01
991959e-01 6.50086e4+00 99193501 9.99409¢-01 2.4500le+01 9.99409¢-01
993043e-01 T7.00073e4+00 993024e-01 09.99433e-01 2.50001e+01 9.99432e-01
993920e-01 7.50062e4+00 9.93907e-01 0.00454e-01 2.55000e+01 9.99454¢-01
994641e-01 B.00054¢+00 9.9463]1e-01 9.99475¢-01 2.60000e+01 9.99475¢-01
99524le-01 B50048e+00 995233e-01 0.09494e-01 2.65000e+01 9.99494e-01
9.95745e-01  9.00042e+00 99573901 99951301 2.70000e+01 99951301
9.96173e-01 9.50037¢+00 9.96168e-01  999530e-01 2.75000e+01 9.99530e-01
9.96540e-01  1.00003e+01  996535e-01 9 99547¢-01 2.80000e+01 9.99547e-01
996856e-01 1.05003e+01 996852e-01 9.99562¢-01 2.85000e+01 999562¢-01
997130e-01 1.10003e+01 997127e-01 99957701 2.90000e+01 999577e-01
997370e-01  1.15003e4+01 997368e-01 99950101 2.95000e+01 9.99591e-01
9.97582e-01  1.20002e+01 99757901 9.99605e-01 3.00000e+01 9.99605¢-01
997768e-01 1.25002e+01 9.97766e-01 999617e-01 3.05000e+01 999617e-01
997934e-01 130002e401 9.97932e-01 9.99630e-01  3.10000e+01 9.99630e-01
9.98082e-01  1.35002e+01 9.98081e-01  9.99641e-01 3.15000e+01 9.99641e-01
9.98215e-01  1.40002e+01 998214e-01  999552¢-01 320000e+01 9.99652e-01
9098334e-01 145002e4+01 9.98333e-01 0.99663e-01  325000e+01 999663e-01
9.98442e-01  1.50001e+01  9.98441e-01  9.99673¢-01 3.30000e+01 9.99673¢-01
998539e-01 1.55001e4+01 99853901 999683e-01 335000e+01 9.99682e-01
998628e-01 1.6000le4+01 998627e-01 09.99692¢-01  3.40000e+01 9.99692¢-01
9ORTO9e-01 1.65001e+01 998708e-01 9.99701e-01 3.45000e+01 9.99700e-01

998T83e-01 1.7000le4+01 998782e-01 9.99709e-01 3.50000e+01 9.99709e-01
90988S5le-01 1.75001e4+01 998850e-01

Figura A.14: Ejemplo 14. Caso Real.
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k mod eigVals k singVals
5.00000e-01

5.00000e-01

329900e+ 00
2.73489e+00
248441e+00
2.36098¢+00
2.28765e+00
223907e+00
220452e+00
2.17870e+00
2.15866e+00
2.14266e+00
2.1295%9e+00
2.11872e+00
2.10952e+00
2.10165e+00
2.09484e+00
2.08888e+00
2.08362e+00
2.07896e+00
2.07478e+00
2.07103e+00
2.06763e+00
2.06454e+00
2.06173e+00
2.05915e+00
2.05677e+00
2.05458e+00
2.05255e+00
2.05067e+00
2.04892e+00
2.04728e+00
2.04575e+00
2.04432e+00
2.04297e+00
2.04170e+00

3.43862e+00
3991 11e+00
1.07704e+01
4.45158e+01
2.04372e+02
9.84223e+02
4.889053e+03
2.48309e+04
128243e+05
6.71065e+05
3. 54860e+006
1.89287e+07
1.01699¢+08
549769408
2.98768e+09
1.63110e+10
5.9406%e+10
491819e+11
2.71403e+12
1.50195e+13
8.33309e+13
4.63407e+ 14
2.58246e+15
1.44192e+ 16
8.06526e+ 16
451858e+17
2.53535¢+18
1 42456e+19
B.01462e+19
4.51451e+20
2.54582e+21
1.43716e+22
8.12099e+22
4.59323e+23

k sec singVals
5.00000e-01

451135e-01
5.79906e-01
7.07324e-01
8.44121e-01
9.08112e-01
9.40366e-01
9.58438e-01
9.694060e-01
9.76654e-01
9.81586e-01
98511201
987718e-01
9.89696e-01
9.91234e-01
9.92452e-01
9.93433e-01
9.94234e-01
9.94898e-01
9.95453e-01
9.95923e-01
9.96323e-01
9.96668e-01
9.96966e-01
9.97225e-01
9.97453e-01
9.97654e-01
9.97832e-01
9.97991e-01
9.98133e-01
9.98260e-01
9.98375e-01
9.98478e-01
9.98572e-01
9.98658e-01

2.04051e+00
2.03938e+00
2.03831e+00
2.03730e+00
2.03635e+00
2.03543e+00
2.03457e+00
2.03374e+00
2.03296e+00
2.03221e+00
2.03149e+00
2.03080e+00
2.03015e+00
2.02952e+00
2.02891e+00
2.02834e+00
2.02778e+00
2.02724e+00
2.02673e+00
2.02623e+00
2.02576e+00
2.02529e+00
2.02485e+00
2.02442e+00
2.02401e+00
2.0236le+00
2.02322e+00
2.02284e+00
2.02248e+00
2.02213e+00
2.02179e+00
2.02146e+00
2.02114e+00
2.02082e+00
2.02052e+00

2.60020e+24
1473 18e+25
8.35300e+25
4.73970e+26
2.69130e+27
1.52920e+28
8.69437e+28
4.94623e+129
2.81552e+30
1.60354e+31
9.13752e+31
5.20946e+32
297142e+33
1.69504e+34
9.68043e+34
5.52888e+35
3.15904e+ 36
1 .80568e+37
1.03250e+38
5.90598e+38
337944e+39
1.93439¢+40
1.10760e+41
6.34386e+41
3.6345%e+42
2.0829Te+43
1.19408e+44
6.84700e+ 44
3.92718e+45
225305e+46
1.29291e+47
TA2113e+47
42606le+48
2446064e+49
1. 40528e+50

Figura A.15: Ejemplo 15. Caso Real.
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9.98736e-01
9.98808e-01
9.98873e-01
9.98934e-01
9.9898%-01
9.99041e-01
9.99088e-01
9.99132e-01
9.99173e-01
9.99211e-01
9.99247e-01
9.99280e-01
9.99311e-01
9.99340e-01
9.99368e-01
9.99393e-01
9.99417e-01
9.99440e-01
9.99462¢-01
9.99482e-01
9.99501e-01
9.99519%e-01
9.99536e-01
9.99552e-01
9.99568e-01
9.99582e-01
9.99596e-01
9.9960%e-01
9.99622e-01
9.99634e-01
9.99645e-01
9.99656e-01
9.99666e-01
9.99676e-01
9.99686e-01



Capitulo A. Primer anexo

& mod eigVals k singlals &k sec singFals
0.00000e+00  0.00000e+00  0.00000e+ 00
4.00000e-01 146969+ 00  0.00000e-+ 00
5.6T7476e-01  1.51370e+00 929138e-01
5.87060e-01 151615e+00 974831e-01]
539689e-01 1.51620e+00 988395e-0]
5A43888e-01 1.51620e+00 996]188e-01]
5.70227e-01 1.51620e+00 99939]e-0]
5.78288e-01 1.51620e+00 9999]19e-0]
5.74522e-01 151620e+00 999990e-01]
5.82221e-01 151620e+00 999999¢-0]
602769e-01  1.51620e+00  1.00000e+00
6.19664e-01  1.51620e+ 00  1.00000e+ 00
6.33502e-01 1.51620e+00  1.00000e+ 00
6A44664e-01  1.51620e+00 1.00000e400
6.53484e-01  1.51620e+00 1.00000e400
6.60267e-01  1.51620e+00 1.00000e400
6.65295e-01  1.51620e+00 1.00000e+00
6.68816e-01 1.51620e+00 1.00000e+00
6.71052e-01  1.51620e+00 1.00000e+00
6. 72202e-01  1.51620e+00  1.00000e+ 00
6.72441e-01  1.51620e+00 1.00000e+ 00
6.71924e-01 1.51620e+00  1.00000e+ 00
6.70788e-01  1.51620e+00 1.00000e400
6.69154e-01  1.51620e+00 1.00000e400
6.67123e-01 1.51620e+00 1.00000e400

Figura A.16: Ejemplo 1. Caso Circunferencia.
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k mod eigVals k singVals

0.00000e+ 00
5.00000e-01

. 10088e~+00
1.01427e+00
[.11154e+00
| .06283e+00
| .08289e+00
1.05121e+00
1.04732e+00
1.02080e+00
1.00154e+00
9.96006e-01

1.04412e+00
1.O7287e+00
1.O7865e+00
1.09325e+00
1.09351e+00
[.10232e+00
1. 10089e+00
1.10671e+00
110473+ 00
[.10880e+00
. 10667+ 00
1. 10963e+00
1. 10753+ 00

0.00000e+00

3.13847e+00
3.44791e+00
346832e+00
346961e4+00
3.46968e+00
3. 46968e+00
3 46969e+00
3.46969e+00
3 46969e+00

3.46969e400
3.46969e+00
3.46969e4+00
3 46969e+00
3.46969e+00
3 46969e+00
3.46969e+00
3.46969e400
3.46969e+00
3.46969e4+00
3 46969e+00
3.46969e+00
3 46969e+00

k sec singVals

0.00000e+ 00

[ 50000e+00 000000+ 00

| 39607+ 00
2.59738e+00
287061e+00
2.94460e4+00
296336e+00
2.96740e4+00
29681 1e+00
296821e4+00
296822¢+00

3.46969e+00 296822e400

296822e4+00
296822¢+00
296822e¢4+00
296822e¢+00
296822e4+00
296822¢+00
296822e+00
296822e4+00
296822¢+00
296822e¢4+00
296822e¢+00
296822e4+00
296822¢+00

Figura A.17: Ejemplo 2. Caso Circunferencia.
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Capitulo A. Primer anexo

& mod elgVals & singVals

000000400
5.00000e-01

1.17933e400
| .04585e+400
1.18526e+ 00
1.11874e+00
1.15946e+ 00
112099400
1.13798e+00
1.11295e400
1.12145e+00
1. 10383e+ 00
1. 10856+ 00
1.09546e+ 00
| 09828+ 00
.08 142400
1.08990e+ 00
L .OB180e+ 00
1 .08293e+ 00
1.07631e+00
1.07704e4 00
1.07151e+400
1.O7198e+00
1.06731e+00
1.06760e+ 00

k sec singFVals

0.00000e+00  0.00000e+00
. 50000e+ 00 0.00000e+ 00

| 42124e+01
|.52265e+01
| 52474e+01
|.52476e+01
|.52476e+01
|.52476e+01
|.52476e+01
|.52476e+01
| 52476e+01
| 52476e+01
|.52476e+01
|.52476e+01
|.52476e+01
|.52476e+01
|.52476e+01
| 52476e+01
|.52476e+01
|.52476e+01
|.52476e+01
|.52476e+01
|.52476e+01
| 52476e+01
|.52476e+01

| 41357e+00
| 3948%e+01
| 3970de+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01
| 397 16e+01

Figura A.18: Ejemplo 3. Caso Circunferencia.
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k mod eigVals k singVals

0.00000e+00
1.00000e+00
1.78213e+00
1.5610%e+00
1.61776e+00
1.81985e¢+00
1.60828e+00
1.79918e+00
1.30740e+00
1.81942e+00
1.84386e+00
1.71262e+00
1.88467e+00
1.80413e+00
1.87180e+00
1.87266e+00
1.87300e+00
1.88993e+00
1.8334%9e+00
1.91097e+00
1.80306e+00
1.90958e+00
1.87442e+00
1.91564e+00
1.89856e+00
1.9067%+00
1.91863e+00
1.90210e+00
1.92440e+00
1.87955e+00
1.93342e+00
1.84652e+00
1.93352e+00
1.89422e+00
1.93732e+00

0.00000e+00
1.73205e+00
2.50630e+00
2.66052e+00
2.66845e+00
2.67055e+00
2.67133e+00
2.67146e+00
2.67165e+00
2.67171e+00
2.67180e+00
2.67184e+00
2.67188e+00
2.67192e+00
2.67194e+00
2.67197e+00
2.67197e+00
2.67199e+00
2.67200e+00
2.67201e+00
2.67202e+00
2.67203e+00
2.67203e+00
2.67204e+00
2.67205e+00
2.67205e+00
2.67205e+00
2.67205e+00
2.67206e+00
2.67206e+00
2.67206e+00
2.67207e+00
2.67207e+00
2.67207e+00
2.67207e+00

k_sec singVals

0.00000e+00
0.00000e+00
1.26334e+00
1.70858e+00
2.01843e+00
2.12474e+00
2.16392e+00
2.18318e+00
2.19096e+00
2.19355e+00
2.19479¢+00
2.19533e+00
2.19545e+00
2.19549e+00
2.19553e+00
2.19554e+00
2.19554e+00
2.19554e+00
2.19554e+00
2.19554e+00
2.19555e+00
2.19555e+00
2.19555e+00
2.19555e+00
2.19555e+00
2.19555e+00
2.19555e+00
2.19555e+00
2.19555e+00
2.19555e+00
2.19555e+00
2.19555e+00
2.19555e+00
2.19555e+00
2.19555e+00

1.91421e+00
1.93445e¢+00
1.92904e+00
1.93458e+00
1.93547e+00
1.92883e+00
1.94301e+00
1.92419e+00
1.94535e+00
1.91071e+00
1.94960e+00
1.88430e+00
1.94995e+-00
1911 16e+00
1.95222e+00
1.92778e+00
1.95132e+00
1.93886e+00
1.95213e+00
1 94464e+00
1.95018e+00
1.95052e+00
1.94958e+00
1.95330e+00
1.94628e+00
1.95698e+00
1.94359e+00
1.95832e+00
1.93723e+00
1.96072e+00
1.92709e+00
1.96121e+00
1.91306e+00
1.96274e+00
1.93291e+00

2.67207e+00
2.67207e+00
2.67208e+00
2.67208e+00
2.67208e+00
2.67208e+00
2.67208e+00
2.67208e+00
2.67208e+00
2.67208e+00
2.67208e+00
2.67208e+00
2.67208e+00
2.67208e+00
2.67208e+00
2.67209e+00
2.67209¢+00
2.67209e+00
2.67209e+00
2.67209e+00
2.67209e+00
2.67209e+00
2.67209¢+00
2.67209¢+00
2.67209e+00
2.67209e+00
2.67209e+00
2.67209e+00
2.67209e+00
2.67209e+00
2.67209e+00
2.67209e+00
2.67209e+00
2.67209¢+00
2.67209¢+00

2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00
2.19556e+00

Figura A.19: Ejemplo 4. Caso Circunferencia.
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Capitulo A. Primer anexo

k mod eigVals k singVals

0.00000e+00
1.00000e+01
1.5073%e+01
1.27056e+01
1298 16e+01
1.40191e+01
1.34674e+01
1.33567e+01
1.28756e+01
1.34771e+01
1.29558e+01
1.31393e+01
126607e+01
131617e+01
1.26532e+01
1.29671e+01
124381e+01
1.29708e+01
1.23232e+01
1.28454e+01
121616e+01
1.28442e+01
1.23757e+01
1.2756%9e+01
1 24960e+01
1.27543e+01
1.25038e+01
1.26900e+01
1.25521e+01
1.26871e+01
1.25376e+01
1.26378e+01
1.25626e+01
1.2634%9e+01
1.25433e+01

0.00000e+00
1.00995e+01
1.59718e+01
2.23387e+01
244731e+01
4.02395e+01
5.76489e+01
8.66952¢+01
1.55807e+02
2.04131e+02
423192e+02
4.98521e+02
1.13363e+03
1.24125e+03
2.99740e+03
3.13037e+03
7.84440e+03
796791e+03
2.03695e+04
2.04202e+04
525821e+04
525994e+04
1.35138e+05
1.36001e+05
3.46170e+05
3.52630e+05
8.84602e+05
9.1619%6e+05
2.25652e+06
2.3839%e+06
5.74889e+ 06
6.20982e+06
1.46335¢+07
1.61872e+07
3.72272e+07

k sec singVals

0.00000e+00
0.00000e+00
1.0178%e+00
7.32700e+00
1.01575e+01
1.07220e+01
1.0939]e+01
10726e+01
13 14e+01
11623e+01
A1830e+01
11940e+01
12014e+01
1204%e+01
A2077e+01
12089e+01
12099e+01
A2103e+01
A2106e+01
A2108e+01
A2109e+01
A2109e+01
A210%e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
21 10e+01
21 10e+01
A2110e+01
A2110e+01
21 10e+01
21 10e+01
A2110e+01
A2110e+01
21 10e+01

1.25958e+01
1.25574e+01
1.25931e+01
1.25378e+01
125614e+01
1.25461e+01
1.2558%¢+01
125276e+01
1.25326e+01
1.25325e+01
1.25303e+01
1.25155e+01
1.25081e+01
1.25183e+01
1.25060e+01
1.25029e+01
1.24870e+01
1.25043e+01
1.24851e+01
124904e+01
124687e+01
1.24910e+01
1.2466%+01
1.24783e+01
1.24525e+01
1.24784e+01
1.24508e+01
1.2466%+01
124382e+01
1.24667e+01
1.24366e+01
1.24562e¢+01
1.24254e+01
1.24557e+01
1.2423%e+01

422153e+07
946715e+07
1.10127e+08
240713e+08
287324e+08
6.12010e+08
T749654e+08
1.55611e+09
1.95578e+09
3.95710e+09
5.10178e+09
1.00646e+ 10
1.3305%e+10
256044e+10
346952e¢+ 10
6.51546e+ 10
9.04453e+ 10
1.6o584de+11
235714e+11
422265e+11
6.14131e+11
1.0754%e+12
1.5995%+12
2.74008e+12
4.16512e+12
698329+ 12
1.08421e+13
1.78031e+ 13
282143e+13
4.54015e+13
7.33995e+13
1.15820e+ 14
1.90892e+ 14
29554%+ 14
496310e+ 14

A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01
A2110e+01

Figura A.20: Ejemplo 5. Caso Circunferencia.
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k_miod eigVals k singVals

1.00000e+01
1.00000e+01
1.00000e+01
1.00000e+01
1.00090e+01
1.00124e+01
1.001 10e+01
1.00103e+01
1.00124e+01
1.00124e+01
1.00181e+01
1.00196e+01
1.00163e+01
1.00187e+01
1.00185e+01
1.00216e+01
1.00234e+01
1.00174e+01
1.00224e+01
1.00235e¢+01
1.00237e+01
1.00258e+01
1.00248e¢+01
1.0024%9e+01
1.00262e+01
1.00240e+01
1.00274e+01
1.00281e+01
1.00265e+01
1.00280e+01
1.00263e+01
1.00287e+01
1.00298e+01
1.00272e+01
1.00293e+01

1.00000e+01
1.02079e+01
2.09286e+01
2.32646e+01
836021e+01
1.59747e+02
2.07996e+02
89162le+02
1.21587e+03
22678le+03
9.02541e+03
929707e+03
2.76190e+04
7.53981e+04
8.17195e+04
342619e+05
5.43400e+05
9.0046%9e+05
3.73974e+06
3.93040e+06
1.1443%9e+07
3.13432e+07
342150e+07
1 45818+ 08
220428e+08
3.89715e+08
1.56247e+09
1.59481e+09
5.08802e+09
124717e+ 10
1. 46210e+10
6.42655e+10
8.58600e+ 10
1.7604%e+11
6.4369%e+11

k_sec singVals

1.00000e+01
3.64379¢+00
1.00099e+01
1.0024%e+01
1.0104%e+01
1.01372e+01
1.01446e+01
1.01771e+01
1.01864e+01
1.01916e+01
1.02065e+01
1.02094e+01
1.02146e+01
1.02209e+01
1.02220e+01
1.02268e+01
1.0228%e+01
1.02298e+01
1.02332e+01
1.02340e+01
1.02353e+01
1.02371e+01
1.02374e+01
1.023%0e+01
1.02397e+01
1.02400e+01
1.02412e+01
1.02415e+01
1.02421e+01
1.02428e+01
1.02429e+01
1.02436e+01
1.02439e+01
1.02441e+01
1.02446e+01

Figura A.21: Ejemplo

1.00294e+01
1.00296e+01
1.00308e+01
1.00275e+01
1.00303e+01
1.00310e+01
1.00302e+01
1.00316e+01
1.00312e+01
1.00311e+01
1.00320e+01
1.00295e+01
1.00323e+01
1.00327e+01
1.003 16e+01
1.00327e+01
1.00314e+01
1.00328e+01
1.00335¢+01
1.00317e+01
1.00332e+01
1.00332e+01
1.00332e¢+01
1.00340e+01
1.00306e+01
1.00337e+01
1.00341e+01
1.00334e+01
1.00344e+01
1.00338e+01
1.00340e+01
1.00347e+01
1.00331e+01
1.00348e+01
1.00349¢+01

6.436%e+11
233638e+12
480701e+12
6.44110e+12
2.83456e+13
329211e+13
8.19387e+13
257016e+14
2.65425e+ 14
1.08528e+15
1.80959%e+ 15
293907e+15
121951e+16
1 26866e+16
JHRT9Re+ 16
989523e+16
1.13936e+17
5.0028%e+17
6.7335%+17
138342e+18
5.02232e¢+18
5.02355e+18
1.85848e+19
3.69573e+19
5.12707e+19
224005e+20
2.5176le+20
6.65350e+20
1.96692e+21
2.08643e+21
8.81569e+21
1.35662e+22
240517e+22
9.54087e+22
9.66004e+22

1.02448e+01
1.02451e+01
1.02454e+01
1.02455e+01
1.0245%e+01
1.02460e+01
1.02461e+01
1.02464e+01
1.02464e+01
1.02467e+01
1.02468e+01
1.0246%e+01
1.02471e+01
1.02471e+01
1.02473e+01
1.02474e+01
1.02474e+01
1.02476e+01
1.02477e+01
1.02477e+01
1.02478e+01
1.0247%e+01
1.02480e+01
1.02480e+01
1.02481e+01
1.02482e+01
1.02482e¢+01
1.02483e+01
1.02483e+01
1.02484e+01
1.02484e+01
1.02485e+01
1.02485e+01
1.02486e+01
1.02486e+01

6. Caso Circunferencia.
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Capitulo A. Primer anexo

k mod eigVals k singlVals

0.00000e+00
1.00000e+01
1. 498 14e+01
1.2916le+01
1.28201e+01
1.22375e+01
1.28718e+01
1.28329e+01
1.203%6e+01
1.24377e+01
121419e+01
1.2374e+01
1.23517e+01
1.19096e+01
1.22003e+01
1.20216e+01
1.2104%9e+01
1.21364e+01
1.18801e+01
1.20562e+01
1.19387e+01
1.1923%e+01
1.20129e+01
A8524e+01
A9573e+01
A8795e+01
A17684e+01
193 19e+01
A8223e+01
A880%e+01
A8352e+01
A5110e+01
A8736e+01
A7936e+01
A18140e+01

0.00000e+00
1.00995e+01
1.58403e+01
333173e+01
4.11930e+01
1.04878e+02
2.60326e+02
339750e+02
1. 48233e+03
1.56182e¢+03
5.04035e+03
L.11615e+04
1.53570e+04
6.63502¢+04
T.0179%e+04
2.20009e+05
5.160276e+05
6.64677e+05
291958e+06
326466e+06
9.17186e+06
2.45840e+07
2.84523e+07
1253 16e+08
1.56588e+08
3.72685e+08
1.17540e+09
1.23409e+09
521652e+09
T.71091e+09
1.49563e+10
5523 13e+10
5.52784e+ 10
2.10919e+11
JB6283e+11

k sec singVals

0.00000e+00
0.00000e+00
9.99073e-01

1.42051e+00
5.68083e+00
9.86443¢+00
1.00666e+01
1.0104%e+01
1.02103e+01
1.02250e+01
1.02528e+01
1.02677e+01
1.02719e+01
1.02836e+01
1.02857e+01
1.028%6e+01
1.02923e+01
1.02929¢+01
1.02951e+01
1.02955e+01
1.02961e+01
1.02967e+01
1.02968e+01
1.02972e+01
1.02973e+01
1.02974e+01
1.02976e+01
1.02976e+01
1.02976e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01

18007e+01
1642%e+01
A8284e+01
A768le+01
A747Te+01
A7730e+01
A6821e+01
A7903e+01
A7462e+01
167 14e+01
A7501e+01
A6870e+01
A7548e+01
AT7275e+01
A5183e+01
A7302e+01
A6822e+01
AT7174e+01
A7115e+01
A6150e+01
A7120e+01
16745e+01
A6735e+01
16976e+01
A6401e+01
16937e+01
Ad6664e+01
16127e+01
A6852e+01
A6436e+01
A6731e+01
A6585e+01
A5191e+01
A6737e+01
A6410e+01

6.006017e+11
250268e+12
258509e+12
8.34020e+12
1.94235e+13
2.45210e+13
1.0810Ie+14
126131e+14
3.25519e+ 14
9.63300e+ 14
1.03707e+15
4.45293e+15
6.35283e+15
1.26755¢+ 16
461455e+16
4.62138e+16
1.76746e+17
325075e+17
4.99093e+17
2.09452e+18
2.18326e+18
6.85491e+ 18
1.65862e+19
202313e+19
8.93690e+19
1.08380e+20
2.63336e+20
8.25493e+20
8.62137e+20
3.61330e+21
554885e+21
1.01590e+22
391242e+22
3.92077e+22
1. 40850e+23

1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01
1.02977e+01

Figura A.22: Ejemplo 7. Caso Circunferencia.
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k mod eigVals k singVals
T.07107e-01

T.07107e-01

1581 14e+00
2.62383e+00
3.8396%9e+00
5.18373e+00
6.41183e+00
T41655e+00
8.15303e+00
8.61597e+00
8.87944e+00
9.13126e+00
9.60988e+00
1.05822e+01
1.26597e+01
1.84095e+01
2.67443e+01
3.35988e+01
397712e+01
4.63424e+01
54377le+01
6.3958%¢+01
732747e+01
8.17318e+01
9.00727e+01
9.89398e+01
1.07644e+02
1.15230e+02
122121e+02
1.29390e+02
1 38007e+02
1.39727e+02
1 41763e+02
1. 43882e+02
1.46050e+02
1.48309e+02

1.9364%e+00
2.84338e+00
4.35253e+00
6.0707%e+00
T.81183e+00
9.55670e+00
1.13258e+01
1.31696e+01
1.51707e+01
1.74694e+01
2.03334e+01
2.43462e+01
3.10167e+01
430175e+01
538042e+01
6.17865e+01
6.88592e+01
7.62703e+01
8.51048e+01
9.53847e+01
1.0523%e+02
1.14144e+02
1.22907e+02
1.32175e+02
141212e+02
1. 49056e+02
1.56180e+02
1.63700e+02
1.72600e+02
1.74419e+02
1.76578e+02
1.78828e+02
1.81132e+02
1.83535e+02

k sec singVals
T07107e-01

8.32666e-300
8.88934e-01

1.31297e+00
1.54718e¢+00
1.75300e+00
1.98251e+00
228373e+00
2.73975e+00
3.44593e+00
4.46070e+00
5.82690e+00
7.63200e+00
1.00594e+01
1.29875e+01
1 46883e+01
1.56783e+01
1.64946e+01
1.73022e+01
1.81356e+01
1.89030e+01
1.94870e+01
1.99481e+01
2.03734e+01
2.07847e+01
2.11317e+01
2.13983e+01
2.1634e+01
2.18905e+01
222030e+01
22328le+01
2.24360e+01
2.2670le+01
2.28850e+01
231391e+01

1.50719e+02
1.53310e+02
1.5601%e+02
1.58705e+02
1.6125%9e+02
| .63686e+02
1.66073e+02
1.68544e+02
1.71203e+02
1.74053e+02
1.76913e+02
1.79580e+02
1.82022e+02
1.84335e+02
| 8664le+02
1.8904%e+02
1.91688e+02
1 94898e+02
1 98552e+02
2.01648e+02
2.04745¢+02
2.08126e+02
2.11965e+02
2.16360e+02
221238e+02
226285e+02
231175e+02
235818e+02
240317e+02
244852e+02
249593e+02
2.54631e+02
2.59885e¢+02
2.65116e+02
2.70137e+02

1.860%%9e+02
| .88852e+02
191731e+02
1.94586e+02
1.97304e+02
1.998%0e+02
2.02436e+02
2.05070e+02
2.07904e+02
2.10938e+02
2.13984e+02
2.16825e+02
2.19431e+02
221900e+02
224360e+02
2.26926e+02
2.29736e+02
233152e+02
2.37035e+02
240322e+02
243614e+02
247215e+02
251310e+02
2.56009e+02
2.61240e+02
2.66674e+02
2.71965e+02
2.77013e+02
2.81929+02
2.86902e+02
292115e+02
297666e+02
3.03468e+02
3.09264e+02
3.14848e+02

234417e+01
237984e+01
2.42049e+01
246487e+01
2.51230e+01
2.56332e+01
2.61905e+01
2.68043e+01
2.74790e+01
2.8206le+01
2.89552e+01
2.96961e+01
3.04206e+01
3.11309e+01
3.18310e+01
3.25350e+01
3.32818e+01
3A41683e+01
35118le+01
3588 16e+01
3.66334e+01
3.74505e+01
3.83768e+01
3.94440e+01
4.06506e+01
4.19406e+01
4.32433e+01
4.45302e+01
4.58120e+01
4.71136e+01
4.84589e+01
4.98567e+01
5.12838e+01
526890e-+01
540348e+01

Figura A.23: Ejemplo 9. Caso Circunferencia.
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Capitulo A. Primer anexo

k mod eigVals k singlVals

5.00000e-01

5.00000e-01

8.90388e-01

8.59381e-01

9783 11e-01

9.60426e-01

1.00984e+00
9.96867e-01

1.02275e+00
1.01291e+00
1.02838e+00
1.02071e+00
1.0307%e+00
1.02467e+00
1.03166e+00
1.02666e+00
1.03174e+00
1.02758e+00
1.03140e+00
1.02788e+00
1.03083e+00
1.02782e+00
1.03015e+00
1.02754e+00
1.02942e+00
1.02714e+00
1.02867e+00
1.02665e+00
1.02793e+00
1.02613e+00
1.02720e+00
1.0255%e+00
1.0264%e+00
1.02504e+00
1.02581e+00

k sec singVals

5.00000e-01  5.00000e-01

1.50000e+00
1.50975e¢+00
1.52133e+00
1.52279e+00
1.52386e+00
1.52420e+00
1.52437e+00
1.52445e+00
1.52448e¢+00
1.52450e+00
1.52450e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00

3.33333e-301
1.14135e+00
1.34009e+00
1.3978%e+00
1.43132e+00
1. 45016e+00
1. 46270e+00
1 47103e+00
1.47700e+00
1. 48132e+00
1 48458e+00
1 48706e+00
1.48901e+00
1.49056e+00
1. 4918le+00
1.49283e+00
1.49367e+00
1.49438e¢+00
1.49497e+00
1. 49548e+00
1.49591e+00
1.49629e+00
1 49661e+00
1.49690e+00
1.49715e+00
1.49737e+00
1. 49757e+00
1. 49774e+00
1.49790e+00
1. 49804e+00
1 49817e+00
1. 4982%9e+00
1. 4983%e+00
1.49849¢+00

1.02450e+00
1.02516e+00
1.023%6e+00
1.02454e+00
1.02344e+00
1.02395e+00
1.02294e+00
1.02338e¢+00
1.02245e¢+00
1.02284e+00
1.02197e+00
1.02232e+00
1.02152e¢+00
1.02183e+00
1.02108e+00
1.02136e+00
1.02066e+00
1.02091e+00
1.02026e+00
1.02048e+00
1.O1987e+00
1.02007e+00
1.0194%e+00
1.01968e+00
1.01913e+00
1.01930e+00
1.0187%e+00
1.01894e+00
1.01845¢+00
1.0185%e+00
1.O1813e+00
1.01826e+00
1.O01782e+00
1.01794e+00
1.01752e+00

1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00
1.52451e+00

1. 49858e+00
1 49866e+00
1.49873e+00
1. 49880e+00
1 49886e+00
1.49892e+00
1. 49897e+00
1.49902e+00
1.49907e+00
1.49911e+00
1.49915e+00
1.49919e+00
1.49922e¢+00
1.49925e+00
1.49928e+00
1.49931e+00
1.49934e+00
1.49937e+00
1.4993%e+00
1.49941e+00
1.49943¢+00
1.49946e+00
1.49947e+00
1.4994%e+00
1.49951e+00
1.49953e+00
1.49954e+00
1.49956e+00
1.49957e+00
1.49958e+00
1.49960e+00
1.49961e+00
1.49962e¢+00
1.49963e+00
1.49964e+00

Figura A.24: Ejemplo 11. Caso Circunferencia.
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k mod eigVals k singVals

5.00000e-01

1.50000e+00
431185e+00
2.70695e+01
1.08832e+03
I 26464e+03
2.86101e+03
2.87920e+03
291602e+03
3.19400e+03
3 2887le+03
345763e+03
3.59073e+03
3.72345e+03
3.85042e+03
3.95423e+03
4.06129e+03
4.15204e+03
4.25698e+03
436467e+03
4.48959¢+03
4.62421e+03
4.75546e+03
4 88556e+03
5.00568e+03
5.14000e+03
529368e+03
549850e+03
5.69997e+03
590612¢+03
6.10589e+03
6.33710e+03
6.69335¢+03
6.69837e+03
6.95677e+03

k sec singVals

5.00000e-01  5.00000e-01
1.83712e+00 2.94392e-300
4.49093e+00 1.80821e+00
2.9823%e+01 235115e¢+00
1.09144e+03  2.58291e+00
1.26776e+03  2.58295e+00
2.80442e¢+03  2.68951e¢+00
2.8838%e+03 324564e+00
29217%e+03 391162e+00
320406e+03  6.70489¢+00
329988e+03 7.51029e+00
347023e+03 B.A4984de+00
3.00420e+03  9.15471e+00
3.73758e+03 95714e+00
3.86503e+03 9.93813e+00
396915e+03  1.01257e+01
4.07651e+03  1.0343%e+01
4.16752e+03  1.04997¢+01
427280e+03  1.07230e+01
4.38088e+03  1.09685e+01
4.50629e+03  1.12648e+01
4.64144e+03  1.16081e+01
4.77322e+03  1.19150e+01
4.90382e+03 122281e+01
5.02438e+03  1.24842e+01
5.15918e+03 1.27783e+01
531338e+03  1.3069%e+01
551884e+03  1.34598e+01
5.72088e+03 1.3795%e+01
592756e+03  141153e+01
6.12781e+03  1.43843e+01
6.35950e+03  1.46618e+01
6.71638e+03  1.50342e+01
6.7214le+03  1.50455e+01
6.98020e+03 1.52112e+01

T7.11418e+03
T27169e+03
729054403
729610e+03
765787e+03
7.77923e+03
7.78058e+03
7.82986e+03
7.90230e+03
8.11240e+03
8.19608e+03
8.23138e+03
8.26968e+03
832582403
8.37283e+03
8.40352e+03
8.51192e+03
8.58598e+03
8.65084e+03
8.71186e+03
8.78140e+03
8.83899e+03
8.89658e¢+03
8.95105e+03
9.00442e+03
9.04845e¢+03
920927e+03
928068e+03
9.35200e+03
941857e+03
948891e+03
9.56311e+03
9.56462e+03
9.57128e+03
9.66519e+03

T.13783e+03
7.29554e+03
731442403
7.31999e+03
768183e+03
7.80323e+03
7.8045%e+03
T85390e+03
7.92637e+03
8.13656e+03
822029403
8.25560e+03
8.29393e+03
8.35010e+03
8.39714e+03
8.42785e+03
8.53631e+03
8.61042e+03
8.67533e+03
8.73640e+03
8.80598e+03
B.8636le+03
8.92125e+03
8.975T6e+03
9.02917e+03
9.07324e+03
9.23419e+03
930566e+03
93771 1e+03
9.44367e+03
9.51407e+03
9.58833e+03
9.58990e+03
9.59662e+03
9.69060e+03

1.53236e+01
1.54686e+01
1.5508%¢+01
1.55142e+01
2.58086e+02
3.55825e+02
F83l6le+02
4.01049e+02
4.38074e+02
5.63896e+02
6.15250e+02
6.3124%+02
6.63437e+02
T0677Te+02
7431 T6e+02
T68914e+02
829551e+02
8.76858e+02
9.18222e+02
9.55543e+02
9.86467e+02
1.03074e+03
1.07102e+03
1.1079%4e+03
1.14331e+03
L17119e+03
1.28720e+03
1.33494e+03
1.38136e+03
1.4229]e+03
1.46315e+03
1.49248e+03
1.54640e+03
1.63761e+03
1.6477%e+03

Figura A.25: Ejemplo 14. Caso Circunferencia.
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Capitulo A. Primer anexo

k mod eighals k singlVals

0.00000e+00
[ .00000e+01
| 49752e+01
| 33406e+01
| 25047e+01
1 20032e+01
[.16690e+01]
[.14303e+01
[.12514e401
111122401
. 1000%e+01
1.09098e+01
| .08340e+01
1 .07698e+01
1. 07148e+01
[.06671e+01
1. 06254e+01
| 05886e+01
| .05558e+01
[.05266e+01
1.05002e+01
1.04764e+01
| 04547e+01
1.04350e+01
| 04168e+01
1.04002e401
| 03848e+01
1.03705e+01
1.03573e+01
[.0344%9e401

0.00000e+ 00
1 00995e+01
| 583 15e+01
3.64656e+01
2.54666e+02
203411e+03
|.69460e+04
| 452222405
| 2704%e+ 06
1.12918e+07
|.0l616e+08
923709e+08
BA6674e+09
7.8149%e4 10
725640e+11
6.77234e+ 12
6. 34882e+ 13
597515e+ 14
5.64302e+ 15
534587e+ 16
5.07845e+ 17
4. 83651e+ 18
461657e+19
44157Te+20
423170e+21
4.06237e+22
3 90606e+23
3.76134e+24
3.62696e+25
3.50185e+26

k sec singVals

0.00000e+00
0.00000e+00
Q988 T9e-01

1 .00000e+00
L .00000e+00
L .00000e+00
L .00000e+00
L .00000e+00
L .00000e+00
L .00000e+00
1 .00000e+00
L.00000e+00
1 .00000e+00
L.00000e+00
1 .00000e+00
L.00000e+00
1 .00000e+00
L.00000e+00
1 .00000e+00
L.00000e+00
1 .00000e+00
L.00000e+00
1 .00000e+00
L.00000e+00
1 .00000e+00
L .00000e+00
1 .00000e+00
L .00000e+00
L .00000e+00
L .00000e+00

Figura A.26: Ejemplo 15. Caso Circunferencia.
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k mod _eighals k singVals

5.00000e+00
125346e+01
501916e+01
4.77414e+01
8.85695e+01
8.62798e+01
T83T92e+01
8.02603e+01
7.3324le+01
B8.06912e+01
797223e+01
7.74965e+01
7.78314e+01
7.63752e+01
T83546e+01
7.72474e+01
T46444e+01
7.64805e+01
756716e+01
7.63750e+01
7.62040e+01
T44333e+01
T583T4e+01
7.50302e+01
T74759Te+01

k_mod eigVals k_singVals

5.00000e+00
125346e+01
5.0045%e+01
4.35587e+01
4.38044e+01
3.96446e+01
4.61325e+01
431810e+01
443514e+01
4.05140e+01
449027e+01
427620e+01
4.40094e+01
4384 76e+01
442369e+01
4.36403e+01
4.37232e+01
439%6le+01
4.38455e+01
4.37038e+01
4.35110e+01
438419e+01
435851e+01
4.36219e+01
4.33488e+01

5.00000e+00
1.25393e+01
5.04788e+01
5.61153e+01
9.00051e+01
9.17222e+01
1.11094e+02
1.17097e+02
1.71634e+02
1.74559e+02
2.63028e+02
3.80595e+02
6.04723e+02
6.89821e+02
8.29602e+02
2.15717e+03
226305e+03
2.31376e+03
6.49534e+03
6.54805e+03
9.31328e+03
1.63754e+04
1.64922e+ 04
3.72808e+04
3.93578e+04

Figura A.27:

5.00000e+00
1.25393e+01
5.03321e+01
5.65435e+01
599554e+01
9.97324e+01
1.01849e+02
2.17402e+02
224889e+02
6.40251e+02
640611e+02
1.93899e+03
2.0023%+03
5.71290e+03
6.39638e+03
1.66001e+04
2.04899e+04
480155e+04
6.54257e+04
1.38863e+05
2.07830e+05
4.02328e+05
6.56498e+05
1.16873e+06
206255e+06

5.00000e+00
3.89252¢+00
7.76843e+00
4.06925e+01
5.5346%9e+01
6.23843e+01
744054e+01
8.04259e+01
8.99016e+01
1.46930e+02
1.74377e+02
2.00042e+02
25862le+02
6.043 14e+02
6.08021e+02
6.53251e+02
1.67799e+03
1.74927e+03
2.28207e+03
4.19601e+03
420169¢+03
9.07710e+03
1.12743e+04
1.13145e+04
343367e+04

5.00000e+ 00
3.89252e+00
7.75562e+00
1.72266e+01
3.42034e+01
3.68243e+01
3.74725e+01
3 84255e+01
387689%e+01
391198e+01
3.9246le+01
394355e+01
395077e+01
3.96068e+01
396523e+01
397104e+01
397425¢+01
397778e+01
398016e+01
398242e+01
398425¢+01
3.98575e+01
398720e+01
398822e+01
3.98940e+01

k_sec singVals k_thrd singVals

5.00000e+00
3.89252¢+00
2.02927e+00
7.64056e+00
L.1839%e+01
335521e+01
5.17564e+01
634085e¢+01
6.63898e+01
6.766086e+01
6.81806e+01
6.86842e+01
6.88788e+01
6.91509e+01
6.92745¢+01
6.93498e+01
6.94896e+01
6.95322e+01
6.9596%+01
6.96536e+01
696747e+01
69726le+01
6.97474e+01
6.97645¢+01
697970e+01

T55107e+01
TA45392e+01
T4%63e+01
TA48892e+01
T44344e+01
7.50430e+01
745338e+01
743027e+01
TA45834e+01
T.38083e+01
T45019e+01
T44384e+01
TA40438e+01
TA42804e+01
TA0043e+01
T41225e+01
TA42087e+01
737244e+01
T740230e+01
T.39485e+01
T37182e+01
7.39439e+01
T37955e+01
T3T7544e+01
737909e+01

4.11515e+04
1.24563e+05
1.28117e+05
1.49297e+05
326304e+05
3.77994e+05
6.14767e+035
7.65273e+05
9.94138e+05
222674e+06
226467e+06
2.67790e+06
6.29275e+06
7.88229e+06
1.01457e+07
1.51759e+07
235635e+07
3.88340e+07
391771e+07
6.29722e+07
1.20184e+08
1 40995e+08
1.80958¢+08
3.04206e+08
493912e+08

3.58R66e+04
3.61198e+04
8.45135e+04
9.55812e+04
134365e+05
2.07911e+05
242777e+05
529724e+05
6.15873e+05
6.69846e+05
159385e+06
2.12734e+06
2.14264e+06
3.8265le+06
5.70891e+06
7888 16e+06
1.05128e+07
145151e+07
2.79289¢+07
3.58705e+07
3.98532e+07
7.13004e+07
124795e+08
126968e+08
| 84663e+08

Ejemplo 1. Trabajos futuros.

k_sec singVals &k thrd singVals

5.00000e+00
3.89252e+00
2.01720e+00
T.42842e+00
8.50986e+00
1.10646e+01
2.63193e+01
337839e+01
347173e+01
3.63258e+01
3.68297e+01
3.75975e+01
3.78T68e+01
3.83044e+01
3.84919e+01
3 87385e+01
3BE8T30e+01
3.90251e+01
3.91265e+01
392242e+01
3.93030e+01
3.9368le+01
3.94310e+01
3.9475T7e+01
3.95273e+01

4.36924e+01
433967e+01
4.35166e+01
432198e+01
435575¢+01
4.32520e+01
4.34166e+01
431136e+01
434427e+01
431352e+01
4.33283e+01
4.30230e+01
43346le+01
43037le+01
4.32517e+01
429433e+01
4.32645¢+01
429514e+01
431856e+01
4287T04e+01
431951e+01
428733e+01
431282e+01
428011e+01
431355e+01

340490e+06
6.44759e+06
9.94828e+06
2.00638e+07
291471e+07
62179%6e+07
8.56191e+07
1.91993e+08
2521 11e+08
59087le+08
744001e+08
1.81307e+09
220007e+09
5.54862e+09
6.51785e+09
1.69402e+ 10
193422e+10
5.16080e+ 10
5.7488le+10
1.56919e+11
L71103e+11
4.76290e+11
5.09909e+11
1.44339¢+12
1.52136e+12

399011e+01
3991 14e+01
399166e+01
4.06574e+01
466422e+01
490102e+01
5.6416de+01
591263e+01
6.75052e+01
7.06903e+01
799799401
837317e+01
9.39180e+01
9.83175e+01
1.09399e+02
1.14525¢+02
1.26503e+02
1.32435e+02
1.45310e+02
1.52129¢+02
1.65903e+02
1.73692e+02
1.88362e+02
1.97206e+02
2.1277le+02

Figura A.28: Ejemplo 2. Trabajos futuros.
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6.98082e+01
6.98253e+01
6.98417e+01
6.98505e+01
6.98656e+01
6.98729e+01
6.98809e+01
6.98916e+01
6.98962e+01
6.99035e+01
6.99099e+01
6.99145e+01
6.99204e+01
6.99238e+01
6.99285e¢+01
6.99328e+01
6.99350e+01
6.99392e+01
6.99420e+01
6.99444e+01
6.99477e+01
6.99494e+01
6.99521e+01
6.99543e+01
6.99555e+01

3.95583e+01
396036e+01
396267e+01
3.99145e+01
39927le+01
399325e+01
399366e+01
3.99414e+01
3.99444e+01
399485e+01
3.99508e+01
3.99543e+01
39956le+01
399592e+01
3.99607e+01
3.99633e+01
399645e+01
399668e+01
3.99679%+01
3.99699e+01
399708e+01
399725e+01
3.99733e+01
399748e+01
399755e+01



turnitin/)
Digital Receipt

This receipt acknowledges that Turnitin received your paper. Below you will find the receipt
information regarding your submission.

The first page of your submissions is displayed below.

Submission author:  GABRIEL SUAREZ ARAOZ
Assignment title:  Turnitin Memoria Final
Submission title:  tfg_etsiinf_GabrielSuarez.pdf
File name:  28461_GABRIEL_SUAREZ_ARAOZ_tfg_etsiinf_GabrielSuarez_83...
File size:  4.11M
Page count: 99
Word count: 17,429
Character count: 80,956
Submission date:  04-Jun-2025 02:55PM (UTC+0200)
Submission ID: 2692004468

Universidad Politécnica
de Madrid

Escuela Técnica Superior de
Ingenieros Informaticos

Grado en Matematicas e Informatica

Trabajo Fin de Grado

Ceros de Polinomios Ortogonales de
Sobolev: Visualizacién y Analisis.

Autor: Gabriel Anibal Sudrez Araoz
Tutor(a): Maria Del Carmen Escribano Iglesias y Raquel Natividad Gon-
zalo Palomar

Madrid, Junio 2025

Copyright 2025 Turnitin. All rights reserved.


https://www.turnitin.com/s_home.asp?session-id=253f158cabcf415bbd607711c0918364&lang=en_us
https://www.turnitin.com/s_home.asp?session-id=253f158cabcf415bbd607711c0918364&lang=en_us

Este documento esta firmado por

Firmante CN=tfgmfi.upmes, OU=CCFl, O=ETS Ingenieros Informaticos -
; UPM C=ES
ODF / Fecha/Hora Wed Jun 04 21:35:22 CEST 2025
Emisor del EMAI LADDRESS=camanager @t si i nf. upm es, CN=CA ETS I ngeni er os
Certificado Informaticos, O=ETS Ingenieros Informaticos - UPM C=ES
Numero de Serie 561
Metodo ur n: adobe. com Adobe. PPKLi t e: adbe. pkcs7. shal (Adobe Signature)




	Introducción
	Contexto
	Objetivos

	Marco teórico
	Polinomios Ortogonales
	Matrices de momentos asociadas a productos internos
	Operador multiplicación por z
	Productos internos de Sobolev
	Planteamiento del problema
	Estado del arte

	Casos Analizados y Conjeturas
	Caso Real
	Caso Circunferencia
	Análisis y Conjeturas

	Análisis de impacto
	Impacto Personal
	Impacto en Investigación
	Beneficios Esperados y Limitaciones
	Impacto en los Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS)

	Conclusiones y trabajo futuro
	Conclusiones
	Reflexión personal
	Trabajos Futuros

	Bibliografía
	Anexos
	Primer anexo


		2025-06-04T21:35:22+0200
	tfgm.fi.upm.es




