Universidad Politécnica
de Madrid

Escuela Técnica Superior de
Ingenieros Informaticos

Grado en Matematicas e Informatica

Trabajo Fin de Grado

Ecuaciones Diferenciales Aplicadas al
Crecimiento de Tumores Sometidos a
Tratamiento con Quimioterapia

Autor: Naiara Rueda Valencia
Tutor: Javier Lopez de la Cruz

Madrid, Junio 2025



Este Trabajo Fin de Grado se ha depositado en la ETSI Informaticos de la
Universidad Politécnica de Madrid para su defensa.

Trabajo Fin de Grado
Grado en Matematicas e Informatica

Titulo: Ecuaciones Diferenciales Aplicadas al Crecimiento de Tumores
Sometidos a Tratamiento con Quimioterapia

Junio 2025

Autor: Naiara Rueda Valencia

Tutor: Javier Lopez de la Cruz
Departamento de Matematica Aplicada a las TIC
Escuela Técnica Superior de Ingenieros Informaticos
Universidad Politécnica de Madrid



Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo abordar el estudio del crecimiento tumo-
ral y su interaccion con el sistema inmunolégico, asi como el efecto de la qui-
mioterapia, mediante modelos matematicos basados en sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias. El primer modelo describe la evolucion conjunta de cé-
lulas tumorales, linfocitos activos (en caza) y linfocitos en reposo, sin considerar
intervencion terapéutica externa. El segundo modelo extiende el anterior me-
diante la incorporacion de un agente quimioterapéutico, representado por una
cuarta variable, que permite estudiar los efectos del tratamiento farmacolégico
sobre el sistema.

Ambos modelos se han formulado sin considerar retardos temporales en los
procesos de activacion del sistema inmune, es decir, se asume un retardo nulo.
Esta simplificacion permite aplicar herramientas clasicas del analisis de estabi-
lidad, facilita la interpretacion biologica de los resultados y reduce la compleji-
dad computacional, manteniendo al mismo tiempo la capacidad del modelo para
describir las dinamicas fundamentales del sistema.

Para ambos modelos, se realiza un analisis cualitativo detallado mediante el es-
tudio de los puntos de equilibrio, determinando bajo qué condiciones existen y
son localmente estables. Ademas, se exploran distintos escenarios clinicamente
relevantes mediante simulaciones numéricas, implementadas en MATLAB a tra-
vés del método de Euler explicito. Los distintos comportamientos del sistema se
analizan modificando parametros clave, como la tasa de activacion de linfocitos
o la capacidad de carga tumoral.

Este enfoque permite identificar condiciones bajo las cuales la respuesta inmu-
nologica natural puede ser suficiente para contener el crecimiento del tumor,
asi como aquellas en las que resulta necesario recurrir a tratamientos comple-
mentarios. El trabajo sienta las bases para futuras investigaciones que incluyan
tratamientos combinados o modelado con retardos temporales, con el fin de me-
jorar la precision y aplicabilidad clinica de los resultados obtenidos.






Abstract

This work investigates tumor growth and its interaction with the immune sys-
tem, as well as the effect of chemotherapy, through mathematical models based
on systems of ordinary differential equations. The first model describes the joint
dynamics of tumor cells, active (hunting) lymphocytes, and resting lymphocytes,
without considering any external therapeutic intervention. The second model
builds upon the first by including a chemotherapeutic agent, represented as a
fourth variable that allows for the analysis of the pharmacological treatment’s
effects on the system.

Both models are formulated without considering time delays in the activation
processes of the immune system; in other words, a zero delay is assumed. This
simplification enables the use of classical stability analysis tools, facilitates the
biological interpretation of the results, and reduces computational complexity,
while preserving the model’s ability to capture the fundamental dynamics of the
system.

For both models, a detailed qualitative analysis is carried out by studying the
equilibrium points and determining the conditions under which they exist and
are locally stable. Furthermore, various clinically relevant scenarios are explored
through numerical simulations, implemented in MATLAB using the explicit Eu-
ler method. The system’s behavior is analyzed by modifying key parameters,
such as the lymphocyte activation rate or the tumor’s carrying capacity.

This approach helps identify conditions under which the natural immune re-
sponse may be sufficient to control tumor growth, as well as those where com-
plementary treatments are required. The study lays the groundwork for future
research involving combined therapies or models with time delays, aiming to
improve the accuracy and clinical relevance of the results obtained.
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Capitulo 1

Introduccion

El cancer representa uno de los mayores desafios de salud publica a nivel mun-
dial. Segun la Organizacion Mundial de la Salud (OMS), esta enfermedad fue
responsable de aproximadamente 10 millones de muertes en 2020, lo que equi-
vale a una de cada seis muertes globales en ese afno. Se estima que hubo mas
de 19 millones de casos nuevos de cancer en el mismo periodo, cifras que evi-
dencian su creciente impacto social, econémico y sanitario (véase [1]-[2]). La
complejidad del cancer no se limita inicamente a su diagnostico y tratamiento;
también se manifiesta en su evolucion biolégica impredecible, la heterogeneidad
celular de los tumores y su capacidad para desarrollar resistencia a terapias
convencionales como la quimioterapia y la radioterapia (véase [3]).

Entre las estrategias terapéuticas mas utilizadas destaca la quimioterapia, un
enfoque basado en el uso de agentes citotoxicos que interfieren con la mitosis ce-
lular. Sin embargo, su efectividad esta limitada por los efectos secundarios sobre
células sanas y la eventual resistencia del tumor al tratamiento. Por otro lado,
la inmunoterapia, especialmente mediante el uso de linfocitos T citotoxicos, ha
ganado terreno como tratamiento complementario o alternativo, al aprovechar la
capacidad natural del sistema inmunolégico para identificar y eliminar células
tumorales (véase [4]).

Ante la complejidad de estos procesos, los modelos matematicos se han con-
vertido en herramientas fundamentales para el analisis y la comprension del
cancer desde una perspectiva cuantitativa. La modelizaciéon matematica permite
representar fenomenos biologicos mediante ecuaciones diferenciales, facilitando
el estudio de dinamicas como el crecimiento tumoral, la respuesta del sistema
inmune o el impacto de terapias especificas. Las ecuaciones diferenciales ordi-
narias (EDO), en particular, han sido ampliamente empleadas en este campo
debido a su capacidad para describir sistemas continuos y su relativa simplici-
dad computacional (véase [5]-[6]). A través de estos modelos, es posible identifi-
car parametros criticos, simular distintos escenarios terapéuticos y predecir el
comportamiento de la enfermedad bajo condiciones controladas.

Una aproximacion particularmente efectiva en la modelizacion del cancer es la
utilizacion de marcos conceptuales inspirados en ecologia matematica, como el
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Capitulo 1. Introduccién

modelo de tipo depredador-presa formulado originalmente por Lotka y Volterra
en la década de 1920 (véase [7]-[8]). En este contexto, las células tumorales
actuan como "presas", mientras que las c€lulas del sistema inmunolégico (por
ejemplo, linfocitos T citot6xicos) se comportan como “depredadores” que buscan
eliminar dichas células. Esta analogia ha sido adaptada con éxito en multiples
trabajos dentro de la biomedicina. Destaca el modelo de Kuznetsov et al. (1994),
que establece un sistema dinamico basado en EDOs para representar la interac-
cion entre células inmunes y tumorales, y que ha servido como base para pos-
teriores desarrollos incluyendo tratamientos con quimioterapia e inmunoterapia
(véase [9]). Del mismo modo, el modelo de Kirschner y Panetta (1998) incorporoé
factores como interleucina-2 (IL-2) y oscilaciones tumorales, consolidando esta
clase de modelos como una herramienta valida para explorar estrategias tera-
péuticas (véase [10]).

En este trabajo se emplean dos modelos matematicos basados en ecuaciones di-
ferenciales ordinarias para estudiar la dinamica del cancer y su interaccion con
el sistema inmunolégico. Ambos modelos se inspiran en trabajos previos, como
los desarrollados por Kuznetsov et al. (véase [9]) y Kirschner y Panetta (véase
[10]), quienes describieron la interaccion entre células tumorales y linfocitos ci-
totoxicos mediante sistemas dinamicos del tipo depredador-presa.

El primero de los modelos describe la interaccion dinamica entre células tumo-
rales C(t) y el sistema inmunolégico, representado por linfocitos en dos estados
funcionales: en caza o activos H(t), y en reposo R(t). El modelo incorpora tér-
minos que reflejan la proliferacion celular, la eliminacion de células tumorales
por parte de los linfocitos en caza, la conversion de linfocitos en reposo a su
estado activo, asi como la tasa de muerte natural de los linfocitos en caza. A
continuacion, se presentan las ecuaciones que rigen la dinamica del sistema

O _ et (1 - C;é?) — i COH(),
dilzt(t) = BH(t)R(t) — diH(t) — axC(t)H (1),
dR(t) R(t)

donde:

= ¢ representa el tiempo, medido en dias.

C(t) = C > 0 representa la cantidad de c€lulas tumorales en el tiempo t.

H(t) = H > 0 denota la cantidad de linfocitos en caza (activos) en el tiempo
t.

R(t) = R > 0 es la cantidad de linfocitos en reposo en el tiempo ¢.

r1,r2 > 0 son las tasas de crecimiento del tumor y de los linfocitos en reposo.

K, Ky > 0 son las capacidades maximas de carga de las células tumorales
y de los linfocitos en reposo.



= (1, representan las tasas de eliminacion de células tumorales y linfocitos
en caza.

= [ es la tasa de conversion de linfocitos en reposo a linfocitos en caza.
» d; es la tasa de muerte natural de los linfocitos en caza.

El segundo modelo, constituye una extension directa del anterior y considera
el efecto de un agente quimioterapéutico en la dinamica del sistema. Para ello,
se anade una nueva variable Z(¢) que representa la concentracion del farmaco,
cuya evolucion obedece a una ecuacion adicional que contempla la administra-
cion, consumo y eliminacion del mismo. Este enfoque, que ha sido explorado en
estudios como los de De Pillis et al. (2006) (véase [11]) y Pinho y Freedman (2002)
(véase [12]), permite simular los efectos diferenciados del tratamiento sobre las
distintas poblaciones celulares involucradas: células tumorales, linfocitos acti-
vos y linfocitos en reposo. El objetivo principal de incluir esta nueva variable es
evaluar como distintos parametros farmacolégicos pueden modificar el equilibrio
dinamico del sistema y contribuir al control del crecimiento tumoral.

El modelo incorpora términos que describen el crecimiento logistico de las pobla-
ciones tumorales y el comportamiento del sistema inmunolégico frente al tumor.
Asimismo, incluye términos que reflejan la administracion del agente quimiote-
rapéutico, su eliminacion por parte del organismo y su influencia en las distintas
poblaciones celulares. A continuacion, se presentan las ecuaciones que rigen la
dinamica del sistema y los parametros involucrados

C”Z t(t) = BUH(t)R(t) — dyH () — aaC(E)H (1) — mz ®);
‘”fiit) = @R(t) < - %?) - BH)R() - afﬂ%z(t%

AL 91C(t) g2H (1) gsR(t)
at A <§ + ar+C(t) ax+ H(t) a3+ R(t)) 40

donde:
= { representa el tiempo, medido en dias.
= C(t) = C > 0 representa la cantidad de células tumorales en el tiempo t.

» H(t) = H > 0 denota la cantidad de linfocitos en caza (activos) en el tiempo
t.

= R(t) = R > 0 es la cantidad de linfocitos en reposo en el tiempo t.

» Z(t) = Z > 0 representa la concentracion del agente quimioterapéutico en
el tiempo t.

= ¢1,q2 > 0 son las tasas de crecimiento del tumor y de los linfocitos en reposo,
respectivamente.



Capitulo 1. Introduccién

= K, K> > 0 son las capacidades maximas de carga de las c€lulas tumorales
y de los linfocitos en reposo.

= o1, a9 representan las tasas de eliminacion de células tumorales y linfocitos
en caza, debidas a su interacciéon mutua.

= (3; es la tasa de conversion de linfocitos en reposo a linfocitos en caza.
= d; es la tasa de muerte natural de los linfocitos en caza.

= p1,pe, p3 representan la intensidad del efecto del agente quimioterapéutico
sobre las células tumorales, los linfocitos en caza y los linfocitos en reposo,
respectivamente.

= aj,ay,a3 son constantes que regulan la saturacion del efecto del agente qui-
mioterapéutico sobre las células tumorales, los linfocitos en caza y los lin-
focitos en reposo, respectivamente.

= g1,92,g3 representan el consumo del agente quimioterapéutico por parte
de las células tumorales, los linfocitos en caza y los linfocitos en reposo
respectivamente.

= A representa la tasa de administracion de la quimioterapia.

= ¢ representa la tasa de eliminacion del agente quimioterapéutico por parte
del organismo.

Cabe destacar que, a diferencia de otras formulaciones mas avanzadas que in-
corporan retardos temporales para modelar procesos de activacion inmunologi-
ca con mayor realismo (véase [13]), en este trabajo se ha optado por estudiar
versiones sin retardo. Esta simplificacion permite centrar el analisis en el com-
portamiento cualitativo del sistema mediante técnicas clasicas del analisis de
estabilidad, como el estudio de los puntos de equilibrio y el calculo del jaco-
biano. Ademas, facilita la interpretacion biolégica de los resultados y reduce la
complejidad computacional, sin renunciar a la capacidad del modelo para cap-
turar las dinamicas fundamentales del sistema, tal como se ha argumentado en
trabajos como los de Bellomo et al.(2008) y Murray (2003) (véase [14]-[15]).

Con base en estos modelos y la metodologia planteada, el presente trabajo es-
ta organizado de la siguiente manera. En el Capitulo 2 se presenta el primer
modelo, que describe la interaccion entre el tumor y el sistema inmunologico
mediante un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se lleva a cabo el
analisis de estabilidad de sus puntos de equilibrio y se exploran las dinamicas
del sistema mediante simulaciones numeéricas. Posteriormente, en el Capitulo
3, se introduce una extension del modelo que incorpora la quimioterapia como
una variable adicional, con el objetivo de estudiar su impacto terapéutico. Este
capitulo incluye tanto el analisis cualitativo del sistema ampliado como la com-
paracion de escenarios con y sin tratamiento. En el Capitulo 4, se expone un
analisis del impacto del trabajo en relacion con los Objetivos de Desarrollo Sos-
tenible (ODS). A continuacion, en el Capitulo 5, se presentan las conclusiones
extraidas del estudio, asi como posibles lineas de trabajo futuro. Finalmente, se
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incluyen anexos, donde se recopila informacion complementaria sobre teoria de
sistemas diferenciales y el codigo utilizado en las simulaciones numeéricas.






Capitulo 2

Modelo de Interaccion
Tumor-Sistema Inmunolégico

En este capitulo se estudia el modelo de interaccion entre el tumor y el sistema
inmunoloégico, dado por el sistema

dflit) =ncw <1 - C;?) —aC(OH (), 2.1)
di]lt(t) = BH()R(t) — diH(t) — axC () H(1), (2.2)
d}fh(tt) = r2R(t) <1 - iﬁ?) — BH()R(?), 2.3)

donde:

t representa el tiempo, medido en dias.
C(t) = C > 0 representa la cantidad de células tumorales en el tiempo ¢.

H(t) = H > 0 denota la cantidad de linfocitos en caza (activos) en el tiempo
t.

R(t) = R > 0 es la cantidad de linfocitos en reposo en el tiempo ¢.
r1,72 > 0 son las tasas de crecimiento del tumor y de los linfocitos en reposo.

Ki, K9 > 0 son las capacidades maximas de carga de las células tumorales
y de los linfocitos en reposo.

a1, ao Tepresentan las tasas de eliminacion de células tumorales y linfocitos
en caza.

[ es la tasa de conversion de linfocitos en reposo a linfocitos en caza.

dy es la tasa de muerte natural de los linfocitos en caza.

Dicho modelo describe la dinamica conjunta de las cé€lulas tumorales, los linfo-
citos activos y los linfocitos en reposo. Antes de abordar su analisis matematico,
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Capitulo 2. Modelo de Interaccion Tumor-Sistema Inmunolégico

se presenta una interpretacion biolégica detallada de cada una de las ecuacio-
nes que lo conforman, con el objetivo de comprender el papel de cada término
en la dinamica global del sistema. La ecuacion (2.1) describe como evolucionan
con el tiempo las células tumorales C(¢):
C(t) o g
w1 C(t) (1 — T representa el crecimiento logistico del tumor.
1
» —ayC(t)H (t) representa la pérdida de células tumorales debida a la accion
de los linfocitos activos.

La ecuacion (2.2) describe como evolucionan con el tiempo los linfocitos activos
H(t):

» JH(t)R(t) representa la activacion de linfocitos en caza a partir de linfocitos
€n reposo.

» —d;H(t) modela la muerte natural de los linfocitos activos a lo largo del
tiempo.

= —yC(t)H (t) representa la pérdida de linfocitos activos debido a su interac-
cion con cé€lulas tumorales.

La ecuacion (2.3) describe la evolucion de los linfocitos en reposo R(t):

L] ’I“QR(t) <1 — Ji((vt)

) representa el crecimiento logistico de linfocitos en reposo.
2

» —($H(t)R(t) modela la disminucién de linfocitos en reposo como consecuen-
cia de su conversion en linfocitos activos.

neo (1-%)

]

Muerte
Células tumorales

c(t)

a

Linfocitos activos
H(t)

Linfocitos en
reposo R(t)

3

. R(t)

Figura 2.1: Representacion esquematica del modelo de interaccion entre células
tumorales y linfocitos.



2.1. Calculo de la matriz jacobiana

Una representacion esquematica de las interacciones modeladas en el sistema
(2.1)-(2.3) se muestra en la Figura 2.1. En ella se ilustran los flujos de creci-
miento, conversion y destruccion celular.

Una vez analizado el significado biolégico de las ecuaciones del modelo, en las
siguientes secciones se abordara su estudio matematico con el objetivo de ca-
racterizar la estabilidad del sistema.

2.1. Calculo de la matriz jacobiana

Puesto que posteriormente analizaremos la estabilidad del sistema y dicho anali-
sis requiere calcular la matriz jacobiana correspondiente, procederemos a deter-
minarla. Esta matriz esta formada por las derivadas parciales de las ecuaciones
con respecto a cada una de las variables de estado, permitiéndonos estudiar el
comportamiento del sistema en torno a sus puntos de equilibrio. A continua-
cion, obtenemos la matriz jacobiana correspondiente al sistema de ecuaciones
(2.1)-(2.3).

ac
o fi(C,H,R), (2.4)
dH
E - fZ(Ca H? R)a (25)
dR
o f3(C,H,R). (2.6)
La matriz jacobiana asociada es
oC O0H OR
g | ok on op | 2.7
oC O0H OR
Ofs 0fs Ofs
oC O0H OR

Calculando cada una de las derivadas parciales nos queda que la matriz jaco-
biana del sistema (2.1)-(2.3) es

C
r — 27“1?1 - OélH —oqC 0
J = —aoH BR—dy — aC BH . (2.8)
R
0 —BR ro — QTQE — BH

2.2. Puntos de equilibrio y analisis de estabilidad local

Una vez definido el modelo matematico que describe la interaccion entre las célu-
las tumorales y los linfocitos, es fundamental obtener sus equilibrios y analizar

9



Capitulo 2. Modelo de Interaccion Tumor-Sistema Inmunolégico

su estabilidad local. Con este objetivo, identificaremos los equilibrios biologi-
camente factibles del sistema y estudiaremos la dinamica de las soluciones de
dicho sistema en torno a cada uno de ellos.

Este analisis se va a realizar mediante el calculo de la matriz jacobiana asociada
a cada equilibrio, evaluando la misma en cada uno de sus autovalores.

Podemos clasificar los puntos de equilibrio en dos categorias distintas:

(i) Puntos de equilibrio inestables: Estos incluyen Ey, Fi, F2 y E3, donde el
analisis de estabilidad es inmediato y se basa en la presencia de autovalo-
res positivos en la matriz jacobiana.

(ii) Puntos de equilibrio que requieren un analisis mas detallado: £, y E*.
En estos casos, la estabilidad depende de ciertas condiciones en los para-
metros del modelo, lo que hace necesario un estudio mas profundo.

A continuacion, presentamos el analisis de cada uno de los equilibrios del siste-
ma.

2.2.1. Punto de equilibrio £, = (0,0,0): existencia y estabilidad
Proposicion 2.2.1. El punto Ey = (0,0,0) es un punto de equilibrio inestable en el
origen.

Demostracion. Para comprobar que Fy = (0,0,0) es un punto de equilibrio del
sistema (2.1)-(2.3), evaluamos las derivadas en dicho punto. Sustituimos C = 0,
H =0y R =0 en cada una de las ecuaciones del sistema:

» Primera ecuacion:

c
dt

0
=17 0- (]_ -
(CaH’R):EO Kl

)a1~0-020.

= Segunda ecuacion:

dH
- = -O-O—d'o— 'O'OZO-
— B 1 D)

(C7H7R):E0

» Tercera ecuacion:

dR
dt

0

=190 <1—> —B-0-0=0.
(CaHvR):EO K2

Dado que las tres derivadas son cero, podemos concluir que E;, = (0,0,0) es,
efectivamente, un punto de equilibrio del sistema.

La matriz jacobiana evaluada en el punto Ey = (0,0,0) es

™ 0 0
JE)=| 0 —d 0 |. (2.9)
0 0 9
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2.2. Puntos de equilibrio y analisis de estabilidad local

Los autovalores se obtienen resolviendo la ecuacion caracteristica:
det(J(Ep) — AI) =0, (2.10)

donde I denota la matriz identidad.

En este caso tenemos que:

rT— A 0 0
J(Ey) — M = 0 —d; — A 0 . (2.11)
0 0 r9 — A
Calculamos el determinante:
ry— A 0 0
det 0 —d; — A 0 = (r1 = AN)(=di = A)(ra — \). (2.12)
0 0 r9 — A

Resolviendo la ecuaciéon caracteristica, los autovalores son:
M =711, X=—di, A3=r9. (2.13)

Dado que A\; > 0y A3 > 0, el punto de equilibrio Ey = (0,0,0) es inestable. O

Observacion 2.2.1. Noétese que el punto de equilibrio Ey representa un estado en
el que no hay tumor y tampoco hay linfocitos, ni en caza ni en reposo.

2.2.2. Punto de equilibrio £, = (K;,0,0): existencia y estabilidad
Proposicién 2.2.2. El punto E; = (K1,0,0) es un punto de equilibrio inestable.

Demostracion. Comprobamos que el punto E; = (K7,0,0) es un punto de equili-
brio del sistema (2.1)-(2.3). Para ello, evaluamos las derivadas en dicho punto:

s Primera ecuacion:

c
di

= TlKl (1 - ) - OélKl -0 = 7“1K1(1 - 1) = 0.
(O7H7R):E1

= Segunda ecuacion:

dH

at —B8.0-0—di-0—anK1-0=0.
dt B-0-0 1'0—asK;-0=0

(CszR):El

s Terera ecuacion:

dR
dt

(C,H,R)=E7 Ky

11



Capitulo 2. Modelo de Interaccion Tumor-Sistema Inmunolégico

Puesto que las tres derivadas se anulan, concluimos que E; = (K1,0,0) es un
punto de equilibrio del sistema.

La matriz jacobiana evaluada en el punto E; = (K1,0,0) es

—T1 —041K1 0
J(E1) = 0 —d1 — OéQKl 0 . (2 14)
0 0 9

Los autovalores se obtienen resolviendo la ecuacion caracteristica:
det(J(Ey) — AI) = 0, (2.15)

donde I denota la matriz identidad.

De esta forma, llegamos a:

et A *OélKl 0
J(El) — A = 0 —d1 — OéQKl - A 0 . (2.16)
0 0 rg — A

Hallando el determinante de dicha matriz, obtenemos la ecuacion caracteristica:

(—7“1 - A)(—dl — OéQKl — /\)(?”2 — )\) =0. (2.17)

Resolviendo la ecuacion caracteristica, los autovalores son:
)\1 = -7, )\2 = —(d1 + OéQKl), )\3 =T9. (218)

Dado que A3 > 0, al menos uno de los autovalores tiene parte real positiva, lo
que indica que el punto de equilibrio F; = (K,0,0) es inestable. O

Observacion 2.2.2. Noétese que el punto de equilibrio F, representa un estado en
el que el tumor ha alcanzado su maximo nivel, sin presencia de linfocitos, ni en
caza ni en reposo. Biolégicamente, podria representar un estado terminal, donde
el cuerpo ya no puede defenderse. El sistema inmunitario ha sido destruido o
nunca existio, y el tumor ha crecido hasta su limite natural, sin ningun tipo de
freno.

2.2.3. Punto de equilibrio £, = (0,0, K,): existencia y estabilidad
Proposicion 2.2.3. El punto E» = (0,0, K3) es un punto de equilibrio inestable.

Demostracion. Comprobamos que el punto E,; = (0,0, K2) es un punto de equili-
brio del sistema (2.1)-(2.3). Para ello, evaluamos las derivadas en dicho punto:

s Primera ecuacion:

dC 0
- :r10<1—>—a10020
dt (C,H,R)=E> K

12



2.2. Puntos de equilibrio y analisis de estabilidad local

= Segunda ecuacion:

dH
- :ﬂ.O-Kz—dl'O—az'O'OZO.
dt | m,p)=E,
» Tercera ecuacion:
dR K
E( : :T2K2<1—[(z)—B'O-KQIT‘QKQ(l—l):O.
C,H,R)=FE>

Puesto que todas las derivadas se anulan, concluimos que E> = (0,0, K2) es un
punto de equilibrio del sistema.

La matriz jacobiana evaluada en el punto E; = (0,0, K3) es

™ 0 0
J(Ey) = 0 BKy—di O ) (2.19)
0 —pBKy —1
Los autovalores se obtienen resolviendo la ecuacion caracteristica:
det(J(E2) — AI) =0, (2.20)

donde I denota la matriz identidad.

De esta forma, llegamos a:

rL— A 0 0
J(Eo) — N = 0 BKy;—di—A 0 . (2.21)
0 —/BKQ —To — A

Hallando el determinante de dicha matriz, obtenemos la ecuacion caracteristica:

(r1 = A)(BK2 —diy — A)(=r2 — X) = 0. (2.22)

Resolviendo la ecuacion caracteristica, los autovalores son:
A=r1, X=pKy—dy, A3=-—ro. (2.23)

Dado que A\; > 0, al menos uno de los autovalores tiene parte real positiva, lo
que indica que el punto de equilibrio E; = (0,0, K2) es inestable. O

Observacion 2.2.3. Notese que el punto de equilibrio FEs representa un estado
en el que no hay tumor, tampoco linfocitos en caza y los linfocitos en reposo han
alcanzado su mdximo nivel. Biolégicamente, podria representar un estado sano
y en equilibrio. El sistema inmunitario estd preparado, con linfocitos listos para
actuar si se detecta un tumor, pero no se ha activado atin, ya que no existe ninguna
amenaza.

13



Capitulo 2. Modelo de Interaccion Tumor-Sistema Inmunolégico

2.2.4. Punto de equilibrio £; = (K,0, K,): existencia y estabilidad
Proposicién 2.2.4. El punto E3 = (K1,0, K3) es un punto de equilibrio inestable.

Demostracion. Comprobamos que el punto E3 = (K7,0, K2) es un punto de equi-
librio del sistema (2.1)-(2.3). Para ello, evaluamos las derivadas en dicho punto:

» Primera ecuacion:

ac
dt

K
= 7’1K1 (1 - 1> - a1K1 -0 = T’1K1(1 - 1) =0.
(CvaR):E3 Kl

= Segunda ecuacion:

dH

(C,H,R)=E3

s Tercera ecuacion:

dR
dt

K.
:T'QKQ (1—2) —5-0-K2:T2K2(1—1):0.
(C,H,R)=E Ky

Puesto que todas las derivadas se anulan, concluimos que F35 = (K1,0, K2) es un
punto de equilibrio del sistema.

La matriz jacobiana evaluada en el punto E3 = (K1,0, K») es

—T1 —qul 0
J(Eg) = 0 ,BKQ — d1 — O[QKl 0 . (224)
0 —BK> —To

Los autovalores se obtienen resolviendo la ecuacion caracteristica:
det(J(E3) — AI) =0, (2.25)
donde I denota la matriz identidad.

De esta forma, llegamos a:

—-Tr1 — A —OélKl 0
J(E3) — M = 0 BKy —dp — K1 — A 0 . (2.26)
0 —BKs —rg — A

Hallando el determinante de dicha matriz, obtenemos la ecuacion caracteristica:

(—7“1 — )\)(BKQ — d1 — OégKl — )\)(—TQ — )\) =0. (2.27)

Resolviendo la ecuacion caracteristica, los autovalores son:
)\1 = -7y, )\2 = BKQ — dl - O12Kvl7 )‘3 = —T2. (228)

Considerando la condicion de existencia (2.34), es claro que 5Ky —d; —asK; > 0,
lo que a su vez implica que A2 > 0. Como al menos uno de los autovalores tiene
parte real positiva, se concluye que el punto de equilibrio F5 es inestable. O

14



2.2. Puntos de equilibrio y analisis de estabilidad local

Observacion 2.2.4. Nétese que el punto de equilibrio FE5 representa un estado en
el que el tumor y los linfocitos en reposo alcanzan su nivel mdximo, mientras que
no se observa la presencia de linfocitos en caza. Biolégicamente, podria represen-
tar un estado en el que el sistema inmunitario no ha sido capaz de activarse, a
pesar de que los linfocitos en reposo estan en su mdxima cantidad. El tumor ha
crecido sin ser atacado.

El sistema admite dos puntos de equilibrio adicionales, £, y E*, cuyas caracte-
risticas difieren de las de los puntos previamente analizados.

El punto E, esta dado por

r2(BKs — di) dy
E, = = — . 2.29
4 <07 BQKQ ) ,B ( )
Este punto tiene sentido biolégico si se cumple la condicion
dq
] 2.
g > e (2.30)

Por otro lado, el punto de equilibrio interior E* se define como

E* = (C*7H*7R*)7

donde:
Ki[riK2B% — aqra(BKs — dy))
Cc* = 2.31
B2Kary — anaa Ko ( )
™ C*
H =—(1—— 2.32
n ( Kl) , 2.32)
o 20 tdi (2.33)

g

Este punto de equilibrio tiene sentido biologico si se cumplen las siguientes
condiciones de existencia:

r < ﬁ, o) < T2, (2.34)
donde:
Ks Ky’ ro(BKy — dy)’

2.2.5. Punto de equilibrio F;: existencia y estabilidad
Proposicion 2.2.5. El punto E4, dado por (2.29), es un punto de equilibrio.

Demostracion. Comprobamos que el punto

B r2(BK2 — dy) dy
E4 - <07 BQKQ ’B>

es un punto de equilibrio del sistema (2.1)-(2.3). Denotamos este punto como
(C,H,R). Evaluamos las derivadas en dicho punto:

15



Capitulo 2. Modelo de Interaccion Tumor-Sistema Inmunolégico

» Primera ecuacion:

ac
dt

=T1-0-(1—I?,1)—C¥1~0-H=0.

(CaH7R):E4

= Segunda ecuacion:

dH

d—T :ﬁgé—dlﬁ—az-O'ﬁ:ﬁ(,@R—dl).

(C7H7R):E4

Sustituimos el valor de R:

» Tercera ecuacion:

an =ryR|[1— R BHR
dt (C,H,R)=E Ko
o -~ di - ro(BKy—dp)
Sustituimos R= —y H =
B y B2K,
dR B dq di/B ro(BKe —di) di
- — r2 P— 1 — — /8 . 2— J—
_ rody <1 _ > _ radi(BKy — dh)
B BK> B2K
_ rady (5K2 - dl) _ r2di(BK2 — dy)
B BKo (2K

=0.

Como las tres derivadas son cero, concluimos que el punto F4; es un punto de

equilibrio del sistema. O

Proposicion 2.2.6. El punto £, = (O, m(ﬁﬁlg{_dl), Cg) es un punto de equilibrio
inestable si se verifica al menos una de estas zondiciones:

o > ?m, (2.35)

V4B Ka(rady — BK3) + d3r3 > dur. 2.36)

16



2.2. Puntos de equilibrio y analisis de estabilidad local

Demostracion. La matriz jacobiana del sistema en el punto E,, definido como
(2.29), es

a1ra(BKe — dy)

1-— 0 0

r BKa 2 ay ( )

—opre (K2 — dr ro(BK2 — dy
J(Ey) = s 7 2.37
" P : 0 s - ) -

d _ 9 1 T2 2 —aj
0 T P )e
Los autovalores se obtienen resolviendo la ecuacion caracteristica:

det(J(Ey) — AI) =0, (2.38)

donde I denota la matriz identidad.

Resolviendo dicha ecuacion, se obtiene que los autovalores son:

(—dﬂ”g + 4/ d1 \/45K2(7"2d1 - ,8K22) + dﬂ’%)
)\17)\2 = 2/8K2 )
s = (7‘2041(5}(2 —dy) — T1K252>

B2K>
A continuacion, se analiza el signo de los autovalores obtenidos para determinar
la estabilidad del punto Fj.

Analisis de )\;

Este autovalor sera positivo si se cumple

roar (BKs — dy) > r1 Ko 82, (2.39)
reagrupando nos queda
r1 Ko
ap > ———————. 2.40
LT (8K — dy) ( )

Bajo esta condicion, el autovalor \; tendra parte real positiva, lo que implica que
el equilibrio sera inestable.

Analisis de )\, \,

Para simplificar el analisis, escribimos la expresion como

—D +/4A(B - C) + D?
24 ’

A2 =

donde:
A=Ky, B=ryd,, C=pK2 D=drs.

El signo de ambos autovalores dependera del signo del discriminante:
A = 48Ky (rody — BK3) + dirs.

Se consideran dos posibilidades:

17



Capitulo 2. Modelo de Interaccion Tumor-Sistema Inmunolégico

= Si A <0:los autovalores son complejos con parte real negativa.

-D . VAl

A el
Me =5 Fi 5

Esto indica que ambos autovalores tienen parte real negativa, lo que des-
carta su contribucion a una posible inestabilidad del sistema.

= Si A > 0 : los autovalores son reales y de signo opuesto. Si se cumple la
condicion

VA > D, (2.41)

entonces

—D+ VA -D—-VA
= 72 1 >0, A= 72 A <
Esto significa que bajo la condicion (2.41), uno de los autovalores tiene
parte real positiva. En consecuencia, el punto de equilibrio F, es inestable.

A1 0.

En resumen, el punto de equilibrio F, sera inestable si se verifica al menos una
de las condiciones (2.40) o (2.41), es decir, si alguno de los autovalores tiene
parte real positiva. En caso contrario, el equilibrio sera estable. O]

Observacion 2.2.5. Notese que el punto de equilibrio E4 representa un estado en
el que no hay tumor, pero si existen linfocitos activos y en reposo. Biolégicamente,
describe un organismo cuyo sistema inmunitario se mantiene vigilante a pesar de
la ausencia de células cancerigenas detectables. Esta situaciéon se observa, por
ejemplo, en pacientes que han eliminado el cancer tras un tratamiento oncoldgi-
co exitoso y en individuos sanos, cuyo sistema inmunitario es capaz de eliminar
espontaneamente células cancerigenas antes de que se establezca un tumor de-
tectable. Todo esto es posible siempre que se cumpla una de las condiciones (2.40)
0 (2.41); de lo contrario, el estado careceria de sentido bioldgico.

2.2.6. Punto de equilibrio £* = (C*, H*, R*): existencia y estabilidad

Proposicion 2.2.7. El punto E* es un punto de equilibrio con C*, H* y R* dados
como en (2.31), (2.32) y (2.33).

Demostracion. Comprobamos que el punto E* = (C*, H*, R*) es un punto de
equilibrio del sistema (2.1)-(2.3). Evaluamos las derivadas en dicho punto:

» Primera ecuacion:

c
di

:’1“10* <1 — [C( > —oqC’*H*.

(C,H,R)=FE* 1

Sustituimos H* = n (1 - ;) obteniendo:

aq 1

= C* (1—0) —acr L (1— ¢ > = 0.
(C,H,R)=E* Ky oy K
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2.2. Puntos de equilibrio y analisis de estabilidad local

= Segunda ecuacion:

dH
— :BH*R**le**QQC*H*:H*(BR**dlfoéQC*).
dt | (¢ 1 ry=pB
Sustituimos R* = OQCB—I_dl, obteniendo:
dH C*+d
e — g (5 e L S a20*> = H*(apC*+di—dy1—aC*) = 0.
dt |, p)=E B

» Tercera ecuacion:

d *

aR — 1R (1_ l )—BH*R*.
Factorizamos:

dR

dt

=R" |:7“2 <1 - R> —BH*:| .
(C,H,R)=E* K

Multiplicamos ambos lados del sistema original por R* para facilitar la sus-
titucion. Después sustituimos:

71 cx asC* +dy
=t (1- =28 T
a ( Kl) y B

Tras la sustitucion, ambos términos se igualan, por tanto:

dR

= — 0.
dt

(C,H,R)=FE*

Como se anulan todas las derivadas, se concluye que el punto E* es un
punto de equilibrio del sistema.

O]

Proposicion 2.2.8. El punto de equilibrio E* es asintéticamente estable para el
sistema (2.1)-(2.3) si se cumple que

d
BK1 K> (Kl - 2042)

o) > ! — 5. (2.42)
dire

Demostracion. Para estudiar la estabilidad local de E* = (C*, H*, R*), analizamos
la ecuacion caracteristica asociada a la matriz jacobiana del sistema evaluada
en el punto E*:

)\3+a1/\2+a2)\+a3 =0,
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Capitulo 2. Modelo de Interaccion Tumor-Sistema Inmunolégico

donde:
a1 = ij n T}g*, (2.43)
as = % + B2H*R* — C*H*aj 0, (2.44)
as = C*H*R* (5;(:1 - O”;i”) . (2.45)

Segun el criterio de Routh-Hurwitz (véase, por ejemplo, [16, Theorem 5.1]), para
matrices de orden tres, el equilibrio sera localmente asintéticamente estable si
se cumplen las tres condiciones siguientes:

a1 >0, a3>0, ajas > as.

A continuacioén, se comprueba si se verifican estas tres condiciones.

= q; > 0: Dado que todos los parametros que definen el coeficiente son posi-
tivos y que C*, R* > 0, se concluye entonces que a; > 0.

= a3 > 0: En este coeficiente, como C*, H*, R* > 0, el signo de a3 dependera
exclusivamente del signo de la expresion:

5271 Q10272
K Ky '

Por tanto, para que a3 > 0, se debe de cumplir

2
B4 Q10272
> .

2.46
e X, (2.46)
Partiendo de la condicion de existencia del punto de equilibrio £*, dada por
(2.34): ,
B~ Kar
o < ———~—, (2.47)
Py (BKy — dy)

queremos estudiar si esta condicion garantiza que se cumpla la desigual-
dad (2.46). Para ellos vamos a multiplicar a ambos lados de la condicion de
existencia por «a» y dividir entre K». Asi obtenemos:

Q100912 < 520427“1
K, BKy —dy

(2.48)

Ahora bien, para que se verifique (2.46), a partir de la desigualdad (2.48),
es suficiente con garantizar que se cumpla

520427“1 527“1
Ky —di ~ Ki

Al cancelar el factor comun /%r; en ambos lados, esta desigualdad se reduce

4 BKy —d
< 2 — 1’

aQ
Ky
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2.2. Puntos de equilibrio y analisis de estabilidad local

que es precisamente la condicion de existencia (2.34).

Todo este analisis permite concluir que la condicion de existencia del punto
E*, es suficiente para garantizar que se cumpla la desigualdad (2.46), lo que
implica que el coeficiente a3 del polinomio caracteristico es positivo.

= aia2 > a3: Se calcula explicitamente el producto de a1, a3, al que se le resta
asz. Sustituyendo y desarrollando:

aiay — az = < R* + K_lc*>

rr2 * % 2 I7% D* * Tk
H — H
X <K1K2C’ R+ R* — ajasC >

- <T152C*H*R* azr2 C’*H*R*)
2
2
7"17"2 * *2 ﬁ 72 * *2 7"17“2 *2 % Q12T 49 774
= C*R H*R C*“R*— ———C"H
K1K2 K2 K2K2 Ky
= allC + a120*2 + a13C* + a4, (2.49)

donde:

T1T20 <7"1 (YD) 025+T1K2ﬁ>

= BK1K> BKy g roky
riracad; 27“2 B2 K% riKyB? r13
aiz = — —2— - + ;
K1 Ky3% aq dyan rody Kias
rirady 5 d1 i diraan
a3 = g — — + ————
BT 0K, 2 B2K1 K>
B rlrgd% 0
=T

Como C* > 0y ayy > 0, la expresion (2.49) sera positiva si, y solo si, los
coeficientes aj;, a12 y a13 también son positivos. De esta formulacion se
deduce la siguiente condicién suficiente para garantizar la estabilidad del
equilibrio E*:

a1 > max(xs, rq, T6),

donde:

s — asf3 ’

T 200 n r1Ksf
BKs  Kiro
9 as K

B
2T2 7“1K2,32 Tlﬁ ’
Ky  rody Kias
52K1K2 (d - 2042)

K
T = .

dira
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Capitulo 2. Modelo de Interaccion Tumor-Sistema Inmunolégico

El valor dominante en esta desigualdad es z¢. Por lo tanto, para que E* sea
estable, es necesario que se cumpla

Q1 > Tg. (2.50)
O

Observacion 2.2.6. Notese que el punto de equilibrio E* representa un estado
de coexistencia, donde todas las poblaciones estdan presentes. Biolégicamente,
podria representar un escenario realista en muchos tipos de cdancer: el tumor esta
presente, pero el sistema inmunoldgico lo mantiene controlado. Dependiendo de
los parametros, puede ser estable (el tumor no crece mas) u oscilante (crece y
baja, como en remisiones y recaidas).

Observacion 2.2.7. Notese que la condicion (2.50) proporciona una restriccion
sobre los parametros del sistema, asegurando que el equilibrio interior sea estable
cuando se cumplen determinadas relaciones entre la tasa de crecimiento tumoral,
la intensidad de la respuesta inmune y las interacciones competitivas entre las
poblaciones celulares.

2.3. Simulaciones numeéricas

En este apartado se presentan diversas simulaciones numeéricas del modelo
(2.1)-(2.3). El objetivo principal es analizar el comportamiento dinamico del siste-
ma que describe la interaccion entre células tumorales y €l sistema inmunolégico
en diferentes escenarios.

Para ello, se han considerado tres configuraciones distintas de parametros que
representan: una situacion de inmunidad débil donde el tumor crece sin nin-
gun tipo de control, un caso de equilibrio parcial entre el tumor y la respuesta
inmune y, por ultimo, una situacion en la que la respuesta inmunolégica es
suficientemente fuerte como para eliminar por completo el tumor.

Las simulaciones se han realizado mediante el método de Euler explicito. Ca-
da simulacién se presenta junto con su correspondiente grafica de evolucion
temporal, acompanada de una interpretacion biologica.

Cabe destacar que, en los tres escenarios analizados, se han considerado las
mismas condiciones iniciales para las tres poblaciones involucradas. Esta elec-
cion permite comparar de forma coherente los efectos que producen las distintas
configuraciones de parametros sobre la evolucion del sistema. A continuacion,
se muestran los valores iniciales utilizados.

Parametro Significado Valor

Co Células tumorales iniciales 2,7 x 10° células
Hy Linfocitos en caza iniciales 2,04 x 10° células
Ry Linfocitos en reposo iniciales 7,18 x 10° células

Tabla 2.1: Condiciones iniciales.
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2.3. Simulaciones numéricas

2.3.1. Inmunidad débil

S 10X 108 Evolucién temporal

"g ‘ ‘ — Células cancerigenas

s — Linfocitos en caza

.2 Linfocitos en reposo

o

OSI

v 5S¢

e

o

Sy

Q

&

) O I | |

Z 0 20 40 60 80 100
Tiempo (t)

Figura 2.2: Evolucion temporal del sistema en un entorno con respuesta inmune
débil.

Parametro Significado Valor

r1 Tasa de crecimiento del tumor 0,35 dia’!

9 Tasa de crecimiento de linfocitos en reposo 0,1 dia™!

K Capacidad de carga tumoral 5 x 10° células
Ky Capacidad de carga de linfocitos en reposo 1 x 10" células

Tabla 2.2: Parametros relacionados con el crecimiento celular.

Parametro Significado Valor

a Tasa de eliminacion de c. tumorales por 1. en caza 5 x 1078 células™! dia!
Qs Muerte de 1. en caza por interaccién con c. tumorales 1,5 x 107 células™! dia!
B Tasa de conversioén de 1. en reposo a 1. activos 2,5 x 107 células! dia™!
dy Tasa de muerte natural de linfocitos en caza 0,07 dia™!

Tabla 2.3: Parametros del sistema inmunoloégico.

Descripcion del comportamiento

La Figura 2.2 muestra un escenario en el que el sistema inmunolégico es inca-
paz de contener el crecimiento tumoral. Se observa que las células cancerigenas
crecen rapidamente hasta estabilizarse cerca del valor maximo permitido por la
capacidad de carga K, lo que indica un crecimiento descontrolado del tumor.
Por su parte, la poblacién de linfocitos en caza decrece ligeramente y se mantiene
en niveles muy bajos, reflejando una respuesta inmune débil. Por otro lado, los
linfocitos en reposo crecen rapidamente en una primera fase, pero su crecimien-
to se ralentiza al aproximarse a la capacidad de carga K,. Este comportamiento
se debe a la baja tasa de conversion, que limita significativamente la transforma-
cion de linfocitos en reposo en activos. Como consecuencia, la respuesta inmune
no logra intervenir de forma eficaz en la eliminacion del tumor.
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Capitulo 2. Modelo de Interaccion Tumor-Sistema Inmunolégico

Interpretacion bioldgica

Este escenario representa un caso en el que el sistema inmunolégico fracasa
frente a un tumor muy agresivo. A pesar de que la poblacion de linfocitos en
reposo aumenta con el tiempo, la escasa activacion de estos en linfocitos en ca-
za, debido a una baja tasa de conversion, junto con una elevada capacidad del
tumor para eliminar células inmunes, impide una respuesta efectiva. La grafica
sugiere una situacion clinica en la que la intervencion inmunolégica natural no
es suficiente. Por tanto, seria necesario recurrir a tratamientos como la quimio-
terapia o la inmunoterapia para mejorar la eficacia del sistema inmune mediante
la mejora de la tasa de conversion o el refuerzo de la eliminaciéon del tumor.

2.3.2. Equilibrio parcial

8  «10° Evoluciéon temporal

,.g 1 O ‘ ‘ —Céhlias cancerigenas
o — Linfocitos en caza
.E. Linfocitos en reposo
o

=

o 57 il
<
o

[

-

\5 O T 1 L

Z 0 20 40 60 80 100

Tiempo (%)

Figura 2.3: Evolucion temporal del sistema en un escenario de equilibrio parcial
entre el crecimiento tumoral y la respuesta inmunolégica.

Parametro Significado Valor

7 Tasa de crecimiento del tumor 0,18 dia’!

T2 Tasa de crecimiento de linfocitos en reposo 2,45 x 1072 dia™!
K Capacidad de carga tumoral 5 x 10° células
Ky Capacidad de carga de linfocitos en reposo 1 x 107 células

Tabla 2.4: Parametros relacionados con el crecimiento celular.

Parametro Significado Valor

o Tasa de eliminacién de c. tumorales por 1. en caza 1,101 x 10~ células™! dia’!
Qs Muerte de 1. en caza por interaccién con c. tumorales 3,422 x 10~ células™! dia™!
B8 Tasa de conversion de 1. en reposo a l. activos 6,2 x 107 células™! dia!

dy Tasa de muerte natural de linfocitos en caza 4,12 x 1072 dia™?

Tabla 2.5: Parametros del sistema inmunolégico.
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2.3. Simulaciones numéricas

Descripcion del comportamiento

La Figura 2.3 muestra la evolucion de las tres poblaciones celulares. En primer
lugar, las c€lulas tumorales alcanzan un estado de equilibrio en el que la pobla-
cion se mantiene cerca del valor maximo permitido por la capacidad de carga K;.
Esto sugiere que el tumor, aunque inicialmente crece, se estabiliza en el tiempo.
Por otra parte, la poblacion de linfocitos activos aumenta de manera moderada,
alcanzando un valor estable, lo que indica una respuesta inmunologica activa,
pero no lo suficientemente potente como para erradicar por completo el tumor.
Por ultimo, la curva de los linfocitos en reposo se aproxima de forma gradual a
K.

Interpretacion bioldgica

Este resultado representa un escenario intermedio, en el que el sistema inmu-
nologico logra ralentizar el crecimiento del tumor, pero no consigue eliminarlo
por completo. A diferencia del caso anterior, las células cancerigenas no crecen
de manera descontrolada, sino que alcanzan un valor relativamente alto y se
estabilizan, lo que sugiere que la respuesta inmune ejerce cierto control sobre el
proceso tumoral. Sin embargo, dicha respuesta resulta ineficiente para erradicar
el tumor, y el sistema entra en un equilibrio de estado dinamico.

En este contexto, la poblaciéon de linfocitos en caza se mantiene constante pero
en niveles bajos, lo que indica que hay una activacion inmunitaria limitada. A
su vez, los linfocitos en reposo contintan creciendo y se aproximan a su capa-
cidad de carga, K», pero la tasa de conversion hacia linfocitos activos no es lo
suficientemente elevada como para provocar una respuesta mas agresiva con-
tra las células tumorales. La persistencia del tumor sugiere que seria necesario
recurrir a un tratamiento complementario, como la quimioterapia o la inmuno-
terapia, con el fin de potenciar la accion del sistema inmunoloégico.

2.3.3. Inmunidad eficaz

8 «10° Evolucién temporal

"g 8 ‘ ‘ —Céluias cancerigenas

o — Linfocitos en caza

.2 6 L Linfocizos en reposo ||
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Figura 2.4: Evolucion temporal del sistema inmunolégico altamente eficaz.
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Capitulo 2. Modelo de Interaccion Tumor-Sistema Inmunolégico

Parametro Significado Valor

r1 Tasa de crecimiento del tumor 0,18 dia™!

9 Tasa de crecimiento de linfocitos en reposo 2,45 x 10~2 dia™!
K, Capacidad de carga tumoral 5 x 10° células
Ky Capacidad de carga de linfocitos en reposo 1 x 107 células

Tabla 2.6: Parametros relacionados con el crecimiento celular.

Parametro Significado Valor

o Tasa de eliminacion de c. tumorales por 1. en caza 1,101 x 10~ 7 células™! dia™!
Qs Muerte de 1. en caza por interaccién con c. tumorales 3,422 x 10~ células™! dia™!
B Tasa de conversion de 1. en reposo a 1. activos 1 x 107% células™ dia!

dq Tasa de muerte natural de linfocitos en caza 4,12 x 1072 dia™!

Tabla 2.7: Parametros del sistema inmunologico.

Descripcion del comportamiento

En este escenario se observa una respuesta inmune eficaz. La Figura 2.4 mues-
tra que las células cancerigenas, tras un crecimiento inicial, comienzan a dis-
minuir de forma progresiva, siendo finalmente eliminadas en el transcurso del
tiempo simulado. Al mismo tiempo, la poblacién de linfocitos en caza aumenta
progresivamente, superando el umbral necesario para controlar y destruir el tu-
mor. Esta dinamica es posible gracias al incremento de la tasa de conversion,
que permite transformar rapidamente los linfocitos en reposo en activos. Como
resultado de esta activacion sostenida, los linfocitos en reposo disminuyen de
forma significativa, lo que refleja su movilizacion hacia la respuesta inmune.

Interpretacion biolégica

Este caso representa una situacion clinica en la que el sistema inmunologico es
capaz de eliminar el tumor sin necesidad de intervencion terapéutica externa.
El valor elevado de ( favorece una conversion eficiente de linfocitos en reposo
en linfocitos activos, lo que permite generar una respuesta inmune sostenida y
suficientemente potente como para erradicar las células tumorales. Esta simu-
lacion sugiere que, si se logra potenciar la activacion del sistema inmune, es
posible alcanzar un escenario de control completo del tumor, favoreciendo su
eliminacion de forma natural y mantenida en el tiempo.

2.3.4. Comparativa de escenarios terapéuticos

Los tres casos simulados muestran la evolucion del sistema tumor-inmunologico
bajo distintas condiciones de activacion del sistema inmune, evidenciando com-
portamientos biologicos contrastantes.

En el primer caso, el sistema inmunolégico es claramente ineficaz. Las células
tumorales crecen rapidamente hasta estabilizarse en un valor elevado, mientras
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2.3. Simulaciones numéricas

que los linfocitos en caza permanecen en niveles muy bajos. Esta dinamica re-
fleja una inmunidad débil, en la que la conversion de linfocitos en reposo es
insuficiente para generar una respuesta activa capaz de contener el tumor.

En el segundo caso, se observa una situacion intermedia. El sistema inmune
logra frenar parcialmente el crecimiento tumoral, que se estabiliza en un valor
relativamente alto. La poblacion de linfocitos en caza se mantiene constante,
aunque limitada, y los linfocitos en reposo alcanzan su capacidad de carga. Esta
situacion refleja un equilibrio dinamico entre el sistema inmune y el tumor, sin
progresion agresiva, pero también sin erradicacion.

Finalmente, el tercer caso representa un escenario de inmunidad eficaz. Aqui,
los linfocitos en caza aumentan progresivamente, logrando eliminar de forma
sostenida las células tumorales. Este caso demuestra que, bajo una tasa de
conversion suficientemente alta, el sistema inmunolégico es capaz de controlar
y suprimir completamente la carga tumoral.

En conjunto, estos tres escenarios ilustran como pequenas variaciones en los
parametros del sistema inmune pueden determinar el éxito o fracaso en la con-
tencion del tumor. Este analisis justifica la exploracion de estrategias terapéuti-
cas adicionales, como la quimioterapia, para reforzar la respuesta en los casos
donde la inmunidad natural resulta insuficiente.
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Capitulo 3

Modelo de Interaccion
Tumor-Sistema Inmunolégico
con Aplicacion de Quimioterapia

En este capitulo se analiza una expansion del modelo anterior, incorporando el
efecto de la quimioterapia como herramienta terapéutica en la dinamica entre
las células tumorales y el sistema inmunolégico. E1 modelo resultante, definido
por el sistema

donde:

dcdf) = qC(1) <1 - C;?) —aiC()H (1) - mz(t% (8.1
T = BHOR - dHO - OO - PEB 20, 62)
‘“;@ — R(t) (1 = ié?) — BLH()R(t) — aff%Z (1), (3-3)
A (e ) 7 B

= { representa el tiempo, medido en dias.

= C(t) = C > 0 representa la cantidad de células tumorales en el tiempo t.

» H(t) = H > 0 denota la cantidad de linfocitos en caza (activos) en el tiempo

t.

= R(t) = R > 0 es la cantidad de linfocitos en reposo en el tiempo t.

» Z(t) = Z > 0 representa la concentracion del agente quimioterapéutico en
el tiempo t.

= ¢1,q2 > 0 son las tasas de crecimiento del tumor y de los linfocitos en reposo,
respectivamente.
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Capitulo 3. Modelo de Interaccion Tumor-Sistema Inmunolégico con
Aplicacion de Quimioterapia

K, Ky > 0 son las capacidades maximas de carga de las células tumorales
y de los linfocitos en reposo.

a1, ag representan las tasas de eliminacion de células tumorales y linfocitos
en caza, debidas a su interaccion mutua.

[1 es la tasa de conversion de linfocitos en reposo a linfocitos en caza.
d; es la tasa de muerte natural de los linfocitos en caza.

p1,p2, p3 representan la intensidad del efecto del agente quimioterapéutico
sobre las células tumorales, los linfocitos en caza y los linfocitos en reposo,
respectivamente.

a1, a2, a3 son constantes que regulan la saturacion del efecto del agente qui-
mioterapéutico sobre las cé€lulas tumorales, los linfocitos en caza y los lin-
focitos en reposo, respectivamente.

g1, 92,93 representan el consumo del agente quimioterapéutico por parte
de las células tumorales, los linfocitos en caza y los linfocitos en reposo
respectivamente.

A representa la tasa de administracion de la quimioterapia.

¢ representa la tasa de eliminacion del agente quimioterapéutico por parte
del organismo.

Dicho modelo describe la evolucion temporal de la concentracion del agente qui-
mioterapéutico, asi como la dinamica de las poblaciones de c€lulas tumorales,
linfocitos activos y linfocitos en reposo. Antes de abordar el analisis matematico
del sistema, se presenta una interpretacion biologica detallada de cada una de
las ecuaciones, con el objetivo de comprender el papel de los nuevos términos
introducidos y su impacto sobre las diferentes variables del sistema.

La ecuacion (3.1) describe como evolucionan con el tiempo las células tumorales

aC(t) (1 - iét)

> representa el crecimiento logistico del tumor.
1

—a1C(t)H (t) representa la pérdida de células tumorales debida a la accion

de los linfocitos activos.

%Z (t) representa la muerte de células tumorales inducida por la
a

accion del agente quimioterapéutico.

La ecuacion (3.2) describe la evolucion de los linfocitos en caza H (t):

» 01 H(t)R(t) representa la conversion de linfocitos en reposo en linfocitos en
caza, lo que activa la respuesta inmunitaria.

» —d;H(t) modela la muerte natural de los linfocitos activos a lo largo del
tiempo.
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= —ayC(t)H (t) representa la pérdida de linfocitos activos debido a su interac-
cion con células tumorales.
p2H (1) e o .
] _—i——H(t)Z (t) representa la muerte de linfocitos activos inducida por la
az
accion del agente quimioterapéutico.

La ecuacion (3.3) describe la evolucion de los linfocitos en reposo R(t):

R(1)

" R(t)[1- E) representa el crecimiento logistico de los linfocitos en re-
poso.

» —(31H(t)R(t) modela la disminucion de linfocitos en reposo como conse-
cuencia de su conversion en linfocitos activos.
R(t
. —pi_—](%()t)Z (t) representa la muerte de linfocitos en reposo inducida por la
az
accion del agente quimioterapéutico.

La ecuacion (3.4) modela la evolucion de la concentracion del farmaco Z(t) en el
organismo:

. (§ L 90 g2H (1) g3Ri(t)
a1 + C(t) as + H(t) as + R(t)
te quimioterapéutico debido al contacto con las células tumorales, los lin-
focitos en caza y los linfocitos en reposo respectivamente.

) Z(t) representa el consumo del agen-

) Muerte

mC(t)
ay + C(t) Z(t)

. ay + C(r)

—d H (1)

Z(t)

Agente Z(t)
guimioterapéutico

Linfocitos en
reposo R(t)

Eliminacion

Z(1)

Figura 3.1: Representacion esquematica del modelo de interaccion entre células
tumorales y linfocitos con efecto quimioterapéutico.
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Capitulo 3. Modelo de Interaccion Tumor-Sistema Inmunolégico con
Aplicacion de Quimioterapia

Una representacion esquematica de las interacciones modeladas por el sistema
(3.1)-(3.4) se muestra en la Figura 3.1. En ella se ilustran los flujos de cre-
cimiento, conversion y destruccion celular, asi como la influencia del agente
quimioterapéutico sobre las poblaciones celulares.

Una vez analizado el significado biologico de las ecuaciones del modelo con qui-
mioterapia, en las siguientes secciones se abordara su estudio matematico con
el objetivo de caracterizar la estabilidad del sistema y evaluar el efecto del trata-
miento sobre la dinamica tumoral e inmunitaria.

3.1. Adimensionalizacion del modelo

Con el fin de simplificar el analisis del modelo matematico (3.1)-(3.4), y reducir
el namero de parametros, vamos a adimensionalizar el sistema original. Este
proceso nos va a permitir reescribir las ecuaciones en términos de variables sin
unidades, lo que facilita tanto la interpretaciéon como la simulaciéon numérica del
modelo.

Cambio de variables

Partimos del sistema (3.1)-(3.4) que describe la dinamica de las cuatro pobla-
ciones: células tumorales C(t), linfocitos en caza H(t), linfocitos en reposo R(t)
y la concentracion del agente quimioterapéutico Z(t¢). Todas estas variables son
dimensionales.

Para adimensionalizar el sistema, se definen los siguientes cambios de variable:
t C H R Z

t:E7 C:Ki’f? H:K7T7 R:Ki’f? Z:m7 (3'5)
donde:

» K7 = K; + K> representa la capacidad total de carga del sistema (células
tumorales y linfocitos en reposo).

1
= Ay es la dosis maxima tolerada de quimioterapia por dia < 2m g )
m?dia
» ¢ es la tasa de eliminacion del farmaco (dia™!).

El tiempo se escala con respecto a un dia para que las tasas biologicas sean
expresadas en unidades relativas al dia.

Sustitucion en las ecuaciones

Al sustituir las nuevas variables (3.5) en el sistema original, es necesario también
transformar los parametros que multiplican a estas variables para mantener la
coherencia dimensional.

Esto nos lleva a definir nuevos parametros adimensionales:

g; = q; - dia (i:1,2), a; = «; - Kp-dia (i:1,2), K;, = (i:1,2),
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3.2. Calculo de la matriz jacobiana

_ pi - Ay - dia . B
= =1,2,3 =
pl F: f (/L < )) al Pr

(i=1,2,3), gi=gi-dia (i=1,2,3),

_ _ _ A _
dlzdl-dia, Blzﬁl-KT-dia, Azi, fo'dia.
Ay

Sistema adimensionalizado

Una vez hechos los cambios de variables y definidos los nuevos parametros, se
omite la notacién con barra para simplificar, y el sistema final adimensionalizado
queda como:

dfiit) = C(t) < - c;g)) — i C()H(t) - Cffé%za), (3.6)
MY _ gy HOR() ~ dyH (1)~ 0sCOH() - ﬁ%w), 3.7)
‘”Zf‘) — wR() (1 - %?) _ BUH(R(®) — mzu), (3.9)
dz(t) g1C(t) goH (t) g3R(t)

TR AN <a1 00 T amrHE) o R(t)> 2@, 39

donde, a partir de los cambios anteriores, todas las variables y parametros son
ahora adimensionales.

3.2. Calculo de la matriz jacobiana

Puesto que posteriormente analizaremos la estabilidad del sistema y dicho anali-
sis requiere calcular la matriz jacobiana correspondiente, procederemos a deter-
minarla. Esta matriz esta formada por las derivadas parciales de las ecuaciones
con respecto a cada una de las variables de estado, permitiéndonos estudiar el
comportamiento del sistema en torno a sus puntos de equilibrio. A continua-
cion, obtenemos la matriz jacobiana correspondiente al sistema de ecuaciones
(3.6)-(3.9).

dC

© — he.r 2), (3.10)
% — [ (C.H. R, Z), (3.11)
%f — 4(CH, R, Z), (3.12)
% _ f(C.H.R.Z). (3.13)
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Aplicacion de Quimioterapia

La matriz jacobiana asociada es

oC 0H O0OR 07
J— oC 0H O0R 0Z _ (3.14)
9fs 0fs 0fs 0Ofs
oC 0H O0R 0Z
ofs Ofs Ofy Oh
oC 0H OR 0Z
Calculando cada una de las derivadas parciales nos queda que la matriz jaco-
biana del sistema (3.6)-(3.9) es

nC
J —a1C 0 —
1 a1 a1 +C
H
—oH J22 61H —api 7
J = ’; = | (3.15)
0 —BiR J B
Bl 33 CL3+R
a1912 azg2Z asgsZ

— _ - J
(a1+C)?  (ag+H)?  (as+ R)? “

donde:
Ju=q <1 - ig) —aH - (aclll_]ilg)z;
Jog = 1R — di — apC — (azzizg)Q’
J33 = q2 <1 - 2) —p ( a3_};3§)27
nC g2 H gsRR

a1+C_a2+H_a3—|—R'

3.3. Puntos de equilibrio y analisis de estabilidad local

Una vez definido el modelo que incorpora el efecto de la quimioterapia en la di-
namica tumoral e inmunolégica, es fundamental identificar los puntos de equi-
librio y analizar su estabilidad local. Este analisis permite determinar bajo qué
condiciones el sistema puede alcanzar estados estacionarios y evaluar si dichos
estados son estables desde el punto de vista dinamico.

Al igual que en el modelo anterior, utilizaremos la matriz jacobiana para estudiar
el comportamiento del sistema en torno a cada punto de equilibrio. Estos seran
abordados de manera individual, distinguiendo los casos de analisis directos de
aquellos que requieren un estudio mas detallado.

A continuacion, se desarrolla el analisis de los distintos equilibrios del sistema.
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3.3. Puntos de equilibrio y analisis de estabilidad local

3.3.1. Punto de equilibrio £, = (0,0,0,A): existencia y estabilidad

Se comprueba facilmente que E; es un punto de equilibrio del sistema (3.6)-
(3.9). Para ello, evaluamos las derivadas del sistema en dicho punto. Sustituimos
C=0,H=0, R=0y Z = A en cada una de las ecuaciones del sistema:

» Primera ecuacion:

c
dt

0 p1-0
:q1-0-<1>a1-0-0 A =0.
(C,H,R,Z)=Ej K, a; +0

= Segunda ecuacion:

a
dt

0
—B1-0-0—di-0—ay-0-0- 22 A=,
(07H7sz):E0 a2+0

» Tercera ecuacion:

dR
dt

0 -0
:q2.0.<1_>_51.0.0_ 3"V A —o.
(C,H,R,Z)=Eq K, as + 0

s Cuarta ecuacion:

az
dt

Z(A—A)§—<gl'0 L 920, 93'0>-A:o.

(C,H,R,Z)=Ejq a1+0 ax+0 a3+0

Dado que todas las derivadas son cero, se concluye que Ey = (0,0,0,A) es, efec-
tivamente, un punto de equilibrio del sistema.

Ahora que ya se ha demostrado que el punto Ey; = (0,0,0,A) es un punto de
equilibrio, se analiza su estabilidad local a través de la matriz jacobiana del
sistema evaluada en dicho punto.

La matriz jacobiana evaluada en el punto Ey = (0,0,0) es

A
ql—p;—l 0 0 0
A
0 —dl—pi— 0 0
Ey) = 2
‘]( 0) 0 0 2_@ 0 )
as
_gA ed A,
al a9 as

Para garantizar estabilidad, es necesario que todos los autovalores tengan parte
real negativa. En este caso, se observa que A2 y Ay ya cumplen esta condicion.
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Capitulo 3. Modelo de Interaccion Tumor-Sistema Inmunolégico con
Aplicacion de Quimioterapia

Por tanto, la estabilidad del equilibrio queda sujeta a que los otros dos auto-
valores también presenten componentes reales negativas, lo cual impone las
condiciones:
A > %’ A > B8
p1 P2
En resumen, el punto de equilibrio £y = (0,0,0,A) sera localmente asintética-
mente estable si, y s6lo si, se cumple:

a a
A > méx {1(]1’ 3%} .
b1 b3

Observacion 3.3.1. Notese que el punto de equilibrio E, representa un estado
en el que no hay presencia de tumor ni actividad inmunolégica, y solo permane-
ce en el organismo el agente quimioterapéutico con una concentracion constante.
Biolégicamente, este equilibrio podria interpretarse como una fase inicial o como
resultado de un tratamiento intensivo, donde la quimioterapia ha eliminado todas
las células y aun no se ha activado ninguna respuesta inmunitaria.

Una vez analizado el punto de equilibrio Ey, los casos de E;, E5, requieren un
enfoque distinto, ya que su verificacion como puntos de equilibrio implica re-
solver ecuaciones no lineales. Para ello, se utiliza una interpretacion geométrica
comun basada en el analisis de parabolas, que se detalla a continuacion.

Para facilitar la interpretacion de las soluciones de la ecuacion cuadratica ob-
tenida en (3.19) y (3.36), se presentan a continuacion varias representaciones
graficas. Estas figuras ilustran el niumero de soluciones positivas en funcion de
los signos de los coeficientes by c. Las configuraciones correspondientes a cada
caso se muestran en las Figuras 3.2-3.9.

Interpretacion geométrica comun
Puesto que se trata de una parabola con coeficiente ¢ = 1, su concavidad sera

siempre hacia arriba. La abscisa del vértice de la parabola se encuentra en:

Ve=—2. (3.16)

Por tanto:
m Sib >0, entonces V, < 0.

s Sib <0, entonces V, > 0.

3.3.2. Punto de equilibrio F;, = (0,0, R, Z): existencia y estabilidad

Queremos estudiar bajo qué condiciones existe un punto de equilibrio del sis-
tema en el cual el tumor se ha eliminado por completo, es decir, C' = 0, no hay
linfocitos en caza, H = 0, y quedan R linfocitos en reposo junto con un valor
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Z del agente quimioterapéutico. Sustituyendo estas condiciones en el sistema
(3.6)-(3.9), obtenemos el siguiente sistema reducido:

R ng
1— =)= _ =0, (3.17
Q2< KQ) a3 + R )
A§—<§+ 93R~>Z—o. (3.18)
a3+ R

Despejando Z de la ecuacion (3.18) y sustituyéndola en (3.17), se obtiene una
ecuacion cuadratica de la forma:

R 4+ bR+c¢=0, (3.19)

donde:

_ Saz — Ks(§ + g3)

b 3.20
§+gs3 ( )

o= TotesBay "~ a3) (3.21)
£+ 93

Para entender mejor en qué condiciones la ecuacion (3.19) admite soluciones
reales positivas (biologicamente significativas), realizaremos una clasificacion de
casos basada en los signos de los coeficientes b y c. Esta clasificaciéon nos per-
mitira visualizar y justificar cuando se obtiene una, dos o ninguna solucion
positiva.

Analisis por casos
= Caso A: b >0
* ¢ > 0: no existe ninguna solucién positiva.
* ¢ = 0: no existe ninguna solucion positiva.
® ¢ < 0: existe una unica solucion positiva. Puesto que consideramos

que ¢ < 0 y hemos definido ¢ en la ecuacion (3.21), entonces se debe
cumplir la condicion:

P3A < gea3. (3.22)
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Figura 3.2: Caso b > 0. Se ilustran tres escenarios segun el valor del coeficiente
c: ¢ > 0 (rojo), ¢ = 0 (azul), ¢ < 0 (verde).

m CasoB: b <0

* ¢ > 0: en principio, para este caso no habria soluciones positivas; sin
embargo, al considerar b < 0, se tiene que V, es positivo, es decir, esta
a la derecha del eje y, lo que abre la posibilidad de que existan dos
soluciones reales positivas, dependiendo de la posicion de la parabola.

Para analizar esto, evaluamos la parabola en su vértice:
Vy=V7Z =V, +e (3.23)

Sustituyendo V, = %, se obtiene:

Por tanto:
b2
V, = -7 +ec. (3.25)

Segun el valor de V,, podemos distinguir los siguientes casos, ilustra-
dos en la Figura 3.3:

o Si V, > 0, la parabola no cruza al eje z: no existe ninguna solucion
positiva.

o Si V, = 0, la parabola toca el eje x en un unico punto positivo:
existe una unica solucion positiva. De acuerdo con las definiciones
(3.20) y (3.21), esta situacion se verifica si se satisface la siguiente

condicion:
(Sas — Ko(€ + g3))?
A4K5(E4+9g3)

E(psAgy ' —a3) = (3.26)

o SiV, <0, la parabola cruza el eje  en dos puntos positivos: existen
dos soluciones reales y positivas. De acuerdo con las definiciones
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(3.20) y (3.21), esta situacion se verifica si se satisface la siguiente

condicioén: )

(§az — K2(§ + g3)) (3.27)
4K5(€ + g3)

E(psAgy ' —a3) <

Dado que todo lo anterior se cumple si ¢ > 0, también debe verificarse
la siguiente condicion:
pgA > asqs. (3.28)

Figura 3.3: Caso b < 0y ¢ > 0. Disposicion de la parabola segun el signo de V:
Vy > 0 (azul), V, = 0 (verde) y V,, < 0 (rojo).

* ¢ = 0: existe una unica solucion positiva. Puesto que consideramos
que ¢ = 0 y hemos definido ¢ en la ecuacioén (3.21), entonces se debe
cumplir la condicion:

P3A = q2a3. (3.29)

®* ¢ < 0: existe una unica solucion positiva. Puesto que consideramos
que ¢ < 0 y hemos definido ¢ en la ecuacion (3.21), entonces se debe

cumplir la condicion:
P3A < qea3. (3.30)

Figura 3.4: Caso b < 0y ¢ < 0. Comparacion de la parabola para los casos: ¢ =0
(azul) y ¢ < 0 (verde).
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m Caso C:b=0

Si b = 0, la ecuacion se reduce a z? + ¢ = 0, lo que implica que V, =0y, en
consecuencia, Vy, = c.

* ¢ > 0: no existe ninguna solucion positiva.

* ¢ = (: existe una unica solucion positiva, la nula, pero para nuestro
estudio esta solucion no es relevante.

® ¢ < 0: existe una unica solucion positiva. Puesto que consideramos
que ¢ < 0 y hemos definido ¢ en la ecuacion (3.21), entonces se debe
cumplir la condicion:

pgA < g2a3. (3.31)
\ y ,
\\ //
h AN | //
N\ /
\ /
N

Figura 3.5: Caso b = 0. Se ilustran tres escenarios segun el valor del coeficiente
c: ¢ > 0 (rojo), ¢ =0 (azul), ¢ < 0 (verde).

Ahora que ya se ha estudiado bajo qué condiciones el punto E; = (0,0, R, Z)
es un punto de equilibrio, se analiza su estabilidad local a través de la matriz
jacobiana del sistema evaluada en dicho punto.

La matriz jacobiana evaluada en el punto E; = (0,0, R, Z ) es

Z
g — 22 0 0 0
al 5
_ A
0 BiR—dy — P22 0 0
Ey) = “ : -
J(Ey) = . R . 1_@ B psazZ B 3R )
! ? Ky (a3—|—R)2 a:;—l—R
_9nZ _92Z __ 03932 . g3R
a az (a3 + R)? a3+ R

donde los dos primeros autovalores aparecen directamente como:

Z N Z
/\1:q1_19177 /\2:51R—d1—pi-
al az
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Para que el equilibrio sea estable, ambos autovalores deben ser negativos. Por
tanto, se requiere que:

Z>@7 Z>M. (3.32)

b1 P2

Los otros dos autovalores provienen de una submatriz A dada por:

”@—”3— mii R
A Ky (a3 + R)? az+ R
_aszgsZ . g3R
(as + R)Q as + R

Para garantizar estabilidad, los autovalores de A deben tener parte real negativa.
Esto se logra si se cumple el criterio de Routh-Hurwitz para matrices de orden
dos, que requiere las siguientes condiciones:

Tr(A) <0, det(A)>0.

La traza de A es

ya que no es necesariamente negativo. No obstante, dado que el resto de los
elementos que componen la traza si lo son, para garantizar que el valor total de
la traza sea negativo, es necesario que se cumpla:

- K

R> 7. (3.33)
En resumen, el punto de equilibrio F; = (0,0, R, Z) sera localmente asintética-
mente estable, y por tanto todos sus autovalores tendran parte real negativa, si
se cumplen las siguientes condiciones:

7>9m g @B g B ) >0
D1 D2 2
Observacion 3.3.2. Notese que el punto de equilibrio FE, representa un estado
libre de tumor; en el cual las células cancerigenas han sido eliminadas por com-
pleto. Los linfocitos en caza ya no estan activos, pero se mantiene una poblacion
de linfocitos en reposo, y la quimioterapia sigue presente en el organismo. Bioldgi-
camente, este equilibrio podria interpretarse como un escenario terapéuticamente
exitoso: la enfermedad ha sido erradicada y el sistema inmunolégico no se en-

cuentra en estado de vigilancia.
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3.3.3. Punto de equilibrio £, = (C#,0,0, Z#): existencia y estabilidad

Queremos estudiar bajo qué condiciones existe un punto de equilibrio del sis-
tema en el cual no hay linfocitos ni en caza ni en reposo, H” = 0, R* = 0, pero
si existe un valor C# del tumor, junto con un valor Z# del agente quimiotera-
péutico. Sustituyendo estas condiciones en el sistema (3.6)-(3.9), obtenemos el
siguiente sistema reducido:

C# p12#

[ [ o e .34
QI< Kl) a1+C# 07 (33)
ac— (e 9C" N g5 g (3.35)

e . .

Despejando Z# de la ecuacion (3.35) y sustituyéndola en (3.34), se obtiene una
ecuacion cuadratica de la forma:

C#* 1 bC#* =0, (3.36)
donde:

aré
b= —K; + , 3.37
1 P ( )

Ki£(p1A —a1q1)

_ ) (3.38)

@&+ g1)

Para entender mejor en qué condiciones la ecuacion (3.36) admite soluciones
reales positivas (biologicamente significativas), realizaremos una clasificacion de
casos basada en los signos de los coeficientes b y c. Esta clasificaciéon nos per-
mitira visualizar y justificar cuando se obtiene una, dos o ninguna solucion
positiva.

Analisis por casos
= Caso A: b >0
* ¢ > 0: no existe ninguna solucion positiva.
* ¢ = 0: no existe ninguna solucion positiva.
®* ¢ < 0: existe una unica solucion positiva. Puesto que consideramos

que ¢ < 0 y hemos definido ¢ en la ecuacion (3.38), entonces se debe
cumplir la condicion:

1A < aiq. (3.39)

42



3.3. Puntos de equilibrio y analisis de estabilidad local

Figura 3.6: Caso b > 0. Se ilustran tres escenarios segun el valor del coeficiente
c: ¢ > 0 (rojo), ¢ = 0 (azul), ¢ < 0 (verde).

m CasoB: b <0

* ¢ > 0: en principio, para este caso no habria soluciones positivas; sin
embargo, al considerar b < 0, se tiene que V, es positivo, es decir, esta
a la derecha del eje y, lo que abre la posibilidad de que existan dos
soluciones reales positivas, dependiendo de la posicion de la parabola.

Para analizar esto, evaluamos la parabola en su vértice:
V,=VZ2-0bV, +e (3.40)

Sustituyendo V, = %, se obtiene:

b\?2 b b2 B2
_(Z) _ hd - _ . 41
Vy <2> b<2>—|—c 1 2+c (3.41)
Por tanto:
b2
Vy = 1 + c. (3.42)

Segun el valor de V,, podemos distinguir los siguientes casos, ilustra-
dos en la Figura 3.7:

o Si Vy > 0, la parabola no cruza al eje z: no existe ninguna solucion
positiva.

o Si V, = 0, la parabola toca el eje z en un unico punto positivo:
existe una unica solucion positiva. De acuerdo con las definiciones
(3.37) y (3.38), esta situacion se verifica si se satisface la siguiente

condicion: ( ) ( ( ) )2
EPA —a1q1)  (—Ki(g1 +&) +ai§
¢ B AKi(gr +€) (543

o SiV, <0, la parabola cruza el eje  en dos puntos positivos: existen
dos soluciones reales y positivas. De acuerdo con las definiciones
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(3.20) y (3.21), esta situacion se verifica si se satisface la siguiente
condicioén:
§(p1A — a1q1) - (—Ki(g +§)+a1§)2‘ (3.44)
qQ AK (g1 +§)

Dado que todo lo anterior se cumple si ¢ > 0, también debe verificarse
la siguiente condicion:
P1A > aiqi. (3.45)

Figura 3.7: Caso b < 0y ¢ > 0. Disposicion de la parabola segun el signo de V;:
Vy > 0 (azul), V, = 0 (verde) y V,, < 0 (rojo).

* ¢ = 0: existe una unica solucion positiva. Puesto que consideramos
que ¢ = 0 y hemos definido ¢ en la ecuacion (3.38), entonces se debe
cumplir la condicion:

PA = qa. (3.46)

®* ¢ < 0: existe una unica solucion positiva. Puesto que consideramos
que ¢ < 0 y hemos definido ¢ en la ecuacion (3.38), entonces se debe

cumplir la condicion:
P1A < qiag. (3.47)

Figura 3.8: Caso b < 0y ¢ < 0. Comparacion de la parabola para los casos: ¢ =0
(azul) y ¢ < 0 (verde).
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m Caso C:b=0

Si b = 0, la ecuacion se reduce a 2 + ¢ = 0, lo que implica que V, =0y, en
consecuencia, Vy, = c.

* ¢ > 0: no existe ninguna solucién positiva.

* ¢ = 0: existe una unica solucién positiva, la nula, pero para nuestro
estudio esta solucion no es relevante.

® ¢ < 0: existe una unica solucion positiva. Puesto que consideramos
que ¢ < 0 y hemos definido ¢ en la ecuacion (3.38), entonces se debe

cumplir la condicion:
plA < qiai. (3.48)

Figura 3.9: Caso b = 0. Se ilustran tres escenarios segun el valor del coeficiente
c: ¢ >0 (rojo), ¢ =0 (azul), ¢ < 0 (verde).

Ahora que ya se ha estudiado bajo qué condiciones el punto E, = (C#,0,0, Z%)
es un punto de equilibrio, se analiza su estabilidad local a través de la matriz
jacobiana del sistema evaluada en dicho punto.

La matriz jacobiana evaluada en el punto E, = (C#,0,0, Z%) es

20# VAG c#
a(1- __Mp . —a,C# 0 2
K (CL1 + C#> a; + C#
Z#
0 —d; — 0420# _P 0 0
_ ag
J(E) = p3Z# ’
0 0 q2 —
as
a1g1 2% 92 7% g3 2% g C#
((11 + C#)2 a2 as ay + C#

donde uno de los autovalores es:

Viii
)\2 = —d1 — 0420# — P2 .
a2

Al estar compuesto exclusivamente por términos negativos, este autovalor es
siempre negativo. Por tanto, no es necesario imponer ninguna condicion extra
para asegurar su signo.
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El siguiente autovalor se define como:

p3Z*
as '

A3 =q2 —

Este autovalor no necesariamente es negativo. No obstante, para que el equili-
brio sea estable, su parte real debe ser negativa. Esto se garantiza si se cumple
la siguiente condicion:

A (3.49)
b3
Los dos autovalores restantes provienen de una submatriz B dada por:
<1 _ 20#) B ap Z7% _ p1C#
B — u K (a1+C#)2 a; + C#
ag Z* g1C*
(a1 +C#)?  a+C#

Para garantizar estabilidad, los autovalores de B deben tener parte real negativa.
Esto se logra si se cumple el criterio de Routh-Hurwitz para matrices de orden
dos, que requiere las siguientes condiciones:

Tr(B) <0, det(B)>0.

La traza de B es

# # #
TT‘(B) —q <1 _ QC > _ alplZ glC

K (a1 +C#)2 > ay +C#

En esta expresion, destaca el término,

ya que no es necesariamente negativo. No obstante, dado que el resto de los
elementos que componen la traza si lo son, para garantizar que el valor total de
la traza sea negativo, es necesario que se cumpla la siguiente condicion:

K

ok
>2

(3.50)
En resumen, el punto de equilibrio £, = (C#,0,0, Z#) sera localmente asintoti-
camente estable, y por tanto, todos sus autovalores tendran parte real negativa,
si se cumplen las siguientes condiciones:
: K
z# > BR - o# S L get(B) > 0.
P3 2

Observacion 3.3.3. Notese que el punto de equilibrio E, representa un estado en
el que el tumor persiste, mientras que el sistema inmunoldgico ha sido elimina-
do por completo, es decir, no hay linfocitos en caza ni en reposo. No obstante, se
mantiene una concentracion del agente quimioterapéutico en el organismo. Biolégi-
camente, podria interpretarse como una situacion cronica, en la que el tratamiento
no logra activar la respuesta inmune ni eliminar el tumor por completo.
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3.3.4. Punto de equilibrio F; = (0, H*, R*, Z*): existencia y estabilidad

Queremos estudiar bajo qué condiciones existe un punto de equilibrio del sis-
tema en el cual el tumor ha sido eliminado, C* = 0, pero persisten linfocitos
en caza H* > 0y linfocitos en reposo R* > 0, ademas de un valor Z* asocia-
do al agente quimioterapéutico. Sustituyendo estas condiciones en el sistema
(3.6)-(3.9), obtenemos el siguiente sistema reducido:

* % * pQH* *
HR —dH ———7"=0
& ! as + H* ’

* R* * ok p3R* *
R(1—— | -/H'R — ZF=0
© < K2> & az + R* ’

* gQH* g3R* *
A—Z7) — Z* =0.

( ) (a2+H* a3—|—R*>

Para facilitar el analisis, se realizan las siguientes aproximaciones:

a* R
~1

~ ~ 1. 3.51
as + H* " a3+ R* ( )

Bajo estas aproximaciones, el sistema reducido queda expresado como:

,BlH*R* — dlﬂ* —pQZ* = 0, (352)
* R* * * *
QQR (1 - > - ﬁlH R —ng = 0, (353)
Ky
(A=Z")¢ = (92 +93)2" = 0. (3.54)

Despejando Z* de (3.54) y sustituyéndola en (3.52) y (3.53), se obtiene un siste-
ma de dos ecuaciones y dos incognitas

A& >
H*R* —diH* —py [ ——o ) =0, 3.55
B1 1 D2 (€+92+g3 ( )

R* A¢ >
R(1—— ) —-BH'R — — | =0. 3.56
q2 ( K2> B D3 (§+g2+g3 ( )

Sustituyendo de nuevo H* en (3.55) se obtiene una ecuacion de tercer grado de
la forma:

aR*™® + bR + cR* +d =0, (3.57)
donde:
a = —p1q2(g2 + g3 +§), (3.58)
b=q2(g2 + g3 + §)(B1K2 + du), (3.59)
¢ = —AKy51&(p2 + p3) — Kodiga(g2 + g3 + §), (3.60)
d = AKsdips€. (3.61)
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La existencia del equilibrio F5 se determina a partir de la ecuacion cubica (3.57).
Se puede escribir como

P(R*) = aR*™ + R*™ + cR* +d,
donde los coeficientes dependen de los parametros del modelo. Sabemos que:

= g < 0 : el coeficiente cubico es negativo ya que esta compuesto por un
producto de términos todos positivos multiplicados por -1.

= d > 0: el término independiente es positivo.

» P es una funcion polinémica, por lo tanto P € C°(R), es decir, es continua
en todo R.

= Al evaluar en R* =0, se tiene P(0) =d > 0.
» Ademas, como el término de mayor grado (aR*?) es negativo, el limite de
P(R*) cuando R* — +oo tiende a —o0 :

lim P(R") = -0

R* =400

Por el teorema del valor intermedio (Bolzano), existe al menos un valor R* > 0 tal
que P(R*) = 0, es decir, existe una raiz real positiva. Esto garantiza la existencia
de un valor biolégicamente valido de R*, y por tanto la viabilidad del equilibrio
E3. Este resultado implica que, bajo las condiciones en que se cumple a < 0y
d > 0, el equilibrio E3 existe y tiene sentido biologico.

Una vez que se ha estudiado bajo qué condiciones el punto E3 = (0, H*, R*, Z*)
es un punto de equilibrio, se analiza su estabilidad local a través de la matriz
jacobiana del sistema evaluada en dicho punto.

La matriz jacobiana evaluada en el punto E3 = (0, H*, R*, Z*) (teniendo en cuenta
las aproximaciones (3.51)) es

Z*
g —a H* = P2 0 0 0
a
P2 Z*
—auH* BiR* —dy — 222 B H* —p2
(ag + H*)2
J(Es) = 2R 7 :
0 —BiR* ¢ (1 — =) - g - —ps
. . Ky . (a3 + R*)? ’
_9Z _ W20l _ Wz gy
ay (ag + H*)? (a3 + R*)? 2 3

donde uno de los autovalores es:

Z*
Alqu—alH*—pl .
ax

Este autovalor no siempre es negativo. Sin embargo, para que el equilibrio sea
estable, el autovalor tiene que tener parte real negativa. Para ello se requiere
que:

q —a1H”)

z¢ > Gla = l?) (3.62)
P1

48



3.3. Puntos de equilibrio y analisis de estabilidad local

Los tres autovalores restantes provienen de una submatriz C' dada por:

aspaZ”
R —dy — 222 H* -
b L7 oy + H)2 P P2
— * 2R . azp3Z*
C= —B/R i (1 e ) p1H (a3 + B)? P3
W2l Y gy
(az + H*)? (a3 + R*)? K

Para garantizar estabilidad, los autovalores de C' deben tener parte real negativa.
Esto se logra si se cumple el criterio de Routh-Hurwitz para matrices de orden
tres. Dicho criterio impone condiciones sobre los coeficientes del polinomio ca-
racteristico asociado a la submatriz C:

A3 +a1/\2 + agA + a3z = 0,
que requiere las siguientes condiciones:
apr >0, a3>0, ajas > as,
donde:
n qp =-—Tr(C).

= a9 es la suma de los determinantes de los menores principales de orden 2
de C.

n a3 = —det(C).

Aunque la expresion analitica de estos coeficientes es compleja, es posible ana-
lizar cualitativamente el signo de la traza.

En este caso, todos los términos son negativos excepto 51 R* y ¢2 (1 e > que
2

no lo son necesariamente. Para asegurar que la traza sea negativa y, por tanto,
que a; > 0, basta con imponer:
K dy aspaZ*
R*>— R'<—4—0m.
2 51 Bilag + H*)?

En resumen, el punto de equilibrio F5 = (0, H*, R*, Z*) sera localmente asintoti-
camente estable, y por tanto todos sus autovalores tendran parte real negativa,
si se cumplen las siguientes condiciones:
« Ko « a1 aspaZ* . a(q —a HY)
R>7, R<E+W’ Z>p—1, az >0, ajas > as.
Observacion 3.3.4. Notese que el punto de equilibrio E3 representa un estado en
el que el tumor ha sido eliminado y el sistema inmunolégico permanece activo, con
linfocitos tanto en caza como en reposo, ademads de una cantidad de quimioterapia
en el organismo. Biolégicamente, este equiilibrio podria interpretarse como una fase
de remision estable, en la que el sistema inmune y el tratamiento farmacolégico
trabajan conjuntamente para mantener el organismo libre de tumor.
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3.4. Simulaciones numeéricas

En este apartado se presentan diversas simulaciones numéricas del modelo
(3.6)-(3.9) que incorpora el efecto de la quimioterapia en la interacciéon entre
las células tumorales, el sistema inmunolégico y el agente farmacolégico. El ob-
jetivo principal es explorar como varia la dinamica del sistema bajo distintos
escenarios clinicos, donde se combinan diferentes niveles de inmunidad y es-
trategias de tratamiento. Para ello, se han considerado cuatro configuraciones
distintas de parametros que representan distintas situaciones: desde un entorno
con inmunidad débil y quimioterapia poco eficaz, hasta un entorno con fuerte
respuesta inmunitaria.

Las simulaciones se han hecho mediante el método de Euler explicito. En ca-
da caso, se muestra la evolucion temporal de las cuatro variables del sistema:
células cancerigenas, linfocitos en caza, linfocitos en reposo y concentracion
del agente quimioterapéutico. Cada grafico se acompana de una descripcion del
comportamiento observado y una interpretacion biologica del mismo.

Para garantizar una comparacion coherente entre los distintos escenarios, se
han mantenido constantes las condiciones iniciales para las tres poblaciones
celulares y el agente farmacoldgico. A continuacién, se muestran los valores
iniciales utilizados.

Parametro Significado Valor

Co Células tumorales iniciales 2,7 x 10° células
Hy Linfocitos en caza iniciales 2,04 x 10° células
Ry Linfocitos en reposo iniciales 7,18 x 10° células
Zy Agente quimioterapéutico inicial 0

Tabla 3.1: Condiciones iniciales.

3.4.1. Inmunidad débil y quimioterapia ineficaz
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Figura 3.10: Evolucion temporal del sistema inmunolégico en un entorno con
respuesta inmune y quimioterapéutica débil.
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Parametro Significado Valor

q Tasa de crecimiento del tumor 0,18 dia’!

q2 Tasa de crecimiento de linfocitos en reposo 2,45 x 10~2 dia™!
K, Capacidad de carga tumoral 5 x 10° células
Ky Capacidad de carga de linfocitos en reposo 1 x 107 células

Tabla 3.2: Parametros relacionados con el crecimiento celular.

Parametro Significado Valor

a Tasa de eliminacion de c. tumorales por 1. en caza 1,101 x 1077 células™! dia™!
o Muerte de 1. en caza por interaccién con c. tumorales 3,422 x 10~ células dia!
b1 Tasa de conversion de 1. en reposo a 1. activos 1 x 1079 células™ dia’!

dq Tasa de muerte natural de linfocitos en caza 4,12 x 1072 dia™!

Tabla 3.3: Parametros del sistema inmunologico.

Parametro Significado Valor

p1 Intensidad del farmaco sobre células tumorales 8 x 1073

D2 Intensidad sobre linfocitos en caza 2 x 1073

D3 Intensidad sobre linfocitos en reposo 1x1074

A Tasa de administracion del agente 0,1 mg m™ dia’!
13 Tasa de eliminacion del agente 0,01 dia

ai,as, as Constantes de saturacion 106

g1, 92, 93 Tasa de absorcion celular del agente 0,5x 1077

Tabla 3.4: Parametros relacionados con la quimioterapia.

Descripcion del comportamiento

La Figura 3.10 muestra un caso de inmunidad débil y quimioterapia de baja in-
tensidad. Las células cancerigenas crecen rapidamente hasta estabilizarse cerca
de su capacidad de carga K;. La poblacion de linfocitos en caza se mantiene
en niveles muy bajos y disminuye ligeramente con el tiempo, debido a la baja
tasa de activacion desde los linfocitos en reposo y a su muerte natural. Por su
parte, los linfocitos en reposo, aunque crecen inicialmente, tienden también a
estabilizarse cerca de K. En cuanto al agente quimioterapéutico, su concentra-
cion apenas se acumula en el organismo debido a una tasa de administracion
insuficiente y a una eliminacion rapida, lo que limita su efecto.

Interpretacion biolégica

Este caso representa una situacion poco favorable, en la que ni el sistema inmu-
noloégico ni el tratamiento farmacoléogico son capaces de controlar el crecimiento
tumoral. La baja tasa de conversion de linfocitos en reposo a activos limita la
respuesta inmunitaria, y el tratamiento aplicado no es lo suficientemente inten-
so como para inducir una reduccion del tumor. Desde un punto de vista clinico,
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este escenario sugiere la necesidad de estrategias mas agresivas, ya sea aumen-
tando la eficacia de la quimioterapia o potenciando la inmunidad.

3.4.2. Tratamiento farmacolégico mejorado sin efecto antitumoral
claro
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Figura 3.11: Evolucién del sistema con acumulacion del farmaco moderada.

Parametro Significado Valor

1 Tasa de crecimiento del tumor 0,18 dia™!

q2 Tasa de crecimiento de linfocitos en reposo 2,45 x 10~2 dia’!
K Capacidad de carga tumoral 5 x 10° células
Ky Capacidad de carga de linfocitos en reposo 1 x 107 células

Tabla 3.5: Parametros relacionados con el crecimiento celular.

Parametro Significado Valor

a Tasa de eliminacion de c. tumorales por 1. en caza 1,101 x 10~ células™! dia!
Qg Muerte de 1. en caza por interaccién con c. tumorales 3,422 x 10710 células™ dia™!
B1 Tasa de conversién de 1. en reposo a 1. activos 1 x 107? células! dia’!

dy Tasa de muerte natural de linfocitos en caza 4,12 x 1072 dia’?

Tabla 3.6: Parametros del sistema inmunolégico.

Parametro Significado Valor

p1 Intensidad del farmaco sobre células tumorales 8 x 1073

D2 Intensidad sobre linfocitos en caza 2x 1073

D3 Intensidad sobre linfocitos en reposo 1x1074

A Tasa de administracion del agente 2 mg m~ dia’!
13 Tasa de eliminacion del agente 0,002 dia
ai,as,as Constantes de saturacion 109

g1, 92, g3 Tasa de absorcion celular del agente 0,5 x 1077

Tabla 3.7: Parametros relacionados con la quimioterapia.
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Descripcion del comportamiento

La Figura 3.11 muestra un escenario en el que la quimioterapia comienza a es-
tar mas presente en el organismo, aunque sin lograr un impacto significativo
sobre la evolucion del tumor. Las células cancerigenas crecen rapidamente has-
ta estabilizarse cerca de su capacidad de carga K, lo que indica una progresion
tumoral no controlada. La poblacion de linfocitos en caza se mantiene en niveles
muy bajos, lo que refleja una activacion inmune insuficiente. Por su parte, los
linfocitos en reposo aumentan de forma progresiva hasta acercarse a su capaci-
dad de carga K5. En este caso, se observa una mayor concentracion del agente
quimioterapéutico en comparacion con el caso anterior, como resultado del au-
mento en la tasa de administracion y en la tasa de eliminacion. Sin embargo,
este incremento no es suficiente para inducir una respuesta terapéutica efectiva.

Interpretacion bioldgica

Este escenario representa una mejora parcial respecto al caso anterior, en el
sentido de que el agente quimioterapéutico comienza a acumularse en el orga-
nismo. No obstante, su concentracion sigue siendo insuficiente para reducir de
manera efectiva la poblacion tumoral. La respuesta inmunitaria continta siendo
débil, con una activacion minima de linfocitos en caza. Desde un punto de vista
clinico, este resultado sugiere que, aunque los cambios en el agente farmacol6-
gico van en la direccion adecuada, aiin se requieren ajustes mas profundos en
la estrategia terapéutica. Seria recomendable aumentar la intensidad o duracion
del tratamiento y explorar mecanismos que potencien la activacion del sistema
inmunologico.

3.4.3. Eliminacion eficaz del tumor por tratamiento combinado
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Figura 3.12: Evolucion temporal del sistema inmunolégico bajo tratamiento
combinado eficaz con eliminacion tumoral.
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Parametro Significado Valor

1 Tasa de crecimiento del tumor 0,15 dia’!

g2 Tasa de crecimiento de linfocitos en reposo 0,03 dia™!

K Capacidad de carga tumoral 5 x 10° células
Ky Capacidad de carga de linfocitos en reposo 1 x 10" células

Tabla 3.8: Parametros relacionados con el crecimiento celular.

Parametro Significado Valor

aq Tasa de eliminacién de c. tumorales por 1. en caza 1,5 x 1077 células! dia™!
o Muerte de 1. en caza por interaccion con c. tumorales 2 x 10710 células™! dia™!
et Tasa de conversion de 1. en reposo a 1. activos 1x 107" células™! dia™!
di Tasa de muerte natural de linfocitos en caza 0,03 dia’!

Tabla 3.9: Parametros del sistema inmunolégico.

Parametro Significado Valor

p1 Intensidad del farmaco sobre células tumorales 8 x 1073

D2 Intensidad sobre linfocitos en caza 2x 1073

D3 Intensidad sobre linfocitos en reposo 1x1074

A Tasa de administracion del agente 2 mg m2 dia’!
13 Tasa de eliminacion del agente 0,005 dia
ai,as, as Constantes de saturacion 109

g1, 92, 93 Tasa de absorcion celular del agente 0,5 x 1077

Tabla 3.10: Parametros relacionados con la quimioterapia.

Descripcion del comportamiento

La Figura 3.12 muestra un escenario en el que la quimioterapia tiene un efecto
significativo, acompanado de una respuesta inmune intensa. Las células cance-
rigenas comienzan con un crecimiento inicial moderado, pero pronto se reducen
drasticamente hasta desaparecer completamente en los primeros diez dias. La
poblacion de linfocitos en caza aumenta de forma pronunciada, alcanzando un
pico claro, y luego desciende a medida que se elimina el tumor. Por su parte,
los linfocitos en reposo también muestran un aumento inicial, seguido de una
caida debido a su activacion. Finalmente, la concentracion del farmaco aumen-
ta progresivamente a lo largo del tiempo, ya que se mantiene la misma tasa de
administracion que en el caso anterior, pero con una tasa de eliminacion ligera-
mente superior.

Interpretacion bioldgica

Este caso refleja una respuesta terapéutica muy favorable, en la que el efecto
combinado del tratamiento quimioterapéutico y la activacion inmune permite la
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eliminacion completa del tumor en un corto periodo de tiempo. La quimioterapia
se acumula de forma progresiva en el organismo y, aunque su eliminacién es
algo mas rapida que en el caso anterior, su concentracion sigue siendo suficiente
para mantener su eficacia. Al mismo tiempo, el sistema inmunolégico responde
con fuerza: los linfocitos en caza se activan rapidamente, contribuyendo a la
destruccion del tumor. En conjunto, este escenario representa un tratamiento
exitoso, en el que se logra un equilibrio eficaz entre el efecto del farmaco y la
intervencion inmunitaria.

3.4.4. Eliminacion efectiva del tumor bajo tratamiento intermiten-
te ajustado
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-g 8 ‘ ‘ — Células ca‘ncerfgenas
o=l — Linfocitos en caza
.2 6 L Linfocitos en reposo
- --Agente quimioterapéutico

N

Numero de ind
o N

40 60 80 100
Tiempo (%)

o
N
o

Figura 3.13: Evolucion temporal del sistema inmunolégico frente a tratamiento
intermitente eficaz con eliminacioén tumoral.

Parametro Significado Valor

q1 Tasa de crecimiento del tumor 0,18 dia!

g2 Tasa de crecimiento de linfocitos en reposo 0,0245 dia™!

K, Capacidad de carga tumoral 5 x 10° células
Ky Capacidad de carga de linfocitos en reposo 1 x 10" células

Tabla 3.11: Parametros relacionados con el crecimiento celular.

Parametro Significado Valor

ay Tasa de eliminacion de c. tumorales por 1. en caza 1,2 x 107" células™! dia’!
as Muerte de 1. en caza por interaccién con c. tumorales 2,8 x 10710 células™ dia!
51 Tasa de conversion de 1. en reposo a l. activos 2 x 1078 células™! dia!
dy Tasa de muerte natural de linfocitos en caza 0,04 dia™!

Tabla 3.12: Parametros del sistema inmunologico.
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Parametro Significado Valor

p1 Intensidad del farmaco sobre células tumorales 8 x 1073

P2 Intensidad sobre linfocitos en caza 2 x 1073

D3 Intensidad sobre linfocitos en reposo 1x1074

A Tasa de administracion del agente (variable) 1,5 mg m? dia!
€ Tasa de eliminacion del agente 0,005 dia
ai,as,as Constantes de saturacion 109

g1, 92,93 Tasa de absorcion celular del agente 0,5 x 1079

Tabla 3.13: Parametros relacionados con la quimioterapia.

Descripcion del comportamiento

La Figura 3.13 muestra como evoluciona el sistema ante un esquema de quimio-
terapia pulsada. Las células tumorales crecen inicialmente, pero logran ser con-
tenidas y reducidas por la accion conjunta del tratamiento y del sistema inmu-
nologico. La poblacion de linfocitos en caza aumenta progresivamente a medida
que disminuye la carga tumoral, lo que refleja una activacion inmunitaria efec-
tiva. Por su parte, los linfocitos en reposo disminuyen de forma sostenida, como
resultado de su conversion en linfocitos activos. La concentracion del agente
quimioterapéutico presenta oscilaciones regulares debidas a la administracion
intermitente del farmaco.

Interpretacion bioldgica

Este caso representa un escenario clinico equilibrado. Aunque el tumor muestra
un crecimiento inicial, el sistema inmune, junto con la quimioterapia, logra con-
tenerlo y eliminarlo eficazmente. La activacion de los linfocitos en reposo, combi-
nada con las dosis pulsadas del farmaco, permite eliminar las células tumorales
en un tiempo razonable. Este resultado sugiere que un régimen intermitente, si
esta bien calibrado en intensidad y frecuencia, puede ser efectivo y menos téxico
al aprovechar de manera complementaria los efectos del sistema inmune y del
tratamiento farmacolégico.

3.4.5. Comparativa de escenarios terapéuticos

Los cuatro casos simulados muestran la evolucion del sistema tumor-inmuno-
légico con quimioterapia bajo distintas configuraciones terapéuticas y niveles de
respuesta inmunolégica que impactan en la evolucion del sistema.

En el primer caso, tanto la quimioterapia como la respuesta inmune son débiles,
lo que conduce a un crecimiento tumoral descontrolado hasta alcanzar su capa-
cidad de carga maxima. La baja acumulacion del farmaco, junto con la escasa
activacion de linfocitos en caza, impide cualquier contencion significativa.

En el segundo escenario, se mejora la acumulacion del agente quimioterapéuti-
co. No obstante, esta mejora resulta insuficiente para inducir una regresion del
tumor, que persiste, mientras la activacion inmunitaria sigue siendo limitada.
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El tercer caso presenta un cambio notable: bajo un régimen continuo de qui-
mioterapia mas eficaz y con una activaciéon inmunitaria mas fuerte, se consigue
eliminar completamente el tumor en un corto periodo de tiempo. Este resultado
refleja una respuesta terapéutica exitosa, con una cooperacion efectiva entre el
sistema inmune y el tratamiento farmacolégico.

Finalmente, en el cuarto escenario, se introduce una estrategia de quimioterapia
pulsada, con ciclos alternos de administracion. A pesar de su caracter intermi-
tente, el tumor es eliminado de forma eficaz gracias a una activacion inmunitaria
sostenida. Este caso demuestra que un régimen bien calibrado, aunque no con-
tinuo, puede ser igual de efectivo y potencialmente menos téxico.

En conjunto, estos resultados subrayan la importancia de disenar tratamientos
que no solo se basen en una alta dosis del farmaco, sino que consideren también
su frecuencia de aplicacion y su capacidad para complementar la respuesta
inmunitaria del organismo.
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Capitulo 4

Analisis de impacto

En este capitulo se evalua la forma en que nuestro estudio, centrado en la mode-
lizacion matematica de la interaccion entre el cancer, el sistema inmunolégico y
la quimioterapia, se relaciona con los Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODS),
adoptados por todos los Estados Miembros de las Naciones Unidas en 2015 co-
mo parte de la Agenda 2030 para el Desarrollo Sostenible. Esta agenda establece
un conjunto de 17 objetivos interrelacionados que abarcan areas como la salud,
la educacion, la innovacion, la justicia y la sostenibilidad ambiental.

A pesar de los avances logrados desde su adopcion, los desafios siguen siendo
significativos, y es responsabilidad de todos los sectores, incluida la comuni-
dad académica, contribuir a su cumplimiento. En este marco, los trabajos de
investigacion universitaria, incluso en su fase formativa, pueden tener un im-
pacto positivo al generar conocimiento util, promover la innovacion y apoyar el
desarrollo sostenible desde una perspectiva cientifica y aplicada.

En este contexto, el presente trabajo guarda relacion
con varios de los ODS. En primer lugar, el ODS 3,
basado en la salud y el bienestar, tiene como fina- SALUD
lidad garantizar una vida sana y promover el bien- Y BIENESTAR
estar para todas las personas. Este trabajo, al estar
enfocado en el estudio de modelos matematicos apli-
cados al crecimiento tumoral y a la accion de la qui- .
mioterapia, aporta herramientas conceptuales y me-
todologicas para comprender mejor la dinamica de la
enfermedad. Dichos modelos facilitan la simulacion
de la evolucion del cancer en presencia o ausencia
de tratamiento, la evaluacion de estrategias terapéuticas y el analisis del efecto
de diversos parametros biologicos, contribuyendo asi a ampliar el conocimiento
cientifico aplicado a la salud.
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En segundo lugar, este proyecto se alinea con el ODS

EDUCACION 4, que promueve una educacion de calidad. Al de-
DE CALIDAD sarrollarse en un entorno universitario, este trabajo
" responde al objetivo de fortalecer la formacién su-

perior mediante el uso de herramientas matemati-

cas avanzadas con aplicacion real. La naturaleza in-

terdisciplinar del estudio, que integra matematicas

aplicadas, biomedicina e informatica, favorece la ad-

quisicion de competencias técnicas y analiticas de
alto nivel, y puede servir como referencia para futu-
ros estudios en el area de modelizacion biomédica, impulsando asi el aprendizaje
y la investigacion en entornos formativos.

Por ultimo, el trabajo también guarda relacion con
el ODS 9, vinculado al desarrollo de la industria, la
innovacion y la infraestructura cientifica. Aunque se
trata de una investigacion académica, contribuye al
fomento de la innovacion mediante la formulacion,
analisis y simulacion de modelos matematicos apli-
cados a un problema biomédico de gran relevancia.
La modelizacion matematica del cancer representa
una linea de trabajo con potencial en la creacion de
soluciones innovadoras para el diagnostico, el trata-
miento y el seguimiento de enfermedades. Ademas,
este tipo de estudios fomenta la colaboracion entre investigadores, centros hos-
pitalarios y empresas tecnolégicas, lo que resulta esencial para impulsar el de-
sarrollo de herramientas aplicadas en entornos clinicos reales.

INDUSTRIA,
INNOVACION E
INFRAESTRUCTURA

En resumen, aunque el trabajo se sitia dentro de un marco académico, su con-
tenido y metodologia presentan conexiones claras con los Objetivos de Desarrollo
Sostenible. La contribucion se realiza principalmente en términos de generacion
de conocimiento, desarrollo de herramientas analiticas aplicadas a la salud y
formacion de competencias en contextos de educacion superior, reforzando asi
el papel de la ciencia y la educacion en la construccion de un futuro mas soste-
nible.
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo se presentan las principales conclusiones obtenidas a lo largo
del trabajo, asi como posibles lineas de investigacion futura que podrian desa-
rrollarse a partir de los resultados alcanzados. El objetivo es resumir los logros
conseguidos, valorar su relevancia dentro del contexto cientifico y plantear ex-
tensiones que, aunque escapan al alcance de este trabajo de grado, suponen
una evolucion natural del mismo.

Conclusiones

En este trabajo se han analizado dos modelos matematicos para estudiar la
interaccion entre el sistema inmunologico y el crecimiento de tumores, con y
sin la aplicacion de quimioterapia. El primero de ellos considera tinicamente la
dinamica entre las células tumorales y los linfocitos, mientras que el segundo
introduce el efecto de tratamientos de quimioterapia. En ambos casos, se han
formulado sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias y se ha llevado a ca-
bo un analisis detallado de los puntos de equilibrio y de su estabilidad local
mediante el calculo de la matriz jacobiana.

Los resultados obtenidos permiten comprender mejor la dinamica del sistema
bajo distintas condiciones iniciales y parametros, lo cual es fundamental para
anticipar el desarrollo de la enfermedad. Este tipo de estudios contribuye sig-
nificativamente a optimizar la estrategia terapéutica, facilitando la eleccion de
protocolos de tratamiento mas eficientes, con el objetivo de maximizar la elimi-
nacion de cé€lulas cancerigenas y minimizar el dano al sistema inmunolégico. En
consecuencia, este enfoque puede repercutir en una mayor tasa de éxito para
los pacientes y en tratamientos mas personalizados y eficaces.

Trabajo futuro

A partir de los resultados alcanzados, se identifican diversas posibles lineas de
trabajo futuro que permitirian ampliar el analisis realizado. Una de ellas consis-
te en estudiar la estabilidad global de los puntos de equilibrio, lo que ofreceria
una vision mas completa del comportamiento del sistema para cualquier condi-
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cion inicial del plano de fases. Este tipo de analisis requeriria utilizar funciones
de Lyapunov, una herramienta propia de niveles mas avanzados. Otra linea de
investigacion interesante seria el analisis de la existencia de conjuntos atracto-
res, lo cual facilitaria una caracterizacion completa de la dinamica a largo plazo
del sistema. Para abordar esta cuestion, seria necesario recurrir a la teoria de
sistemas dinamicos autonomos.

Ademas, seria relevante incorporar retardos temporales en las ecuaciones del
modelo, dado que ciertos procesos biologicos, como la activacion del sistema in-
munoloégico o los efectos de la quimioterapia, no son instantaneos. La inclusién
de estos retardos haria el modelo mas realista, aunque también exigiria técni-
cas mas complejas de analisis. Asimismo, otra posibilidad consistiria en supo-
ner que algunos coeficientes del modelo dependen del tiempo, lo que implicaria
abandonar el estudio clasico de los puntos de equilibrio y analizar la evolucion
del sistema mediante herramientas de sistemas dinamicos no auténomos.

En definitiva, el trabajo realizado ha permitido abordar con éxito la modelizacion
de la interaccion entre tumores y el sistema inmunolégico, asi como evaluar el
impacto de la quimioterapia mediante herramientas matematicas. Aunque se ha
centrado especialmente en el calculo de puntos de equilibrio y en el analisis de
su estabilidad local, el estudio ha abierto nuevas perspectivas de analisis que
podrian contribuir en el futuro a una comprension mas completa y profunda de
este tipo de fenémenos.
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Apéndice A

Preliminares sobre sistemas
diferenciales ordinarios

En este Apéndice A se explorara el analisis de sistemas diferenciales no lineales
de primer orden, asi como su aplicacion en la modelizacion de fenéomenos reales.

A.1. Definiciones basicas

Definicion A.1.1. Un sistema diferencial ordinario (SDO) de primer orden y di-
mension n € N en_forma normal es una expresion de la _forma

i) = fi(t (8, 32(8), - yn (), (A1)

yo(t) = fa(t, 1 (1), 12(t), ..., yn(t)), (A.2)

Un(t) = fu(t,51(),92(1), - yn (1)), (A.3)
donde fi, fa, ..., fn : @ C R — R son funciones dadas, t es la variable indepen-
diente, las funciones yi, o, ...,y, son las funciones incégnita que solo dependen
det ey, vh,...,y, sonlas derivadas de las funciones incégnita respecto de t.

Definicion A.1.2. Una solucion de (A.1)-(A.3) es cualquier conjunto de _funciones
Y1,Y2,---,Yn : (a,b) = R satisfaciendo:

(i) Existe yi(t), Vt € (a,b),Vi=1,2,...,n.
(i) (t,y1(t),y2(t),...,yn(t)) € Q, Vt € (a,b).
(i) v}(t) = fi(t,y1(t), y2(t), ..., yn(t)), Vt € (a,b), Vi =1,2,...,n.
Diremos entonces que y = (y1,y2,-..,Yn)’ es solucion de (A.1)-(A.3) en (a,b).

Observacion A.1.1. Generalmente consideraremos un conjunto abierto €2 C R7HL
yf=0 o ., )T € COQ;R"), con lo que (i) en la Definicion A.1.2 puede susti-
tuirse por la condiciéon y € C*((a,b); R™).
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Definicion A.1.3. Denominamos problema de valores iniciales (PVI) o problema
de Cauchy (PC) para el SDO (A.1)-(A.3) al problema consistente en, fijado un punto
(to,y?,...,92) € Q, hallar una solucién de (A.1)-(A.3) en (a,b) tal que ty € (a,b) y se
verifique que y1(to) = 9, ..., yn(to) = 3. En tal caso se dice que y = (y1,92,---,yn)"
es una solucion en (a,b) del problema de Cauchy

y1(t) = fi(t v (1), v2(8), - - yn(t)), (A.4)
yé(t) :f2(t7 yl(t)va(t)v"'ayn(t))7 (A.5)
yn(t) = fu(ty1(8), y2(t), .., yn(t)), (A.6)
yi(to) =17, -, yn(to) = yp- (A.7)

Teorema A.1.1. (de Picard): Sean 2 C R**! un conjunto abierto no vacio y consi-
deraremos f1, fa,... fn : @ = R" funciones tales que

(l) f17f27"‘7fn€CO(Q)7
(i) existen

ofi .
oty ), Vii=1,....n,
ayj( 1 Yn), Vi, j n

Yy son continuas en ).
Entonces, para cada (to,v?,...,y2) € Q, existe una tinica soluciéon maximal del
problema de Cauchy (A.4)-(A.7) en su intervalo maximal de existencia (a,b), que

es abierto.

Observacion A.1.2. Si solo se verifica la condicion (i) del Teorema A.1.1, solo es
posible demostrar la existencia (Teorema de Peano), pero no podemos asegurar la
unicidad.

Observacion A.1.3. Bagjo las condiciones del Teorema A.1.1 es posible demostrar
que la solucion maximal del problema de Cauchy (A.4)-(A.7) es continua respecto

de los datos iniciales.

Teorema A.1.2. Sea (a,b) el intervalo maximal de existencia de la solucion del
problema de Cauchy (A.4)-(A.7). Entonces, se tiene que:

1. Si|b| < 400, entonces lim |y(t)| = +o0.
t—b—

2. Sila| > —o0, entonces lim |y(t)| = +oo.
t—at
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A.2. Teoria cualitativa de sistemas diferenciales autono-
mos

Esta seccion esta dedicada al analisis de los sistemas diferenciales auténomos,
es decir, aquellos que se escriben de la forma

Yo (t) = fa(y1(), y2(t), - - -, yn (1)), A.9)
Un(t) = fu(y1(8),p2(t), .. un(t)), (A.10)
donde fi, fo,..., fn : X C R™ = R, siendo X abierto, son funciones dadas que no

dependen explicitamente de la variable t.

En lo que sigue, trabajaremos con el sistema (A.8)-(A.10) escrito en forma com-
pacta y complementado con condiciones iniciales, es decir, trabajaremos con el
siguiente problema de Cauchy

y'(t) = fly(t), (A.11)
y(0) = yo, A.12)
donde
y1(t) fiyi(®), .- yn(t)) yg
N K BT B e I g
Yn(t) fa(yi(0), .- yn(t)) Yo

siendo f : X C R® — R, con X abierto, funciones tales que existe una unica
solucion del problema de Cauchy (A.11)-(A.12).

Dicha solucion vendra dada como

y1(t;y?)
0

y2(t;93)
y(tiyo) = ||, VEe(ab) 30,

Yn(t;y0)

donde (a,b) denota el intervalo maximal de existencia de la solucién, que debe
contener al tiempo inicial ¢to = 0 considerado.

Observacion A.2.1. De aqui en adelante, escribiremos y(t;yo) en lugar de y(t),
para explicitar el dato inicial con el que se esta trabajando.

En el caso de sistemas no lineales, suele ser extremadamente dificil, e inclu-
so imposible, obtener una expresion explicita de sus soluciones. Sin embargo,
aprenderemos nuevas técnicas que nos permitiran extraer informacion relevante
sobre estas soluciones y, en consecuencia, sobre el fenémeno modelado, incluso
sin conocerlas de forma explicita.
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A.2.1. Trayectorias y plano de fases

En primer lugar, supongamos que disponemos de una forma de representar
graficamente las funciones solucion del problema de Cauchy (A.11)-(A.12).

Una primera idea de representacion puede ser ver la evolucion de las funciones
solucion en funcién del tiempo, es decir, representar las funciones ¢ — y(¢; yo).

Sin embargo, también podemos representar la curva
Yyo = {y(t; yO)a le (CL, b)}a

que denominaremos Orbita o trayectoria de la solucion, con dato inicial yy. Ade-
mas, al espacio en el que representamos dicha orbita lo denominaremos diagra-
ma de fases o espacio de fases.

Obsérvese que, al elegir distintos datos iniciales, las orbitas asociadas a cada
uno de ellos no pueden cortarse en el diagrama de fases, como consecuencia de
la unicidad de la solucion.

Consideramos ahora una orbita v,, asociada al dato inicial yy y tomamos un
punto y* = (yi,vs,...,v;) sobre dicha curva. Podemos calcular entonces

_fl(yfuyéa"' 7y;kz)-
(Y1595, ym)

_fn(yfa y;: cee 7y;kz>_

que es el vector tangente a la orbita v,, en el punto y*.

A.2.2. Puntos de equilibrio y estabilidad

Cuando trabajamos con sistemas auténomos a menudo surgen soluciones que
son constantes, del tipo

y(t;y0) = yo, Vt € (a,b).
Estas soluciones son especialmente relevantes y se corresponden con lo que
denominaremos punto de equilibrio del sistema (A.11).

Definicién A.2.1. Un punto v* = (v§,v3,...,y:)T € X se denomina punto de equi-
librio del sistema (A.11) si se verifica que
fhye, ) =0, fol vz, 5un) =0, ooy Syl v, yn) = 0.

A continuacion, vamos a ver como los puntos de equilibrio proporcionan infor-
macion util sobre el comportamiento de las soluciones del problema de Cauchy
(A.11)-(A.12) en un entorno de tales equilibrios.

Definicién A.2.2. Un punto de equilibrio yv* = (y§,v5,...,vy;)! del problema de
Cauchy (A.11)-(A.12) se dice que es localmente estable si Ve > 0, existe 6 > 0 de
tal forma que si

lyo —y*|| <6,

70



A.2. Teoria cualitativa de sistemas diferenciales auténomos

entonces
ly(t;yo) —y*|l <€, Vt>0.

En otras palabras, las soluciones que parten “cerca” del equilibrio y* siempre se
mantienen “cerca” de él

Definicion A.2.3. Un punto de equilibrio del problema de Cauchy (A.11)-(A.12) se
dice que es localmente inestable si no es localmente estable.

Definicién A.2.4. Un punto de equilibrio y* = (yi,v5,...,y5)T del problema de
Cauchy (A.11)-(A.12) se dice que es localmente atractivo o localmente convergente
si existe n > 0 de tal forma que para cualquier dato inicial vy, Si

lyo — y* Il < m,

entonces

lim y(t;y0) = y*.

t—+o00

En otras palabras, las soluciones que parten “cerca” del equilibrio convergen a él.

Definicién A.2.5. Seay* = (y%,95,...,y5)T

Cauchy (A.11)-(A.12). El conjunto

un punto de equilibrio del problema de

B:={yeX: tE.IE‘ooy(t; Yo) =y"}

se denomina base de atraccioén del equilibrio y*.

Definicién A.2.6. Un punto de equilibrio y* = (y5,v5,...,vy;)! del problema de
Cauchy (A.11)-(A.12) se dice que es localmente asintéticamente estable si es local-
mente estable y localmente atractivo.

Definicién A.2.7. Un punto de equilibrio yv* = (y§,v5,...,y;)! del problema de
Cauchy (A.11)-(A.12) se dice que es localmente exponencialmente estable si exis-
ten o, 5,n > 0 tales que para cualquier dato inicial y, Se tiene que si

llyo — y*[| <,

entonces

ly(tsyo) =yl < B llyo —y*lle™, t>0.
En otras palabras, las soluciones que parten “cerca” del equilibrio se mantienen
“cerca” de él y convergen a él de_forma exponencial.
Supongamos ahora que y* = (yi,v5,...,v:)! es un punto de equilibrio del proble-
ma de Cauchy (A.11)-(A.12). Podemos entonces aproximar f(y) cerca del punto
de equilibrio de la siguiente forma:

fy) = fy") +Dfy )y —y"),
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donde Df(y*) es la matriz jacobiana evaluada en y*:

oy Oya ~ Oyn
. oy Oya Oy |,
Dfy) = | 2 i )
LOy1 Oy2 Oyn

Como y* es un punto de equilibrio, por definicion se tiene que f(y*) = 0, entonces
la aproximacion lineal se puede escribir como:

fy) = Df(y" )y —y*).

Esto nos permite linealizar el SDO del problema de Cauchy en cuestion, en un
entorno del punto de equilibrio, es decir, aproximarlo por el siguiente SDO

y'(t) = Df(y")(y — y*).

Debido a la linealizacion “cerca® del equilibrio, es natural esperar que el com-
portamiento de las soluciones de nuestro SDO original no lineal sea parecido al
comportamiento de las soluciones del SDO lineal aproximado “cerca® del equili-
brio.

Teorema A.2.1. Seay* = (y},v3,...,y:)T un punto de equilibrio del sistema (A.11).

(i) El equilibrio y* es localmente exponencialmente estable si todo los autovalo-
res de la matriz D f(y*) tienen parte real negativa.

(i) El equilibrio y* es localmente inestable si algtin autovalor de la matriz D f(y*)
tienen parte real positiva.
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Apéndice B

Codigo de las simulaciones
numéricas

En este capitulo se incluye el coédigo usado para realizar las diferentes simula-
ciones numeéricas que aparecen a lo largo del trabajo.

B.1. Modelo Tumor-Sistema Inmunolégico

B.1.1. Simulacion 1 - Inmunidad débil

Corresponde al caso en el cual el tumor crece sin control por falta de respuesta
inmune suficiente.

1 % Pardmetros del modelo
2 rl = 0.35;

3 r2 = 0.1;

4 K1 = 5eo6;

5 K2 = 1e7;

6 alphal = 5e-8;

7 alpha2 = 1.5e-9;

8 beta = 2.5e-9;

9 dl = 0.07;

10

11 % Condiciones iniciales

12 CO = 2.7e6;

13 HO = 2.04e5;

14 RO = 7.18e6;

15

16 $ Tiempo de simulacidn

17 t0 = 0;

18 tf = 100;

19 dt = 0.1; % paso de tiempo
20 N = round((tf - t0)/dt); $ numero de pasos
21 t = linspace (t0, tf, N+1); % vector de tiempo
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N o o W

[ed]

Capitulo B. Cédigo de las simulaciones numéricas

Inicializacidon de variables

oo

= zeros(l, N+1);
= zeros(l, N+1);
= zeros(l, N+1);
(1) = CO;
(1) = HO;
(1) = RO;

- Q W™ oE Q

o

% Método de Euler (diferencias finitas)

for n = 1:N

dC = r1l+C(n)* (1l - C(n)/K1l) - alphalxC(n)~*H(n);

dH = betaxH(n)*R(n) - dlxH(n) - alpha2+C(n)*H(n);
dR = r2+«R(n)* (1 — R(n)/K2) — beta*H(n)*R(n);

C(n+l) = C(n) + dt = dC;

H(n+1) H(n) + dt = dH;

R(n+1) R(n) + dt = dR;
end

% Graficos

figure;

plot (t, C, 'LineWidth', 2); hold on;

plot (t, H, 'LineWidth', 2);

plot (t, R, 'LineWidth', 2);

xlabel ('{\bf Tiempo ($t$)}', 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)

ylabel ("{\bf N\'{u}mero de individuos}", 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)

title ("{\bf Evoluci\'{o}n temporal}", 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)
legend ("C\'{e}lulas cancer\'{i}genas", 'Linfocitos en caza', 'Linfocitos en
— reposo', 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25);

grid on;

set (gca, 'FontSize', 40)

Codigo fuente 1: Simulaciéon con respuesta inmune débil.

B.1.2. Simulacion 2 - Equilibrio parcial

Corresponde al caso donde el tumor y el sistema inmunolégico coexisten en

equilibrio sin eliminacion total.

% Parametros del modelo

rl = 0.18;
r2 = 0.0245;
K1 = 5e6;

K2 = 1le7;

alphal = 1.101e-7;
alpha2 = 3.422e-10;
beta = 6.2e-9;
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B.1. Modelo Tumor-Sistema Inmunolégico

dl = 0.0412;

-3

% Condiciones iniciales

CO0 = 2.7e6;
HO = 2.04e5;
RO = 7.18e6;

-3

% Tiempo de simulacidn

t0 = 0;

tf = 100;

dt = 0.1; % paso de tiempo

N = round((tf - t0)/dt); % numero de pasos
t = linspace (t0, tf, N+1); % vector de tiempo

o

Inicializacién de variables
= zeros(l, N+1);

= zeros(l, N+1);

zeros (1, N+1);

(1) = CO;

(1) = HO;

(1) = RO;

o Q™ T Q
Il

% Método de Euler (diferencias finitas)

for n = 1:N
dC = rl+C(n)*(1 - C(n)/K1l) - alphalxC(n)~*H(n);
dH = betaxH(n)+*R(n) - dl+«H(n) - alpha2xC(n)+*H(n);
dR = r2«R(n)* (1 — R(n)/K2) - beta*H(n)*R(n);

C(n+l) = C(n) + dt = dC;

H(n+l) = H(n) + dt = dH;

R(n+l) = R(n) + dt * dR;
end

o

% Graficos

figure;

plot (t, C, 'LineWidth', 2); hold on;

plot (t, H, 'LineWidth', 2);

plot (t, R, 'LineWidth', 2);

xlabel ('{\bf Tiempo ($t$)}', 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)

ylabel ("{\bf N\'{u}lmero de individuos}", 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)
title ("{\bf Evoluci\'{o}n temporal}", 'Interpreter', 'latex',6 'Fontsize',25)
legend ("C\'{e}lulas cancer\'{i}genas", 'Linfocitos en caza', 'Linfocitos en
— reposo', 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25);

grid on;

set (gca, 'FontSize', 40)

Codigo fuente 2: Simulacién con respuesta inmune parcial.
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Capitulo B. Codigo de las simulaciones numéricas

B.1.3. Simulacion 3 - Inmunidad eficaz

Corresponde al caso donde el sistema inmunolégico elimina el tumor gracias a

una fuerte activacion.

-3

rl = 0.18;

r2 = 0.0245;

K1 = 5e6;

K2 = 1le7;

alphal = 1.101e-7;
alpha2 = 3.422e-10;
beta = 1le-8;

dl = 0.0412;

-3

CO0 = 2.7e6;
HO = 2.04e5;
RO = 7.18e6;

o

% Parametros del modelo

% Condiciones iniciales

% Tiempo de simulacidn

t0 = 0;

tf = 100;

dt = 0.01;

N = round((tf - t0)/dt);

t = linspace(t0, tf, N+1);

o\

= zeros (1,
= zeros (1,
= zeros (1,
= CO;
HO;
RO;

(1) =
(1) =

- Q x™ T Q

N+1);
N+1);
N+1);

Inicializacidén de variables

$ paso de tiempo
% numero de pasos

% vector de tiempo

% Método de Euler (diferencias finitas)

for n = 1:N
dC = rl+C(n)* (1l - C(n)/K1l) - alphalxC(n)~*H(n);
dH = betaxH(n)+*R(n) - dl+«H(n) - alpha2xC(n)+*H(n);
dR = r2«R(n)* (1 - R(n)/K2) - beta*H(n)*R(n);
C(n+l) = C(n) + dt = dC;
H(n+1) = H(n) + dt = dH;
R(ntl) = R(n) + dt » dR;

end

o

% Graficos

figure;

$subplot (2,1,1);
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B.2. Modelo Tumor-Sistema Inmunolégico con Aplicacion de
Quimioterapia

plot (t, C, 'LineWidth', 2); hold on;

plot (t, H, 'LineWidth', 2);

plot (t, R, 'Linewidth', 2);

xlabel ('{\bf Tiempo ($t$)}', '"Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)

ylabel ("{\bf N\'{u}lmero de individuos}", 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)
title ("{\bf Evoluci\'{o}n temporal}", 'Interpreter', 'latex',6 'Fontsize',25)
legend ("C\'{e}lulas cancer\'{i}genas", 'Linfocitos en caza','Linfocitos en
— reposo', 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25);

grid on;

set (gca, 'FontSize', 40)

Codigo fuente 3: Simulacion con respuesta inmune eficaz.

B.2. Modelo Tumor-Sistema Inmunolégico con Aplica-
cion de Quimioterapia
B.2.1. Simulacion 1 - Inmunidad débil y quimioterapia ineficaz

Corresponde al caso en el que ni el sistema inmunolégico ni la quimioterapia
logran frenar el crecimiento tumoral.

-3

% Parametros bioldgicos

gl = 0.18;

g2 = 0.0245;

K1 = 5eo6;

K2 = 1e7;

alphal = 1.101e-7;
alpha2 = 3.422e-10;

betal = 1e-9;
dl = 4.12e-2;

% Pardmetros de quimioterapia

pl = 8e-3;
p2 = 2e-3;
p3 = le-4;
al = 1leo6;
a2 = leb6;
a3 = leo6;

gl = 0.5e-9;
g2 = 0.5e-9;
g3 = 0.5e-9;
Delta = 0.1;

oo

Aplicacidén débil
xi = 0.01; % Eliminacidén rdpida
% Condiciones iniciales

CO = 2.7e6;

HO 2.04e5;
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RO 7.18e6;

z0 = 0;

% Tiempo de simulacidn

t0 = 0; tf = 100; dt = 0.1;
N = round((tf - t0)/dt);

t = linspace(t0, tf, N+1);

% Inicializacidn

C = zeros(l, N+1); H = zeros(l, N+1); R = zeros(l, N+1); Z = zeros(l, N+1);
C(l) = CO; H(l) = HO; R(1) = RO; Z(1) = Z0;

% Método de Euler
for n = 1:N
consumo = (gl*C(n)/(al + C(n)) + g2+«H(n)/(a2 + H(n)) + g3*R(n)/ (a3 +

— R(n))) » Z(n);

dC = gl+«C(n)* (1 — C(n)/Kl) - alphalsC(n)*H(n) - (pl+«C(n)/(al + C(n))) =
— Z(n);

dH = betal+*H(n)*R(n) - dl+«H(n) - alpha2+C(n)+*H(n) - (p2+«H(n)/ (a2 + H(n)))
— % Z(n);

dR = g2+R(n)* (1 - R(n)/K2) - betal+H(n)*R(n) - (p3*R(n)/ (a3 + R(n))) =*
— Z(n);

dz = (Delta - Z(n))+*xi — consumo;

C(n+l) = C(n) + dt = dC;

H(n+1) = H(n) + dt = dH;

R(ntl) = R(n) + dt = dR;

Z(n+l) = max(0, Z(n) + dt » dz); % evita valores negativos

end

% Graficos
figure;
plot (t, C, 'LineWidth', 2); hold on;
plot (t, H, 'LineWidth', 2);
2)
'

plot (t, R, 'LineWidth', 8
plot(t, Z %= le6, 'black—-', 'LineWidth', 2); % amplifica visualmente Z
xlabel ('{\bf Tiempo ($t$)}', 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)

ylabel ("{\bf N\'{u}lmero de individuos}", 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)
title ("{\bf Evoluci\'{o}n temporal}", 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)
legend("C\'{e}lulas cancer\'{i}genas", 'Linfocitos en caza', 'Linfocitos en
— reposo',"Agente quimioterap\'{e}utico

— ", 'Interpreter',6 'latex', 'Fontsize',25);

grid on;

set (gca, 'FontSize', 40)

Codigo fuente 4: Simulacion con respuesta inmune débil y tratamiento farma-
cologico ineficaz.
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B.2. Modelo Tumor-Sistema Inmunolégico con Aplicacion de
Quimioterapia

B.2.2. Simulacion 2 - Tratamiento farmacolégico mejorado sin efec-
to antitumoral claro

Corresponde al caso en el que, aunque se mejora la acumulacién del farmaco,

N o aobh W

© »
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42

el tumor persiste debido a la baja eficacia inmunolégica.

-3

% Parametros bioldgicos

ql = 0.18;

gz = 0.0245;

K1 = 5eo6;

K2 = 1e7;

alphal = 1.101e-7;
alpha2 = 3.422e-10;
betal = 1le-9;

dl = 4.12e-2;

o

% Pardmetros de quimioterapia

pl = 8e-3;

p2 = 2e-3;

p3 = le-4;

al = 1leo6;

a2 = leb;

a3 = leob;

gl = 0.5e-9;

g2 = 0.5e-9;

g3 = 0.5e-9;

Delta = 2.0; % Aplicacidén fuerte
xi = 0.002; % Eliminacidén lenta

9

$ Condiciones iniciales

CO = 2.7e6;
HO = 2.04e5;
RO = 7.18e6;
z0 = 0;

o

% Tiempo de simulaciodn

t0 = 0; tf = 100; dt = 0.1;

N = round((tf - t0)/dt);

t = linspace (t0, tf, N+1);

% Inicializacidén

C = zeros(l, N+1); H = zeros(l, N+1); R = zeros(l, N+1); Z = zeros(l, N+1);
C(l) = CO; H(l) = HO; R(1l) = RO; Z(1) = z0;

$ Método de Euler

for n = 1:N
consumo = (glxC(n)/(al + C(n)) + g2+H(n)/ (a2 + H(n)) + g3*R(n)/ (a3 +
— R(n))) » Z(n);
dC = gl+C(n)* (1 - C(n)/K1l) - alphal*C(n)*H(n) - (plxC(n)/(al + C(n))) =
— Z(n);
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dH = betal*H(n)*R(n) — dlxH(n) - alpha2+C(n)*H(n) - (p2+H(n)/(a2 + H(n)))
— * Z(n);
dR = g2+#R(n)* (1 — R(n)/K2) - betal*H(n)*R(n) - (p3*R(n)/ (a3 + R(n))) =

— Z(n);

dz = (Delta - Z(n))+*xi — consumo;
C(n+tl) = C(n) + dt =+ dC;
H(n+l) = H(n) + dt =* dH;
R(n+l) = R(n) + dt = dR;
Z(n+tl) = max (0, Z(n) + dt = dz);

end

% Graficos

figure;

plot (t, C, 'LineWidth', 2); hold on;

plot (t, H, 'LineWidth', 2);
2)

plot (t, R, 'LineWidth', 8
plot(t, Z = le6, 'black—-', 'LineWidth', 2); % amplifica visualmente Z
xlabel ('{\bf Tiempo ($t$)}', 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)

ylabel ("{\bf N\'{u}lmero de individuos}", 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)
title ("{\bf Evoluci\'{o}n temporal}", 'Interpreter', 'latex',6 'Fontsize',25)
legend ("C\'{e}lulas cancer\'{i}genas", 'Linfocitos en caza', 'Linfocitos en
— reposo',"Agente quimioterap\'{e}utico

— ", 'Interpreter',6 'latex', 'Fontsize',25);

grid on;

set (gca, 'FontSize', 40)

Codigo fuente 5: Simulacion con tratamiento parcialmente mejorado pero sin
control tumoral.

B.2.3. Simulacion 3 - Eliminacion eficaz del tumor por tratamiento
combinado

Corresponde al caso en el que el sistema inmune se activa intensamente y la
quimioterapia se mantiene a niveles eficaces.

% Parametros bioldgicos

gl = 0.15;
gz = 0.03;
K1 = 5e6;
K2 = 1le7;

alphal = 1.5e-7;
alpha2 = 2e-10;
betal = le-7;

dl = 0.03;

% Pardmetros de quimioterapia
pl = 8e-3;
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B.2. Modelo Tumor-Sistema Inmunolégico con Aplicacion de

Quimioterapia
P2 = 2e-3;
p3 = le—4;
al = leo6;
a2 = leb6;
a3 = leob;
gl = 0.5e-9;
g2 = 0.5e-9;
g3 = 0.5e-9;
Delta = 2.0;
xi = 0.005;
% Condiciones iniciales
CO = 2.7e6;
HO = 2.04e5;
RO = 7.18e6;
720 = 0;
% Tiempo de simulaciodn
t0 = 0; tf = 100; dt = 0.1;
N = round((tf - t0)/dt);
t = linspace(t0, tf, N+1);
% Inicializacidn
C = zeros(l, N+1); H = zeros(l, N+1); R = zeros(l, N+1); Z = zeros(l, N+1);
C(l) = C0O0; H(1l) = HO; R(1l) = RO; z(1) = z0;
% Método de Euler
for n = 1:N
consumo = (glxC(n)/(al + C(n)) + g2xH(n)/ (a2 + H(n)) + g3xR(n)/ (a3 +
— R(n))) = zZ(n);
dC = gl*C(n)* (1 - C(n)/K1l) - alphal*«C(n)*H(n) - (pl*C(n)/(al + C(n))) =*
= Z(n);
dH = betal*H(n)*R(n) - dl*H(n) - alpha2+C(n)*H(n) - (p2+H(n)/ (a2 + H(n)))
— x Z(n);
dR = g2+R(n)* (1 — R(n)/K2) - betal+H(n)=*R(n) — (p3*R(n)/ (a3 + R(n))) =
— Z(n);
dz = (Delta - Z(n))+*xi — consumo;
C(n+l) = C(n) + dt = dC;
H(n+l) = H(n) + dt = dH;
R(n+l) = R(n) + dt =* dR;
Z(n+l) = max(0, Z(n) + dt » dz); % Evita valores negativos
end
% Graficos
figure;

plot (t, C, 'LineWidth', 2); hold on;
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plot (t, H, 'LineWidth', 2);

plot (t, R, 'LineWidth', 2);

plot(t, Z %= le6, 'black—-', 'LineWidth', 2); % amplifica visualmente Z
xlabel (' {\bf Tiempo ($t$)}', 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)

ylabel ("{\bf N\'{u}lmero de individuos}", 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)
title ("{\bf Evoluci\'{o}n temporal}", 'Interpreter', 'latex',6 'Fontsize',25)
legend ("C\'{e}lulas cancer\'{i}genas", 'Linfocitos en caza','Linfocitos en
— reposo',"Agente quimioterap\'{e}utico

— ", 'Interpreter',6 'latex', 'Fontsize',25);

grid on;

set (gca, 'FontSize', 40)

Codigo fuente 6: Simulacion con eliminaciéon tumoral por respuesta inmune efi-
caz y quimioterapia sostenida.

B.2.4. Simulacion 4 - Eliminacion efectiva del tumor bajo trata-
miento intermitente ajustado

Corresponde al caso en el que la quimioterapia se administra de forma intermi-
tente.

% Pardmetros bioldgicos

gl = 0.18;
g2 = 0.0245;
K1 = 5e6;

K2 = 1le7;

alphal = 1.2e-7;
alpha2 = 2.8e-10;
betal = 2e-8;

dl = 0.04;

% Pardmetros de quimioterapia

pl = 8e-3;
p2 = 2e-3;
p3 = le—4;
al = leb6;

a2 = leb;

a3 = leob;

gl = 0.5e-9;
g2 = 0.5e-9;
g3 = 0.5e-9;
xi = 0.005;

-3

% Condiciones iniciales
CO = 2.7e6;

HO = 2.04e5;

RO 7.18e6;

z0 = 0;
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B.2. Modelo Tumor-Sistema Inmunolégico con Aplicacion de

Quimioterapia
% Tiempo de simulaciodn
t0 = 0; tf = 100; dt = 0.1;
N = round((tf - t0)/dt);
t = linspace(t0, tf, N+1);
% Inicializacidn
C = zeros(l, N+1); H = zeros(l, N+1); R = zeros(l, N+1); Z = zeros(l, N+1);
C(l) = CO; H(1) = HO; R(1l) = RO; Z(1l) = z0;

% Método de Euler
1:N

% Quimioterapia pulsada:

for n =
5 dias ON, 5 dias OFF

if mod(floor (t(n)/5), 2) ==
Delta_t = 1.5;
else
Delta_t = 0;
end
consumo = (glxC(n)/(al + C(n)) + g2+H(n)/ (a2 + H(n))
— R(n))) x Z2(n);
dC = gl+#C(n)* (1l - C(n)/K1l) - alphal*C(n)*H(n) -

— Z(n);

dH = betalxH(n)*R(n)
— * Z(n);

dR = g2*R(n)* (1 - R(n)/K2)

— Z(n);

- dlxH(n) - alpha2+C(n)+*H(n) -

- betal*H(n)*R(n) -

dz = (Delta_t - Z(n))*xi — consumo;

C(n+l) = C(n) + dt = dC;

H(n+tl) = H(n) + dt =» dH;

R(n+l) = R(n) + dt * dR;

Z(n+l) = max(0, Z(n) + dt  dz);
end

-3

% Graficos

figure;

plot (t, C, 'LineWidth', 2); hold on;

plot (t, H, 'LineWidth', 2);

plot (t, R, 'LineWidth', 2);

plot(t, Z = le7, 'black—-', 'LineWidth', 2); %

xlabel ('{\bf Tiempo

+ g3*R(n) /(a3 +

(pl*C(n)/(al + C(n))) =

(p2*H(n) /(a2 + H(n)))

(p3*R(n)/ (a3 + R(n))) =

amplifica visualmente Z
($t$)}', "Interpreter', 'latex', 'Fontsize', 25)

ylabel ("{\bf N\'{u}lmero de individuos}", 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)

title ("{\bf Evoluci\'{o}n temporal}", 'Interpreter', 'latex', 'Fontsize',25)

legend ("C\'{e}lulas cancer\'{i}genas",
— reposo',"Agente quimioterap\'{e}utico

— ", 'Interpreter',6 'latex', 'Fontsize',25);
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70 grid on;

71 set (gca, 'FontSize', 40)

Codigo fuente 7: Simulacion con eliminacién tumoral bajo quimioterapia pulsa-
da y accion inmune progresiva.
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Informe Turnitin

A continuacion se presenta el informe de originalidad generado por la herra-
mienta Turnitin, correspondiente al Trabajo Fin de Grado.

85



Capitulo C. Informe Turnitin

turnitin /)

Digital Receipt

This receipt acknowledges that Turnitin received your paper. Below you will find the receipt

information regarding your submission.
The first page of your submissions is displayed below.

Submission author:  NAIARA RUEDA VALENCIA
Assignment title:  Turnitin Memoria Final
Submission title:  TFG___Naiara__GMl.pdf

File name:  8780_NAIARA_RUEDA_VALENCIA_TFG__ Naiara___GMI_83714_...

File size: 1.55M
Page count: 92
Word count: 22,945
Character count: 110,133
Submission date:  04-Jun-2025 12:20PM (UTC+0200)
Submission ID: 2691942762

Universidad Politécnica
de Madrid / R
Escuela Técnica Superior de 3
Ingenieros Informaticos

Grado en Matematicas e Informatica

Trabajo Fin de Grado

B " Diferenciales Aplicadas al
Crecimiento de Tumores Sometidos a
Tratamiento con Quimioterapia

Autor: Naiara Rueda Valencia
Tutor: Javier Lopez de la Cruz

Madrid, Junio 2025

Copyright 2025 Turnitin. All rights reserved.

86



Este documento esta firmado por

PDF /

Firmante CN=tfgmfi.upmes, OU=CCFl, O=ETS Ingenieros Informaticos -
UPM C=ES

Fecha/Hora Wed Jun 04 15:47:12 CEST 2025

Emisor del EMAI LADDRESS=camanager @t si i nf. upm es, CN=CA ETS I ngeni er os

Certificado Informaticos, O=ETS Ingenieros Informaticos - UPM C=ES

Numero de Serie

561

Metodo

ur n: adobe. com Adobe. PPKLi t e: adbe. pkcs7. shal (Adobe
Si gnat ur e)




	Introducción
	Modelo de Interacción Tumor–Sistema Inmunológico
	Cálculo de la matriz jacobiana
	Puntos de equilibrio y análisis de estabilidad local
	Punto de equilibrio E0=(0,0,0): existencia y estabilidad
	Punto de equilibrio E1=(K1,0,0): existencia y estabilidad
	Punto de equilibrio E2=(0,0,K2): existencia y estabilidad
	Punto de equilibrio E3=(K1,0,K2): existencia y estabilidad
	Punto de equilibrio E4: existencia y estabilidad
	Punto de equilibrio E*=(C*,H*,R*): existencia y estabilidad

	Simulaciones numéricas
	Inmunidad débil
	Equilibrio parcial
	Inmunidad eficaz
	Comparativa de escenarios terapéuticos


	Modelo de Interacción Tumor–Sistema Inmunológico con Aplicación de Quimioterapia
	Adimensionalización del modelo
	Cálculo de la matriz jacobiana
	Puntos de equilibrio y análisis de estabilidad local
	Punto de equilibrio E0=(0,0,0,): existencia y estabilidad
	Punto de equilibrio E1=(0,0,,): existencia y estabilidad
	Punto de equilibrio E2=(C#,0,0,Z#): existencia y estabilidad
	Punto de equilibrio E3=(0,H*,R*,Z*): existencia y estabilidad

	Simulaciones numéricas
	Inmunidad débil y quimioterapia ineficaz
	Tratamiento farmacológico mejorado sin efecto antitumoral claro
	Eliminación eficaz del tumor por tratamiento combinado
	Eliminación efectiva del tumor bajo tratamiento intermitente ajustado
	Comparativa de escenarios terapéuticos


	Análisis de impacto
	Conclusiones y trabajo futuro
	Bibliografía
	Anexos
	Preliminares sobre sistemas diferenciales ordinarios
	Definiciones básicas
	Teoría cualitativa de sistemas diferenciales autónomos
	Trayectorias y plano de fases
	Puntos de equilibrio y estabilidad


	Código de las simulaciones numéricas
	Modelo Tumor-Sistema Inmunológico
	Simulación 1 - Inmunidad débil
	Simulación 2 - Equilibrio parcial
	Simulación 3 - Inmunidad eficaz

	Modelo Tumor–Sistema Inmunológico con Aplicación de Quimioterapia
	Simulación 1 - Inmunidad débil y quimioterapia ineficaz
	Simulación 2 - Tratamiento farmacológico mejorado sin efecto antitumoral claro
	Simulación 3 - Eliminación eficaz del tumor por tratamiento combinado
	Simulación 4 - Eliminación efectiva del tumor bajo tratamiento intermitente ajustado


	Informe Turnitin


		2025-06-04T15:47:12+0200
	tfgm.fi.upm.es




