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Resumen

El presente trabajo se centra en el desarrollo de dos bloques principales: en pri-
mer lugar, se aborda la fase de modelizacién, en la que se adaptan las ecuacio-
nes de Navier-Stokes para describir el comportamiento de los espermatozoides
en entornos biolégicos, incorporando tanto aspectos fisicos como biolégicos del
medio. En segundo lugar, se estudia la existencia de soluciones para el siste-
ma estacionario mediante una formulacion débil y la aplicacion del método de
Faedo-Galerkin, con el objetivo de garantizar una base matematica sélida. La
motivacion principal del trabajo surge de la necesidad de describir con rigor
el comportamiento dinamico de los espermatozoides, utilizando herramientas
analiticas que permitan establecer un marco teérico extrapolable a escenarios
reales, como la propia fecundacion del 6vulo.

En primer lugar, se establece un marco tedrico que recoge los fundamentos ma-
tematicos, fisicos y fisico-biolégicos necesarios para el estudio del tema. Este
marco se estructura de acuerdo con la divisiéon general del trabajo: por un lado,
los fundamentos fisicos y fisico-biolégicos se orientan a la fase de modeliza-
cion, proporcionando las bases para adaptar las ecuaciones de Navier-Stokes
al contexto del movimiento espermatico en fluidos biol6gicos implicados en la
fecundacion del 6vulo, como el moco cervical o el liquido uterino; por otro lado,
la parte mas matematica del marco tedrico se centra en el analisis funcional
y los conceptos clave para el estudio de la existencia de soluciones del siste-
ma estacionario. Esta estructura permite construir una formulacion precisa del
problema y justificar rigurosamente tanto su planteamiento como su analisis.

Sobre esta base, se procede a la obtencion del sistema de ecuaciones adaptado,
asi como de las condiciones de contorno apropiadas, dando lugar a un modelo
cerrado que describe el entorno en el que se desplazan los espermatozoides.

En la segunda parte del trabajo, se aborda el analisis matematico del sistema
desde el punto de vista de la existencia de soluciones. Para ello, se introduce el
concepto de solucion débil, formulado en el marco de los espacios funcionales
adecuados. Con esta formulacion previa, se implementa el método de Faedo-
Galerkin, una técnica de aproximacion basada en proyecciones sobre subespa-
cios finito-dimensionales. A través de estimaciones a priori y herramientas de
compacidad, se demuestra que la sucesion de soluciones aproximadas converge
hacia una solucion débil del sistema original, lo que garantiza la consistencia y
validez del modelo.






Abstract

This work is structured around two main components. First, it addresses the
modeling phase, in which the Navier-Stokes equations are adapted to describe
the behavior of sperm cells in biological environments, incorporating both phys-
ical and physico-biological aspects of the medium. Second, it focuses on the
existence of solutions for the stationary system through a weak formulation and
the application of the Faedo-Galerkin method, with the aim of providing a solid
mathematical foundation. The main motivation of the study lies in the need to
rigorously describe the dynamic behavior of spermatozoa using analytical tools
that allow for the establishment of a theoretical framework applicable to real-life
scenarios, such as the process of ovum fertilization.

The theoretical framework is established at the beginning and encompasses the
mathematical, physical, and physico-biological foundations required for the sub-
ject. This framework is organized according to the general structure of the work:
on the one hand, the physical and physico-biological foundations support the
modeling phase, providing the basis for adapting the Navier—-Stokes equations
to the context of sperm movement in biological fluids involved in fertilization,
such as cervical mucus or uterine fluid; on the other hand, the mathematical
component focuses on functional analysis and key concepts for studying the ex-
istence of solutions to the stationary system. This structure allows for a precise
formulation of the problem and a rigorous justification of both the modeling and
analytical approaches.

Based on this foundation, the adapted system of equations is derived along with
appropriate boundary conditions, resulting in a closed model that describes the
environment through which spermatozoa move.

In the second part of the work, the mathematical analysis of the system is car-
ried out from the perspective of the existence of solutions. For this purpose,
the concept of weak solution is introduced within the framework of suitable
functional spaces. Building on this formulation, the Faedo-Galerkin method
is implemented—an approximation technique based on projections onto finite-
dimensional subspaces. Through a priori estimates and compactness tools, it is
shown that the sequence of approximate solutions converges to a weak solution
of the original system, ensuring the consistency and validity of the model.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio del movimiento de espermatozoides en fluidos representa un tema
de gran interés en diversas areas de la ciencia como la biologia, la matematica
aplicada y la dinamica de fluidos. En particular, comprender céomo los esper-
matozoides se desplazan en fluidos no newtonianos es esencial para el analisis
de procesos biologicos fundamentales como la fecundacion del 6vulo, asi como
para aplicaciones en fertilizacion asistida.

Este trabajo aborda el problema desde un enfoque matematico. Se comienza de-
sarrollando una modelizacion matematica del movimiento de espermatozoides,
basada en las ecuaciones de Navier-Stokes adaptadas para describir el compor-
tamiento de fluidos no newtonianos en medios pseudoplasticos. La formulacion
del modelo es un aspecto central de nuestro estudio, ya que nos permite des-
cribir con precision la interaccion entre el fluido y el movimiento flagelar, in-
corporando las propiedades reologicas del medio. Una vez planteado el sistema
de ecuaciones, se aborda el problema de la existencia de soluciones en el caso
estacionario. Esta cuestion resulta fundamental, ya que garantiza la coherencia
matematica del modelo y su aplicabilidad en el estudio de la dinamica de mi-
croorganismos en medios biologicos. Es importante destacar que las ecuaciones
utilizadas para demostrar la existencia de soluciones no son las mismas que las
ecuaciones que modelan el movimiento de los espermatozoides, sino que corres-
ponden a un sistema diferente.

La reologia es la rama de la fisica que estudia las propiedades de flujo junto a
la deformacion de los materiales y desempena un papel crucial en este analisis
ya que no solo se centra en la caracterizacion de los fluidos, sino también en la
forma en que responden a fuerzas externas.

El comportamiento del fluido en el que se desplazan los espermatozoides juega
un papel crucial en su dinamica de movimiento mientras que los fluidos newto-
nianos, como el agua o el aire, presentan una viscosidad constante independien-
te de las fuerzas aplicadas, los fluidos no newtonianos exhiben comportamientos
reologicos complejos, donde la viscosidad puede variar en funcion de factores
como la tasa de deformacion, el tiempo de aplicacion del esfuerzo, condiciones
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ambientales e incluso el ciclo menstrual.

En este estudio, se analiza el papel de los fluidos pseudoplasticos, caracterizados
por una viscosidad que disminuye con el aumento de la deformacion. Esta pro-
piedad facilita el desplazamiento de los espermatozoides y afecta directamente la
interaccion entre el flagelo y el medio circundante. Ademas, en el contexto bio-
légico, la reologia del fluido no newtoniano que rodea a los espermatozoides no
es estatica, sino que varia en funcion del fase ovulatoria. Durante los periodos
de mayor fertilidad, el fluido reduce su viscosidad y facilita el desplazamiento
espermatico.

Tras la formulacion del modelo matematico, se aborda el problema de la exis-
tencia de soluciones en el caso estacionario. Para demostrar la existencia de
soluciones en este contexto, se emplea un enfoque basado en teoria de la me-
dida, analisis funcional y teoria de distribuciones. Ademas, las soluciones se
manejan dentro de un espacio funcional adecuado, lo que permite garantizar la
existencia de soluciones débiles al problema.

Aunque las ecuaciones del modelo original estan formuladas para un fluido no
newtoniano, las técnicas matematicas utilizadas para la existencia de soluciones
provienen del analisis de ecuaciones de Navier-Stokes en el contexto de fluidos
newtonianos y su formulacion en el caso estacionario.

Mas alla del interés teorico, el estudio de la locomocion espermatica en fluidos
no newtonianos es fundamental para desentranar los procesos que determinan
la fecundacion del 6vulo. Desde el instante en que un espermatozoide inicia su
viaje hasta el momento en que alcanza el 6vulo, cada factor que influye en su
movilidad puede marcar la diferencia entre la vida y la nada. Comprender estas
dinamicas no solo nos acerca a los principios fisicos y biolégicos que rigen la
reproduccion, sino que también contribuye a avances en fertilidad asistida y
medicina reproductiva, areas en las que la ciencia y la vida convergen en su
forma mas esencial: el origen mismo de la existencia.
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Desarrollo

2.1. Marco teorico

2.1.1. Base matematica
Fundamentos del Analisis Vectorial para Fluidos

Definicion 2.1.1. Consideramos que el dominio del fluido, 2 C R", es un conjunto
abierto, acotado y suficientemente regular.

» Abierto: El dominio Q2 no incluye su frontera, es decir, para cualquier punto
x € Q, existe una bola abierta B(z,¢) tal que B(z,¢€) C €.

= Acotado: El conjunto () estd contenido en una region finita del espacio R",
lo que significa que existe una constante M > 0 tal que ||z| < M para todo
x €

» Suficientemente regular: La frontera o) es lo suficientemente suave, tipi-
camente asumiendo que 9 € C* para algun k > 1.

Observacion 2.1.1. Exceso de notacion
En este documento, al ser la velocidad un campo vectorial en dimensionn = 2 o
n = 3, es decir,

u = (up,ug,...,up),

donde cada componente u; = u;(x1,x2,...,x,) es una funcién definida en Q) C R",
la expresion del gradiente de u se interpreta como la matriz Jacobiana

Oup  Ouw . Ouw
oz Oz 0Tn
Oug  Oua  Ouz
Vu — 8‘?1 Bzf“g 8‘?71
Oup Oun .. Oup
1911 8$2 azn

Asi, cuando aparezca Vu, se refiere a esta matriz de derivadas parciales que
depende del espacio de dimensiénn =2 o 3.
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Definiciéon 2.1.2. Las condiciones de Dirichlet son un tipo de condiciones de
frontera que especifican el valor de una _funcion en la frontera del dominio, donde
la funcion u(x) que estamos tratando de resolver esta definida en la frontera 052,
y las condiciones se expresan como:

u(x) = g(x), parax e 0,

donde:
» u(x) es la_funcion desconocida que se busca resolver en el dominio 2.
= g(x) es una funcioén dada, definida en la frontera 052, que describe el valor de

u(x) en los puntos de la frontera.

Definicion 2.1.3. El producto escalar (producto interno) entre dos vectores a y
b en un espacio euclidiano se define como:

a-b= Zaibi = |a| [b] cos 0,
i=1
donde:
» a=(ay,as,...,a,) Yyb = (b1,be,...,b,) son dos vectores en el espacio R",

® q; Yy b; son las componentes del vector a y b, respectivamente,

f es el angulo entre los vectores a y b,

|a] y |b| son las longitudes (mddulos) de los vectores a y b, respectivamente.

Definicion 2.1.4. Sea { X, }.c4 una familia de conjuntos indexada por un conjun-
to A. El producto cartesiano de esta familia es el conjunto:

HXOC::{f:A% U xa

a€cA acA

fla) € X4, Va € A}.

Si todos los conjuntos X,, coinciden con un mismo conjunto X, se denota por X*.

Definicion 2.1.5. El divergente mide la tasa neta de salida o flujo de un campo
vectorial F desde un punto en un espacio n-dimensional. Si F es un campo vectorial
dado por F = (F1, F>, ..., F,), su divergente se define como:

n
OF;
V-F= ,
=1
donde:
» F = (F,F,...,F,) es el campo vectorial, con F; como su componente en la

1-ésima direccion,
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= 1, representa la i-ésima coordenada del espacio.
siV-F <0, hay un sumidero; y st V - F = 0, el flujo es conservativo en ese punto.
Definicion 2.1.6. El gradiente es un operador vectorial que mide la tasa de

cambio de una funcion escalar diferenciable ¢ : R™ — R en la direccion del mdximo
incremento. El gradiente de ¢ se define como:

v¢:<3¢ 99 acb),

Ox1 Oxs’ 7 Oxp

donde:
» ¢: es una funcion escalar diferenciable,
= 1;: representa la i-ésima coordenada en un espacio n-dimensional,
= V¢: es un vector que apunta en la direccién del mayor cambio de ¢, con una

magnitud igual a la tasa de cambio en esa direccion.

Definicién 2.1.7. El laplaciano mide la divergencia del gradiente de un campo
escalar o vectorial. Dado un campo escalar ¢ : R™ — R, el laplaciano de ¢ se define
como:

n 82¢
Vip=0Mp=)
=400 2 rd
donde:
= ¢: es una funcion escalar diferenciable, ¢(x1,z2,. .., Ty),

= 1, representa la i-ésima coordenada en un espacio n-dimensional.

Definicién 2.1.8. La derivada convectiva, describe el cambio de una propiedad
fisica de un fluido (como la velocidad, temperatura o densidad) medida desde el
punto de vista de una particula que se mueve con el flujo.

Sea f(x,t) una funcion escalar que representa una propiedad del fluido en un
punto x y tiempo t. La derivada convectiva de f esta dada por:

Df _of
— = : 2.1
D~ g T V7, 2.1)
donde:

. %{: representa el cambio local en el tiempo en un punto fijo del espacio,

= u-Vf:representa el cambio debido al movimiento espacial de la particula de
fluido (adveccion) y se trata del producto escalar 2.1.3 de u y V f

= u: es el campo de velocidad del fluido.

5
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Definicién 2.1.9. El delta de Kronecker, denotado como 6;;, es una funcion mate-
mdtica que se utiliza en algebra tensorial. Estd definido como:

1 sii=j
dij = o
0 sii#j.

Teorema 2.1.1. Teorema de la Divergencia. Sea F un campo vectorial con-
tinuamente diferenciable definido en una region V del espacio tridimensional, y
sea 0V la superficie cerrada que delimita V', orientada segun la normal exterior.
Este teorema nos dice que:

/(V-F)dV:/ F.ndA,
1% ov

donde:

s V. F es la divergencia del campo F 2.1.5,

dV es un elemento de volumen en V,

0V es la frontera de 'V,

n es el vector normal unitario a la superficie dV, orientado hacia afuera,

dA es un elemento diferencial de area sobre 0V'.

Lema 2.1.1. Primera identidad de Green. Sea u,v € H}(Q), donde Q C R" es
un dominio abierto, acotado y con frontera suficientemente regular, y sea Au el
laplaciano (2.1.7) de u . Entonces, se verifica la siguiente identidad:

/—Au-vda::/Vu-Vvd:r:.
Q Q

Definicion 2.1.10. El flujo a través de una superficie describe la cantidad
de campo vectorial F que atraviesa una superficie S C R3. Matemdticamente se

define como:
P = / / F - ndA,
s

= F: es un campo vectorial continuamente diferenciable,

donde:

= n: es el vector normal unitario a la superficie S,
» dA: es el elemento diferencial de drea sobre S.

Este flujo mide cuanta cantidad de F entra o sale a través de la superficie, con el
signo dependiendo de la orientacion de n.

6
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Definicion 2.1.11. Un espacio topolégico X se dice separable si existe un sub-
conjunto {z, }nen C X que es denso en X ; es decir,

{zn:neN}=X.
De manera equivalente, para toda x € X y toda vecindad abierta U > x existe
algun x,, en U.
Teoria de la medida

Definicion 2.1.12. Una o-dlgebra A sobre un conjunto X es una coleccion de
subconjuntos A C P(X) que satisface:

m X e A
= Si A€ A, entonces X \ A € A (cerrada por complemento).

» Si{A,}nen C A, entonces | J,, .y An € A (cerrada por uniones numerables).

Definicion 2.1.13. Una o-dlgebra completa es una o-dlgebra A tal que:
= A es una o-algebra en el sentido usual (ver 2.1.12).
" Si N € Ay u(N) =0, entonces todo subconjunto A C N también pertenece a
A.
Definiciéon 2.1.14. Un espacio medible es un par (X, A) donde:
s X es un conjunto no vacio.
» AC P(X) es unac-dlgebra sobre X.
Definicion 2.1.15. Sea X un conjunto. Una medida exterior es una funcion
p*: P(X) — [0, +o0] que cumple:
1. p(0) =0,
2. Monotonia: Si A C B, entonces p*(A) < p*(B),
3. Subaditividad numerable: para toda familia {A,},en C P(X),

n=1 n=1

Definicién 2.1.16. Sea (X, T) un espacio topoldgico. Llamamos conjuntos bore-
lianos a los elementos de la o-algebra de Borel de X, que se define como:

B(X) :=a(T),

es decir, la menor o-dlgebra que contiene a todos los abiertos de X . Esta o-dlgebra
se llama o-algebra de Borel ,sirve como punto de partida para definir medidas
como la de Lebesgue.
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Definicion 2.1.17. La o-algebra de Lebesgue en R", denotada por L", es la o-
dlgebra completa 2.1.13 generada por los conjuntos de Borel B(R"™) con respecto a
la medida de Lebesgue \".

Esto significa que:
L":={AUN | A€ B(R"), N C Ny con \"(Ny) = 0}

Es decir, L™ contiene todos los conjuntos borelianos y ademadas todos los subcon-
Jjuntos de conjuntos de medida nula.

Definicion 2.1.18. Una funcién f : (X, A) — (R, B), donde B es la o-dlgebra de
Borel en R, se dice medible si:

VBeB, fYB)eA.

Definicién 2.1.19. Una funcion f : X — R se dice Borel-medible si f~'(B) ¢ A
para todo conjunto Borel B C R. Es decir, la preimagen de cualquier conjunto
boreliano es medible.

Definicién 2.1.20. Una funcién f : X — R es Lebesgue-medible si es me-
dible respecto de la o-dlgebra de Lebesgue L" definida en 2.1.17, es decir, si
f*((a,)) € L™ para todo a € R.

Definicién 2.1.21. Una medida sobre un espacio medible (X, A) es una funcion
p:A—[0,+o0] tal que:
1. p(0) =0,

2. (Aditividad numerable) Si { A, },en C A es una familia de conjuntos disjuntos

dos a dos, entonces:
2 (U An) = ZM(AH)-
n=1 n=1

Definicion 2.1.22. Sea £ la familia de intervalos semiabiertos [a,b) C R. La pre-
medida de Lebesgue )\ sobre £ se define por:

A[a, b)) :==b—a.

Teorema 2.1.2. Extension de Carathéodory Sea £ C P(X) una coleccion de
subconjuntos de un conjunto X y sea pg : € — [0, +oc] una premedida sobre £, es
decir; una funcién aditiva finitamente y no negativa tal que po(9) = 0.

Entonces, existe una medida exterior ;1* sobre P(X) tal que:
n it (A) =inf {3757, po(Ei) |A C UL, Ei, Ei € €}
» El conjunto de subconjuntos A C X que verifican el criterio de Carathéodory:

pH(E)=p (ENA)+p"(E\A), VECX,

8
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forma una o-dlgebra A, y la restriccién u = p*| 4 es una medida sobre A que
extiende a .

Definicion 2.1.23. A partir de la premedida de Lebesgue definida sobre interva-
los semiabiertos, y aplicando el Teorema de Carathéodory (2.1.2), se construye la
medida de Lebesgue \" sobre R", a través de los siguientes pasos:

1. Se define primero la medida exterior de Lebesgue )\" sobre todos los sub-
cornjuntos E C R™ como:

AL (E) := inf {Z vol(1y)
k=1

o0
EC U Iy, I rectangulos abiertos} ,
k=1

donde vol(I}) es el volumen del rectangulo I.

2. Un conjunto A C R" se dice medible en el sentido de Carathéodory si
para todo conjunto E C R" se cumple:

NYE) = N(ENA) + A (E\ A).

La coleccion de todos estos conjuntos forma una o-algebra, y la restriccion
de \}! a dicha o-algebra define la medida de Lebesgue \".

Definicion 2.1.24. Dada una funcién mondétona creciente F' : R — R, se define la
medida de Stieltjes ;. mediante:

ur((a,8]) == F(b) - F(a).

Esta medida se extiende a la o-dlgebra de Borel, y generaliza la medida de Le-
besgue.

Definicion 2.1.25. Una_familia elemental en R" es una coleccion finita de pro-
ductos de intervalos semiabiertos de la _forma:

n

H[ai,bi), a; < bl

i=1
Las uniones finitas disjuntas de conjuntos de este tipo permiten definir funciones
escalonadas y aproximaciones simples.

Definicion 2.1.26. Una métrica en un conjunto X es una _funcion
d: X xX =R,

que satisface, para todo x,y, z € X, las siguientes propiedades:
1. No negatividad: d(z,y) > 0 y d(z,y) =0 siy solo six = y.
2. Simetria: d(z,y) = d(y, x).
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3. Desigualdad triangular: d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Definicion 2.1.27. Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto
Yy d es una métrica en X. Es decir, d asigna una “distancia” a cada par de puntos
de X y cumple las propiedades de la Definicion 2.1.26:

(X,d).

Definicion 2.1.28. Un espacio métrico completo es un espacio métrico (X, d)
tal que toda sucesion de Cauchy en X converge en X.

En otras palabras, si{x,} es una sucesion en X que cumple que para todo ¢ > 0
existe un N € N tal que

d(Tm,xy) < e, paratodom,n > N,

entonces existe r € X con

lim z,, = x.
n—oo
Relacion con la norma: Si (X, || - ||) es un espacio vectorial normado, entonces

puede definirse una métrica d en X mediante

d(z.y) = |z —yl.
Esta métrica hereda todas las propiedades derivadas de la norma, como la no
negatividad y la desigualdad triangular.
Definicién 2.1.29. Un espacio de medida es un triplete (X, A, 1) donde:
» (X, A) es un espacio medible.
» u: A— [0,+00] es una medida, es decir, una funcion que satisface:
* u(@) =0,

* (aditividad numerable) si {A,} C A es una familia disjunta de conjuntos

medibles, entonces:
2 (U An) = ZM(An)'
n=1 n=1

Definicién 2.1.30. Dado un espacio de medida (X, A, i), su completacion es un
espacio de medida (X, A, 1) tal que:

» A contiene todos los subconjuntos de conjuntos de medida cero.
s A(AUN) :=pu(A),donde Ac AyN C Ny e A con u(Ny) =0.

Esta extension preserva la o-aditividad y permite trabajar con conjuntos no medi-
bles en el sentido estricto, pero que son casi"'medibles.
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Proposiciéon 2.1.1. Sea f : X — R una funcién medible y sea T; la topologia
inicial inducida por f. Entonces, f es continua con respecto a Ty, y la o-dlgebra
generada por los abiertos de T; coincide con la o-dlgebra generada por f.

Definicion 2.1.31. Dado un conjunto A C X, la_funcion caracteristica y 4 :
X — {0,1} se define como:

(z) 1, six€eA,
€Tr) =

xa 0, siz¢ A
Esta funcién es medible siy solo si A € A.

Definicion 2.1.32. Una _funcion escalonada o simple es una funcion f : X — R
que toma un numero finito de valores, y puede escribirse como:

n
f = Z AiXA;»
i=1
donde a; € R y A; son conjuntos medibles disjuntos.

Definicién 2.1.83. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Sean f,,, f : X — R fun-
ciones medibles. Decimos que:

» f, — f casi en todo punto si existe un conjunto N C X con u(N) = 0 tal que
fu(x) = f(x) paratodoz € X \ N.

= f, — [ en medida si para todo ¢ > 0:

p{r e X :|fulx) — f(x)] >e}) -0 cuandon — oco.

Definicion 2.1.34. Sea (X, A, 1) un espacio de medida. Diremos que una propie-
dad P(z) se cumple casi siempre (o casi en todo punto) si el conjunto de puntos
donde P(z) no se cumple tiene medida cero, es decir:

p({z € X : =P(z)}) =0.

Definicién 2.1.35. Sea (X, A, ) un espacio de medida. Una funcion f : X — R
se dice integrable en el sentido de Lebesgue si cumple:

= f es medible, es decir, para todo a € R, el conjunto

FH((a,00)) € A,
» y la integral del valor absoluto de f es finita:

/ |f| dp < 4o0.
X

11
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Definicién 2.1.86. Para una funcion integrable f : X — R, se define la integral

de Lebesgue como
/fduzz/fwu—/f—du,
X X X

[H(@) = méx{f(2),0}, [ (2):=mix{-f(z),0},

son las partes positiva y negativa de f, ambas medibles y no negativas.

donde

Esta definicién es valida siempre que al menos una de las integrales de f+ o f~
sea finita. Cuando ambas son finitas, f se considera integrable y la integral esta
bien definida.

Dado que la medida de Lebesgue (2.1.23) esta construida sobre la o-algebra
generada por los conjuntos de Borel (2.1.16) y completada para incluir todos los
subconjuntos de conjuntos de medida nula (2.1.30), se obtiene una teoria de
integracion mas amplia y robusta que generaliza la integral clasica de Riemann.

Analisis Funcional

Definiciéon 2.1.37. Una notacion de multiindice se refiere a un arreglo
a=(ag,...,an), «a; €Ny.
Para cada multiindice definimos:
lof = o1+ + an,
Dado un punto x = (z1,...,x,) € R":

a

=zt xgn

La derivada parcial de orden o de una_funcién f € Cl°! (Q) se denota

olelf

aq a2 On *
Ox"' 0x5? -+ Oxp"

9°f =

Definicion 2.1.38. Sea k € Ny. Una funcion f : Q@ ¢ R" — R pertenece a la
clase C*(Q) si existe y es continua toda derivada parcial 9* f para todo multiindice
a con |a| < k.

Definicién 2.1.39. La clase C>(Q) es la interseccioén de todas las clases C*(9),
k=0,1,2,.... Es decir,

C=(Q) = ﬁ cr (),
k=0

de modo que f € C*(Q) si todas sus derivadas de cualquier orden existen y son
continuas en ().

12
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Definicion 2.1.40. Sea f : R” — R una funcion. El soporte de f, denotado supp f,
es el cierre del conjunto donde f no es nula:

supp f = {z € R": f(z) # 0}.

Definicion 2.1.41. Se define C§°(£2) como el espacio de funciones de clase C*
con soporte compacto contenido en ):

Ce() ={feC®@Q) : supp f € Q}.
Aquisupp f € Q indica que supp f es un subconjunto compacto de ().

Definicion 2.1.42. Un espacio vectorial normado es un espacio vectorial X
sobre R o C junto con una funcion llamada norma || - || : X — R que asigna a cada
elemento r € X un numero real ||z|| y satisface las siguientes propiedades para
todozx,ye X yaecRoC:

1. Positividad: ||z|| > 0 y ||z|| = 0 siy solo siz = 0.
2. Homogeneidad: |azx| = |af||x].

3. Desigualdad triangular: ||z + y| < ||z|| + ||y|.

Definicion 2.1.43. Un espacio normado (X, | - ||) se dice completo si toda suce-
sion de Cauchy en X converge en X.

Es decir, si(z,) es una sucesién en X tal que para todo ¢ > 0, existe un N € N con
la propiedad de que:

|Tm — znl <&, VYm,n >N,

entonces existe un r € X tal que:

lim z, = x.
n—oo

Definicion 2.1.44. Sean X y Y espacios normados. Una aplicacion lineal T :
X — Y se dice un isomorfismo isométrico (o que X eY son isométricamente
isomorfos) si:

1. T es lineal y biyectiva,
2. IT(2)|ly = ||z||x paratodo z € X.

En este caso, los espacios X e Y no solo son algebraicamente equivalentes, sino
que tienen estructuras métricas idénticas.
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Teorema 2.1.3. Teorema de Hahn-Banach Sea X un espacio vectorial real
normado, p : X — R una funcién sublineal y fy : M — R una aplicacion lineal
definida sobre un subespacio M C X tal que fy(z) < p(x) para todo x € M.

Entonces existe una extension f : X — R de fy (es decir, f|y = fo) tal que:

f(x) <p(z), VrelX.

Ademas, sip(z) = ||z

, entonces || f|| = || foll.

Definicion 2.1.45. Dado un espacio vectorial normado X, su espacio dual X*
es el conjunto de todas las aplicaciones lineales acotadas f : X — R o C. Es decir:

X*={f: X >R (0C)| f es lineal y acotado}.

Cada f € X* define una norma dual en X:

Il = sup [f(z)]

[[=]I<1

El espacio dual es un espacio de Banach, incluso si X no lo es.

Definicion 2.1.46. Sea X un espacio vectorial topoldgico sobre R o C. Su espacio
dual topologico X' es

X' = {{:X >R (0C) |/ es lineal y continua}.

Yy, en particular, si X es un espacio normado, entonces la continuidad equivale a
la acotacion

4] = sup |[¢(z)] < +oo.
[l]|<1

Definicion 2.1.47. Sea 2 C R" un abierto y D(Q2) = C§°(Q2) su espacio de funcio-
nes test (Definicion 2.1.59). El espacio de distribuciones D'({)) se define como
el espacio dual topolégico de D(1Q2):

D'(Q) = {T:D(Q) —» R | T es lineal y continuo (en la topologia de C°)}.

Observacion 2.1.2. La continuidad de T € D'(Q) equivale a que, sip; — 0 en D(Q)
(es decir, existe K € Q) que contiene ¢; Y sup,cx |0%p;(z)| = 0 para todo multiindice
o), entonces

T(pj) — 0.

De este modo, D'()) recoge todas las formas lineales que “miden” funciones test
de manera continua respecto a la convergencia uniforme de todas sus derivadas
sobre soportes compactos.
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Teorema 2.1.4. Dualidad y reversion de inclusiones Sea X y Y espacios
vectoriales normados tales que
X =Y

es una inclusion continua e injectiva. Entonces la aplicacion dual
KLY — Xt () ={oi,
es una inclusion continua e injectiva de los espacios duales, es decir,

Y < X%,

Definicion 2.1.48. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado
(X, - |I) que es completo.

Definicion 2.1.49. Un espacio de Hilbert es un espacio de Banach donde la
norma proviene de un producto interno (-, -), es decir, un espacio vectorial completo
en el que existe un producto escalar que satisface:

1. Linealidad: (au + bv, w) = a{u,w) + b{v, w).
2. Simetria: (u,v) = (v,u).
3. Positividad: (u,u) > 0 con igualdad si y solo siu = 0.

Teorema 2.1.5. Sea H un espacio de Hilbert separable. Entonces existe una base
ortonormal {e,}>° , C H tal que:

span{e, : n € N} = H,
Y (ei, ej) = dij.

Esta base permite expresar cualquier w € H como serie convergente:

o0

u = Z(u, €n) €n,

n=1

con convergencia en la norma de H.

Construccion mediante el proceso de Gram-Schmidt Dado un subconjunto
denso {v,}2°; en el espacio de Hilbert H, el proceso de Gram-Schmidt genera
reciprocamente una secuencia ortonormal {¢, } mediante:

- €1
€1 =1, €1= ma
y para k > 2:
k—1 s
- k
G=vk— > (vk,ej)ej, e = Tl

j=1
excluyendo en cada paso aquellos v, que resulten linealmente dependientes de
los anteriores. El conjunto {e,} asi obtenido es ortonormal y su clausura lineal
es todo H.
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Definicién 2.1.50. Sean (X, A, 1) un espacio de medida y 1 < p < oo. El espacio
LP(X) se define como el conjunto de clases de funciones medibles f : X — R (o C)
tales que:

/ @) du(z) < oo,
X

Es decir:
LP(X):= {f : X — R medible

[ 1@ duto) < oo}

Ademas, a cada funcion f € LP(X) se le asocia la norma:

1= ( /. \f(x)\pdm:c))l/p.

Para el caso p = oo, definimos:

L*(X):={f: X - R medible |3M < oo tal que |f(z)| < M c.t.p.},

con la norma:
| flloo := esssup,ex | f(2)]-

Los espacios L?(X) se conocen como espacios de Lebesgue, ya que estan defi-
nidos mediante la integral de Lebesgue (2.1.36) y permiten trabajar con funciones
mds generales que en los espacios de tipo Riemann.

Definicion 2.1.51. Sea ) C R™ un abierto. Una funcion f : Q — R pertenece a
Ll (Q) siy solo si para todo compacto K & €,

/ ()] d < +o0.
K

1
loc

En otras palabras, f € L
pacto de ).

(Q) si es integrable sobre cualquier subconjunto com-

Definicion 2.1.52. Sea ) c R". Si
f € Lin (),

entonces f define una distribucion Ty € D’(2) mediante

(Ty. ) = /Q (@) p(x)dz, Yy e D).
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Proposicién 2.1.2. Inmersiones en espacios [ Sea ) C R"™ un dominio con
medida de Lebesgue finita, |)|] < co. Entonces, paral < g < p < oo se tiene la
inclusion continua

(@) = L),
es decir, existe una constante C' > 0 tal que

[fllLa) < Cllfllr), YfeLP().
En particular, cuando p < g invertimos la flecha:

LI(Q) — LP(9).

Observacion 2.1.3. De la Proposicién 2.1.2 se obtiene la cadena de inclusiones
continuas, paral <r <s <t < oo:

LNQ) = LYQ) = L"(Q).

Teorema 2.1.6. Riesz-Fréchet-Riesz para [ Sea () C R" un espacio de medida
Jinitay 1 < p < . Definase q por

1 1

4 -=1.
P 4q

Entonces el espacio dual (LP(2)) * se identifica isométricamente con L4()) median-
te la correspondencia

Ty : LP(Q) = R, Ty(f) = /Qf(x)g(x) dx,

Teorema 2.1.7. Desigualdad de Hélder Sea ) C R" con medida de Lebesgue
finita, y sean 1 < p,q,r < co tales que

1 1 1

p q T

Para toda pareja de funciones f € LP(Q)) y g € L1(Q)) se cumple

1fa9llr) < Ifllze) lgllLa)-

Proposicion 2.1.3. Cadena de inmersiones Sea ) C R" un abierto. Entonces
se verifican las inclusiones continuas

D(Q) = C(Q) — LX) — LP(Q) — L*(Q) — L' Q) — LL.(Q) — D'(Q),

para todo 1 < p < oo.
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Observacion 2.1.4. La Norma Inducida y la Desigualdad de Cauchy-Schwarz
Sea H un espacio vectorial con un producto interno (-,-). La funcién definida por
[ul] = v/ {u, w)

es una norma en H. Para verificar esto, basta demostrar que se satisface la des-
igualdad triangular:

[u+ ol < flull +[lofl, Vu,v e H.

Esto se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, que establece que:

[{w, )] < [lul[fJv]]

Usando esta desigualdad y la expansion de ||u + v||?, tenemos:

Ju+v||? = (u+v,u+v)

= ||ull® + 2 Re(u, v) + ||v|?

< Jlull® + 2fulllv]] + [[o]|*

= (Jlull + [lvlD?*.

Tomando raiz cuadrada en ambos lados, obtenemos la desigualdad triangular:

[[u+ ol < flull + [lv]].
Esto demuestra que la _funcion definida es efectivamente una norma en H.

Definicion 2.1.53. La afirmacion de que una Sucesion de funciones f, defini-
das en un conjunto X converge a una funcion f cuando n — oo puede interpretarse
de diferentes maneras, dependiendo del tipo de convergencia considerada.

1. Convergencia puntual: Decimos que f,, converge puntualmente a f en X
si, para cada x € X, la sucesion de valores f,(x) se aproxima a f(z) cuando
n — oo, es decir:

lim f,(x) = f(z), VzeX.

n—oo

Este tipo de convergencia no implica necesariamente que la convergencia sea
uniforme en todo el dominio.
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2. Convergencia uniforme: Decimos que f,, converge uniformemente a | si
la convergencia no solo ocurre en cada punto, sino que ocurre de manera
uniforme en todo X. Matemdticamente, esto se expresa como:

sup | fn(z) — f(z)| = 0, cuandon — oc.
zeX

Esto significa que la diferencia entre f,(z) y f(z) se hace arbitrariamente pe-
quena para todos los puntos x de X, de manera controlada. La convergencia
uniforme es mds fuerte que la convergencia puntual.

3. Convergencia casi en todas partes (c.a.e.): Si X es un espacio de medida,
podemos hablar de convergencia casi en todas parte, lo que significa que
fu(x) — f(z) para casi todos los puntos x de X, excepto en un conjunto de
medida cero. Es decir:

lim f,(z) = f(z), paracasitodoz € X.
n—oo
Esta nocion se usa mucho en teoria de la medida y en andlisis _funcional.

Definicion 2.1.54. Sea X un espacio normado. Decimos que una sucesion (z,,) C
X converge_fuertemente (0 en norma) ax € X Si:

|xn — || = 0 cuandon — oc.

Definicion 2.1.55. Sea X un espacio vectorial normado con norma || - ||. La topo-
logia inducida por la norma es la topologia generada por las bolas abiertas:

By(z)={yeX:|y—z|| <r}, conzeX,r>0.
Esta topologia también se conoce como topologia fuerte.

Definicion 2.1.56. Sea X un conjunto. Un operador de cerradura en X es una
aplicacion
c:P(X)— P(X),

que a cada subconjunto A C X le asocia su cerradura cl(A), y satisface para todo
A BCX:

1. AcCcl(A). (Extensividad)
2. cl(cl(A)) =cl(A). (Idempotencia)
3. cl(AUB) =cl(A) U cl(B). (Preservacion de uniones finitas)

4. (@) =@. (Cerradura del vacio)

Definicion 2.1.57. Sea X un espacio topoldgico y A C X. El punto de adheren-
cia de A es todo x € X tal que para toda vecindad abierta U de x, UN A # &. La
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cerradura de A, denotada A, es el conjunto de todos los puntos de adherencia
de A:
A = {z € X :V vecindad abiertaU >z, UN A # (}.

Equivalentemente, A es el menor conjunto cerrado que contiene a A.

Definicion 2.1.58. Dado un operador de cerradura cl en X, la_familia
r={UCX:c(X\U)=X\U}
es una topologia en X. Sus miembros son los conjuntos abiertos de X.

Equivalentemente, un conjunto U C X es abierto si y solo si su complemento es
cerrado, es decir, si
cd(X\U)=X\U.

Observacion 2.1.5. En la topologia v definida por cl, una sucesién (z,) C X
converge a x € X siy solo si

V vecindad U € rdex, AN e N: x, € U Vn > N.
Equivalentemente, usando el operador de cerradura,

tn =1 < VNeN, z € cd({z,:n>N}).
Este hecho conecta directamente la nocion de punto de adherencia (Definicion

2.1.57) con la creacirnion de topologia .

Observacion 2.1.6. La topologia en C§°(?) definida a partir del operador de ce-
rradura y la convergencia secuencial (Observacion anterior) se traduce concreta-
mente en:

Una sucesion {¢;} C Cg°(2) converge a ¢ € Ci°(2) siy solo si existe un compacto
K € Q tal que
p;CK y oCK Vyj,

Yy ademads, para todo multiindice «,

lim sup|0®p;(z) — 9%p(x)| = 0.

J=0 ek

Asi, la nocion de punto de adherencia (Definicién 2.1.57) y de convergencia se-
cuencial en la topologia dada coincide con la familiar convergencia “con sopor-
te comuin compacto + convergencia uniforme de todas las derivadas” propia de
C5e(92).

Definicién 2.1.59. Sea ) C R" un abierto. El espacio de funciones de prueba
o espacio de funciones test en () se define como
D(Q) = C°(Q) = {peC™(Q) : peQf,

esto es, las_funciones infinitamente diferenciables que tienen soporte compacto en
Q.
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Observacion 2.1.7. Elespacio D(Q2) = C3°(Q2) hereda la topologia de convergencia
secuencial descrita en la Observacién anterior: una sucesién {¢;} C D(Q2) converge
a ¢ € D(N) si existe un compacto K € €2 que contiene todos sus soportes y

sup [0%p;(x) — 8%p(x)] —— 0 Va € Nj.
zeK J—ro0

Proposicion 2.1.4. Cadena de inclusiones ampliada Sea 2 C R" un abierto.
Entonces se verifican las inclusiones continuas

D(Q) = CF(N) — LX) — LP(Q) — L*(Q) — L' Q) — LL.(Q2) — D'(Q),
para todo 1 < p < oo.

Lema 2.1.2. Lema de Rellich-Kondrachov Sea ? C R"™ un dominio abierto,
limitado y con frontera de clase C'. Entonces la inclusion:

HY(Q) — L*(Q)

es compacta. Es decir, toda sucesion acotada en H} () posee una subsecuencia
que converge fuertemente en L*(12).

Ademas, por la desigualdad de Poincaré, existe constante Cp > 0 tal que para
todo u € H} ()
lullrz@) < CrlIVullrz o),

de donde se obtiene la inclusion continua

HY}(Q) — L*(Q).

Observacion 2.1.8. Diferencia Rellich-Kondrachov y Poncairé Una inclusion
T : X — Y entre espacios normados es continua si existe C' > 0 tal que

IT@)lly < Cllzllx  VoelX,

lo que equivale a enviar bolas acotadas en X a conjuntos acotados en'Y.

En cambio, T es compacta si lleva cualquier sucesion acotada {z,} C X a una
sucesion {T'(z,)} C Y que tiene necesariamente una subsecuencia convergente en
Y.

Definicion 2.1.60. Decimos que un subconjunto A C X tiene interior no vacio
si existe una bola B, (z) C A. Un conjunto es compacto si toda cubierta abierta de
A admite una subcubierta finita.

En espacios de dimension infinita, ningin subconjunto con interior no vacio es
compacto en la topologia de la norma.

Observacion 2.1.9. Para superar la falta de compacidad en espacios de dimen-
sioén infinita, se introducen topologias mds débiles, es decir, con menos cornjuntos
abiertos y mds conjuntos compactos.
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Lema 2.1.3. Sea X un espacio vectorial normado sobre K, y sea M C X un
subespacio vectorial cerrado y propio. Entonces, para todo ¢ > 0, existe un vector
u e X tal que:

lu =1 y dist(u, M) >1—e.

Teorema 2.1.8. Sea X un espacio vectorial normado sobre K. Si la bola unidad
cerrada

Bi(0):={zx e X :|z|]| <1}
es compacta en la topologia de la norma, entonces X es de dimension finita.
Definicion 2.1.61. Sea X un coryjunto, K € {R,C}, y sea {f; : X — K}ier una

Jfamilia de funciones.

La topologia inducida por la familia { f;};c; es la topologia mds débil en X que
hace a todas las _funciones f; continuas.

Esta topologia es generada por los conjuntos del tipo:

f71(U), dondeU cC K es abiertoyi € I.

)

Definicion 2.1.62. Sea £ C P(X) una familia de subconjuntos. Llamamos sub-
base a £ si la topologia generada por &, denotada por T (£), es la coleccion de
todos los conjuntos que se pueden escribir como:

» Uniones arbitrarias de
» Intersecciones finitas de elementos de £.
En el caso de la topologia inducida por funciones {f;}icr, la coleccion
£:={fYU):U C K abierto, i € I}
forma una subbase para la topologia inducida.

Proposicion 2.1.5. Sea X un conjunto con la topologia inducida por una familia
{fi : X = K};er. Una sucesion (x,) C X converge az € X si, y solo si,

fi(zn) — fi(x) paratodoic I.

Es decir;, la convergencia en la topologia inducida equivale a la convergencia
puntual (2.1.53) de todas las imdgenes a través de las funciones de la _familia.
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Proposicion 2.1.6. Sea (X, 7) un conjunto con la topologia inducida por una fami-
lia{f; : X = K};cs, y sea Z un espacio topolégico. Entonces, una funcion ¢ : 7 — X
es continua si, y solo si, todas las composiciones f; o ¢ : Z — K son continuas.

Esto caracteriza completamente la continuidad hacia espacios con topologia indu-
cida por funciones.

Definicion 2.1.63. Supongamos que cada X, estd dotado de una topologia 7,.
La topologia producto en [] ., X, es la topologia mds débil (menos fina) que
hace continuas todas las proyecciones:

mg: [ Xa— Xa,  ms(f) = f(B).

a€cA

Esta topologia tiene como subbase la coleccién de conjuntos:

E:={rz'(U):U €Tz BeA}
La topologia generada por £ se llama topologia producto, y se denota por [ [,c 4 Ta-

Teorema 2.1.9. Teorema de Tychonoff Sea {X,}.c4 una familia de espacios
topoldgicos compactos. Entonces, el producto cartesiano [[,.4 X, dotado de la
topologia producto, es compacto.

Este resultado es vdalido incluso cuando el conjunto indice A es infinito.

Teorema 2.1.10. Teorema de Banach-Alaoglu Sea X un espacio de Banach.
Entonces, la bola cerrada unidad del dual X*, es decir,

B:={feX":|fl <1},
es compacta en la topologia débil* o(X*, X).

Corolario 2.1.1. El Teorema de Riesz (2.1.8) muestra que en espacios normados
de dimension infinita, la bola unidad cerrada no puede ser compacta en la topo-
logia de la norma. En cambio, el Teorema de Tychonoff (2.1.9) nos asegura que
ciertos productos de compactos siguen siendo compactos, incluso en dimension
infinita.

Esta tension entre ambos teoremas motiva la introduccion de topologias mas
débiles, como la topologia débil 2.1.64 y débil-* 2.1.68, bajo las cuales bolas
cerradas si pueden ser compactas (por ejemplo, en la topologia débil-* gracias al
Teorema de Banach-Alaoglu 2.1.10).

Asi, Tychonaff inspira directamente el desarrollo de estructuras funcionales que
permiten trabajar con compacidad en contextos infinitamente dimensionales, en
contraste con las limitaciones impuestas por el Teorema de Riesz.
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Definicion 2.1.64. Sea X un espacio vectorial normado real y sea X* su dual
topologico, es decir, el conjunto de todos los funcionales lineales continuos f : X —
R.

La topologia débil en X, denotada por o(X,X*), es la topologia mdas débil que
hace continuas todas las aplicaciones:

x+— f(z), paracada f e X*.
Es decir; es la topologia inducida por la familia {f} je x-.

Definicién 2.1.65. Una sucesién (z,) C X converge débilmente a z € X, lo que
se escribe como ¢, — x, Si:

f(zn) — f(x), paratodo f € X*.

Proposicion 2.1.7. Para cualquier espacio vectorial normado X, se cumple que:

Ty =T = Ty — T

Es decir, la convergencia fuerte implica convergencia débil. Sin embargo, la reci-
proca no es verdadera en general.

Corolario 2.1.2. Si X es de dimension finita, entonces la topologia débil coin-
cide con la topologia de la norma.

En particular, una sucesion converge débilmente si y solo si converge en norma
(2.1.54).

Proposicion 2.1.8. Sea C C X un conjunto convexo. Entonces:

C es cerrado en la topologia fuerte < C' es cerrado en la topologia débil.

Definicion 2.1.66. Sea X un espacio vectorial normado real y X* su dual, es
dectir; el conjunto de todos los funcionales lineales continuos f : X — R.
El bidual de X, denotado por X**, es el dual de X*, es decir:

X = (X")"={®: X* - R | ® lineal y continua}.

Definicion 2.1.67. Existe una aplicacion canénica J : X — X** definida por:

J(x)(f) := f(z), paratodo f € X*.
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Esta aplicacioén es lineal, isométrica e inyectiva. Es decir, X puede identificarse
con un subespacio de su bidual X **.

Definicién 2.1.68. La topologia débil-* (también llamada topologia débil-estrella)
en X*, denotada por o(X*, X), es la topologia mds débil que hace continuas todas
las aplicaciones de evaluacion:

f— f(x), paracadaz e X.

Esta topologia estd inducida por la familia {z : X* — R},cx, donde z(f) = f(z).

Definicion 2.1.69. Una sucesién (f,) C X* converge a f € X* en la topologia
débil-* si, y solo si:

fn(x) = f(x), paratodoz € X.

Esta convergencia se denota por f,, —* f.

Definicién 2.1.70. Cerradura de subespacios en espacios normados Sea
(X, || - ||) un espacio normado yY C X un subespacio lineal. La cerradura de

Y en X, denotada YX, es el menor subespacio cerrado de X que contiene Y.
Equivalentemente,

?X:{xGX:EI{yn}CY, yn—>xenX}.

=X . . .

Entonces Y~ es un subespacio cerrado de X y cualquier subespacio cerrado que
. . =X

contenga Y también contieneY " .

Observacién 2.1.10. Sea (X, | -||) = (H'(Q), |- [|g2) y Y = C5°(Q) C X. La cerra-
duradeY en X es

e HY(

o = {ue HYQ)  3p, € CF(Q), g — uen HY(Q)).

Este espacio coincide con el espacio de Sobolev de traza nula
YT Hl ( Q)
Hy(Q) = Co(9) :

De este modo, C§°(f2) genera densa y continuamente H} () bajo la norma de H'.

Definicion 2.1.71. Sea X un espacio de Banach. Se dice que X es reflexivo si
la aplicacion canénica

S X = X7 J(@)(f) = f(=),
es sobreyectiva, es decir, si J(X) = X**. En tal caso, todo funcional continuo sobre
X* proviene de un tnico elemento de X, y se tiene la identificacion natural X =

X
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Observacion 2.1.11. La reflexividad solo tiene sentido si X es un espacio de Ba-
nach (2.1.48), es decir, completo (2.1.43). Aunque la aplicacién canénica J siempre
es una isometria e inyectiva, no siempre es sobreyectiva. Por tanto, la completitud
es una condicion necesaria para que X sea reflexivo.

Antes del siguiente teorema, recordemos que segun el Teorema de Riesz (ver
Teorema 2.1.8), en espacios infinitamente dimensionales la bola unidad cerrada
no puede ser compacta en la topologia de la norma. Sin embargo, al dotar al
espacio de la topologia débil y asumir reflexividad, dicha bola unidad si se vuelve
compacta.

Teorema 2.1.11. Si X es un espacio reflexivo, entonces:
1. Toda sucesion acotada en X tiene una subsucesion débilmente convergente.
2. La bola unidad cerrada de X es débilmente compacta.

3. Se tiene la identificacion candnica X = X** como espacios topoldgicos.

Teorema 2.1.12. Sea X un espacio de Banach. Si la bola unidad cerrada

Bx :={re X :|z| <1}

es compacta en el bidual X** con la topologia débil-*, es decir, en o(X**, X*), en-
tonces X es reflexivo.

Proposicion 2.1.9. Sea X un espacio de Banach reflexivoy sea M C X un subes-
pacio vectorial cerrado. Entonces M, con la topologia inducida por X, también es

un espacio reflexivo.

Corolario 2.1.3. Sea X un espacio de Banach. Entonces:
X esreflexivo < X* es reflexivo.

Corolario 2.1.4. Sea X un espacio de Banach reflexivo. St K C X es un conjunto
cerrado, acotado y convexo, entonces K es compacto en la topologia débil,
es decir, en (X,0(X, X%)).

Teorema 2.1.13. entonces el dominio del adjunto A* es denso en Y, lo que per-
mite definir:

A*: DA CY = X,

Observacion 2.1.12. En muchos problemas elipticos, los operadores diferenciales
(como el laplaciano —A) se definen inicialmente en dominios densos. Este teorema
garantiza que, en espacios reflexivos como H&(Q), podemos extender su accion y
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definir sus adjuntos de forma consistente, lo cual es clave en la_formulacion débil

Definicién 2.1.72. Un espacio vectorial normado X es uniformemente convexo
si, para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que, para todos z,y € Bx (la bola unidad de X),
si ||z — y|| > e, entonces:

r+y

|<1-s

Es decir; si dos vectores de norma menor o igual a 1 estan suficientemente sepa-
rados, su punto medio cae estrictamente dentro de la bola unidad.

Teorema 2.1.14. Todo espacio de Banach uniformemente convexo es reflexivo.

Corolario 2.1.5. Todo espacio de Hilbert es uniformemente convexo. En particu-
lar, todo espacio de Hilbert es reflexivo.

Observacion 2.1.13. Los espacios uniformemente convexos no solo garantizan
reflexividad (lo que implica compacidad débil de la bola unidad), sino que también
tienen propiedades mejoradas de convergencia: en muchos casos, la convergencia
débil implica convergencia fuerte. Esto los hace especialmente titiles en la aplica-
cion del método de Galerkin, ya que permite demostrar que las aproximaciones no
solo existen, sino que convergen fuertemente a la solucién verdadera bajo condi-
ciones razonables.

Proposiciéon 2.1.10. Sea X un espacio de Banach uniformemente convexo y
(xn) C X una sucesion tal que:

» 1z, — x débilmente,

» limsup,,_, [|zn]| < ||z

’

entonces se tiene:
T, — ¢ fuertemente en X.

Observacion 2.1.14. Este resultado mejora la convergencia en el método de Ga-
lerkin. Cuando se trabaja en espacios uniformemente convexos como H'(Q), si la
sucesion aproximante u,, converge débilmente y sus normas no sobrepasan la de
u, entonces u,, — u _fuertemente. Esto es muy ttil para garantizar convergencia en
norma sin recurrir a compactitud adicional.

Definicién 2.1.73. Sea ! C R" y T € D'(Q) una distribucién. La derivada dis-
tribucional 9“T de orden multiindice o se define por

(0°T,p) = (~1)*N(T,0%), Ve D).

De este modo, 0°T es la tinica distribucion que actua sobre ¢ con el signo alternado
y moviendo la derivada a la_funcion test.
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Definicién 2.1.74. Sea Q2 C R" un abierto y k € Ny. El espacio de Sobolev
HE Q) = {u e L2(Q) ] D e L2(Q), Ya e NI, |a| < k}

estd _formado por las funciones de L*()) cuyas derivadas débiles (en el sentido de

distribuciones, Definicion 2.1.73) hasta orden k también pertenecen a L*(12).

Equipamos H*(Q) con la norma

1/2
[ull e = (Z IIDO‘UI%2> :

|la|<k
y con el producto interno
(u,v) e = Z / D%u(x) D% (z) dz.
jof <k 7
Con esta estructura, H*(Q) es un espacio de Hilbert.
En particular, para k = 1 se tiene

1/2
HY(Q) = {ue L*(Q): Vue LAQ)},  [ulm = (Juldz + [IVul2)".

Lema 2.1.4. Lema de Lax-Milgram Sea H un espacio de Hilbertya : Hx H — R
una forma bilineal continua y coerciva, es decir:

1. Continuidad: |a(u,v)| < Cllul|||v]-
2. Coercividad: a(u,u) > a||u||? para algun o > 0.

Si F': H — R es funcional lineal y continuo, entonces existe un tinico u € H tal que:

a(u,v) = F(v), YveH.

Este resultado garantiza la existencia y unicidad de la solucion en la formulacion
débil.
Teorema 2.1.15. Principio de Lax Sea H un espacio de Hilbert y {H,} una

sucesion de subespacios de dimension finita de H. Sea u la solucién del problema
variacional:

a(u,v) = F(v), YveH.

Si u,, es la solucion del problema aproximado en H,:

a(tp,vy) = F(v,), Yu, € Hy,

y si u, converge en norma a u cuando n — oo, entonces u,, es una buena aproxi-
macion de u.
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Teorema 2.1.16. Teorema de Lax-Milgram Sea H un espacio de Hilbert con
producto interno (-,-) y norma inducida || - ||. Sea a : H x H — R una forma bilineal
que satisface:

1. Continuidad: Existe una constante C > 0 tal que

la(u, v)] < Cllullllv]l,  Vu,v € H.

2. Coercividad (o elipticidad): Existe una constante « > 0 tal que

a(u,u) > allul|?>, Vue H.

3. F': H — R es un _funcional lineal y acotado, es decir, existe M > 0 tal que

[F(v)] < M|jvll, Vv e H.

Entonces, existe un unico u € H tal que

a(u,v) = F(v), YveH.

Este resultado garantiza la existencia y unicidad de la solucion en la _formula-
cion débil de ecuaciones en derivadas parciales.

Observacion 2.1.15. El Teorema de Lax-Milgram y el Principio de Lax tienen
objetivos distintos:

» El Teorema de Lax-Milgram garantiza que el problema variacional tiene
una tnica solucion en un espacio de Hilbert H. Se usa para demostrar la
existencia y unicidad de soluciones de EDPs elipticas.

» El Principio de Lax justifica que una sucesién de aproximaciones u,, en
subespacios finito-dimensionales H,, C H es una buena aproximacion de
la solucion exacta .

En resumen, el Teorema de Lax-Milgram asegura la existencia de u, mientras
que el Principio de Lax garantiza que una aproximaciéon numeérica u, converge a
u.

Definicion 2.1.75. Sean X,Y, 7 espacios vectoriales sobre R o C. Una forma
trilineal es una aplicacién

b: X xYxZ — R (00),

tal que para cada uno de sus argumentos, manteniendo fijos los otros dos, es
lineal. Es decir, para cualesquiera o, € R (0C)y x1,29 € X, y1,y2 € Y, 21,20 € Z:

b(axl + 61’2, Y, Z) = ab(xhyvz) + Bb(x%yv Z)a
b(l’, alyi + 53/27 Z) = ab(wvylaz) + 5b(x7y27z>7
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b(‘r?ya az; + 522) = ab(m,y, Zl) + ﬂb(l’,y, 22)'

Si ademas X,Y,Z son espacios normados, decimos que b es continua si existe
C > 0 tal que

bz,y,2)| < Clelxlylylzlz VeeX, ye¥, zez.

Lema 2.1.5. Antisimetria en los dos tltimos argumentos Seab: X x X x X —
R una forma trilineal definida en un espacio vectorial X . Si, ademas,

b(x,y,y) =0 Vz,yeX,
entonces para todo x,y,z € X:

b(x,y,z) = —0b(z, z,y).

Definicion 2.1.76. Desigualdad de Rayleigh general Sea A: D(A) C H - H
un operador lineal autoadjunto y semidefinido positivo en un espacio de Hilbert
H. Para todo u € D(A) \ {0}, definimos el cociente de Rayleigh como

El menor valor propio (autovalor) de A viene dado por

A= inf  R(u).
ueD(A)\{0}

Ademas, para todo u € D(A) se cumple la desigualdad de Rayleigh
(A’U,, U)H Z A1 (’U,, U/)H’
lo que implica que A es coercitivo si \; > 0.

Definicion 2.1.77. Desigualdad de Cauchy-Schwarz Sea X un espacio de
producto interno con producto (-,-). Para cualesquiera x,y € X, se cumple la si-
guiente desigualdad:

(@, ) < [l lyll,

donde ||z|| = y/(z,x) es la norma inducida por el producto interno.

Definicion 2.1.78. Desigualdad de Young general con ¢

Seana,b > 0,c >0, yp,q > 1 exponentes conjugados, es decir, = + - = 1. Entonces

se cumple:

1,1
P q
ab < eaf + C(e)bl,
donde
C(e) = (ep)"9Pq "
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Demostracion. Escribimos ab en la _forma factorizada:

ab= ((ep)"/7a) <(gp§1/p> |

y aplicamos la desigualdad de Young clasica:

P q
zy < —+y—, para x,y > 0.
q

p
Sustituyendo:
b q
1/p,\P < 1/p>
ab < ((sp)p ) + (Ep)q =cea? + 1(510)*(*’/1’1)" =ea’ + C(e)b1.

Aplicacion al Método de Galerkin

Definicion 2.1.79. Dada una ecuacion diferencial parcial del tipo
—Au = f en Q, u|aQ =0,

la solucion débil es una funcién u que satisface la ecuacion en el sentido de
distribuciones. Es decir, u pertenece a un espacio funcional adecuado y cumple la
siguiente ecuacion débil:

/Vu'Vvdx:/fvdx, Yo € HY(Q),
Q Q

donde v es una funcioén de prueba.

La_formulacion débil es una reformulacién de una ecuacién diferencial en la que
se permite que la solucién no sea suave, es decir, que no tenga derivadas de todas
las ordenes. En lugar de exigir que la solucion cumpla la ecuacién punto por punto,
la formulacién débil requiere que la soluciéon cumpla una integral de la ecuacion
sobre todo el dominio.

Para una ecuacion diferencial general, la_formulaciéon débil es derivada multipli-
cando la ecuacién por una funcion de prueba v (de test), y luego aplicando la
integracion por partes para reducir los términos que involucran derivadas de la
solucion a términos que involucran derivadas de v.

Definicion 2.1.80. El método de Galerkin es un procedimiento aproximado pa-
ra resolver ecuaciones diferenciales, en el que se busca la solucion dentro de un
subespacio de dimension finita.

Dados espacios funcionales V y H y una forma bilineal a(-,-), el método consiste
er:

1. Elegir una base {vy,...,v,} C V.
2. Buscar una solucion aproximada u, = Y ., ¢;v; € V,, donde V;, es el subes-

pacio de dimension finita generado por los vectores {vi,...,v,}.
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3. Imponer que:
a(up,vj) = F(v;), Vj=1,...,n.

Este método garantiza una solucion aproximada en el subespacio V,,, que minimi-
za el error en el sentido de que la solucién obtenida es ortogonal a las funciones
de prueba en ese subespacio.

Este método reduce un problema funcional infinito-dimensional a un sistema lineal
finito-dimensional y consiste en buscar una solucién aproximada de la forma débil
del problema, es decir, una funcion que verifique a(u,v) = F(v) para toda funcién
de prueba v € V, restringida a un subespacio finitoV,, C V.

Teorema 2.1.17. Sea a : V x V — R una forma bilineal simétrica, continua, y
F € V' un funcional lineal y continuo. Entonces:

1. Elmétodo de Galerkin genera una sucesion de soluciones u,, € V,, C V, donde
V,, es un subespacio de dimension finita.

2. Esta sucesion converge débilmente hacia la tinica solucion v € V que satis-
face la ecuacion deébil:
a(u,v) = F(v), YveV.

Definicion 2.1.81. En el contexto del método de Galerkin, se selecciona una fa-
milia de funciones base {¢1, ¢2,...} C V que sean linealmente independientes. Se
define el espacio V,, como el subespacio generado por las primeras n funciones
base:

V= spar{¢i,...,¢n}.

Luego, se busca una solucion aproximada u, € V,, lo que reduce el problema
original de dimensién infinita a un sistema lineal de n ecuaciones.

Proposicion 2.1.11. Si el problema variacional tiene una tnica solucion u, y las
soluciones aproximadas u,, € V,, convergen débilmente a u, entonces u, — u_fuer-
temente en H, siempre que dimV,, — co y V,, sea denso en H.

Lema 2.1.6. Lema del angulo agudo Sea P : R™ — R™ una aplicacion continua.
Si existe py > 0 tal que

(P(£),§) >0 paratodo§ € R™ con [|¢]| = po,
entonces existe £* € B, (0) tal que
P(£") =0.

Aqui, B,,(0) denota la bola cerrada en R™ de radio p, centrada en el origen.

2.1.2. Base fisica

Definiciéon 2.1.82. Descripcion del tipo de fluido
El medio en el que se desplazan los espermatozoides se ha modelado como un

32



2.1. Marco teodrico

fluido no newtoniano, isotrépico, homogéneo e incompresible. Cada una de estas
caracteristicas responde a propiedades observadas en medios biolégicos reales
como el moco cervical o el liquido intrauterino:

= No newtoniano: Este tipo de fluido presenta una viscosidad que depende
de la tasa de deformacion, lo que refleja la realidad de muchos fluidos bio-
l6gicos donde la interaccion entre el fluido y las fuerzas generadas por los
espermatozoides es altamente no lineal.

» Isotropico: Se asume que las propiedades del fluido son idénticas en todas
las direcciones. Aunque los fluidos biologicos pueden presentar anisotropias
en determinadas circunstancias, este supuesto simplifica el modelado sin
sacrificar significativamente la fidelidad de los resultados.

= Homogeéneo: Consideramos que el fluido tiene propiedades uniformes en to-
da la region de estudio, lo que elimina variaciones espaciales en densidad
o viscosidad. Este supuesto facilita la _formulacion matemdtica y reduce la
complejidad computacional.

» Incompresible: Debido a que los fluidos bioldgicos son esencialmente incom-
presibles a las escalas y velocidades involucradas, este supuesto es apropia-
do y ampliamente utilizado en modelizacién de dinamica de fluidos.

Definicion 2.1.83. La densidad se define como la cantidad de masa contenida
en una unidad de volumen y se expresa matemdticamente como:

p= v (2.2)

donde:
» p es la densidad (una magnitud escalar),
= m es la masa,
= V es el volumen.
Definicion 2.1.84. La velocidad es una magnitud vectorial que describe la tasa

de cambio temporal de la posicion de una particula o punto material. Sir(t) es la
posicion de la particula en funcion del tiempo, la velocidad u(t) se define como:

u(t) = , (2.3)

donde:

» r(t): es el vector posicion, que describe la ubicacion de la particula en un
sistema de coordenadas,

= t: es el tiempo,
» u(t): es el vector velocidad, que indica la direccién y la magnitud del despla-

zamiento instantdneo por unidad de tiempo.
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Definicion 2.1.85. El campo de velocidades de nuestro modelaje va a ser en 3D
por lo que nuestro sistema de ecuaciones diferenciales va a ser una aplicacién tal
que: Sea Q C R3 un dominio de la siguiente forma ( ver en 2.1.1 ) en el espacio,
definimos la _funcion:

u: 2 xRY - R3,

dada por:

u(x,t) = (ul(x,t),ug(x,t),U3(x,t)),

donde:
» x = (x1,29,23) € Q es la posicion espacial,
s t € RT es el tiempo,

» u;(x,t) parai = 1,2,3 representan las componentes del campo vectorial u en
las direcciones x1, x2, Yy x3, respectivamente.

La funcion u(x,t) puede interpretarse como un campo vectorial dependiente del
tiempo, que asigna un vector tridimensional a cada punto del dominio 2 en un
instante t.

Definicién 2.1.86. La aceleracion es una magnitud vectorial que describe la
tasa de cambio temporal de la velocidad de una particula o punto material. Siu(t)
es el vector velocidad en funcién del tiempo, la aceleracién a(t) se define como:

a(t) = dl;it), (2.4)

donde:

= u(t): es el vector velocidad, que representa la derivada del vector posicién

respecto al tiempo, u(t) = dl:j(tt)’

= {: es el tiempo,

= a(t): es la aceleracion, que indica la variacién de la velocidad en magnitud y
direccion con respecto al tiempo.

Definicion 2.1.87. El momento lineal es una magnitud vectorial que describe
el movimiento de un cuerpo y se define como el producto de su masa m por su
velocidad v. Matemdticamente, se expresa como:

p=my,

donde:

= p es el momento lineal del cuerpo (un vector),
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= m es la masa del cuerpo (un escalar),
= v es la velocidad del cuerpo (un vector).

En el contexto de un fluido continuo, se trabaja con una descripcion mds general.
La densidad de momento lineal en un volumen infinitesimal de fluido estd dada

por:
p = pu, (2.5)

donde:

» p es la densidad del fluido (2.1.83),

= u es la velocidad del fluido (2.1.85).
Definicion 2.1.88. La segunda ley de Newton establece que la fuerza neta
que actua sobre un objeto es igual al producto de su masa por la aceleracion que

experimenta:
F =ma. (2.6)

donde:

» [:Esla fuerza neta que actiia sobre un objeto (magnitud vectorial).

= m: Es la masa del objeto (magnitud escalar).

= ad: Es la aceleracion del objeto (magnitud vectorial).
Definicion 2.1.89. El enfoque euleriano se centra en un punto fijo en el espacio
y analiza cémo las propiedades del fluido (como la velocidad, presion, densidad,

etc.) cambian con el tiempo en ese punto. Las propiedades del fluido se describen
como funciones del tiempo y del espacio:

U= u(z,1),
donde:
= ¢ es el vector de velocidad de la particula ( 2.1.85 ).

= Z(t) es la posicion de la particula en el espacio.

= { es el tiempo en el que se evaltan las propiedades de la particula.

Definicion 2.1.90. El enfoque lagrangiano sigue a particulas individuales a
medida que se mueven a través del espacio y el tiempo. Las propiedades del
fluido se describen desde el punto de vista de cada particula y se expresan como
funciones del tiempo:

i@ = a(@(1),¢),

donde:
= ¢ es el vector de velocidad de la particula ( ver en 2.1.85 ).

» Z(t) es la posicién de la particula en el espacio en funcion del tiempo.
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= t es el tiempo en el que se evaliian las propiedades de la particula.

Definicion 2.1.91. La presion en un fluido es una magnitud escalar que repre-
senta la fuerza ejercida por las moléculas del fluido sobre las superficies de su
contorno o sobre las particulas dentro del fluido. En términos matemadticos, la pre-
sioén p esta definida como la fuerza F por unidad de drea A:

p= 1 (2.7)

Definicion 2.1.92. Un liquido incompresible es aquel fluido cuyo volumen per-
manece constante en el tiempo por lo cual la densidad p ( ver en 2.1.83 ) también
permanece constante en el tiempo y el espacio, independientemente de los cam-
bios en la presion o la temperatura bajo condiciones normales. Esto implica que:

dp

donde:
» p: es la densidad del fluido (ver en 2.1.83 ),
= V-u: es el divergente 2.1.5 del campo de velocidad del fluido ( ver en 2.1.85).

La condicion de incompresibilidad simplifica las ecuaciones de continuidad y Navier-
Stokes, siendo vdlida para la mayoria de los liquidos en condiciones normales.
Sin embargo, esta suposicién no se aplica en situaciones donde las variaciones de
presion o temperatura generen cambios significativos en la densidad del fluido.

Definicion 2.1.93. La Ley de Conservacion de la Masa establece que la masa
de un sistema cerrado permanece constante en el tiempo, independientemente de
los procesos fisicos o quimicos que ocurran. Matemdticamente, para un fluido en
movimiento, esta ley se expresa mediante la ecuacion de continuidad:

dp B
o TV (pu) =0, (2.8)

donde:
» p es la densidad del fluido 2.1.83,
= 1y es el campo de velocidad del fluido 2.1.85,
= t es el tiempo.

Esta ecuacion indica que el cambio en la densidad de un fluido en un punto %
mas la divergencia del flujo de masa V - (pu) debe ser cero, garantizando la con-
servacion de la masa y explicando asi la definicion de liquido incomprensible ( ver
en 2.1.92).
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Definicion 2.1.94. La deformacion en un fluido se refiere al cambio continuo y
permanente en la_forma o disposicion de los elementos del fluido cuando se some-
te a fuerzas externas. Este fenomeno se caracteriza por el movimiento relativo de
las particulas del fluido, que pueden deslizarse o rodar unas sobre otras sin ofre-
cer una resistencia finita a la deformacién continua. A diferencia de los sélidos,
los fluidos no tienen una forma definida y se deforman continuamente mientras
se les aplique una fuerza, por pequena que sea. La tasa de deformaciéon en un
fluido esta directamente relacionada con las fuerzas aplicadas y las propiedades
intrinsecas del fluido, como su viscosidad. Y se caracteriza como:

» Desplazamiento y Angulo de Deformacion: El desplazamiento § se define
como el cambio en la posicién de un punto en el material con respecto a su
posicion original, dado por:

d==x f— ZT; (29)

donde xy es la posicion final y x; es la posicion inicial. Este desplazamiento
puede tener una componente lineal o angular. En el caso de deformaciones
por cizallamiento, el desplazamiento angular entre dos puntos puede carac-
terizarse mediante el angulo «, Asi, la deformacion puede visualizarse como
el desplazamiento de los puntos, ya sea linealmente (como un cambio en la
posicion) o angularmente (como la_formacién de un dngulo entre los puntos).

y
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Figura 2.1: Caracterizacion de la deformacion

» Deformacion Continua: La deformacion continua en un fluido ocurre por-
que el fluido experimenta una deformacion constante mientras actuen las
fuerzas que originan tensiones cortantes, por pequenas que sean. Esto sig-
nifica que cualquier esfuerzo tangencial aplicado, sin importar su magnitud,
provocara un movimiento relativo entre las capas del fluido, resultando en
una deformacion que persiste mientras se mantenga la fuerza aplicada. A
diferencia de los sdlidos, los fluidos carecen de un umbral minimo de es-
fuerzo para iniciar la deformacion, lo que permite que incluso fuerzas muy
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pequerias causen un flujo continuo.

Definicién 2.1.95. La viscosidad dinamica, también conocida como viscosidad
absoluta, es una propiedad fisica de un fluido que mide su resistencia al flujo o
deformacion cuando se somete a un esfuerzo de deformacion. En un fluido new-
toniano, la viscosidad dinamica es constante y esta relacionada con la tension de
corte (1) y la tasa de cizalladura (/) mediante la siguiente expresion lineal:

o= ; (2.10)
Y
donde:

» 7 es el tensor de esfuerzos viscosos (veren 2.1.101 ),

» 1 es la viscosidad dinamica, una cte si el fluido es newtoniano (ver en 2.1.97

),

= 4 es la tasa de cizalladura o la velocidad de deformacion (ver en 2.1.103) .

Proposicién 2.1.12. Aunque la viscosidad dindamica 2.1.95 de un fluido no new-
toniano no es constante, en algunos casos, se puede aproximar utilizando la _for-
mula:

T = Mefectiva;Y (2.11)

donde [iefectiva €S UNa funcion que depende 7 ( ver en 2.1.103), y depende de las
caracteristicas especificas del fluido (como el indice de comportamiento, n, en la
ley de potencia).

Definicion 2.1.96. La constante de viscosidad volumétrica, denotada como \,
es un parametro fisico que describe la resistencia de un fluido a las deformaciones
volumétricas, es decir, a los cambios en su volumen debido a la compresibilidad.
Matemadticamente, se relaciona con otras propiedades del fluido mediante la ex-
presion:

A=k — =
K= SH,

donde:
= )\ es la constante de viscosidad volumétrica,
= i es el coeficiente de viscosidad de volumen,
» 4 es la viscosidad dinamica.

Esta relacion establece como los esfuerzos viscosos dependen tanto de las defor-
maciones por cizalladura como de las deformaciones volumétricas.

Observacion 2.1.16. el término % en la ecuacion de viscosidad dinamica ( ver
en 2.1.95 ) es semejante a la tasa de deformacion, ¥, ya que ambos representan
la velocidad de cambio del perfil de velocidad del fluido en la direccién perpendi-
cular al flujo. En este contexto, %Z mide el gradiente de velocidad, mientras que ~
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representa la tasa de deformacion. Asi, ‘g—Z se puede interpretar como una _forma
especifica de 7.

Definicion 2.1.97. Un fluido newtoniano es un fluido cuya viscosidad es cons-
tante e independiente de la tasa de deformacion o gradiente de velocidad. Esto
implica que la relacién entre la tension cortante y la tasa de deformacion es lineal,
Y se expresa como:

donde:
= 7 es la tension de corte (en unidades de fuerza por unidad de drea).

= 1 es la viscosidad dinamica (ver en 2.1.95), que es constante para los fluidos
newtonianos,

n %Z es el gradiente de velocidad o tasa de deformacion.

Asi, en un fluido newtoniano, la viscosidad no depende del gradiente de velocidad.
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Definicion 2.1.98. El tensor de tensiones o, es un tensor que describe las ten-
siones internas en un material o fluido debido a la interaccion entre sus particulas.
En el contexto de la mecanica de fluidos, este tensor refleja como se distribuyen
las fuerzas de tension dentro de un fluido y estd relacionado con las deforma-
ciones y las fuerzas de contacto que se desarrollan debido a la viscosidad. La
expresion general del tensor de tensiones es:

oc=—pl+7, (2.12)
donde:
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= p es la presion interna del fluido (ver en 2.1.91),
» | es la matriz identidad,

» 7 es el tensor de esfuerzos viscosos (ver en 2.1.101).

Observacion 2.1.17. La ecuacion del tensor de tensiones es:
oc=-—-pl+r,

donde I es la matriz identidad. En un contexto mds general, la matriz identidad
puede expresarse como un operador utilizando el delta de Kronecker (6;; ver en
2.1.9), que actua como la forma discreta de la matriz identidad. Es decir, se tiene:

Iij = by,

Donde los componentes de un vector o tensor se mantienen inalterados cuando
1 = j, mientras que se eliminan cuando i # j.

Definicion 2.1.99. La hipdtesis de Stokes establece que, para los fluidos new-
tonianos, los esfuerzos viscosos son directamente proporcionales a las tasas de
deformacion del fluido. Esta hipdtesis implica que la viscosidad es una propiedad
constante que describe la resistencia interna del fluido al flujo, y que los esfuerzos
viscosos dentro del fluido son causados por las variaciones en las velocidades de
las particulas del fluido.

Definicion 2.1.100. La ley de viscosidad de Newton establece que la tension
de corte en un fluido es directamente proporcional al gradiente de velocidad. La
constante de proporcionalidad es la viscosidad dindamica u (ver en 2.1.95), que
depende de las propiedades del fluido y se considera constante para los fluidos
newtonianos.

Segun esta ley, los fluidos que siguen este comportamiento tienen una viscosidad
que no varia con el gradiente de velocidad, lo que significa que la relacién entre la
tension de corte y el gradiente de velocidad es lineal y constante.

Definicion 2.1.101. El tensor de esfuerzos viscosos, denotado comiinmente
como T o o,, es una magnitud matemdtica que describe la distribucion de las
tensiones internas generadas por la viscosidad en un fluido. Su componente 7;;
(o 0,,;) describe la tension viscosa en la direccion i debida a un gradiente de
velocidad en la direccion j. Matemdticamente, se expresa como:

Tij = 2uDij + A (V- u) 4y, (2.13)
donde:

s 7;; es la componente (i, j) del tensor de esfuerzos viscosos,

= 4 es la viscosidad dinamica del fluido ( ver en 2.1.95, constante en el caso
de un fluido newtoniano ),

= )\ es el coeficiente de viscosidad volumétrica ,
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= D;; es la componente (i, j) del tensor de deformaciones (ver en 2.1.102 ),
» V- u es el divergente del campo de velocidades (ver en 2.1.5 ),
= j;; es el delta de Kronecker (2.1.9 ).

Derivacion del tensor de esfuerzos viscosos:

Para llegar a la ecuacion del tensor de esfuerzos viscosos que hemos presentado,
se siguen varios pasos basados en principios fisicos y matemdticos. En primer
lugar, partimos de la hipodtesis de Stokes ( ver en 2.1.99 ) para fluidos newto-
nianos, que establece que los esfilerzos viscosos son proporcionales a las tasas de
deformacion del fluido. A continuacion, consideramos el tensor de deformaciones
D;; (veren 2.1.102)

Luego, aplicamos la ley de viscosidad de Newton ( ver en 2.1.100 ), que relacio-
na los esfuerzos viscosos con las tasas de deformacion a través de la viscosidad
dinamica p (2.1.95).

Posteriormente, se incluye el término de viscosidad volumétrica, que involucra
el coeficiente A ( 2.1.96 ), y se anade para considerar los efectos de compresibili-
dad en el fluido. Finalmente, al combinar estos conceptos, llegamos a la expresion
general del tensor de esfuerzos viscosos:

Tij = 2,UDij + A (V . u) 61]

Esta ecuacion captura tanto los efectos de cizallamiento (primer término) como los
efectos de compresibilidad (segundo término) en el fluido.

Observacion 2.1.18. En el contexto de un fluido incomprensible, donde el di-
vergente del campo de velocidades es nulo (V - u = 0), el término asociado con
la viscosidad volumétrica en el tensor de esfuerzos viscosos, es decir, el término
A(V -u)d;;, desaparece. Siendo la expresion del tensor de esfuerzos viscosos redu-
cida a:

Tij = 2uD;j.

Definicion 2.1.102. El tensor de deformaciones, describe cémo se deforma un
material o fluido debido a la accion de tensiones internas. Este tensor se define en
términos del gradiente de la velocidad del fluido o las deformaciones en el cuerpo.
Matematicamente, se expresa como:

D= % (vu + (vu)T) , 2.14)

donde:
= D es la expresioén general del tensor de deformaciones,

= Vu es el gradiente de velocidad del fluido, que se puede ver en forma matri-
cialen 2.1.1.
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Este tensor mide la cantidad de deformacion o estiramiento en un material o fluido
debido a la accion de fuerzas.

Observacion 2.1.19. La expresion general del tensor de deformaciones D se pue-
de escribir de forma equivalente de la siguiente manera:

1 /0u; Ou;
D= — J
K 2 <81‘J + 6:1:,) ’
donde D;; es la componente (i, j) del tensor de deformaciones. Esta forma es es-

pecialmente util al trabajar con coordenadas cartesianas en las que se expresan
las derivadas parciales con respecto a las componentes espaciales.

Definicion 2.1.103. En un fluido unidimensional, la tasa de deformacion (o
tasa de cizalladura) es la rapidez con que se produce la deformaciéon en una di-
reccion especifica. Si consideramos que el fluido se deforma solo en una direccion
x, la tasa de deformacion se puede definir como el gradiente de velocidad en esa
direccion:

. |Ou
7= o

)

donde:
= 4 es la tasa de deformacion (o tasa de cizalladura) en la direccion x.

= y es la componente de la velocidad del fluido en la direccion x.

" % es el gradiente de la velocidad en la direccion x.

En un fluido tridimensional, la tasa de deformacion se refiere a la rapidez con la
que se deforman las particulas del fluido en varias direcciones. Esta tasa se puede
definir tomando la norma del tensor de deformacion D;;, que esta relacionado con
los gradientes de velocidad. La tasa de deformacién en un fluido tridimensional
Se expresa como:

4 = /2D;;D;j, (2.15)
donde:

= 4 es la tasa de deformacion (o tasa de cizalladura) total en el fluido.

» D;; es la componente (i, j) del tensor de deformacion (ver en 2.1.102 ).
Definicion 2.1.104. La ley de potencia (o modelo de Ostwald-de Waele) es
una relacién empirica utilizada para modelar el comportamiento de los fluidos no
newtonianos, que establece que la tensién cortante (r) es proporcional a la tasa de

deformacion () elevada a un exponente n. La expresiéon matemdtica general de la
ley de potencia es:

T=KA4" (2.16)
donde:

» 7 es el tensor de esfuerzos viscosos (2.1.101 ),
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» K es una constante de consistencia que depende de las propiedades del
fluido,

» 4 es la tasa de deformacion ( 2.1.103 ),

s n es el indice de flujo, un parametro que describe el comportamiento del
fluido. Para un fluido pseudopldstico, n < 1, lo que implica que la viscosidad
disminuye con el aumento de la tasa de deformaciéon, mientras que para un
fluido dilatante, n > 1, la viscosidad aumenta con el aumento de la tasa de
deformacion.

Teorema 2.1.18. El Teorema de Transporte de Reynolds establece una rela-
cion fundamental entre la tasa de cambio temporal de una propiedad fisica exten-
siva 2.1.105 de un sistema y su comportamiento en un volumen de control fijo. Si
B es una propiedad extensiva del sistema con una densidad especifica b (es decir,
B = [, bdV), el teorema se expresa como:

i bdV = 6de—&-/ b(u-n)dA, (2.17)
dt Jyv ) v Ot oV (1)

donde:

= V() es el volumen de control, que puede cambiar con el tiempo,

dV (t) es la superficie que delimita el volumen de control,

u es la velocidad del fluido en la superficie OV (t),

n es el vector normal unitario a la superficie 0V (t), orientado hacia afuera,

b es la densidad especifica de la propiedad extensiva B,

dV y dA son elementos diferenciales de volumen y drea, respectivamente.

El primer término del lado derecho representa el cambio temporal local de b dentro
del volumen de control, mientras que el segundo término describe el flujo neto de
b a través de la superficie OV (t).

Definicion 2.1.105. Una propiedad extensiva es una magnitud fisica cuya me-
dida depende del tamario o extension del sistema considerado. Matemdticamente,
se puede expresar como una integral sobre un volumen V', es decir:

B:/de,
v

= B es la propiedad extensiva (por ejemplo, masa, energia o cantidad de mouvi-
miento),

donde:

» b es la densidad especifica correspondiente a B, esto es, la propiedad por
unidad de volumen,
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= V es el dominio ocupado por el sistema o el volumen de control en estudio.

En contraste, las propiedades intensivas no dependen del tamario del sistema
(como la temperatura o la presion).

Definicién 2.1.106. Un fluido no newtoniano es un fluido cuya viscosidad no
es constante y depende de la tasa de deformacién o gradiente de velocidad. A
diferencia de los fluidos newtonianos, la relacion entre la tension cortante y la
tasa de deformacion no es lineal. En estos fluidos, la viscosidad puede variar de
manera compleja en _funcion de la tasa de deformacion.

Existen varios tipos de fluidos no newtonianos, que se clasifican segun su com-
portamiento ante esfuerzos cortantes:

» Fluidos plasticos: Un ejemplo comuin es la pasta de dientes.

» Fluidos dilatantes: Un ejemplo tipico es una suspensién de almidon en
agua.

» Fluidos pseudopldsticos: Un ejemplo comin son las pinturas o la sangre.

» Fluidos viscoeldsticos: Algunos ejemplos son el caucho y algunos geles.

Definicién 2.1.107. Un fluido pseudopldstico es un tipo de fluido no newto-
niano cuya viscosidad disminuye a medida que aumenta la tasa de deformacion
o el esfuerzo cortante.

En términos matemdticos, la relacién entre la tension cortante (v) y la tasa de
deformacion (y) en los fluidos pseudopldsticos generalmente no es lineal y puede
describirse mediante una ley de poder o un modelo empirico adecuado a cada tipo
de fluido.

2.1.3. Base fisico-bioldogica

El estudio del movimiento de espermatozoides en un medio fluido requiere una
descripcion precisa tanto de las propiedades del fluido como de las caracteristicas
bioloégicas de los espermatozoides. En esta seccion, se justifica la elecciéon de un
fluido pseudopldstico como modelo del entorno y se describen las propiedades
principales de los espermatozoides que influyen en su dindamica.

Definicion 2.1.108. Eleccion del fluido pseudoplastico

Los medios biolégicos como el moco cervical, el fluido uterino y otros fluidos en los
que los espermatozoides deben desplazarse son ejemplos de fluidos no newtonia-
nos pseudopldasticos. Estos fluidos presentan caracteristicas reolégicas complejas
que dependen de la tasa de deformacion (y). La composicion de estos fluidos inclu-
ye macromoléculas como glicoproteinas, mucinas y otros polimeros biolégicos, que
Jforman una red tridimensional que se reorganiza bajo estrés lo que lleva a cambios
en la viscosidad. A bajas tasas de deformacion, las moléculas estan enredadas,
lo que da lugar a alta viscosidad. A altas tasas de deformacion, las moléculas se
alinean en la direccion del flujo, lo que reduce la viscosidad. En particular, estos
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medios son pseudoplasticos, lo que significa que su viscosidad disminuye con el
aumento de 4. Matemdticamente, la viscosidad efectiva de un fluido pseudoplas-
tico se modela como:

n—1

Mef:K7 )

donde:
» K es la consistencia del fluido,
= 1 es el indice de comportamiento del fluido (n < 1 para un pseudopldstico),
= 4 es la tasa de deformacion.

Este comportamiento facilita el movimiento de los espermatozoides, ya que al batir
sus flagelos, generan altas tasas de deformacion local, lo que reduce la viscosi-
dad del medio circundante. Ademas, la composicion y propiedades del moco cervi-
cal cambian durante el ciclo menstrual, volviéndose mds pseudopldastico durante
el periodo fértil, lo que favorece el paso de los espermatozoides. Este comporta-
miento hace que el modelo pseudopldstico sea mds representativo de los entornos
biolégicos que un fluido newtoniano.

Definicion 2.1.109. CatSper (Canal de Calcio Especifico de Espermatozoide) es
un canal iénico selectivo de calcio, altamente especializado y exclusivo de la mem-
brana del flagelo de los espermatozoides maduros, cuya funcion principal es re-
gular la entrada de iones calcio durante la capacitacion espermatica, modulando
la motilidad, hiperactivacion y capacidad de fertilizacion del gameto masculino.

Definicion 2.1.110. El movimiento de los espermatozoides es impulsado por la
accion del flagelo, que genera fuerzas oscilatorias en el medio circundante. Estas
Jfuerzas se modelan como una combinacion de componentes: Su diseno fisico y
mecdnico esta adaptado para maximizar su movilidad en entornos complejos y
viscoeldsticos. Las caracteristicas clave que afectan su dindmica son:

= Movimiento flagelar basico: El flagelo es una estructura filamentosa que
genera las _fuerzas propulsoras necesarias para el desplazamiento. Su mouvi-
miento es altamente dinamico, genera un movimiento caracteristico que con-
siste en un bateo simétrico de la cola, permitiendo que se desplace de forma
progresiva.

fo = Asin(wt)n, (2.18)
donde f, representa la_fuerza base del movimiento flagelar simétrico

¢ Funcion sinusoidal (sin(wt)):
Se utiliza una _funcién seno porque el movimiento del flagelo es oscilato-
rio y periddico. El seno captura la naturaleza ciclica del batido flagelar,
alternando entre valores positivos y negativos que representan el movi-
miento de lado a lado.
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* Frecuencia angular (v):
w representa la velocidad angular del movimiento oscilatorio y se relacio-
na con la frecuencia f del batido flagelar mediante w = 2x f. Tipicamente,
los flagelos de espermatozoides baten a _frecuencias de 20 — 60 Hz.

e Tiempo (t):
Representa el tiempo transcurrido, permitiendo que la fuerza varie con
el tiempo.

e Amplitud (A):
Determina la magnitud mdxima de la fuerza generada por el flagelo.
Esta relacionada con la longitud del flagelo y la intensidad de su movi-
miento.

* Vector unitario (i):
Indica la direccion instantanea del movimiento. Este vector puede ser
constante para un movimiento en linea recta o variable para trayectorias
mas complejas.

» Hiperactivacion:Durante la capacitacién, el espermatozoide experimenta
una hiperactivacion, que se caracteriza por un movimiento asimétrico y am-
plio del flagelo, resultando en una trayectoria circular y errdtica, con mayor
fuerza de propulsion, asimismo un batido mds vigoroso de la cola.

fn = B(1 — e ) sin(wpt) i, (2.19)

donde [, representa la fuerza adicional debido a la hiperactivacion.

* Amplitud maxima de la hiperactivacion (B):
B representa la magnitud mdxima de la fuerza generada durante la
hiperactivacion del espermatozoide.

* Constante de tiempo (k):
k es la constante que determina la velocidad con la que inicia la hi-
peractivacion. Un valor mayor de k implica un inicio mas rapido de la
hiperactivacion.

* Tiempo (t):
Representa el tiempo transcurrido, permitiendo que la hiperactivacion
evolucione con el tiempo.

* Vector unitario de direccion erratica (i;):
Este vector describe la direccion instantanea del movimiento hiperacti-
vado, que cambia con el tiempo para representar la trayectoria errdtica
del espermatozoide durante la hiperactivacion.

Esta ecuacion captura:
* El inicio gradual de la hiperactivacioén (1 — e=*t),
* La naturaleza oscilatoria del movimiento sin(wpt),

* La direccion variable del movimiento ny,.
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La hiperactivacion es esencial para la fertilizacion exitosa, ya que permite al
espermatozoide superar las barreras fisicas y llegar al 6vulo con la energia
necesaria para la _fecundacion.

Influencia del gradiente de calcio: Este proceso esta estrechamente rela-
cionado con la hiperactivacion ya que el aumento de la concentracion intra-
celular de calcio y la fosforilacion de proteinas son necesarias. Los canales
de calcio CatSper juegan un papel crucial en la hiperactivaciéon, ya que los
espermatozoides que carecen de estos canales no pueden hiperactivarse co-
rrectamente

f.=CV[Ca*"], (2.20)

donde f. representa la contribucion de las corrientes de calcio.

e Gradiente de concentracion de calcio (V [Ca2+] )
Representa como varia la concentracion de iones de calcio en el espacio.
Es crucial porque los canales de calcio, especialmente CatSper, juegan
un papel fundamental en la hiperactivacion y capacitacién espermdatica.
El gradiente se forma debido a la entrada de calcio a través de canales
como CatSper y la liberacién de calcio de reservorios intracelulares del

flagelo.

* Constante (C):
Relaciona el gradiente de concentracion de calcio con la fuerza genera-
da. Su valor dependera de factores como la sensibilidad de los mecanis-
mos moleculares del espermatozoide al calcio.

En conjunto, estas componentes permiten representar tanto el movimien-
to simétrico bdsico como la hiperactivacion asimétrica y la influencia del
calcio en la propulsion.

* Distribucion de calcio: Se asume una distribucion inicial homogénea
de Ca** en el medio, es decir, Ca** (x,0) = Cy, donde Cyy es una constante
positiva.

Esta ecuacion simplifica un proceso complejo. En realidad, la relacion entre
el gradiente de calcio y la fuerza generada puede no ser estrictamente lineal.
Ademads, otros factores como el pH y la presencia de otros iones también
influyen en la motilidad espermdtica.

2.2. Planteamiento de la modelizacion

2.2.1. Obtencion del modelaje

Nuestro objetivo es modelar el comportamiento del fluido, que en este caso es
una mezcla de fluido seminal y vaginal, dentro de un entorno sin bordes, lo cual
asemeja el comportamiento del fluido en el titero. Sin embargo, debemos aclarar
que no estamos modelando un utero real, sino un entorno cerrado que simula las
condiciones del titero, considerando también la posibilidad de simular un ttero
artificial, como el utilizado en técnicas de fecundacion asistida, para explorar cémo
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los espermatozoides interactuan con el fluido en condiciones controladas. Para
modelizar este fendmeno vamos a partir utilizando como base la 2¢ Ley de Newton
(ver en 2.1.88 ). Considerando la ecuacion (2.6) vamos a describir cémo se aplica
esta a nuestro fluido:

Obtencion de la parte convectiva de la ecuacion con Enfoque Lagrangiano

Para adaptar la parte convectiva a nuestro fluido podemos considerar un Enfoque
Lagrangiano ( 2.1.90 ) y observar el fluido desde una escala microscopica siguien-
do a una particula del fluido en especifico.

Aceleracion:

Para describir la aceleracion de un fluido y considerando la definicién de ace-
leracion ( 2.1.86 ), es necesario obtener la tasa de variacion de la velocidad u con
respecto al tiempo t:

0 Oudxr Oudy Oudz Ouodt

—u(x(t),y(t), 2(t),t) = —— — + — == + — —  — —. 2.21

gr @O0, 20, 0 = 505+ oo Tz o T ot o 2.21)
Esto también puede expresarse como un producto escalar de dos vectores mas la
suma de %”;, dado que % =1, de la siguiente forma:

0 _ (Ou du Ou oxr Oy 0z ou
Srua0.0,20.0 = (G150 5) (G W)+ 5t 222

En este punto, se puede observar que el primer vector es el gradiente de u y que
el segundo término del producto escalar corresponde a:

2 (@lt), (1), 2(0),

es decir, la derivada de la posicion con respecto al tiempo, lo que coincide con
la definicion de velocidad ( 2.1.84 ). Teniendo esto en cuenta, la aceleracion del
fluido puede expresarse como:

0

au(w(t), y(t),z(t),t) = Vu - u + uy. (2.23)
Esta es una _forma de derivar esta expresion para la aceleracion. Sin embargo, se
puede observar que coincide con la expresion de la derivada convectiva ( ver en
2.1.8 ). En el caso particular en que f es el vector velocidad u(x,t), la derivada
convectiva describe la aceleracion total de una particula del fluido y se expresa

comao: D P
u u
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En mecanica de fluidos, y como consecuencia del enfoque Lagrangiano , el flui-
do se modela como un medio continuo. Se define una pequerna porcion del fluido
como un elemento de volumen infinitesimal AV. La masa m de este elemento se
expresa como:

m = pAV,

donde p es la densidad del fluido.

La aceleracion de cada elemento de fluido se describe mediante la aceleracion
local del campo de velocidad u(z,t). Al aplicar la Segunda Ley de Newton a una
unidad de volumen infinitesimal del fluido, las fuerzas se distribuyen por unidad
de volumen. Por lo tanto, si se considera AV =1, se tiene:

m=p.

Conclusion:

Unificando los términos obtenidos, la parte derecha de la ecuacion finalmente se
expresa como:
ma = p(Vu - u+ uy). (2.25)

Parte convectiva de la ecuacion considerando un enfoque Euleriano

Para modelizar la parte difusiva de la ecuacion, también podemos considerar un
enfoque euleriano ( 2.1.89 ), en el cual se analizan las propiedades del fluido en
puntos fijos del espacio.

Masa:

Dado que estamos trabajando con un fluido a escala macroscopica, se considera
una distribucion continua de masa. En lugar de emplear m, utilizamos la densidad
p y el volumen infinitesimal dV para describir la masa de un elemento fluido:

dm = pdV.

De este modo, la fuerza total sobre un volumen 'V del fluido se expresa en términos
de fuerzas internas y externas.

Aceleracion:

La cantidad de movimiento total en un volumen de control V' se representa como:

/ pudV,
1%

lo cual proviene de la formula del momento lineal 2.1.87, pero aplicada al fluido
contenido dentro del volumen de control. La aceleracion, definida como la tasa de
cambio de la cantidad de movimiento 2.1.86, se escribe como:

d
2 paav.
at ), ™"
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Al aplicar el Teorema de Transporte de Reynolds (ver en 2.1.18 ) a un volumen de
control fijo, se obtiene:

4 pﬁdV—/ 8(pﬁ)dv+/ pii(ii - ) dA. (2.26)

De acuerdo con el Teorema de la Divergencia (ver en 2.1.1 ), el término superficial
se transforma en:

/ pa(*-ﬁ)dA:/ V- (pii @ @) dV. (2.27)
ov 1%

Finalmente, la expresion para la aceleracion queda de la siguiente forma:

/6(pﬂ')dV+/ V- (pii @) dV. (2.28)
v ot 1%

Parte difusiva de la ecuacion considerando un enfoque Euleriano

Para adaptar la parte difusiva de la ecuacion a nuestro fluido, consideramos un
enfoque euleriano . Las fuerzas sobre un volumen de fluido se clasifican en dos
categorias:

a. Fuerzas Volumétricas (f):

Estas fuerzas, también denominadas fuerzas externas, actiian sobre toda la ma-
sa del fluido, como la gravedad, y se definen como:

Fy = /V fav. (2.29)

b. Fuerzas Superficiales (0):

Estas fuerzas actuan sobre la superficie del volumen de control, como la presiéon (
2.1.91 ) y las tensiones viscosas ( 2.1.95) , y se definen como:

Fap = / o il dA. (2.30)
)%

De acuerdo con el Teorema de la Divergencia, esta integral superficial puede con-
vertirse en una integral volumétrica:

/ J-ﬁdA—/V-UdV. (2.31)
v 14

Ecuacion Completa

Unificando las dos partes, se obtiene la siguiente ecuacion:

/a(pﬁ)dV+/V-(pﬁ®ﬁ)dV:/de+/V~crdV 2.32)
v ot 1% 1% v
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Dado que esta ecuacion es valida para cualquier volumen de control V, podemos
escribir la_forma diferencial:

0 o
5,0 +V - (pi @) =V 0+ ]. (2.33)

Para un fluido incompresible (p = cte), podemos extraer p de las derivadas:

—

ou

pa+pv-(ﬁ®ﬂ)zv'a+f (2.34)

Eltérmino V-(u®u) se puede expandir utilizando la regla del producto vectorial:

V-(uetd) = (a V)i+d(V-ua). (2.35)

Dado que V - i = 0 (condicién de incompresibilidad), el segundo término se anula:
V-(i®u) = (d- V).

Sustituyendo esto en la ecuacion:

—

P .
pai:—l-p(ﬁ-V)ﬁ:V-a—i—f. 2.36)

Sacando como factor comun p en la parte izquierda, se obtiene:

o —
p((;z—i-(ﬁ-V)ﬁ) =V.o+f (2.37)
Descomponiendo el tensor de tensiones o ( 2.1.98 ) en su parte debida a la presion
p Yy las tensiones viscosas T (2.1.101 ), se obtiene:

p<?;;+(ﬁ-V)ﬁ>:—Vp+V-T+f. (2.38)

Se puede observar que la aceleracion (la parte convectiva de la ecuacion) es la
misma que se habia obtenido con el enfoque Lagrangiano.

Una vez obtenida la_forma basica de las ecuaciones de Navier-Stokes, desarrolla-
mos el término T. De acuerdo con la definicion de tensor de esfuerzos viscosos,
tenemos:

Tij = 2MDij + A (V . ’LL) 513 (2.39)

Dado que el fluido es incompresible (V - u = 0 ver en 2.1.92 ), el segundo término
se anula:
Tij = 2puD;;j. (2.40)

En el caso de un fluido no newtoniano, la viscosidad dindmica p no es constante
y depende de la tasa de cizalladura v ( 2.1.95 ). Por lo tanto, la ecuacion es:

Tij = 2u(y) Dij- (2.41)
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Dado que i es una _funcion de %, usamos una ecuacion para describir su compor-
tamiento, denominada viscosidad efectiva ( ver en 2.1.12 ). Aplicando la Ley de
Potencia (2.1.104 ) en (2.11), tenemos:

K" = pegpy- (2.42)

Despejando picyy:
fepp = KA1 (2.43)

Sustituyendo en (2.41), obtenemos:

Tij = 2K’.)/n_1Dij. (244)

Expresando la tasa de cizalladura 4 en términos del tensor de deformaciones:
n—1
Tij = 2K(\/2DijDij> DZ]

Finalmente, sustituyendo en (2.38), la ecuacion final para un fluido no newtoniano
es:

87,_[: . R n—1 —
p<at+(u.v)u>:vp+V~2K( 20-D)" D+ (2.45)

Donde:

» p: densidad del fluido 2.1.83.
= ¢: campo de velocidad del fluido 2.1.84.

t: tiempo.

V: operador gradiente 2.1.6.

V.: divergente 2.1.5.
= p: presion del fluido 2.1.91.

D: tensor de deformacion 2.1.102.

D - D: producto escalar de tensores.

= K: constante de propiedades del fluido.

n: indice de comportamiento en la ley de potencia.

f: Juerzas externas (como la gravedad).

Incorporacion del movimiento de los espermatozoides

Para introducir el movimiento de los espermatozoides en el modelo de Navier-
Stokes para un medio no newtoniano, se propone modificar el término de fuerza
externa (f) en la ecuacion. Esta fuerza externa representard la propulsion gene-
rada por el flagelo del espermatozoide, considerando varios aspectos clave de su
dinamica:
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= Movimiento flagelar badsico
» Hiperactivacion
= Papel del calcio

Para modelar estas caracteristicas, la fuerza flagelar ( ver en 2.1.110 ) se define
como la suma de tres componentes:

Fliagelo = fo + fn + fe, (2.46)

Esta formulacion permite capturar los aspectos esenciales del movimiento esper-
mudtico, incluyendo el batido simétrico inicial, la transicion hacia un movimiento
hiperactivado y la influencia de las corrientes de calcio. La funcién resultante f
se integrara en el término de fuerza externa de la ecuacion de Navier-Stokes para
proporcionar una representacion precisa del efecto del flagelo en el medio pseudo-
plastico.

ou n—1
p <a¥ + (- vw) - Vp+V. 2K( 2D - D) D + Fiageto (2.47)

Para pasar de la primera ecuacion a la segunda, se realiza una generalizacion del
término que representa el esfuerzo viscoso. Sustituyendo el tensor de deformacio-
nes D por (2.14) y la tasa de deformacion % por (2.15) nos queda la ecuacion final
del modelo.

a_’ T T4 *NnN— — —
p <81: + (4 V)u> =-Vp+V- [K*y ! (Vu + (VU)T)] + Fiagelo (2.48)

Esta generalizacion permite una representacion mds flexible del comportamiento
no newtoniano del fluido, especialmente titil para fluidos pseudopldsticos donde
n < 1. La nueva forma es mds explicita en términos del gradiente de velocidad y
su transpuesta, lo que facilita la implementacion en algunos métodos numéricos.

Segunda Ecuacion

La segunda ecuacién viene de la Ley de Conservacion de la masa ( ver en 2.1.93
) por lo que partimos de la siguiente ecuacion:

dp
JE— . pr— 2.4
5 TV (1) =0, (2.49)

Pero, debido a que la densidad p es constante por ser el liquido incompresible, la
ecuacion finalmente queda:

V-u=0, (2.50)
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2.2.2. Condiciones de Borde

Para modelar el borde en este problema, hemos elegido las condiciones de borde
de Dirichlet ( ver en 2.1.2 ); concretamente, hemos impuesto una condicién de no-
desplazamiento, por lo que nos queda la siguiente ecuacion:

u(x) =0, enodQpareds (2.51)
Donde () cumple todas las condiciones necesarias mencionadas en nuestro domi-
nio(2.1.1).
2.3. Resultados modelizacion

2.3.1. Modelo Final

Después del desarrollo completo, se obtiene el siguiente sisterma de ecuaciones en
derivadas parciales (EDPs) que describe el comportamiento del fluido modelado:

p (% + (@ V)it) = =Vp+ V- [K5" (Vi + (VD)")] + Fiagetor %€ 2, £ >0,
Vi =0, e t>0,
(z,t) = 0, © € Opareas t > 0,
U(x,t =0) =1p(z), V-idp=0, =0 x €,
p(z,t =0) = po(x), x € (),
Fiagelo(z,t = 0) = Fo(x), x €8,

(2.52)

En este sisterna, la primera ecuacion representa el balance de momento lineal de-
rivado de la segunda ley de Newton aplicada al fluido. Este balance se expresa de
forma vectorial, lo que implica que, en un espacio tridimensional, puede descom-
ponerse en tres ecuaciones escalares, una por cada componente de la velocidad
U= (Ug, Uy, Uz).

La segunda ecuacion corresponde a la condicién de incompresibilidad del fluido,
derivada de la conservacion de la masa bajo el supuesto de que la densidad del
fluido, p, es constante.

La tercera ecuacion define una condicion de frontera de tipo Dirichlet, que en este
caso impone que la velocidad del fluido sea nula en las superficies sélidas del
dominio, 0Qpqreq, reflejando la condicion de no deslizamiento caracteristica de los
fluidos viscosos.

Finalmente, las ultimas tres ecuaciones describen las condiciones iniciales del
sistema. Estas incluyen:

» El campo de velocidad inicial, iy(Z), que satisface la condicion de incompre-
sibilidad (V - iy = 0) y la adherencia en las paredes (iiy = 0 en 9 pqred)-
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» El campo de presioén inicial, py(¥), que proporciona el estado inicial de presién
en el dominio.

» El termino Fpagelo, que modela la fuerza externa aplicada por el flagelo, es-
pecificada en el tiempo inicial como Fy(Z).

Este sistema de ecuaciones proporciona un marco tedrico completo para analizar
el comportamiento del fluido bajo las condiciones fisicas impuestas, incluyendo
las fuerzas viscosas no lineales asociadas al término proporcional a 4"~ *.

2.4. Existencia de soluciones

Partimos del modelo general de un fluido incompresible con comportamiento no
newtoniano, sujeto a una fuerza activa interna generada por el flagelo:

p (% + (- V)ﬁ) =—Vp+ V- [K4¥"H (Vi + (VD)) + Friagetos © €€, >0,
V- =0, zeQ, t>0,
ﬁ(x7t) =0, T € anareda t> 0.

(2.53)
Aplicamos ahora una serie de simplificaciones fisicas:

» Densidad constante: p = 1, lo que elimina el factor de inercia multiplicativo,
sin pérdida de generalidad, lo cual es habitual en modelos biofisicos a escala
microscopica.

= Régimen estacionario: d;i = 0, lo que suprime la derivada temporal, supo-
niendo que el sistema ha alcanzado un estado permanente, anulando asi el
término inercial.

= Comportamiento newtoniano: n = 1 y K = i > 0 constante. En este caso,
V- [u (Vi + (V@)")] = pAi  (por incomprensibilidad).

» Fuerza estacionaria: Definimos f := Fpqgelo modela la fuerza motriz gene-
rada por el movimiento del flagelo y se considera constante en el tiempo.

Bajo estas hipdtesis, el sistema (2.48) se reduce a:

—vAU+ (i-V)i+Vp=f enqQ,
V-u=0 enq, (2.54)
=0 enol,

donde v = u/p es la viscosidad cinemdtica.

Estas hipdtesis no solo simplifican el andlisis matemadtico, sino que también refle-
Jjan condiciones fisicas realistas para el estudio del movimiento espermdatico en un
fluido viscoso bajo régimen estacionario. Bajo estas consideraciones, el sistema
se reduce a la siguiente_formulacion estacionaria.
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2.4.1. Sistema estacionario de Navier-Stokes y formulacion débil

Consideramos el siguiente sistermna estacionario de Navier—Stokes:

—vAu+ (u-Vu+Vp=f enq,
V-u=0 enf, (2.55)
u=0 enT,

Sea 2 C R? (ver en 2.1.1) un dominio abierto, acotado y con frontera suficien-
temente regular . Donde v > 0 denota la viscosidad cinemdtica del fluido, f € V'
representa una fuerza externa estacionaria, y se imponen condiciones de contorno
homogéneas de tipo Dirichlet (2.1.2).

2.4.2. Marco funcional para el método de Galerkin

A continuacion desarrollando el marco funcional adecuado y la_formulacion débil
que permitira aplicar el método de Faedo—-Galerkin para demostrar la existencia
de soluciones.

Sea ) C R? un abierto limitado con frontera de clase C'. Recordemos que
D(Q) = 57 ()

es el espacio de funciones test (Definicion 2.1.59), el cual es separable (2.1.11) y
lleva la topologia de convergencia sobre soportes compactos.

Definimos el espacio de campos vectoriales de prueba divergencia-libre:
D)? = {9 =(p1,2) : i €D(Q), i =1,2},
V={peD()?: V-p=0}

Al ser este espacio separable , su producto finito D(Q2)? también lo es. Dado que
V C D(Q)? es un subespacio lineal, hereda la separabilidad) y es pre-hilbertiano,
ya que en D(Q)? definimos el producto interno en el espacio V como el inducido
por L?:

(0 )y = /Q PORICEDS /Q oi(@) vi(e) d, (2.56)

con norma asociada ||¢||y := (¢, @)%,/2.

Definimos

Es decir,
V = {u € H&(Q)2 ‘ IH{en} CV, on —u enH&(Q)z},
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donde la cerradura se toma en el espacio H} ()% con la norma || - || (véase Defi-
nicion 2.1.57 y Observacion sobre cerradura de subespacios).

El espacio V equipado con el producto interno

(u,v V—/Vu Vodxr = ZZ/ gzz g;jz () dx (2.57)
j j

i=1 j=1

y la norma asociada |ju|ly = (u, u)‘l//2 es un espacio de Hilbert (2.1.49).
Definimos

fLQ(Q)Z

H=YV = {ue L*(Q)?:3{p,} CV, pp » uenL*(Q)*}.

con condiciones de contorno implicitas de traza nula en 9f).

En H definimos el producto interno

(u,v)g = /Qu(x) -v(x) dx, (2.58)

y la norma asociada ||u||g = (u, u)l/2

rable.

Con ello, H es un espacio de Hilbert, sepa-

Estos espacios son reflexivos, en particular, V C H(Q)?, y como Hi(Q) es un es-
pacio de Sobolev (ver en 2.1.74), que a su vez es un espacio de Hilbert y por tanto
reflexivo (ver Definicion 2.1.49 y Corolario 2.1.5), se concluye que V es reflexivo
como subespacio cerrado (ver Proposicion 2.1.9).

Los espacios definidos satisfacen las siguientes inclusiones continuas y densas:
YV cV C H,

En cada paso:
V=V yV—=H

= V — H: esta inclusién es continua gracias a la desigualdad de Poincaré (Le-
ma de Rellich-Kondrachov 2.1.2), que asegura ||u||;2 < Cp||Vul 12, y es ade-
mads compacta por el mismo Lema de Rellich-Kondrachov (2.1.2).

= V- V:comoV es denso en V y ambas llevan la topologia inducida por la
norma de H}(Q)?, la inclusién es continua, pero no compacta (pues V no es
completo).

Y por ultimo vamos a definir el dual de nuestro V: Su espacio dual V' (ver Defini-
cion 2.1.45) esta _formado por todas las_formas lineales continuas sobre V':

V'={t:V =R | es lineal y continuay,
con la norma |[¢||y+ = supj,, <1 [€(v)]-
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2.4.3. Formulacion débil

Partimos de la ecuacion de Navier—Stokes estacionaria:

(u-Viu—vAu+Vp=f enQ.
En la_formulacion débil queremos encontrar la velocidad v tal que
u €V, feVv,

Multiplicamos escalarmente por una funcion test v € V, es decir, de traza nula y
divergencia cero, Yy se obtiene:

[(u-V)u]-v—v(Au) - v+ (Vp)-v==Ff-v. (2.59)

Posteriormente, integramos cada término sobre el dominio ()
/[(u-V)u] ~vdx—l// Au-vdx+/ Vp-vdx = / f-vdz. (2.60)
Q Q Q Q

Paso 1: término de viscosidad. En la formulacion débil interpretamos

/ Au - vdx, (2.61)
Q

que, tras aplicar la identidad de Green (integracion por partes), se transforma en

/Au-vdx:—/Vu:Vvdm—i—/ @-VdS.
Q Q a0 On

Aqui, g—ﬁ = Vu-n es la derivada normal de u en la frontera 95, donde n es el vector
normal unitario exterior.

Comou,v € V C H}(Q)?, las funciones se anulan en la frontera, es decir, v|so = 0.
Por tanto, el término de frontera desaparece:
Ju

onN

De esta _forma, obtenemos la relacion fundamental para la formulacion débil, que
puede expresarse mediante el producto interno en el espacio V:

2
8ui 81;2-
0z 0x;

i,j=178 T T

)

dr = (Vu7 Vv) (2.62)

(11, V)V = /QVu :Vvdzr = L2(Q)2X2x [2(0)2x2"

note que

(vu’ VV)LZ(Q)2><2><L2(Q)2><2 = (vua vV)L2(Q)2><2 = (u7 V)V-
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Paso 2: término de presion.

Vp-vdr = Z/ @ v; dx. (2.63)

Usamos la identidad de divergencia en cada término:

6111'
i d i - dz.
a:c/’ v /a (pvs) o oz &

Por el Teorema de la Divergencia,

0
—(pv; da::/ pv;n;dS = 0,
/Q&Ti( ) o9

puesto que v\ aq = 0. Por tanto,
p v

v, dr = —

(9% Qp 8:51

Sumando eni y usando V -v = ). 0;v; = 0 se obtiene

/Vp-vda::—/p(v'v)d;v:Q
Q Q

Paso 3: término convectivo. Se deja en su forma trilineal:

dx.

/(u~V)u-vd$ = b(u,u,v), (2.64)
Q

donde

b(u,u,v) Z/u]8 v; dx.

3,j=1

Vamos a estudiar la continuidad de b (Definicién 2.1.75): En dimension 2 utiliza-
mos la inmersién H} () — L*(Q) (Proposicién 2.1.2 con p = 4) y la desigualdad de
Holder (Teorema 2.1.7):

lullpay < Cillullar)y, vl < Crlvlimg)-
Entonces,
[b(u, u,v)| < Z [ Oy uill g3y [[vill Lae)
< Z 1wl ey 10z;uill L2y Vil Lagoy
< Clull o) IVull 29y 10l
< Ca|lull¥ [vllv,
donde hemos usado que |lully = [|[Vul[12q) Y la desigualdad de Poincaré |lul|;> <

Cp||Vul|r2. Asi, existe C > 0 tal que
[b(u,u,0)] < O flallf flollv,

lo que demuestra la continuidad de la forma trilinealb: V x V x V — R.

59



Capitulo 2. Desarrollo

Paso 4: término de la fuerza externa. Dado que f € V' C D'(Q)? , la accion
sobrev € V C D(Q)? se interpreta como el emparejamiento dual

f,v)yixy = /Qf(ar)-v(:v)da:, (2.65)

que concuerda con el caso distribucional cuando f € L. (Q)? (ver en 2.1.52).

Finalmente, sustituyendo en 2.60 los cuatro términos desarrollados, viscosidad
2.61, presion 2.63, término convectivo 2.64 y fuerza externa 2.65 obtenemos:

v (Y, VV) ey paapee + b0 v) = (F, V)yy Vv eV, (2.66)

2.4.4. Definicion operador A

A = —A en el espacio H Definimos el operador
A:D(A)cH — V'

mediante la ternaria (V, H, ((-,-))v), con dominio

D(A):{UEV: Jf € H talque (f,v)g = (u,v)y VUEV},

Sea u € D(A). Entonces:

1. Por definicion, existe f = (f1, f2) € H tal que
2 2
(fyv)g = Zz;/gfl(a:) vi(x)de = (u,v)y = ;/QVul(:c) -Vui(z)dr, Yv=(v1,v2)€V.

Producto interno usado: (u,v)y = (Vu, Vv)r2qy2x2 12(q)2x2-
2. Tomando v = ¢ € V, ambas expresiones coinciden con

2

2
ZFAU@ ©i)D'xD = Z/QVUZ -V, dx.
i=1

=1

Por unicidad en D'(2), se concluye que f; = —Au,; (en el sentido de derivada débil),
parai=1,2.
3. En consecuencia, Au = f = —Au enV’, y la accion dual se escribe:

2
(Au, v)vixy = (f,v)n = ;/Q(_Aui)vi dx.

4. Finalmente, aplicando integracion por partes componente a componente y usarn-
do las condiciones de contorno homogéneas u|sq = vlga = 0, se tiene:

/(_Aui)vi dr = / Vu; - Vv, dz.
Q Q
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Por tanto, obtenemos:

2
(Au, v)yrxy = Z/ Vu; - Vv dx = (VU,VU) = (u,v)y.
=17

L2(Q)2X2x12(0Q)2X2
Tras la identificacion de A con —A en el espacio V ,entonces existen
{wo}pZ € D(A), O<A <A< Ay =00,
concluyendo que:

s Existe una base ortonormal {w,}>2, C D(A) de H (ver Definicion 2.1.5 en
preliminares)

» La misma coleccion,es ortonormal en V' respecto del producto interior (-,-)y,
lo que equivale a ser ortogonal en H}(Q)? y normalizada en L?(2)2.

2.4.5. Primera etapa: sistema aproximado

Sea {w,},en C D(A) la sucesion de autofunciones de A definida en la Seccién
anterior. Definimos el subespacio de Galerkin de dimensién m:

Vin = span{wi,wa, . .., wmn }.

Justificacion de la aproximacion Galerkin y paso al limite Al considerar la
sucesion de subespacios finito—-dimensionales

wcwc---cV, C---CV
donde {w, },en es una base numerable de autofunciones de A, obtenemos:
» Sistema aproximado: En cada V,, resolvemos el sistema de ecuaciones

ordinarias en las incégnitas & (t),...,&n(t), cuya solucion u,,(t) es la mejor
aproximacion en V,,.

» Estimaciones a priori y compacidad: Las estimaciones obtenidas ase-
guran que {u,,} esta acotada en L*(0,T;V) N L*>(0,T; H). Por el Lema de
Rellich-Kondrachov (2.1.2), la inclusion V — H es compacta, lo que permite
extraer una subsecuencia {u,,, } que converge:

Uy, — u enL*(0,T;V), U, — u enL*(0,T;H).
= Paso al limite: Al hacer k — oo, se comprueba que el limite u satisface la

JSormulacion débil original en V. La densidad de | V,,, asegura que cualquier
v € V puede aproximarse por v, € V,, y tomar limites en cada término.

En consecuencia, el método de Faedo-Galerkin combinado con el argumento de
compacidad demuestra la existencia de una solucién débilu € L*(0,T;V)NL>®(0,T; H)
del sistema de Navier-Stokes estacionario.

tenemos la equivalencia:

m
Um € Vi <= F(&1,...,&n) € R™ tales que u,, = Z&"Ji'
i=1
Demostracion (esbozo):
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= Siu,, € V,,, por definicién de espacio generado, {w;}", es una base de V,,.
Entonces existen coeficientes tinicos &; que expresan u,, como combinacion
lineal de esa base.

< Si existen ¢, ... ,&y, tales que u,, = Y ., {w;, entonces por construccion .y,
pertenece a span{ws, ...,wpn} = Vin.

La unicidad de los ¢; se sigue de la linealidad e independencia de {w;}.
Um € Vin <= upm = iﬁi Wi (2.67)
i=1
Partimos de la ecuacion débil proyectada sobre w; en Vy, (sustituir 2.66):
V (U, wj)v + b(Um, Um,wj) = (f, wj)vixv, j=1,...,m. (2.68)

Paso 1: sustituir u,, = > ;- &w;. Por linealidad:
m m
(U, wj)v = (2 &awi, wj>v = z;‘fi (Wi, wj)v,
1= 1=

Zfz‘ &k b(wi, wi, wj).

i=1 k=1

NE

b(Upm, U, wj) = b(Z&wu ngwlm Wj) =
k=1

i=1
Paso 2: insertar en 2.68:

VY &Gwihwi)v + Y G&blwiwrws) = (f wilvixy, J=1,...,m.

i=1 ik=1

Paso 3: explotacion de la propiedad de autofuncion

Recordemos que cada w; satisface
Aw; = \jw; enV’,
y que por definicion de A
(wi,wj)v = (Aw;, wj)vrxv = (Niwi, wj)H.
Ahora, puesto que las {w;} estan normalizadas ortonormalmente en H, se cumple

L, 1=y,

)i = 0 =
i)t = 0 {o, i

Por tanto,
((wi,wj))v = N (Wi, wj) g = Ai 045

Entonces la suma

Zfi (wi,wj)y, = Z&)\i%’ = & A,
=1 i=1
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pues todos los términos con i # j se anulan (5;; = 0), quedando tinicamente el
téermino ¢ = j. De este modo, el término viscoso en la ecuacion aproximada se
reduce a

Z/Z& (w,-,wj)v = ij )\j-
i=1

Quedando la ecuacion

veid + (D Gwi DG wy) = (Fwvixy G=1,...,m. (2.69)
=1 =1
Definicion de 7;:
nj=v&A + Y Glkbwiwkw) — (fwdvixy j=1,...,m. (2.70)
i k=1

Obsérvese que cada n; esta definida como una combinacion de los coeficientes
{& 1}, en la expansion u,, =), &w;, es decir,
nj =&, .-, &m)-

Aunque en su expresion aparecen las autofunciones w;, éstas son fijjadas de an-
temano y la tnica incognita es el vector €. Por tanto, n : R™ — R™ es un mapeo
puramente en términos de los coeficientes &;.

La funcién n(€) retine todos los residuos del sistema aproximado y nos permite
aplicar el Lema del angulo agudo.

2.4.6. Lema del Angulo Agudo
Definimos la aplicacion

P:Rm_)Rm7 §:(§1a7§m)'—>P(f):77:(7717:77m)7
donde cada componente 7; esta dada por 2.70

Funcionamiento de P : La funcién P toma un vector £ € R™ que representa los
coeficientes en la base {w;} y devuelve otro vector n € R™ que mide el residuo
del sistema aproximado proyectado en cada w;. es continua por las siguientes
razones:

La funcion lineal { — v\;&; es claramente continua en R™.
El término £ — b(Z?l1 &wi, y iy Liwi, o.zj) es continuo porque: La forma trilineal
b:VxVxV =R

es continua como vimos antes. La aplicacién lineal { — > | &w; es continua desde
R™ a V. Por composicion y bilinealidad, b aplicada a estas combinaciones lineales
depende de ¢ de_forma polinémica continua.

El término constante (f,w;)y'xy no depende de ¢ y, por tanto, no afecta a la conti-
nuidad.
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Sustitucion en la ecuacion 2.70 Para ¢ € R™, desarrollamos el producto esca-
lar usual en R™:

m m

(P&), Orm = > _1i&G =D (WAi&5 + bt thm, wj) — (f,wdvixv ) &, (2.71)

j=1 j=1
donde u,, = > Lw;.
Esto se reagrupa como
(P(&), rm =1 Y NE +b [, ;D & | = (frtmdvry
j=1 j=1
Pero por propiedades (ver 2.1.5) de la forma trilineal y el espacio V,,,
b(Un, U, Upn) = 0.
por lo que queda

(P(€),Orm = v > NE — (frum)vixy. (2.72)
j=1

Comprobar que P es definida positiva en la esfera adecuada Queremos mos-
trar que existe py > 0 tal que para todo ¢ € R™ con ||£|| = po se cumple

(P(£),8) = m& > 0.
j=1

1. El término viscoso:
m
2
vy A&
Jj=1
Recordemos que
m
Um = Y &,
i=1

donde {w;} es la base ortonormal de autofunciones de A en H, con autovalores
asociados \; > 0 que cumplen

O0< A <A< < Ay

Por definicion de la norma en V' y la propiedad del operador A, sabemos que

m
el = (e )y = 3 N2,
j=1

Ademas, dado que la base {w;} es ortonormal en H (ver Definicién 2.1.5), para
cada j se cumple

(wj7wj)H =1,
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y para j # k,
(wj,wk)H =0.

Por lo tanto, la norma de u,, = 37", {;w; en H se calcula como

[wmllFr = (s wm) i = ZZSJ& (wj, wi)m = ija

7=1 k=1

que coincide exactamente con la norma euclidea de € = (§1,...,&,) en R™:
m
2 2 2
lumllfr = 1€1° =&
j=1

Finalmente, usando que \; es el menor autovalor positivo, se aplica la desigualdad
de Rayleigh (Definicion 2.1.76) para obtener

m m
lumllf =Y A& > MY & = Millumlr-
i=1 j=1

Por lo tanto,

m
vy N& = vlumlly > vAdllumlf = vAdl€]*.
j=1

2. El término de la fuerza externa: Sabemos que f € V' es un funcional lineal
y continuo sobre V, y que u,, € V,, C V. Por la continuidad de f y la definicién de
la norma dual,

[(fs um)vrscv | < I fllvlfwm]lv-
por tanto, existe una constante C' > 0 (dependiente de la base {w;}) tal que
[umllv < C|I€ll,
donde ||¢]| = (X1, @2)1/2 es la norma euclidea en R™.

Por tanto,
[(fyum)vixv| < | fllvellumllv < | flIlvClEll

3. Conclusion:

Juntando todo, y sustituyendo en 2.72
(P(€),Orm 2 vAL[EN? = [ fIv-ClIE]- (2.73)

Para ||£]| = po suficientemente grande, el término cuadrdtico domina y se obtiene

(P(£),&)rm > 0.

Por tanto, existe py > 0 tal que P es definida positiva en la esfera {£ : ||€|| = po}-

Vamos a encontrar este radio: Partimos de la desigualdad obtenida para todo
EeR™, 2.73
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Caso 1: ||uy,|ly =0 , entonces directamente

(P(£),&)rm =0,

lo que satisface la condicién requerida para cualquier radio p > 0.

Caso 2: ||u, |y #0 ,partimos de la desigualdad obtenida para todo £ € R™:

(P(©); &rm > vlumly = I fllvllwmllv-

Como ||lunm,|lv > 0 en este caso, podemos dividir ambos lados de la desigualdad por
lluml||v - Esto nos da:
(P(£),¢)

Rm
> Vljumllv = [I.fllv.
[umlv

Queremos garantizar que (P(§),&)rm > 0. Observamos que

(P(€),Orn

[[tmlv

(P(&), O rm = [lumllv -

Por lo tanto, para que (P(£),&)rm > 0, es necesario que el factor PEDem goq mayor
lwmllv
o igual a cero, es decir,

(P(§),&)rm

[ v

> 0.

De la desigualdad previa se deduce que para esto basta que

Vjumlly = [l fllv =0,

es decir,
vifumllv = || fllv.

Dividiendo ambos lados entre v > 0, llegamos a la condicién crucial
1
[um|lv > ;Hf”v' =: 1. (2.74)

Relacion entre |u,,|v ¥ ||£|| Recordemos que el vector u,, €V, esta representa-
do en la base ortonormal {w;}" | por

m
Uy = § §iwj,
j=1

donde & = (&1,...,&m) € R™ son los coeficientes.

La norma al cuadrado se expresa como
m
2 2
lumll} =D~ A5,
j=1
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donde \; > 0 son los autovalores asociados a cada autofuncion w;.
Para facilitar la estimacion, definimos

= min \;
Bm 1<j<m 7’

es decir, el menor autovalor entre los primeros m.

Como \; > 3, para todo j, se tiene la desigualdad
lumlS =Y A&F = B Y& = Bulléll%,
j=1 j=1

donde ||&|| es la norma euclidea en R™.

Esta relacion es crucial porque nos permite controlar la norma en V mediante la
norma estandar de los coeficientes £. En particular, muestra que un crecimiento
en ||£|| induce un crecimiento proporcional en ||u,,|v, con la constante de propor-
cionalidad /3, .

Eleccion del radio py Del paso anterior, recordamos la condicion para que

(P(£),&)rm =0,

que requiere que
1f1lv

v

[umlly = e1:=

Aplicando la desigualdad anterior,

lumllv = V/Brall€ll,
VBull€ll > e,

seguimos que basta imponer

es decir, o
€l = 7=
Por lo tanto, definimos el radio critico
o flw
VBm  vVBm

Este valor py representa la norma minima en R™ que deben tener los coeficientes £
para asegurar que el vector u,, cumple la condicion necesaria para que el producto
(P(£),€&) sea no negativo.

Conclusién Con este valor pg, el Lema del Angulo Agudo garantiza la existencia
de &* € B,,(0) tal que
P(&) =0,

es decir, existe solucion del sistema aproximado Galerkin.

67



Capitulo 2. Desarrollo

2.4.7. Estimacion a priori detallada del sistema aproximado
Partimos del sistema aproximado en V,,:
V(Um, wj)v 4 b(Um, Um,wj) = (fywij)vixy, 7=1,...,m, (2.75)

donde

m
U = Y &wi.
=1

Multiplicamos 2.75 por §; y sumamos sobre j = 1,...,m para obtener una expre-
sion escalar que permita aplicar el Lema del Angulo Agudo y analizar la positivi-
dad del operador asociado al sistema aproximado:

> & (i, W))Wy 4 bt i, wj)) = Y E5(fwid vy
j=1

j=1
Por linealidad y definicion del producto en V,

V(Uma Um)V + b(umauma Um) = <f7 um)V’XV'

De la propiedad antisimétrica de la forma trilineal (Lema 2.1.5) se deduce que
b(uma Um, Um) =0,
por lo que la expresiéon se reduce a

VHUWH%/ = <fa Um)\/’xv-

Aplicamos ahora la desigualdad de Cauchy-Schwarz (ver en 2.1.77) para duali-
dad entre V' yV,

[(Fyum) vy | < ([ fllvellumlv-
Luego, usando la desigualdad de Young para productos, identificamos

a= HfHV’7 b= HumHV7

de modo que

1£15

T

9
+
Para elegir el parametro ¢, consideramos la desigualdad previa:

vumlly = (fs um)visy < v llumllv.

Queremos balancear el término cuadrdtico |u, |3 para que al reorganizar la des-
igualdad podamos despejar una cota para ||um, ||%.

Para ello, elegimos ¢ = v > 0, que es exactamente el coeficiente que multiplica a
|lum || en el lado izquierdo.
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Con esta eleccion,
vl < W0 e
- 2v 2
Sustituyendo en la desigualdad original,
_ IR
- 2

14
vl + 5l

Restando % |lun |3, a ambos lados para agrupar términos semejantes,

v 1713,
il < F2I

Finalmente, despejando,

1
[l < 51 £1I7-

Interpretacion final Esta cota uniforme en m demuestra que la sucesion {u,,}
estd acotada en V, condicion fundamental para aplicar el método de la compaci-
dad y extraer subsecuencias convergentes.

Con esta estimacion y el Lema del Angulo Agudo aplicado anteriormente, conclui-
mos que existe una solucion u,, para el sistema aproximado.

Con esta base, estaremos listos para abordar el paso al limite y analizar las con-
vergencias de las soluciones aproximadas, garantizando asi la existencia de una
solucion débil al problema original.

2.4.8. Convergencias y paso al limite
Con la sucesion de soluciones aproximadas {un,}>_, C V,, C V obtenida del siste-
ma finito-dimensional, y la estimacién a priori

1
lumllv <€, con == | fllv,

sabemos que {u,,} esta acotada en V. Por la reflexividad de V y el teorema de
Banach-Alaoglu (ver en 2.1.10), existe una subsecuencia (denotada también {u,, })
y un elemento u € V tal que

u, — u débilmente en V.

Esto significa que para todo v € V, las integrales de productos escalares con v
convergen:

lim (upm,v)y = (u,v)y.
m—r0o0

Esta convergencia es suficiente para pasar al limite en términos lineales y garan-
tizar la estabilidad de la_formulacién variacional.
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Ademas, por el Lema de Rellich-Kondrachov (ver lema 2.1.2), la inclusion
V—H
es compacta, por lo que
um, — u _fuertemente en H,

lo que implica que
lim ||up, — ullg =0,
m—0o0

asegurando que las aproximaciones u,, se acercan en norma L? a u.

El elemento u € V obtenido como limite débil de la subsecuencia {u,,} representa
la_funcion que sera la solucion débil del problema estacionario de Navier-Stokes.

Convergencia en los términos lineales La convergencia débil enV y fuerte en
H permite pasar al limite en los términos lineales de la_ formulacién débil, concre-
tamente en

V(U V)Y = 1// Vi, : Vo,
Q

podemos intercambiar el limite y la integral gracias a la continuidad del producto
interior y a la convergencia débil, obteniendo

lim v(um,v)v =v(u,v)y = 1// Vu: Vo.
Q

m—ro0

Convergencia en el término convectivo Para el término no lineal convectivo

b(Upm, U, V) = /(um V), - v,
Q

la convergencia fuerte en H y débil en V junto con las propiedades de la forma
trilineal (continuidad y antisimetria) permiten concluir que

b(Upyy Upn, v) = b(u,u,v), Yo € V.

Convergencia en el término de la fuerza externa Dado que f € V' es funcio-
nal lineal continuo, por la convergencia fuerte u,, — u en H y continuidad de la
dualidad se tiene

(frum)vixy = (f,w)vrxv.

Conclusion Al pasar al limite en la formulacién débil aproximada, para todo
v €V se cumple

v(u,v)y + blu,u,v) = (f,v)v«v,

lo que demuestra que u € V es una solucién débil del sistema estacionario de
Navier-Stokes.
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Analisis de impacto

Desde el punto de vista personal, este trabajo ha supuesto una transformacion
profunda en mi comprension de las matemdticas aplicadas y su capacidad para
describir fenomenos complejos del mundo real. El estudio ha requerido la asimila-
cion y aplicacién de herramientas como la teoria de la medida, el andlisis funcio-
nal, la teoria de distribuciones y los fundamentos de la mecdanica de fluidos, asi
como un acercamiento a nociones fundamentales de biologia y fisica, particular-
mente en lo relativo a la locomocion espermditica.

Este proceso de aprendizaje me ha motivado firmemente a continuar mi_formacion
académica, impulsandome a matricularme en una maestria en Matemdticas, con
el objetivo de seguir profundizando en la investigaciéon de ecuaciones en deriva-
das parciales, dinamica de fluidos y modelos matemdticos aplicados a sistemas
biolégicos. Ademas, me gustaria dar continuidad a este trabajo en mis estudios de
posgrado, ampliando el andlisis a casos tridimensionales, condiciones con bordes
moviles, explorando entornos fluidos mds complejos y, eventualmente, desarro-
llando simulaciones computacionales que complementen el enfoque tedrico. Este
trabajo ha marcado, en definitiva, un antes y un después en mi vocacion cientifica,
y constituye una base solida para futuras investigaciones.

Tras compartir este proyecto con personas de mayor experiencia en el ambito
cientifico y profesional, he podido constatar que su temdtica presenta aplicacio-
nes directas en el campo de la biotecnologia reproductiva. Comprender mejor la
dinamica del movimiento espermdtico en medios biolégicos puede contribuir a op-
timizar técnicas de fecundacion in vitro, seleccion espermdtica y simulaciéon de
medios artificiales que reproduzcan condiciones biolégicas reales, impactando po-
sitivamente en la eficiencia de los tratamientos de fertilidad humana y animal.
Empresas dedicadas a la fertilidad asistida o al desarrollo de tecnologias de mi-
crofluidos aplicados a la medicina podrian beneficiarse de modelos matemdticos
mds precisos y adaptados.

Desde una perspectiva mds amplia, este trabajo también se inscribe en el campo
general de la modelizacion de fluidos, donde las ecuaciones de Navier—Stokes
Juegan un papel fundamental. Las aplicaciones de estos modelos son esenciales
en industrias como la aerondutica, la automocion, la meteorologia, la simulacién
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computacional, e incluso en ambitos creativos como los videojuegos, el cine de
animacion o el disefnio de microrrobots. Por tanto, avanzar en la comprension de
estas ecuaciones, asi como en técnicas numéricas asociadas como el método de
Galerkin, tiene un impacto transversal sobre miultiples sectores productivos que
requieren simulacion y control preciso de fluidos.

Ademds, desde el punto de vista de la investigacion matemadtica, el estudio se
enmarca en una linea de trabajo fundamental: la comprension profunda de las
ecuaciones de Navier-Stokes. Este sistema, formulado en el siglo XIX, sigue plan-
teando enormes desafios tedricos. En particular, uno de los Problemas del Milenio
del Clay Mathematics Institute consiste en demostrar la existencia y suavidad de
soluciones para las Navier—Stokes en tres dimensiones bajo condiciones genera-
les. Resolver este problema supondria un avance tedrico colosal en el entendimien-
to del comportamiento de los fluidos.

El trabajo aqui desarrollado no resuelve, por supuesto, ese desafio, pero si profun-
diza en una version estacionaria y bidimensional del problema, contribuyendo a
la consolidacion de técnicas como el método de Galerkin y el estudio de soluciones
débiles.

Este trabgjo invita a reflexionar sobre la potencia del lenguaje matemdtico como
herramienta para describir fenéomenos tan fundamentales como el nacimiento de
la vida. Modelar matematicamente el proceso por el cual los espermatozoides se
desplazan hasta fecundar el évulo, en un entorno fisico-biolégico altamente com-
plejo, supone un ejercicio de abstraccion que trasciende el calculo y se adentra en
la esencia misma del conocimiento humano.

Esta linea de investigacion no solo tiene valor técnico, sino también simbdlico:
entender como comienza la vida desde un punto de vista estructural y matemdtico
es, sin duda, uno de los grandes retos intelectuales que la ciencia puede abordar.
En este sentido, el trabajo conecta con una dimension filosdfica profunda: estudiar
el origen de la vida a través de las matemdaticas es, en cierto modo, estudiar
nuestro propio origen como seres humanos.

72



Capitulo 4

Conclusiones y trabajo futuro

El presente trabajo ha abordado el estudio de la existencia de soluciones para el
sistema de Navier-Stokes 2D incompresible en régimen estacionario, con el obje-
tivo de modelar el movimiento de espermatozoides en medios fluidos bioldgicos.
Para ello, se ha desarrollado una doble linea de trabajo: por un lado, la modeliza-
cion fisico-bioldgica del sistema, y por otro, el andlisis matemadatico de su resolucion
mediante técnicas funcionales.

En la primera parte, se ha conseguido construir un modelo adaptado al entorno
biolégico real en el que se produce la _fecundacion, incorporando tanto las propie-
dades del medio como el comportamiento de los espermatozoides.

En la segunda parte, se ha demostrado la existencia de soluciones débiles para
dicho sistema utilizando el método de Faedo-Galerkin. Se ha definido correcta-
mente la_formulacion débil del problema, se han establecido estimaciones a priori,
Yy se han aplicado técnicas de compacidad para garantizar la convergencia de las
aproximaciones. El trabajo realizado ofrece, por tanto, una base tedrica rigurosa
para la validez del modelo propuesto en el caso estacionario y en un fluido new-
toniano.

Este trabajo deja abiertas varias vias de continuacion:

= Ampliar el andlisis al caso tridimensional, donde el comportamiento de las
soluciones es mds complejo y auin menos comprendido desde el punto de
vista teorico.

» Incorporar condiciones de contorno moviles o geometrias variables, que imi-
ten con mayor realismo los limites del entorno biolégico (como paredes del
titero o de las trompas de Falopio).

n Extender el estudio de la existencia de soluciones a medios no Newtonianos
que caracterizan al moco cervical.

= Complementar el andlisis tedrico con simulaciones numéricas que permitan
visualizar y validar los resultados obtenidos, e incluso implementar experi-
mentacion computacional basada en esquemas Galerkin con elementos fini-
tos.
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Capitulo 4. Conclusiones y trabajo futuro

» Estudiar el acoplamiento del movimiento espermdtico con otros factores, co-
mo gradientes quimicos (quimiotaxis), interaccion con otros espermatozoides,
o el papel de estructuras celulares internas.

En definitiva, este trabajo representa un primer paso en la interseccion entre el
andlisis matemadtico de ecuaciones en derivadas parciales, la dinamica de fluidos
y la biologia reproductiva. Se espera que los resultados aqui obtenidos puedan
ser la base para futuras investigaciones mdas ambiciosas que combinen teoria,
simulacion y experimentacion en el campo de la microlocomocion en biofluidos.
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