\ ESCUELA TECNICA SUPERIOR
\& DE INGENIEROS DE MINAS

UNIVERSIDAD i
POLITECNICA \ x \
DE MADRID Vi J Y ENERGIA

Elementos de algebra lineal
para ingenieros

Alejandro Silva Bernardez, Ph.D.
Roberto Arranz-Revenga, Ph.D.

DEPARTAMENTO DE INGENIERiA GEOLOGICA Y MINERA AGosTo | 2025




Esta pagina esta en blanco intencionalmente.



UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID
EscUELA TECNICA SUPERIOR DE INGENIEROS DE MINAS Y ENERGiA

POLITECNICA

Elementos de algebra lineal
para ingenieros

Alejandro Silva Bernardez, Ph.D.
Roberto Arranz-Revenga, Ph.D.

DEPARTAMENTO DE INGENIERiA GEOLOGICA Y MINERA

AcGosTo | 2025



Esta pagina esta en blanco intencionalmente.



Copyright ©2025 — Alejandro Silva Bernardez & Roberto Arranz-Revenga.

Open Archives Initiative @®@@ La distribuciéon de la obra esti bajo los términos de la licencia Creati-
ve Commons Atribucién 4.0 Internacional. Esta licencia permite compartir — copiar y redistribuir el material
en cualquier medio o formato, siempre que: se cite debidamente a los autores originales y la fuente, se pro-
porcione un enlace a la licencia Creative Commons, se indique si se han realizado cambios. Puede hacerlo
de cualquier forma razonable, pero no de forma tal que sugiera que usted o su uso tienen el apoyo de los
licenciantes. No puede hacer uso del material con propositos comerciales. Si remezcla, transforma o crea a
partir del material, no podra distribuir el material modificado. No puede aplicar términos legales ni medidas
tecnologicas que restrinjan legalmente a otras a hacer cualquier uso permitido por la licencia. Para méas de-
talles sobre la licencia aplicada, visite: creativecommons.org.

Magquetacion

El manuscrito ha sido editado, en formato electrénico, empleando XeLaTeX. Se ha usado como base el con-
junto de clases y paquetes KOMA-Script a través de la clase kaobook. Esta clase es de dominio publico y ha
sido modificada por los autores.

DOI: 10.20868/UPM.book.90391
Archivo Digital de la UPM: oa.upm.es:90391


https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.es
https://sourceforge.net/projects/koma-script/
https://github.com/fmarotta/kaobook/
https://doi.org/10.20868/UPM.book.90391
https://oa.upm.es/90391/

Esta pagina esta en blanco intencionalmente.



Preambulo

Este libro nace para dotar a los alumnos del primer afio del Grado en Ingenieria Energética de la Universidad
Politécnica de Madrid de un texto de referencia para el estudio de la asignatura de Algebra. Su contenido se
dispone y organiza de acuerdo con el temario oficial de la asignatura, salvo por los apartados 5.4.3,5.6 y 7.2.6
que, a pesar de no formar parte del temario, han sido incluidos por ser de interés para el alumnado, pues en
ellos se presentan algunas aplicaciones del algebra lineal, la estadistica y el calculo numérico, a los que el
alumnado habré de enfrentarse en cursos superiores del grado.

Aunque el libro es fundamentalmente teérico, se han intercalado ejemplos que ilustran cada uno de los con-
ceptos presentados y refuerzan su comprensioén y asimilacién, todos ellos en espacios de vectores de dos o
tres componentes para hacer posible su visualizacion en el plano o en el espacio euclidiano. A diferencia de
tantos otros manuales de algebra lineal dirigidos a estudiantes de ingenieria, que suelen iniciar con un capitu-
lo sobre la geometria de los espacios euclidianos, o bien con el estudio y la resolucién de los sistemas lineales,
este comienza de lleno con los diez axiomas de los espacios vectoriales. Lo hacemos asi con la conviccion de
que la casa debe comenzarse por los cimientos, y no por el tejado. El libro contiene demostraciones de todas
las proposiciones que recoge, salvo de las mas elementales, que se dejan como ejercicio para el lector, y de
los teoremas méas complicados, omitidos por requerir para su comprensiéon un nivel matematico superior al
de los nuevos estudiantes. A lo largo del libro, se han afiadido observaciones con varias finalidades: aclarar
ideas, realizar advertencias o introducir brevemente aplicaciones del algebra lineal a la ingenieria y conceptos
matematicos mas complejos o de otros campos de la matematica que pudieran ser de interés para el lector.

A los estudiantes, a los que va dirigido este libro, se les presuponen conocimientos basicos sobre geometria
euclidiana y sobre los vectores, su representacion grafica y las operaciones con estos, nociones de teoria de
numeros, en especial del cuerpo de los nimeros reales, y nociones de calculo infinitesimal, siempre al nivel de
Bachillerato. En los anexos se recopilan materiales que no se presuponen conocidos por los estudiantes, pero
que son imprescindibles para la comprension del contenido del libro: una introduccion a la légica matematica
y a la teoria de conjuntos, las definiciones de grupo, anillo y cuerpo, y una introduccion a los nimeros
complejos. Al tratarse de un texto dirigido a futuros profesionales de la ingenieria, para los cuales el estudio
de la matematica no es un fin en si mismo sino un medio para la resolucién de los problemas a los que se
enfrentaran en su vida académica y profesional, se ha dado prioridad a la claridad conceptual sobre el rigor
légico. Si este libro cayese en manos de algiin matematico, esperamos que sea indulgente con los posibles
abusos de notacién y los vacios de contenido que pudiera encontrar.

Los autores
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Los espacios vectoriales

1.1 Definicion de espacio vectorial

1.1.1 Introduccion

Comenzaremos este libro definiendo lo que es la base del algebra lineal:
el concepto de espacio vectorial. Se trata de un conjunto de elementos
cualesquiera relacionados entre si mediante dos operaciones que cum-
plen las mismas propiedades que la suma de vectores y del producto de
escalar por vector. Los espacios vectoriales son, por lo tanto, una exten-
sion de las propiedades de los vectores que permite su aplicacion en la
resolucion de problemas que atafen a otros tipos de objetos matematicos
como las matrices, las funciones o los polinomios.

La definicion de espacio vectorial es un ejemplo de definicion axiomatica
en la cual no se definen explicitamente los elementos que lo forman ni
sus operaciones, sino que se enumeran las propiedades que debe cumplir
todo conjunto de elementos y las operaciones que los relacionan para que
se pueda denominar un espacio vectorial. De esta forma, cuando se estu-
dien de manera abstracta los espacios vectoriales a partir de esas propie-
dades axiomaticas, se llegaran a conclusiones que afectan a una multitud
de objetos matematicos distintos, no solo vectores, y que se podran apli-
car para resolver problemas matematicos de muy diversa naturaleza.

1.1.2 Definicion general de espacio vectorial

Definicion 1.1.1 — Definicion general de espacio vectorial

Sea K un cuerpo de escalares f, y V' un conjunto no vacio dotado de
una operacion “+” denominada suma (ley interna) y de una operacioén
“.” denominada producto por un escalar (ley externa), se dice que el
conjunto V' es un espacio vectorial sobre el cuerpo K si satisface las
siguientes diez propiedades:

1. Clausura de la suma de elementos en V:
VuveV, u+veV (1.1)
2. Propiedad asociativa de la suma de elementos en V:
Vuv,weV, (u+v)+w=u+ (v+w) (1.2)
3. Existencia del elemento neutro en V:

JoeVtalqueVueV,u+0=0+u=u (1.3)

1.1  Definicién de espacio
vectorial . . . . ... ... 1
1.2 Clausura, dependencia
e independencia lineal.
Subespacios vectoriales . 11
1.3 Bases y dimension de un
subespacio . ....... 17
1.4 Interseccién y suma de
subespacios . . . ... .. 28

Observacién 1.1.1  Como, por ejem-
plo,Ro C.
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4. Existencia del elemento simétrico en V:
VueV,3 —ueVtaqueu+(—u)=—-ut+u=0 (1.4)
5. Propiedad conmutativa de la suma de elementos de V:
VuveV,u+v=v+u (1.5)
6. Clausura del producto de un elemento de V' por un escalar:
VIeK ueV,A-ueV (1.6)

7. Propiedad distributiva del producto de un elemento de V' por un
escalar respecto a la suma de escalares:

VueV, VApuekK A+p)-u=A-u+pu-u (1.7)

8. Propiedad distributiva del producto de un elemento de V' por un
escalar respecto a la suma de elementos de V:

VuveV, VAeK A-(u+v)=X-u+A-v (18)

9. Propiedad asociativa del producto de un elemento de V' por es-
calares:

YueV, VApekK, (Au)-u=X-(p-u) (1.9)
10. Producto de un elemento de V' por el escalar unidad:
YueV,1l-u=u (1.10)

De estas diez propiedades axiomaticas emana gran parte del algebra li-
neal. De ellas se infieren por deduccioén nuevos conceptos matematicos
y propiedades aplicables no sé6lo a vectores (sea cual sea su nimero de
componentes reales o complejas) sino también a matrices, funciones, po-
linomios, y en general a cualquier conjunto de objetos en los que sea
posible definir dos operaciones que cumplan las diez propiedades axio-
maticas de la Definicion 1.1.1. Gracias a ello, es posible abordar el plan-
teamiento y la resolucion de muchos problemas matematicos de manera
geométrica, como si los objetos matematicos en cuestion fueran vectores
en el plano o en el espacio euclidiano. El resto del libro se dedica al es-
tudio y aplicacion de todos esos nuevos conceptos que la definiciéon de
espacio vectorial engendra, aplicandolos especialmente a los espacios de
vectores por brevedad y simplicidad.

Mas adelante, en el Tema 5, se definiran de manera axiomética dos nuevas
operaciones denominadas “producto interno” y “norma” que permiten ex-
tender a los espacios vectoriales generales dos conceptos caracteristicos
del plano y del espacio euclidianos: el angulo entre vectores y la longitud
de un vector.

1.1.3 Definicion de vector. Los espacios K"

Como se indica en el apartado anterior, los espacios vectoriales son una
generalizacion del concepto de vector y de sus operaciones y propiedades.
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A continuacion, se definiran rigurosamente los vectores, los conjuntos de
vectores y las dos operaciones elementales que los relacionan: la suma de
vectores y el producto de vector por escalar, operaciones cuyas propie-
dades elementales coinciden con las diez propiedades axiomaticas de los
espacios vectoriales [(1.1) --- (1.10)].

Definicién 1.1.2 — Los conjuntos K"

Sea m un numero entero positivo, se define el conjunto K™ como el
producto cartesiano del cuerpo escalar K consigo mismo n veces: K x
Kx...x K (n veces). Es decir, como el conjunto de las n-uplas ordenadas
de elementos de K:

K™ = {(331,3327...33n) ‘T; € IK, 1= 1,2, n}

Los elementos de K™ se denominan vectores. Los elementos z; € K se
denominan componentes del vector.

Dos vectores de n componentes (21, Ty, ... £,,) ¥ (Y1, Y, --- Y, ) SOn igua-
les, siy solo si, 2, = Yy, Ty = Yo, .. T, = Y-

En este texto, los elementos de un espacio vectorial V' se denotan me-
diante letras minusculas regulares (x,y, z, ...) para distinguirlos de los
numeros escalares, que se denotan mediante letras mindsculas en cursiva
(z,y, 2,...). S1 V es un espacio K", sus elementos se denotaran mediante
mindsculas regulares con una barra horizontal para resaltar que se trata
de vectores (%,V,Z, ...).

Ejemplo 1.1.1 La dupla ordenada de escalares reales X = (2,3) es
un vector perteneciente al conjunto de todas las duplas ordenadas, o
vectores, de niimeros reales. Conjunto que se denota como R2.

De modo similar, la tripleta ordenada de escalares reales y = (0, 1, —3)
es un vector perteneciente a R?, mientras que la tripleta ordenada de
numeros complejos Z = (—2i, 0, 3 + i) pertenece a C3.

Los vectores se definen como n-uplas ordenadas de escalares, por lo
que cambian al alterar el orden de los elementos; como en:

(2,3) # (3,2) y (—21,0,3 +1) # (0,—2i,3 +1)

1.1.4 Definicidon del vector nulo

Definicion 1.1.3 — Vector nulo de K"

Considerado el conjunto K”. Se llama “vector nulo de K"”, y se denota
por 0, al vector (0,0, ...0). Es decir, al elemento neutro de la suma de
vectores.

Ejemplo 1.1.2 La dupla (0, 0) es el vector nulo tanto del conjunto R?
como de C? y en ambos casos se denota 0, teniendo presente que el
elemento nulo del cuerpo de los nimeros complejos, 0 + 0i, puede re-

Observacion 1.1.2 Por lo que respeta
a este primer tema, los vectores de un
espacio K™ se pueden representar in-
distintamente como vectores fila y co-
mo vectores columna. Cuando se de-
finan las matrices y en particular el
producto matricial, Definiciones 2.1.1
y 2.2.2, se realizara una distincién en-
tre ambos tipos de vectores.

Observacion 1.1.3 Al ser el cuerpo
de los nimeros complejos una exten-
sion del cuerpo de los nimeros reales,
apartado C.4, la relacion R™ C C™ se
cumple para todo n > 1. Asi, en el
Ejemplo 1.1.1 se tiene X,y € C" y
z ¢ R™
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presentarse simplemente como 0. En los conjuntos R? y C3, el vector
nulo es la tripleta 0 = (0,0,0), mientras que en R* y C* se trata de la
4-upla 0 = (0,0,0,0).

1.1.5 Definicion del vector opuesto

Definicion 1.1.4 — Vector opuesto en K”

Dado cualquier vector X = (x,Z,,...x,,) € K", se define su opuesto
como el vector —X = (—z1, —2s, ... — x,,). Es decir, como su elemento
simétrico asociado respecto a la suma de vectores, obtenido cambiando
de signo todas sus componentes no nulas.

Ejemplo 1.1.3 El opuesto del vector ¥ = (2,0) € R? es —X = (—2,0).
Elopuestode y = (—1,1,2) € R es —y = (1, —1,—2), y el opuesto de
zZ = (0,i,3 — 2i) € C? es el vector —z = (0, —i, —3 + 2i).

1.1.6 Definicién y propiedades de la suma de vectores

Definicién 1.1.5 — Suma de vectores en K"

Dados dos vectores cualesquiera en K" con componentes (z1, ... z,,) ¥
(Y1, --- y,,) se define su suma como:

(.731,332, xn) + (ylayZ7 yn) = (2131 —|—y1,$2 + Yo, .-- Ty + yn)

El elemento resultante es también un vector de n componentes en el
cuerpo K, por lo que la operacion asi definida es cerrada.

La suma de vectores en R? y R* puede representarse graficamente por
medio de la regla del paralelogramo, como se muestra en la Figura 1.1.

Y

Observacion 1.1.4 Como se muestra A
en la Figura 1.1, los vectores en R? y 1F-----= (1m
R3 se representan graficamente como
segmentos dirigidos o flechas. Su pun- By
to inicial es coincidente con el origen
de coordenadas de un sistema de re- 1
ferencia cartesiano. Su punto final es
coincidente con el punto del plano o
del espacio cuyas coordenadas carte-
sianas son iguales a las componentes
del vector.

b 4

Figura 1.1: La suma de los vectores X e y 2----—
en el plano euclidiano R? segiin la regla (12
del paralelogramo.
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Ejemplo 1.1.4 La suma de los vectores X = (1,1), y = (1, —2), ambos
pertenecientes a R?, es igual al vectorX+y = (1 +1,1—2) = (2,—1),
perteneciente también a R2.

Ejemplo 1.1.5 La suma de los vectores de componentes complejas z =
(3,2i), W = (4 +1i,1 —i) € C? se denota Z + W y es igual al vector
(3+4+1i,1+2i—1i)=(7+1i,1+ i), también perteneciente a C2.

Con las ultimas definiciones de suma de vectores, vector nulo y vector
opuesto, puede comprobarse 1+ que la suma de vectores en K™ cumple los

cinco primeros axiomas de los espacios vectoriales.

Proposicion 1.1.1 — Propiedades de la suma de vectores en K”

La suma de vectores, Definicion 1.1.5, cumple las siguientes propieda-
des:

1. Propiedad de clausura de la suma de vectores de K”:
VX yeK, X+7 ek (1.11)

2. Propiedad asociativa de la suma de vectores de K™:

VXy,zeK" X+y)+z=%+(y+2) (1.12)
3. Existencia del vector neutro en K":
J0e K talqueVXeK?, X+0=0+X=X (1.13)

4. Existencia del vector simétrico en K™:
Vxek", 3 —xcK"talquex+ (—X) = —X+x=0 (1.14)
5. Propiedad conmutativa de la suma de vectores de K™:
VX, 7eK', R+7=7+% (1.15)

Todas ellas coinciden con las propiedades axiomaticas [(1.1) -+ (1.5)]
de los espacios vectoriales.

1.1.7 Definicion del producto de escalar por vector

Definicion 1.1.6 — Producto de escalar por vector en K"

Sean el escalar « € Ky un vector (x4, z,, ... z,,) perteneciente a K™, se
define su producto (o ley externa en K™) como:

- (Tq,Tq,...2,) = (@x], g, ... ax,)

El elemento resultante es también un vector de n componentes en el
cuerpo K, por lo que la operacién asi definida es cerrada.

Ejercicio 1.1.1 T Demostrar que la su-
ma de vectores en K™ cumple las cin-
co primeras propiedades axiomaticas
de los espacios vectoriales.

« »

Observacion 1.1.5 El simbolo “-” que
denota la ley externa suele omitirse
por simplicidad, al igual que en la ope-
racioén producto de dos escalares.

Observaciéon 1.1.6 No confundir el
concepto de producto cartesiano, De-
finicién A.2.8, representado con el
simbolo “x”, con el producto o mul-
tiplicacion de escalares o con la ley
externa de un espacio vectorial, repre-
sentado con el simbolo “-”
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Figura 1.2: Representacion geométrica
del producto del vector X = (5,—3) €
R? por el escalar real A = —2.

Ejemplo 1.1.6 Dados el vector X = (5,—3) € R? y el escalar real
A = —2, su producto es:

A-X=-2-(5,—3)=(=2-5,—2-(=3)) = (—10,6)

>
<Yy

-10

Ejemplo 1.1.7 Dados el vector y = (1,—2i,1 —i) € C? y el escalar
complejo 41 = 1 + i, su producto es

pw-y=0+1)-(1,-2i,1—1i) = ((14+1)-1,(1+1) - (=2i), ...
o (14i)-(1—1) = (1+i,2—2i,2)

Proposicion 1.1.2 — Propiedades de la ley externa en K"

El producto de escalar por vector, Definicion 1.1.6, cumple las siguien-
tes propiedades:

6. Propiedad de clausura del producto de un vector de K" por un
escalar:

VREEK'VAEK, \-X €K (1.16)

7. Propiedad distributiva del producto de un vector de K™ por un
escalar respecto a la suma de escalares:

VXeK"'V A ueK, A+p) - X=X-X+u-X (1.17)

8. Propiedad distributiva del producto de un vector de K™ por un
escalar respecto a la suma de vectores de K™:

VXyEK'VAEK N\ (X+y)=A-X+ A Y (1.18)

9. Propiedad asociativa del producto de un vector de K™ por esca-
lares:

VXeK*V A uekK, Au) X=X (u-X) (1.19)
10. Producto de un vector de K™ por el escalar unidad:
VXekK, 1.X=% (1.20)

Todas ellas coinciden con las propiedades axiomaticas [(1.6) -+ (1.10)]
de los espacios vectoriales.
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Las Proposiciones 1.1.1y 1.1.2 muestran que los conjuntos de vectores R”
y C", junto con las operaciones de suma de vectores y producto de vector
y escalar, cumplen todas las propiedades axiomaticas de los espacios vec-
toriales [(1.1) --- (1.10)]. En consecuencia, puede decirse que la cuaterna
(K™, K, +, -) tiene estructura de espacio vectorial para todo cuerpo K.

Puede comprobarse 1 que el producto escalar por vector, junto con la su-
ma de vectores en K", cumplen los cinco dltimos axiomas de los espacios
vectoriales.

1.1.8 Propiedades adicionales de los espacios vectoriales

Mediante simple deduccion logica, de las diez propiedades axiomaticas
de los espacios vectoriales, ecuaciones [(1.1) --- (1.10)] se pueden deducir
las siguientes:

Proposicion 1.1.3 — Otras propiedades de los espacios vectoriales
1. En cada espacio V existe un unico elemento neutro.
2. Elinverso es tnico para cada elemento de un espacio V.
3. VAEK A-0=0
4. VxeV,0-x=0
5 VAeEKxeV, A x=0& (A=0Vx=0)
6. VAEKVYXeV, (=N x=X-(—x)=—(A-x) &
7.V MNP €eKVXeEV, ANx=p-xAX#0)=>A=pu

8. VAEKVYXyeV, A-x=XyAA#£0)=>x=y

Demostracion:

1. Supéngase que un espacio V tiene dos elementos neutros: 0 y 0'.
Aplicando dos veces la propiedad de existencia de elemento neutro,
punto 3 de la Definicién 1.1.1 de espacio vectorial, se tiene que:

2. Supdngase que un elemento x € V tiene dos inversas denotadas
—X;, —X,. Aplicando en (1) la propiedad de existencia de elemen-
to neutro, punto 3 de la Definicién 1.1.1 de espacio vectorial, en
(2) la propiedad de existencia del elemento inverso, punto 4 de la
misma definicién, y en (3) la propiedad asociativa de los espacios
vectoriales, punto 2, se tiene que:

Ejercicio 1.1.2 { Demostrar que el
producto de escalar por vector jun-
to con la suma de vectores en K"
cumplen las cinco ultimas propieda-
des axiomaticas de los espacios vecto-
riales.

Observacioén 1.1.7 Cuidado con con-
fundir el escalar nulo 0 € K con el
vector nulo 0 € K™ o con el elemento
nulo de un espacio vectorial genérico
V, denotado 0.

Observacion 1.1.8 I Esta propiedad,
junto con la expresion (1.5), permite
definir la resta de elementos de un es-
pacio Vcomox—y=x+(—1)-y=
x+(—y)Vx,y e V.
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3.0=XA0—A-0=XA-(0+0)—A-0=A-0+X-0—XA-0=X\-0
4. 0=0x—0-x=0-(x+x)—0-x=0-x+0-x—0-x=0-x

5. El contrapositivo, punto 3 de la Definicién A.1.4, de esta proposi-
cién es: si A y x son simultaneamente no nulos, su producto no
puede producir en ningin caso el elemento nulo. Para demostrar-
lo, supéngase que A # 0y que A - x = 0. Para que la proposicién
sea verdadera, esto deberia implicar x = 0; lo que es cierto, pues:

Alox=XAx11T.x=X1A1)) -x=
=22 x)=22.0=Xx1.0=x=0.

6. Por un lado, se tiene que (—)\) - x = (=A) - x+ A -x—A-x =
(=A+ X)) x—A-x=0-x—A-x=—\-x;yporotro, - (—x) =
A(=x)+ A x—A-x=A-(—x+%X)— A x=0—A-x=—-\"Xx,
demostrandose asi la doble igualdad.

7.AXx=p-x=>Ax—p-x=0= (A—p) x=0.Por la propiedad
5 antes demostrada, six # 0, (A —pu) - x=0= A—pu = 0,delo
que sigue que A\ = p.

B ANx=p-y=Ax—A-y=0= X (x—y)=0.Porel punto 5
antes demostrada, siA # 0, A (x —y) =0 = x —y = 0, de lo que
sigue que X =y. (|

Todos los espacios vectoriales cumplen las propiedades de la Proposiciéon
1.1.3, incluidos naturalmente los espacios de vectores K™.

1.1.9 Otros espacios vectoriales

Definir de manera abstracta los espacios vectoriales, enumerando las pro-
piedades axiomaticas que deben cumplir sin especificar qué objetos los
componen ni qué operaciones los relacionan, permite construir espacios
vectoriales de muy diferente naturaleza con distintos tipos de objetos ma-
tematicos y operaciones, con la tinica condicion de que sus propiedades
coincidan con las de la suma de vectores y el producto de escalar por
vector. De este modo, se puede abordar la resolucion de numerosos pro-
blemas matemaéticos como si los elementos utilizados en su planteamien-
to fueran vectores. En este apartado, se definen tres espacios vectoriales
compuestos, respectivamente, de matrices, funciones de una variable y
polinomios junto con ciertas operaciones cerradas que los relacionan.

Definicién 1.1.7 — Espacios Vectoriales de matrices

Sea K™*" el conjunto de las matrices de m filas y n columnas con
elementos en el cuerpo K, la suma de dos matrices A y B en K™*" se
define elemento por elemento como:

Mientras que la multiplicacién de un escalar A\ € K por la matriz A €
K™*™ se define elemento por elemento como:

(AA)j=A-a (1.22)

j
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Puede demostrarse 1 que la cuaterna (K™*™ K, +, -) tiene estructura
de espacio vectorial. Es decir, que la suma de matrices y el producto de
escalar por matriz cumplen todas las propiedades axiomaticas de los
espacios vectoriales [(1.1) --- (1.10)].

Definicion 1.1.8 — Espacios vectoriales de funciones

Sea K un cuerpo de escalares, dendtese por F(K,K) el conjunto de
todas las funciones de una variable en el cuerpo K. Por ejemplo,
f(z) =22 - cosx € F, donde x € R.

Dadas dos funciones f, g € F y un escalar A € K, la suma de funciones
f + gy el producto de escalar por funciéon Af se definen como:

(f+9)(@) = f(z) +9() (1.23)

(Af)(x) = Af(x) (1.24)

V x € R. Puede demostrarse  que la cuaterna (F(K,K), K, +,-) tie-
ne estructura de espacio vectorial. Es decir, que la suma de funciones

y el producto de escalar por funcién cumplen todas las propiedades
axiomaticas de los espacios vectoriales [(1.1) --- (1.10)].

Ejemplo1.1.8 f(z) = 2% coszy g(z) = V22 + x son funciones de una
variable real, por lo que f,g € F(R,R). De acuerdo con la definicién
dada por la ecuacion (1.23), su suma es:

(f+g)(x) =2%cosz+ V22 +2 (1.25)

El producto por f por el escalar real A = 3 es, de acuerdo con la defi-
nicién dada por la ecuacion (1.24):

A f(x) = 3z%cosx (1.26)

Las funciones resultantes (1.25) y (1.26) son también funciones de una
variable real.

Definicién 1.1.9 — Espacios vectoriales de polinomios

Dendtese por K, [z] el conjunto de los polinomios de grado menor o
igual que n con coeficientes en el cuerpo K. Si P € K, [z], entonces:

P(z) = ag + a1 + ayx® + - + a,a" (1.27)

Donde a;, € KV i =0..nyn € N. La suma de P(z) con Q(x) =
by + byx + byx? + -+ b, 2" Vi = 0...n se define como:

P(z) + Q(z) = (ag + by) + (a; + b))z + (ag + by)2® 4 -

-t (a, +b )z (1.28)

Ejercicio 1.1.3 1 Demostrar que la su-
ma de matrices y el producto de esca-
lar por matriz cumplen todas las pro-
piedades axiomaticas de los espacios
vectoriales.

Ejercicio 1.1.4 I Demostrar que la su-
ma de funciones de una variable y el
producto de escalar por funcién cum-
plen todas las propiedades axiomati-
cas de los espacios vectoriales.
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Ejercicio 1.1.5 T Demostrar que la su-
ma de polinomios y el producto de
escalar por polinomio cumplen todas
las propiedades axiomaticas de los es-
pacios vectoriales.

Mientras que la multiplicacién de un escalar A € K por P(z) viene
dada por:

A-P(@)=Xag+ A a;x+ X ag@® + -+ \-a,z" (1.29)

Puede demostrarse T que la cuaterna (K, [z], K, +, ) tiene estructura
de espacio vectorial. Es decir, que la suma de polinomios y el producto
de escalar por polinomio cumplen todas las propiedades axiomaticas
de los espacios vectoriales [(1.1) - (1.10)].
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1.2 Clausura, dependencia e independencia
lineal. Subespacios vectoriales

1.2.1 Introduccién

Tras definir los espacios vectoriales y demostrar que los conjuntos de
vectores de n componentes R” y C™ con sus operaciones habituales for-
man espacios vectoriales, se definirdn algunos conceptos béasicos que se
derivan de las propiedades axiomaticas [(1.1) --- (1.10)] de los espacios
vectoriales como la combinacion lineal de elementos de un espacio, la
clausura lineal, la dependencia lineal y la independencia lineal. Mas ade-
lante, se introducir4 el concepto de subespacio vectorial: un subconjunto
de elementos pertenecientes a un espacio vectorial que es cerrado bajo la
suma de elementos y el producto de elemento por escalar. Si un subcon-
junto H de elementos pertenecientes a un espacio vectorial V' cumple
esta condicion, se dird que H es un subespacio vectorial en V.

1.2.2 Combinaciones lineales

Definiciéon 1.2.1 — Combinacién lineal de elementos de un espacio
vectorial

Una combinacién lineal de los elementos u,, u,, ... u;, del espacio vec-
torial V' es cualquier elemento en V' de la forma:

u=A\u; + Auy + -+ ALy,

Siendo A, A, ... A, escalares del cuerpo K.

El elemento nulo de V' es combinacién lineal de cualesquiera elementos
uy,...u, en V. De hecho, \{ = Ay = A3 = 0 = u = 0. Ademas, todo
elemento u de un espacio vectorial V' es combinacién lineal de si mismo,
puessiA=1= Au=u

Ejemplo 1.2.1 Puede decirse que el vector (—1/2,8) € R? es combina-
cién lineal de los vectores w; = (0,3), T, = (2,—1) yuy = (1/2,—2),
todos pertenecientes también a R?. De hecho, si \; = 2, A\, = 0y
A3 = —1, se tiene:

ATy + ATy + ATy =
=2-(0,3)+0-(2,—1)+(=1)-(1/2,-2) = (1.30)
= (0,6) + (0,0) + (—1/2,2) = (—1/2,8)

SiA; = Ay = A3 =0, se obtiene:

ATy 4 Al 4 Aty = (0,0) + (0,0) + (0,0) = (0,0) (1.31)

Es decir, el vector nulo de R2.

11
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1.2.3 Clausura lineal

Definiciéon 1.2.2 — Clausura lineal de elementos de un espacio o
subespacio

Dado un subconjunto de elementos M C V, se define la clausura lineal
de M, y se denota por L[M], como el conjunto de todas las combina-
ciones lineales posibles entre los elementos de M.

Ejemplo 1.2.2 Dado el conjunto formado por los vectores de dos com-
ponentes complejas (0,1) y (1 +1,0). Es decir:

M ={(0,i),(1+1,0)} C C? (1.32)

Se define su clausura lineal como:

L[M] = L[{(Ovi)v (1 +1, 0)}] = (1 33)
={XeC?:x=X;-(0,i) + Ay - (14+1,0), \;, A\, €C}

Claramente, L[M] es también un subconjunto del espacio C?.

Si M es el subconjunto vacio de un espacio V, se considera que su clausu-
ra lineal produce un conjunto que contiene inicamente el elemento nulo
de V. Es decir, L[@] = {0}. Este es un convenio que la comunidad ma-
tematica ha acordado para que sean logicamente consistentes las demos-
traciones de las propiedades de las clausuras lineales y de los subespacios
vectoriales que se muestran en apartados posteriores.

1.2.4 Dependencia e independencia lineal

Definicion 1.2.3 — Definiciones de dependencia e independencia li-
neal

Se dice que los elementos uy, u,, ... u;, de un subconjunto M C V son
linealmente independientes entre si, si la inica combinacion lineal de
ellos igual al elemento nulo es la que tiene todos los coeficientes esca-
lares nulos. Es decir, si:

AUy + XUy + -+ Au, =0\, =0Vi=1,..k (1.34)

En caso contrario, se dice que los k elementos son linealmente depen-
dientes entre si. Es decir, uy, u,, ... u;, son linealmente dependientes si
y solosi, 3N, Ay, ... Ay € K, conalgin \; # 0, j € {1,... k}, tal que:

k
D> Au =0 (1.35)
=1

De la ecuacion (1.35) puede deducirse la siguiente definicién equivalente
de dependencia lineal entre k elementos de un espacio V:
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Definicién 1.2.4 — Elementos linealmente dependientes e indepen-
dientes

Se dice que los elementos u;,u,,...u; de un subconjunto M C V
son linealmente dependientes entre si, si es posible expresar alguno
de esos elementos como combinacion lineal de los restantes. Es decir,
siduy, j€{l,..k}, tal que:

i#]
En tal caso, se dice que u; es linealmente dependiente de los vectores
uy,...u;; € V. En caso contrario, se dice que u; es linealmente indepen-
diente de los vectores uy,...u;, € V.

Ejemplo 1.2.3 La combinacién lineal de los vectores u; = (1,1) y
U, = (2,2), 4;,0, € R? con los escalares \;, = —2y A, = 1 da el
vector:

Al ser posible obtener el vector nulo de R?> combinando lineal-
mente los vectores U; y U, con escalares no nulos, puede decirse,
aplicando la Definiciéon 1.2.3, que TU; y U, son linealmente de-
pendientes. También puede decirse, de acuerdo con la Definicién
1.2.4, que U, es dependiente linealmente de u,, y viceversa, ya que
2.0 — AUy, =(0,0) =10, =2-1;.

Considérese ahora el vector t; = (—1, 1). Podria tratarse de encontrar
escalares \; y A3 no nulos tales que:

Sin embargo, esto ultimo ya no seria posible. Obtener el vector nulo a
partir de U; y U5 es posible, siy sélo si, \; = A3 = 0 . Por tanto, U; y
U3 son linealmente independientes entre si.

Ejemplo 1.2.4 Considérese el conjunto:

M = {u;,u,, 05} = {(2,1),(1,-1),(1,2)} C R? (1.38)

Véase que el conjunto M contiene vectores que se pueden escribir co-
mo combinacién lineal de los restantes. Concretamente:

T, =T, + 0, (1.39)
=1, 1, (1.40)
U, =T, — 1, (1.41)

Por tanto, U, U, y U5 son linealmente dependientes entre si.

Observaciéon 1.2.1 + Esto puede
comprobarse aplicando el Teorema
4.3.1 de Rouché-Frobenius al sistema
homogéneo de ecuaciones lineales
(W [T3) (A1, Ag)" = (0,0)".
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Observacion 1.2.2 Por los mismos
motivos de consistencia logica men-
cionados tras definir la clausura lineal
en el apartado 1.2.3, se adopta el con-
venio de considerar el conjunto vacio,
@, como una familia libre.

1.2.5 Familias libres y ligadas

Definicion 1.2.5 — Definiciones de familia libre y familia ligada

Se dice que el conjunto M = {uy,u,,...u,} C V esuna familia libre si
Uy, U, ... U, son linealmente independientes. En caso contrario, se dice
que M es una familia ligada.

Ejemplo 1.2.5 Como se habia mostrado en el Ejemplo 1.2.4, el conjun-
to:
M = {u;,u,,05} = {(2,1),(1,-1),(1,2)} C R? (1.42)

contiene vectores que se pueden escribir en funciéon de los restantes
y que, por tanto, son linealmente dependientes, por lo que M es una
familia ligada.

Por el contrario, los vectores del conjunto:

N ={(1,i),(=1,1+14)} c C? (1.43)
son linealmente independientes entre si, ya que:

A (L) + A (1, 14+4) = (0,00 & A=A =0 (1.44)

Por tanto, N es una familia libre.

1.2.6 Subespacios vectoriales

Definicién 1.2.6 — Subespacio vectorial

Se dice que el subconjunto H no vacio de un espacio vectorial V' es un
subespacio vectorial en V si todas las propiedades axiomaticas de los
espacios vectoriales se cumplen en H con las operaciones definidas en
V. Es decir, si se cumplen las dos condiciones siguientes:

1. H es cerrado bajo la suma de elementos.

VuveH, u+ve H (1.45)

2. H es cerrado bajo el producto por un escalar.

VAeK,Yue H, \ue H (1.46)

Notese que las condiciones (1.45) y (1.46) se pueden escribir conjunta-
mente como:
VYuveH VApuekK, \u+puveH (1.47)

Por lo que la condicidén necesaria y suficiente que todo subconjunto no va-
cio H C V ha de cumplir por definicién para ser un subespacio vectorial
en V es que sea cerrado bajo combinaciones lineales de sus elementos.

De la condicién (1.46) puede deducirse la siguiente condicién necesaria
para que H C V sea un subespacio vectorial en V: que contenga el ele-
mento nulo de V. Por tanto, si H no contiene el elemento nulo de V, ya
no puede ser un subespacio vectorial en V.
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Ejemplo 1.2.6 El conjunto:
N = {(1,i),(=1,1+i)} c C? (1.48)

no contiene el vector cero. Por tanto, no puede ser un subespacio vecto-
rial. Sin embargo, la clausura lineal de N, L[N] si que es un subespacio
vectorial en C2, ya que:

1. Contiene el vector nulo.
AM=X=0=X-(1,i)+ Ay - (—1,14+1) =(0,0) (1.49)

2. L[N] es cerrado para combinaciones lineales de elementos de
L[N].

V1,0, €L[N], V A, Ay € C, AT, + AU, €L[N]  (1.50)

Ejemp]o 1.2.7 El conjunto: Observacion 1.2.3 En general, toda
clausura lineal de un subconjunto de
vectores de K™ es un subespacio vec-
torial en K™, como se muestra en el
ejemplo de la Figura 1.3.

H = {(21,25,23) €R®: 2 — 35 + 253 = 1} (1.51)

no contiene el vector cero, puesX = (0,0,0) = 0—0+0 = 0 # 1. Por
tanto, no puede ser un subespacio vectorial. Sin embargo:

M = {(xy,29,75) ER® : 2y — 3y + 25 = 0} (1.52)
Si que es un subespacio vectorial en R?, pues:
1. Contiene el vector nulo:
x=0=(0,0,00=0—-0+0=0 (1.53)

2. M es cerrado para combinaciones lineales de elementos de M.

()\xl L Uyl) — ()@2 e My2) e (/\g;3 4= My3> = Observacion 1.2.4 Dado un espacio

vectorial V/, son subespacios vecto-
=A (T —2tag) (Y1 — Yy +y3) = (1.54) riales de este tanto el propio espacio
=0+0=0 vectorial V' como el subconjunto que

contiene unicamente el elemento nu-

. - — lo de V. A este ltimo subespacio se
Para toda pareja de vectores X = (zq,24,23) € M, y§ = le denota {0} y se denomina “subes-

(Y1,Y2,Y3) € My de escalares A, p € R. pacio nulo en V.

Figura 1.3: Cualquier combinacién li-
neal de dos vectores linealmente inde-
pendientes @, y U, € R3, por ejemplo
X = U; + 2y, es coplanar a estos. Su
clausura lineal genera un plano en el es-
pacio euclidiano que corta el origen de
coordenadas. Los vectores que lo contie-
nen forman un subespacio vectorial en
R3 que se puede denotar como H.
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1.2.7 Resumen de los apartados anteriores
1. Los espacios vectoriales constituyen la base del algebra lineal.

2. Estos estan formados por un conjunto de elementos relacionados
por dos operaciones denominadas “suma”, o “ley interna”, y “pro-
ducto por un escalar”, o “ley externa”, que cumplen una serie de
propiedades axiomaticas que coinciden con las de la suma de vec-
tores y el producto de vector por escalar.

3. Los espacios R™ y C™ son ejemplos de espacios vectoriales.

4. También se pueden construir espacios vectoriales con polinomios,
matrices y funciones, por ejemplo.

5. En los espacios vectoriales, y en particular en R” y C", se pueden
hacer combinaciones lineales de sus elementos.

6. Al conjunto de todas las combinaciones lineales posibles entre ele-
mentos de un subconjunto de un espacio vectorial se le conoce co-
mo la “clausura lineal” de dicho subconjunto.

7. Siun elemento de un subconjunto de elementos de un espacio vec-
torial puede representarse como combinacion lineal del resto, se
dice que los elementos del subconjunto son linealmente dependien-
tes entre si y que forman una familia ligada. En caso contrario, se
dice que son linealmente independientes entre si y que forman una
familia libre.

8. Un subconjunto de elementos de un espacio vectorial V' es un subes-
pacio en V si es cerrado para combinaciones lineales. Es decir, si
contiene todas las combinaciones lineales posibles entre los ele-
mentos del subconjunto. Toda clausura lineal de un subconjunto
de elementos de un espacio V' es un subespacio en V.
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1.3 Bases y dimension de un subespacio

1.3.1 Introduccién

Se ha terminado el apartado anterior definiendo el concepto de subes-
pacio vectorial y viendo que la clausura lineal de cualquier subconjunto
finito de elementos de un espacio vectorial V' es un subespacio en V. Re-
sulta ademas que todo subespacio vectorial H se puede definir como la
clausura lineal de un subconjunto de elementos de H al que se denomina-
ra “sistema generador de H”. De entre todos los sistemas generadores de
H existen algunos, denominados “bases”, que son particularmente intere-
santes. Entre las propiedades que cumplen las bases de cualquier subes-
pacio o espacio vectorial H se encuentra la de equicardinalidad: todas
ellas tienen el mismo nimero de elementos. A este nimero se le conoce
como la “dimensioén” de H. Todo esto se ve en detalle en este apartado.

1.3.2 Sistemas generadores

Definicion 1.3.1 — Sistema generador de un espacio o subespacio

Dados un espacio o subespacio vectorial H y un subconjunto G de
elementos de H, G C H, se dice que G es un sistema generador, o
sistema de generadores de H, si:

H = L[g]

Es decir, si todo elemento de H puede escribirse como combinacién
lineal de los de G.

Todo espacio o subespacio vectorial admite sistemas generadores, o dicho
de otra manera, todo espacio o subespacio vectorial H puede definirse co-
mo la clausura lineal de algin subconjunto de elementos {u,,...u,} C H
que sera un sistema generador de este. Ademas, el niimero de sistemas
generadores que se le puede asociar es infinito; de hecho, realizando com-
binaciones lineales entre los elementos de un sistema generador G de H
se derivan una infinidad de sistemas generadores de ese mismo espacio o
subespacio vectorial H. Esto se vera en mayor detalle cuando estudiemos
las propiedades de las bases.

Ejemplo 1.3.1 La clausura lineal del subconjunto:

G ={u;,u,} ={(2,0,1),(-1,1,0)} € R? (1.55)

produce un subespacio vectorial en R3 definido como:

Por la definicién de clausura lineal, los elementos de H son combina-
ciones lineales de los de G, por eso G es un sistema generador de H.

17
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1.3.3 Base

Definicién 1.3.2 — Base de un espacio o subespacio

Dado un espacio o subespacio vectorial H, una base B de H es un
subconjunto de vectores de H que cumple estas tres propiedades:

1. Es un sistema generador: todos los vectores de H son combina-
cion lineal de los de 5.

2. Eslibre: los elementos de B son linealmente independientes.

3. Es ordenado: se establece un orden entre los elementos de B.

Es préactica habitual denotar las bases mediante paréntesis en vez de cor-
chetes para remarcar que se trata de conjuntos ordenados. Por ejemplo,
siuy,u,,...u; son k elementos linealmente independientes entre si que
generan H, la base de H constituida por estos elementos en el orden
establecido por sus subindices se denota como (u;, u,, ... u).

Ejemplo 1.3.2 Dados el subconjunto:

B ={u,,u,} ={(2,0,1),(-1,1,0)} C R® (1.57)

Y el subespacio vectorial H = L[B], puede verse que:

1. B es un sistema generador de H, como en el Ejemplo 1.3.1.

2. B es una familia libre, puesto que:
MU+ XU, =02 =X, =0 (1.58)

Ordenando los elementos de B de acuerdo con sus subindices, se obtie-
ne un subconjunto ordenado (T, T,) que es un sistema generador de
H y familia libre, por lo que es una base de H.

Una vez mas por convenio, se considerara al conjunto vacio @ como la
base del subespacio nulo {0} en V, de modo que todas las propiedades y
teoremas de las bases y de la dimension sean logicamente consistentes.

1.3.4 Vectores canOnicos

Definicion 1.3.3 — Vector canénico de K"

En K", se define su i-ésimo vector candnico como el vector €, =
(0,...1,...0) cuyas componentes son todas nulas salvo la i-ésima, que
es igual a la unidad.

Ejemplo 1.3.3 Los vectores canénicos de R? son&; = (1,0) y &, =
(0,1), mientras que los vectores canénicos de R® son &, = (1,0,0),
e, = (0,1,0) y€; = (0,0,1). Estos vectores son también los vectores
canoénicos de C? y C3.
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1.3.5 Bases canodnicas

Definicion 1.3.4 — Base candnica de K"

La familia formada por todos los vectores canénicos del espacio K",
(€4,€y,...€,) es libre, ordenada desde 1 hasta n, y sistema generador
de K™. Por lo que forma una base a la que se denominara “base canénica
de K™”.

Ejemplo 1.3.4 La base canénica del espacio R? es el conjunto ordena-
do formado por los vectores €;, €, y € definidos en el Ejemplo 1.3.3,
(€], €,,€;). Estos tres vectores son también los vectores canénicos de
C3, por lo que ese mismo conjunto ordenado es también la base ca-
nénica de C3. Llamemos B a esta base. Cualquier vector de C? puede
expresarse como combinacion lineal de los vectores de la base . Por
ejemplo, el vector X = (0, 2i, —1 + i) puede expresarse como:

X=0-8 +2i-€,+ (—1+1)-&

Notese que los coeficientes escalares de esta descomposicion coinciden
con las propias componentes del vector X. Esto no es una coincidencia,
como se remarcara en el Ejemplo 1.3.13, tras definir las coordenadas
de un elemento de un espacio o subespacio con respecto a una base de
este.

1.3.6 Propiedades de las bases

Supéngase que la clausura lineal del conjunto de elementos ordenados
B = (u;,u,,...u;) produce un subespacio al que se denotara H y que los
elementos u;, u,, ... u;, forman una familia libre. Por la Definicion 1.3.4,
B es una base del subespacio H. Cualquier elemento v € H que no per-
tenezca a B puede escribirse como combinacion lineal de los elementos

de B:

V=AU + AU+ A u, € H A A, €K (1.59)

Ejemplo 1.3.5 Definase el subespacio H C R* como L[], siendo
B = (4;,u,) = ((2,0,1),(—1,1,0)) C H una base de H. El vector
% = (1,1,1) € R3 no pertenece a B pero se puede obtener como com-
binacion lineal de los vectores de B. De hecho:

X=1-T,+2-0,=1-(2,0,1)+2-(—1,1,0) =
=3x=(-1,1,00€ H
En general, dado un espacio o subespacio H, todo x € H puede expre-

sarse como combinacion lineal de los elementos de una base dada de
H.

Si al conjunto constituido por los elementos u, ... u;, de una base 3 de H
se le anade un vector v cualquiera de H se obtiene el conjunto ampliado
{uy,uy,...uy, v}, conv = Aju; +Ayuy++--+ A, uy,. Este conjunto ampliado
es también un sistema generador de H, pues su clausura lineal coincide
con H, pero ya no puede ser una base, pues es una familia linealmente

ligada.
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De hecho, 3 A\j, Ay, ... A, € Kconalgin \; # 0, i € {1, ... k} (entre ellos,
Apy1) tales que:

Aug + AUy + o+ Aguy + A v =0 (1.60)

trataindose de una familia ligada, al menos uno de los elementos u,, ... u;,
puede ser expresado en funcién de los restantes. Si u; es uno de ellos,
este se puede expresar en funcioén de los restantes:

1
u = */\*10\2‘12 o Ay A V) (1.61)

Si se elimina uy de {uy, u,, ... u;, v}, se obtiene un conjunto de k vectores
linealmente independientes, cuya clausura lineal coincide con H,

B = {u,,..u.,v}, H=L[B] (1.62)

Estableciendo un orden entre sus elementos se obtiene una nueva base
de H.

Mediante el procedimiento anterior es posible obtener tantas bases co-
mo se desee de un mismo subespacio o espacio vectorial H. Todas esas
bases tienen el mismo nimero de elementos, lo que lleva al siguiente
teorema:

Teorema 1.3.1 — Equicardinalidad de bases

Todas las bases de un mismo subespacio vectorial tienen el mismo nu-
mero de elementos.

Ejemplo 1.3.6 Considérese el subespacio H C R?® engendrado por la
base B = (u;,u,) = ((2,0,1),(—1,1,0)) C R3 y el vector u; = u; +
T, = (1,1,1). Este vector es combinacién lineal de los vectores de 5,
por lo que U5 € H. Sustituyendo U; por U5 en B se tiene

B = (u;,1,) (1.63)

Sustituyendo T, por U; en B se tiene

”

B’ = (,,0y) (1.64)

" . . ’
Tanto B’ como B son bases de H. Estas tienen el mismo nimero de
elementos que B: dos.

En todo espacio o subespacio H es posible encontrar un subconjunto
de elementos que constituya un sistema generador de este. Eliminando
sucesivamente aquellos elementos de G que sean combinacion lineal de
los restantes, se llega a una familia libre que es base de H. Esto se resume
en el siguiente teorema:

Teorema 1.3.2 — Existencia de bases

Todo subespacio vectorial admite una base.
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Ejemplo 1.3.7 Llamese H C R3 a la clausura lineal del conjunto:

G ={u,,u,,03} ={(2,0,1),(-1,1,0),(1,1,1)} Cc R3 (1.65)

g es sistema generador de H pero no es base, pues U3 = U; +U,. Cual-

quiera de los tres vectores del conjunto puede escribirse como combi-
nacion lineal de los restantes. Eliminando uno de ellos, se obtienen los
siguientes subconjuntos:

B = {u,,u,} (1.66)
B = {u,,u,} (1.67)
B” = {u,,u3} (1.68)

Todos ellos son sistemas generadores de H y ademas son familias li-
bres, por lo que son bases del subespacio H, con el orden que estable-
cen sus subindices.

1.3.7 Dimension

Segun el Teorema 1.3.1, toda base de un espacio o subespacio vectorial
dado tiene el mismo nimero de elementos. A dicho nimero se le conoce
como la “dimensién” del espacio.

Definicién 1.3.5 — Dimensién de un espacio vectorial

La dimensioén de un espacio o subespacio vectorial H, denotada como
dim H, es el nimero de elementos de cualquiera de sus bases.

Ejemplo 1.3.8 dim K" = n, ya que la base canonica que lo genera esta
formada por n vectores.

Por convenio matematico, al subespacio nulo {0} C V se le asigna la
dimensién cero: dim{0} = 0.

Ejemplo 1.3.9 Considérese el subconjunto:
G ={u,,u,,u3} ={(2,0,1),(-1,1,0),(1,1,1)} CR? (1.69)

y el subespacio H = L[G] C R3. Se ha razonado en el Ejemplo 1.3.7
que B = {Ty,0,}, B" = {u,,u3} y B” = {u,,u3} son bases de H.
Todas ellas tienen el mismo numero de elementos. Por la propiedad de
equicardinalidad de las bases, toda base de H contendra dos elementos
y, por tanto, la dimensién del subespacio H es igual a dos.

dim H = 2 (1.70)

La siguiente proposicion establece una relacion entre la dimension de un
espacio vectorial V' y la dimension de cualquier subespacio H contenido
enV.



22

1 Los espacios vectoriales

Proposicion 1.3.3 — Acotacion de la dimension de un subespacio vec-
torial en

Dados un espacio vectorial V' y un subespacio H contenido en V' (de
modo que H C V) se cumple la relacion dim H < dim V. Ademas, se
tiene que:

dmH =dimV < H=V

Demostracion:

Se inicia demostrando que dim H = dimV = k, si y solo si, H = V. Su-
poéngase que H = V. Por las definiciones de dimensién y base, dim H = k
elementos cualesquiera linealmente independientes de H engendran H.
Al coincidir H con V, esos k elementos también pertenecen a V' y gene-
ran ese mismo subespacio, por lo que la dimensién de ambos es igual a
k.

Supoéngase ahora que dim H = dimV = ky H C V. k elementos cuales-
quiera de H linealmente independientes forman una base de este subes-
pacio. Al estar H contenido en V, esos elementos pertenecen también a
V, y como la dimensién de V es k, generan el subespacio V. La misma
base produce tanto H como V, por lo que ambos subespacios coinciden,
siendo H = V.

Solo falta demostrar que dim H es estrictamente menor que dim V, siy
s6lo si, H esta contenido en V: H C V. Para ello, puede procederse por
reduccion al absurdo, apartado A.3.4.

Supoéngase que H C V y que ademéas dim H > dimV (ya se habia de-
mostrado que dim H = dim V' implicaba H = V). Escjanse k = dim H
elementos linealmente independientes contenidos tanto en H como en
V, denotados uy, ... u,. Estos forman una base del subespacio H ala que
se denotard B.Si H C V y p = dimV son estrictamente menores que
dim H, escogiendo p elementos cualesquiera de la base B y descartando
el resto, se obtendria una base de V.

Por simplicidad de notacion, se construye una base de V' denotada V' con
los p primeros elementos de B: uy, ... u,,. Los k —p elementos descartados
pertenecen tanto a H como a V, por lo que en teoria, por la definicién
de base, se deberian poder expresar como combinacién lineal de los de la
base V de V. Se puede, por ejemplo, intentar expresar el elemento p + 1
de la base B de H como combinacién lineal de los de la base V:

U, = AUy £ AgUg + 0+ Aju,,. (1.71)

Pero u,,; € V es linealmente independiente de u,,...u, por su perte-
nencia a la base 5 de H, por lo que, en virtud de la Definicién 1.2.4, no se
puede expresar como combinacion lineal de los elementos uy, ... u,,. Esto
contradice la hipétesis de que la dimension de H sea mayor que la de
V.

Asi, se demuestra que, si H esta contenido en V/, su dimension no puede
ser mayor que la de V, como establece la proposicién.

O
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Ejemplo 1.3.10 El subespacio H C R3, del Ejemplo 1.3.9 tiene dimen-
sién dos. Esta es menor que la dimension del espacio vectorial en el
que H esta contenido, que es igual a tres.

1.3.8 Propiedades adicionales de las bases

El apartado 1.3.6 muestra como transformar un sistema generador de un
subespacio o espacio vectorial H dado en una base de H eliminando suce-
sivamente elementos que sean linealmente dependientes de los restantes
hasta que el conjunto se transforma en una familia libre. También es po-
sible transformar una familia libre S formada por p < dim H elementos
cualesquiera de H linealmente independientes entre si en una base de H
afladiendo a esta dim H — p elementos cualesquiera del mismo subespa-
cio, o espacio, linealmente independientes entre si y de los ya presentes
en S, como afirma el siguiente teorema:

Teorema 1.3.4 — Complecion de bases

Sea H un subespacio o espacio vectorial de dimension k, y sea S =
{u},uy,...u;} una familia libre de H con p < k. Existen elementos
U, 1, Uy € H, tales que (u},...u;,u,,q, ... 1;) es una base de H.

Demostracion:

Dados un espacio o subespacio H de dimensién k y una base cualquiera
de este denotada B = (uy,...u,,u,,;,...u;) con p < k, el objetivo es
demostrar que la familia libre S = {u], uj, ... u,} C H se puede convertir
en una base de H anadiéndole k — p elementos tomados de la base B. En
BB hay al menos un elemento linealmente independiente de los de S, pues
de lo contrario S seria sistema generador de H, lo cual seria imposible
porque p < k. Tomar este elemento (supongase que es u,,, ;) y afiadirlo a
S resulta en una familia libre formada por p + 1 elementos. Este proceso
se puede repetir reiteradamente hasta que la familia libre ampliada S’
contenga k elementos de H que formaran una nueva base de este espacio
o subespacio vectorial.

O

Ejemplo 1.3.11 Considérese el plano 7 contenido en R? cuya ecuaciéon
normal es z; — x5, + x5 = 0. El vector 0 = (0,0, 0) pertenece al plano
7 pues cumple la ecuacion implicita que lo define: 0 — 0 + 0 = 0.
Dos vectores distintos del vector nulo que también cumplen la
ecuacién implicita son @; = (1,1,0) y ay = (0,1,1). Notese que son
linealmente independientes, pues U; # Aty V A € R.

Sea X = AUy + AUy, Aj, Ay € R, puede comprobarse facilmente que
X €V A, Ay € Ral cumplir la ecuacion normal del plano 7. Por tanto,
se cumplen todas las condiciones necesarias para que el conjunto de
todos los vectores en 7 forme un subespacio vectorial en R3. Llamese
H a este subespacio. Expresado en su forma implicita:

H = {(z1,%9,73) €R®: 2y — 2y + 25 = 0} (1.72)

23
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Observacién 1.3.1 + Si un subespa-
cio H formado por vectores pertene-
cientes a K™ tiene dimension k, con
k < n, el vector genérico de dicho es-
pacio puede escribirse como:

X=X\ AT, Aj € K (1.78)

Siendo (U, ...Uu;) cualquier base de
H. A esta forma de expresar un vec-
tor genérico de un subespacio se la co-
noce como “forma paramétrica de H”.
Para encontrar las n — k ecuaciones
de la forma implicita de H se combi-
nan linealmente las k ecuaciones pa-
ramétricas de H de modo que se eli-
minen los parametros Ay, ... Aj.

Todo vector perteneciente a H puede descomponerse en combinacién
lineal de @, y U,, por lo que el conjunto ordenado B = (4, 1,) consti-
tuye una base de H y, por tanto, dim H = 2.

H =1[B] (1.73)

Conocida una base del subespacio H, este se puede expresar de forma
paramétrica T en funcion de dim H = 2 parametros:

xq T, 1 0
H = Ty | ERI: g | =20 | 1]+ A1
T . 0 1 (1.74)
3 3
VLA ER

Una forma alternativa de obtener esta forma parameétrica a partir de
la ecuacién implicita ; — z, + x5 = 0 es parametrizar dim H com-
ponentes de esta ecuacion, por ejemplo, x; y z, (£, = A;, T3 = Ay),
y despejar la componente restante en funcién de los parametros esta-
blecidos: z, = A; + \,. Las n = 3 ecuaciones paramétricas de H asi
obtenidas son:

T, =\ (1.75a)
Ty = Ay + Ay (1.75b)
Ty = Ay (1.75¢)

De la forma paramétrica de un subespacio H, se puede extraer un con-
junto de ecuaciones implicitas que lo definan. El nimero de ecuaciones
implicitas necesarias para definir H es,sin = 3y k = dim H = 2, igual
an—k = 3—2 = 1. Por tanto, basta con encontrar una ecuacion lineal
que los dos vectores presentes de la base B cumplan simultineamente.
Restando la ecuacién paramétrica (1.75b) a la suma de las expresiones
(1.75a) y (1.75¢) se elimina el pardmetro )\ y se obtiene la ecuacién im-
plicita buscada:

1.3.9 Coordenadas respecto de una base

Definicién 1.3.6 — Coordenadas respecto de una base

Sea B = (uy,...u;) una base del espacio o subespacio H, para todo
x € H existen A\, ... \;, € Ktal que x = A\juy +--+ A\, u;. Los escalares
A1, .- A, se denominan coordenadas del elemento x respecto a B.

A continuacioén, se demuestra que las coordenadas de cualquier elemen-
to de un espacio o subespacio vectorial respecto de una base dada son
unicas, independientemente de la base escogida.
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Supdngase que el elemento x € H puede descomponerse de dos maneras
distintas respecto a la base B. Es decir:

X:)\lul +)\21,12+"'+)\kuk., )\1,...Ak (S K (179)
X = pquy + figUy + -+ gy, fiy, e py €K (1.80)

Si a la ecuacién (1.79) se le resta (1.80) queda:
0=(Ar = py)uy + Ay — pg)ug + -+ (A, — p)uy, (1.81)

Los elementos de la base 3 son, por definicion, linealmente independien-
tes entre si. Por tanto, para que la combinacién lineal anterior produzca
el elemento nulo, todos los factores escalares (A — ), (Ay — ), etc.
deben ser nulos. O dicho de otro modo, A\; — p; = 0V ¢ = 1,... k. Esto
implica que \; = p; V¢ = 1,... k, lo cual contradice la hipétesis inicial
de que las descomposiciones son distintas (A; # p,;, Vi =1,... k).

Queda asi demostrado por reduccién al absurdo que, fijada una base B
de H, cada elemento de H tiene asociadas unas coordenadas A, ... A
respecto de 55 tnicas.

Proposicion 1.3.5 — Unicidad de las coordenadas respecto de una
base

Dados un espacio o subespacio H y una base B de este, las coordenadas
de x € H respecto a la base 13 son tnicas V x € H.

Definicién 1.3.7 — Vector de coordenadas

El vector (A;,...\;) € K* se denomina vector de coordenadas de x
respecto a B, y se suele denotar por [x]5.

Dado un espacio o subespacio H de dimension k, y fijada una base B de
este, larelacion entre cada elemento de H y su vector de coordenadas aso-
ciado respecto de 3 es biunivoca ¥. Ya se ha visto, Proposicién 1.3.5, que
a cada elemento de H sélo se le puede asociar un vector de coordenadas
en K¥, pues sus coordenadas son tnicas.

Falta demostrar que un vector en K¥ no puede ser vector de coordenadas
respecto de B de dos o mas elementos de H. De lo contrario, seria posible
encontrar dos elementos distintos x,y € H cuyas coordenadas respecto
de B fuesen las mismas. Es decir, existirian escalares Aq, ... A;, € K tales
que:

X =AUy + AUy + -+ ALy (1.82)
Y =AUy 4+ Auy + -+ Ay (1.83)

Si a la ecuacion (1.82) se le resta (1.83) queda:
x—y=0-u;+0-ug+-+0-u,=0 (1.84)

Observaciéon 1.3.2 No confundir el
concepto de vector de K™ con el con-
cepto de vector de coordenadas de un
elemento de un espacio o subespacio
vectorial con respecto a una base de
este.

Observacion 1.3.3 + Una relacion bi-
univoca entre los elementos de A y
los de B es una relacion en la que a ca-
da elemento de A le corresponde uno
sélo de B;y viceversa, a cada elemen-
to de B le corresponde uno solo de A.
A este tipo de asociacion se le conoce
también como “biyectiva”, Definicién
3.1.5.3.
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Figura 1.4: Las coordenadas de X € H
respecto de la base B = (u;,uy) de
H C R3 son los coeficientes de la com-
binacién lineal de ©; y U, que produce
X. En el Ejemplo 1.3.12, las coordenadas
de X respecto de B son 2 y —1, pues
X =21, — U,.

Este resultado contradice la asuncion de que x e y son elementos distintos
de H. Asi, se demuestra por reduccién al absurdo que a cada vector de
coordenadas respecto de una misma base de H le corresponde un tnico
elemento de H, por lo que la relacién entre elementos de H y vectores
de K* es biunivoca.

Proposicion 1.3.6 — Biunivocidad de los vectores de coordenadas res-
pecto de una base

Dados un espacio o subespacio H y una base  de este, la relacion entre
los elementos de H y sus vectores de coordenadas asociados respecto
de B es biunivoca.

Ejemplo 1.3.12 Se tiene el subespacio:

1 0
H:L[B]:LK 1,11 )]CIR?’ (1.85)
0 1

Las coordenadas del vector X = (2,1,—1) € H respecto de la base B
se pueden obtener resolviendo el sistema lineal de ecuaciones:

2 1 0 2=\
Tl=Xx[1]+0]1]= 1=+ (1.86)
—1 0 1 1=

2

Este sistema es compatible y determinado por la unicidad de las coorde-
nadas respecto a una base, Proposicioén 1.3.5. Sus soluciones son \; = 2
y Ay = —1. Estas son las dos coordenadas del vector X con respecto a
la base B.

U,~011)
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Ejemplo 1.3.13 Las coordenadas del vector X = (2,1, —1) € H respec-
to de la base B = ((1,1,0),(0,1,1)) C H son, como se ha visto en el
Ejemplo 1.3.12, \; = 2y A, = —1. Por tanto, el vector de coordenadas
de X respecto de B es el vector:

X8 = (2,—1) € R? (1.87)

Por otra parte, las coordenadas de X = (2,1, —1) € R? respecto de la
base canénica de R?, a la que se denotara como B, son, respectivamen-
te, 2, 1 y —1, pues:

(27 L 1) 2 (17 0 O) 1 (O’ L O) ! (O’ 0 1) (1.88) Observacion 1.3.4 | En los espacios
Por lo que: T K™, las coordenadas de un vector con
respecto a la base candnica de K"
coinciden con las propias componen-
tes del vector.

[X]Bo = (2,1,—1) =% (1.89)

1.3.10 Resumen

1. El sistema generador de un espacio vectorial es un subconjunto de
elementos de este, en particular vectores, si se trabaja en R™ o en
C", que engendra el espacio por clausura lineal.

2. Una base de un espacio es un sistema generador de este que es libre
y ordenado.

3. Todo espacio tiene infinito nimero de sistemas generadores e infi-
nitas bases.

4. Todas las bases de un espacio tienen el mismo nimero de elemen-
tos. A este niimero se le conoce como la “dimension” del espacio o
subespacio.

5. Cuando un elemento x de un espacio dado se descompone en com-
binacién lineal de los elementos de una base B de este, a los co-
eficientes de la descomposicién se les llama “coordenadas del ele-
mento x respecto de B”. Al vector cuyas componentes son las coor-
denadas de x se le llama “vector de coordenadas de x respecto de 5.

6. La forma paramétrica de un subespacio es su expresién como una
combinacion lineal genérica de los elementos de una de sus bases.
En R™ o C™, dicho subespacio puede ser caracterizado también por
n — k ecuaciones implicitas que se pueden derivar de su forma pa-
ramétrica, donde k es tanto la dimension del subespacio como el
numero de parametros de la forma paramétrica.
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Observaciéon 1.4.1 Los apéndices
contienen las Definiciones A.2.4 y
A.2.5 de union e interseccion de con-
juntos. Por lo que respecta a la apli-
cacion de la teoria de conjuntos en el
algebra lineal, los conjuntos consisti-
ran en subespacios vectoriales, bases
o sistemas generadores.

1.4 Interseccion y suma de subespacios

1.4.1 Introduccion

Los subespacios vectoriales son conjuntos de elementos, por lo que es po-
sible definir operaciones de interseccién y de unién de subespacios. En
este nuevo apartado, se vera que el conjunto interseccion de dos subes-
pacios cualesquiera de un mismo espacio V' es siempre un subespacio en
V, v que la unién de dos subespacios vectoriales es un subespacio sélo si
se cumple una determinada condicién.

Una operacion entre subespacios que no tiene parangén en otros conjun-
tos matematicos es la suma de subespacios. Tras definirla, se enunciaran
las condiciones que deben cumplir los subespacios sumados para que su
suma sea directa y para que estos sean suplementarios.

Dados dos subespacios vectoriales en un mismo espacio vectorial, las di-
mensiones de estos, su suma y su interseccién cumplen la denominada
“relacion de Grassmann”. Con ella se pondra fin a este primer tema.

1.4.2 Interseccion de subespacios

Vamos a preguntarnos si la interseccién de dos subespacios cualesquiera
del espacio vectorial V, denotados L, M C V, es también un subespacio.
Para que la respuesta sea afirmativa, el conjunto interseccion ha de ser
cerrado para la suma de elementos y para el producto por un escalar, lo
que se resume en la siguiente condicién de clausura para combinaciones
lineales de sus elementos:

VuveH VAueK Au+uveH (1.90)

Una condicién necesaria para que se cumpla la clausura para combina-
ciones lineales es que H contenga el elemento nulo de V, por lo que
cualquier par de subespacios de V' contiene el elemento nulo, y su inter-
seccién también contendra el elemento nulo.

Por otro lado, cada uno de los dos elementos u, v del conjunto intersec-
cién de L con M pertenece, por la definicion de interseccién de conjuntos,
tanto a L como a M; y por la condicién (1.90), cualquier combinacién li-
neal de u 'y v pertenece tanto a L como a M, por separado: \;u+\,v € L
yAMu+Ave MY A\ eK

Esto tltimo implica que cualquier combinacién lineal de ambos elemen-
tos pertenece también a L N M. Se concluye que A;u + \,v € LN
MY A, Ay € KV u,veLNM,terminando asi la demostraciéon de que
la interseccion de dos subespacios cualesquiera es un subespacio vecto-
rial.

Proposicion 1.4.1 — Interseccion de subespacios vectoriales

La interseccion de dos subespacios vectoriales contenidos en un mismo
espacio V' es también un subespacio vectorial en V.
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Ejemplo 1.4.1 La interseccién de los subespacios vectoriales en R*
A =1[((1,0,-1),(0,1,1))] y B = L[((1,1,0))], denotada A N B, es
el subespacio en R3 formado por todos los vectores pertenecientes
simultaneamente a ambos subespacios. A continuacion, se procede a
calcular el subespacio A N B.

Para definir A basta con n — dim A = 3 — 2 = 1 ecuacién implicita.
Una ecuacién que los dos vectores de la base dada de A satisfacen es
xy — Xy + x5 = 0, (z1,29,74) € R3. Esta es una ecuacién implicita
que define A.

Para definir B son necesarias n —dim B = 3 — 1 = 2 ecuaciones impli-
citas linealmente independientes entre si. Una primera ecuaciéon que
el vector (1,1,0) € A satisface es x5 = 0. Otra ecuacioén linealmente
independiente de la anterior que el vector (1, 1,0) también cumple es
7 — x5 = 0. Estas son dos ecuaciones implicitas que definen B.

Por tanto, los conjuntos de ecuaciones implicitas que definen los subes-
pacios Ay B son:
A={(zy,29,23) €R3: 1, — 5 + 745 = 0} (1.91)
B = {(z1,25,23) ER® : 23 = 0, 2, — 3, = 0} (1.92)

Al unir todas las ecuaciones implicitas de A y B, se obtiene un conjunto
de ecuaciones implicitas que define el subespacio intersecciéon A N B.

Ty — Ty + 25 =0 (1.93a)
25 =0 (1.93b)
ity — ity = (0 (1.93¢c)

Todo vector de R® cuyas componentes cumplan simultaneamente las
tres ecuaciones implicitas pertenece a A N B.

Notese que la ecuacién (1.93b) puede obtenerse sustrayendo (1.93c) a
(1.93a) por lo que cada una de las tres ecuaciones es redundante y se
puede eliminar. Tras eliminar (1.93a), quedan dos ecuaciones implicitas
linealmente independientes que definen el subespacio A N B.

~0
{ s (1.94)
Ty — x5 =0

La dimensioén de A N B es:

n—dimANB=2=dmANB=n—2=1 (1.95)

Un vector que cumple ambas ecuaciones implicitas es el (1,1,0) €
A N B. Por lo tanto, el conjunto ordenado ((1,1,0)) es una base del
subespacio A N B, que puede definirse como:

ANB=L1[((1,1,0))] (1.96)
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Figura 1.5: Todos los vectores pertene-
cientes simultaneamente a los subespa-
cios de dimensién dos A, B C R® del
Ejemplo 1.4.1 estan contenidos en una
recta que corta el origen de coordenadas
y que tiene como vector director el vec-
tori € A, B.Por tanto, AN B = L[g].

1.4.3 Unioén de subespacios

Al contrario que la interseccion de subespacios vectoriales, la unién de
subespacios no siempre cumple la condicién de clausura (1.90) que, por
definicion, ha de cumplir todo subconjunto de elementos de un espacio
V para ser un subespacio en V.

La condicién necesaria y suficiente que toda pareja de subespacios vecto-
riales debe cumplir para que su union sea también subespacio viene dada
por la siguiente proposicién:

Proposicion 1.4.2 — Union de subespacios vectoriales

La union de dos subespacios vectoriales L y M contenidos en un mis-
mo espacio V' es también un subespacio vectorial en V, si y sélo si,
se trata de subespacios anidados. Es decir, si uno esta contenido en el
otro:

LU M subespacioenV < (LC MV M C L)
Ademés, LCM=LUM=M,yMCL=LUM=L.

Demostracion:

Comiéncese demostrando que la uniéon de dos subespacios L, M C V
anidados produce siempre un subespacio en V. Supdngase que uno de
los dos subespacios se encuentra contenido en el otro, por ejemplo, L en
M. Todo elemento perteneciente a L pertenece también a M, por lo que
la uniéon de ambos conjuntos coincide con L. Siendo L un subespacio, se
demuestra que L U M es un subespacio en V.

Si en la demostracién anterior se invierten los roles de L y M. Es decir,
si M C L, se tiene que la unién de ambos conjuntos coincide con el
subespacio M, por lo que L U M seria también un subespacio en V.

Falta demostrar que la anidacién de los subespacios es una condicién no
solo suficiente sino también necesaria para que su union sea un subespa-
cio. Supéngase que LU M es un subespacioen V' y que M ¢ L. Para que
la proposicion sea correcta esto deberia implicar que L C M. Témense
unx € Lyuny € M,y ¢ L. Tanto x como y pertenecen a L U M.
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Al tratarse L U M de un subespacio, x + y pertenece a L U M, y por la
Definicién A.2.4 de union de conjuntos, x + y se encuentra o en L, o en
M, o en ambos.

Supéngase que x +y € L. La combinacién lineal x + y + (—x) deberia
pertenecer también a L. Sin embargo, queda x +y + (—x) =y, resultado
que contradice la suposicién de que y ¢ L, por lo que x +y ¢ L. Supén-
gase ahora que x +y € M. La combinacion lineal x + y + (—y) deberia
pertenecer también a M. De hecho, quedax+y + (—y) =x € M, por lo
que x +y € M al igual que el elemento y. Por tanto, x debe pertenecer
tanto a L como a M y se concluye que L C M.

Intercambiando en la demostracién anterior los roles de L y M se de-
muestra que, si L U M es un subespacio en V y L ¢ M, se cumple
M C L. Queda asi demostrado también el converso de la Proposicion
1.4.2. O

Ejemplo 1.4.2 El subespacio B = L[(0,1,1)] C R? esta claramente
contenido en A = L[(1,0,—1),(0,1,1)] € R3. De hecho, todo vector
de R? proporcional al (0,1, 1) pertenece tanto a A como a B. Al cum-
plirse B C A, su unién es un subespacio vectorial coincidente con el
subespacio de mayor dimension de los dos: AU B = A.

1.4.4 Suma de subespacios

Definicion 1.4.1 — Suma de subespacios

Dados dos subespacios L, M contenidos en V, se define su suma como:

L+M={u+v:uel ve M}

Es decir, como el conjunto de todas las sumas posibles entre los ele-
mentos de L y los de M.

Proposicion 1.4.3 — La suma de subespacios es siempre un subespa-
cio

La suma de dos subespacios vectoriales cualesquiera contenidos en un
espacio V es también un subespacio vectorial en V.

Demostracion:

Como se razond en el apartado 1.2.6, una condicion necesaria para que
la suma de dos subespacios L y M en V sea un subespacio en V' es que
contenga el elemento nulo. L y M contienen el elemento nulo de V. Ade-
mas, se tiene que 0 + 0 = 0. Por tanto, el elemento 0 € V pertenece a
L + M para toda pareja de subespacios L, M C V. Falta s6lo comprobar
que L + M sea cerrado para combinaciones lineales de sus elementos.
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Toémense u,v € L + M cualesquiera. Por la Definiciéon 1.4.1 de suma
de subespacios, ambos elementos se pueden descomponer en la suma de
elementos pertenecientes a L y M:
u=u;tuy, u, €L, u,eM (1.97)
V:VL+V]\I7 VL€L7 VMEM (198)

Sean «a, § € K dos escalares cualesquiera:

au+ﬂv:0¢(uL +u]\4)+6(vL+V]W): (1 99)
= (auy + Bv,) + (auy + Bvyy) |

Como au; + fv; € L, mientras que au,; + 5v,; € M, toda combi-
nacién lineal de elementos de L + M se encuentra en L + M. Queda
asi demostrado que la suma de subespacios en V' produce un subespacio
vectorial.

O

Ejemplo 1.4.3 Definase un subespacio vectorial A mediante la forma
paramétrica:

{ xq T, 1 0
A= Ty | ERP: Loy | =2 O |+, (1 }
v v . . (1.100)

YA, A €R

Y un segundo subespacio B mediante la forma paramétrica:

Ty T, 1

5} = { Ty | €ER¥:lay [ =X |0 } VA, €R (1.101)
T T 0

La union de sistemas generadores de A y B produce un sistema gene-

rador del subespacio suma A + B:

G ={(1,0,—1),(0,1,1),(1,0,0)} = {T,, Ty, T3} (1.102)

Para extraer una base 3 de A + B a partir del sistema generador G, se
eliminan uno a uno aquellos vectores que sean combinacion lineal de
los restantes. Para comprobar si U;, U; y U, son linealmente indepen-
dientes o no, se resuelve el sistema:

1 0 1 0 AL +A3=0
—1 1 0 0 A+ A =0

Este sistema homogéneo de ecuaciones lineales es compatible determi-
nado, Teorema 4.3.1, por lo que su Gnica solucién es A\; = Ay = A3 = 0.
Por tanto, los tres vectores son linealmente independientes y G es,
ademas de sistema generador, una base de A + B.

Al contener dicha base tres vectores, se deduce que dim A + B = 3,
valor que coincide con el numero de componentes de los vectores de
A+ B. De hecho, es la dimension del espacio R?* al que pertenecen los
vectores de L + M. Por la Proposicién 1.3.3, se deduce que A+ B = R3.
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1.4.5 Suma directa de subespacios

Definicién 1.4.2 — Suma directa de subespacios

Dados dos subespacios vectoriales L, M en V,si LN M = {0} su suma
se denota L & M y se dice que forman suma directa.

Ejemplo 1.4.4 Por definicién, para que los subespacios 4, B C R? del
Ejemplo 1.4.3 formen suma directa, su interseccion ha de coincidir
con el subespacio nulo de R3, AN B = {0}.

La union de ecuaciones implicitas que definen por separado A y B
constituye el sistema:

Ty — Ty +x3=0 (1.104a)
2o =10 (1.104b)
z3=0 (1.104¢)

Al resolver este sistema de ecuaciones lineales se encuentra una tinica
solucién: z; = z, = x5 = 0, por lo que el Gnico vector que A y B
tienen en comun es el (0,0,0) € R3.

Se concluye que la interseccién de A con B es el subespacio nulo en
R3, por lo que forman suma directa, denotandose A @ B.

Se puede comprobar que si dos subespacios forman suma directa, cada
elemento de L N M se descompone de manera univoca en suma de dos
elementos de L y M;y viceversa, si cada elemento de L + M se descom-
pone en suma de dos elementos en L y M de manera univoca, se tiene
que L y M forman suma directa. Esto ultimo se resume en la siguiente
proposicion:

Proposicion 1.4.4 — Caracterizacion de la suma directa

Sean L, M subespacios vectoriales en V. Estos forman suma directa, si
y solo si, V x € L + M existen elementos tinicos u € L, v € M tales
quex =u-+ V.

Demostracion:

Para demostrar que la suma directa de subespacios L, M C V implica
descomposicion unica de todos los elementos de L + M en suma de ele-
mentos en L y M, supongase que existe algin x € L + M que se pueda
descomponer de dos maneras distintas en suma de elementos en L y M
no nulos:

X=u +vy,uy €L, u #0,vyeM, v, #0
X=Uy+Vy, Uy €L, uy#0, vy €M, vy #0 (1.105)

Uy # Uy, Vi F Vy

Substrayendo ambas ecuaciones, se obtiene 0 = (u; —uy) + (vy — vy).
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Figura 1.6: El tinico vector que los subes-
pacios de dimensién uno L = L[u;]y
M = L[u,] comparten es el vector nulo.
Graficamente, se pueden representar en
el espacio euclidiano como dos rectas no
coincidentes que intersecan en el origen
de coordenadas. L y M forman suma di-
recta: un subespacio en dimension dos
igual a la clausura lineal de ©; y T,. Al
formar suma directa, la tinica descompo-
sicién posible del vector ¥ = (1,0,2) €
L & M en suma de un vector en L mas
otro en M es Uy + U,.

Denotandou = vy —u, € Lyv=v; —vy, € M,0 =u+v =
u = —v, por lo que ambos elementos pertenecen al mismo subespacio: la
intersecciéon de L con M. Al ser uy v no nulos, se tiene que la interseccion
es distinta del subespacio nulo. Se demuestra asi que suma directa implica
descomposicioén unica.

Falta demostrar la implicacién conversa: que la descomposicién unica
de todos los elementos de V' en suma de elementos de L y M implica
suma directa. El contrapositivo de esa implicacion, punto 3 de la Defini-
ciéon A.1.4, es: si L y M no forman suma directa, la descomposicién de
los elementos de V' no es tnica. Supdngase que existe un w € V' no nu-
lo que pertenezca tanto a L como a M. Es decir, que la intersecciéon de
ambos subespacios es distinta del subespacio nulo. Tomese unx € V'y
descompoéngase en suma de elementos no nulos en Ly M:

X=u+v,uelL, u#0,ve M, v#0 (1.106)
Sumando y restando w € L U M a la ecuacidn (1.106) y reordenando, se

obtienen dos descomposiciones distintas de x en suma de elementos en
Ly M:

x=u+v+w—w=(u+w)+(u—w)=u+v
, (1.107)
verL veM utu vVEY

Por lo que L y M no formarian suma directa. Asi, se demuestra que la
suma directa es condicion no sélo suficiente, sino también necesaria para
la unicidad de las descomposiciones.

O

M=L[(0-11)]=L[u] L=L[(111)]=L[u]

X=u+ Up=(102)
XELaM

LeM=L[uq, u,]

1.4.6 Subespacios suplementarios

Sila suma de dos subespacios vectoriales L, M C V esiguala V' y ademas
es directa, siendo su interseccion el subespacio nulo en V, se dice que L
y M son suplementarios en V.
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Definicién 1.4.3 — Subespacios suplementarios

Dos subespacios L, M C V se dicen suplementariosen V' si LN M =
{0} y su suma cubre todo el espacio V. Es decir, si L& M = V.

Por la Proposicién 1.4.4, si dos subespacios L y M son suplementarios
en V, cualquier elemento en V se puede descomponer en la suma de
elementos en L y M, y ademas esta descomposicién es tnica.

Ejemplo 1.4.5 En el Ejemplo 1.4.4, se ha visto que los subespacios A
y B forman suma directa; y en el Ejemplo 1.4.3, se habia visto que
A® B = R3, por lo que puede decirse que A y B son suplementarios
en R3.

1.4.7 Larelacion de Grassmann

Como se ha discutido en el Ejemplo 1.4.3, la unién de las bases By V
de dos subespacios L y M en V produce un sistema generador, pero no
necesariamente una base, del subespacio suma L + M. Para convertir
este sistema generador en una base se pueden eliminar sucesivamente
aquellos elementos que sean linealmente dependientes del resto hasta
que el sistema generador se convierta en una familia libre, como en el
Ejemplo 1.3.7, coincidiendo el numero de elementos eliminados con la
dimension de L N M. Si L y M formasen suma directa, Definicion 1.4.2,
su intersecciéon contendria solo el vector nulo y no habria elementos que
eliminar al unir las bases: la union seria una base de L N M.

Estas ideas se encuentran sintetizadas en la relacion de Grassmann. Se
trata de una férmula que relaciona, dados dos subespacios cualesquiera
Ly M en V, sus dimensiones, la de su suma y la de su interseccion.

Teorema 1.4.5 — Relacién de Grassmann

Dados dos subespacios vectoriales L, M en V, se tiene que:
dim L+ M =dim L + dim M — dim L N M

Demostracion:

Se sabe por el Teorema 1.3.4 que una base cualquiera de L N M, B =
(uy, ... u,) puede completarse con p — r elementos u,. 1, ... u,, hasta obte-
ner una base de L que se denotara: 15; . A la familia libre formada por los
p — r vectores aiadidos se la denotara como S;.

De la misma forma, la base 5B puede completarse con ¢ — r elementos
Uy, ... uy hasta obtener una base de M que se denotara: B,,. A la familia
libre formada por los ¢ — s vectores afladidos se la denotara como S,,.

Para demostrar el Teorema 1.4.5, basta con comprobar que el conjunto
§ = BUS; US,, constituye una base de L + M, pues de esta forma
se tendria que dmL + M =r+(p—7r)+(¢g—7) = p+q—1r =
dim L + dim M — dim L N M y se cumpliria la ecuacion (1.4.5).

En primer lugar, se necesita comprobar que S es un sistema generador de
L + M. Es decir, que todo x € L + M se puede descomponer como com-
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binacién lineal de elementos en S. En segundo lugar, se debe comprobar
que S es una familia libre.

Lo primero claramente se cumple, pues en S se encuentran todos los
elementos de las bases B} y 3,,, lo que permite descomponer cualquier
elemento de la clausura lineal de S en la suma de un elemento en L
mas otro elemento en M. Para demostrar lo segundo, se construye la
ecuacion:

X=Mu +-+Au. + A\ u g+ + A u+
1%1 /7“ T r+1 r+/1 PP (1.108)
+p‘7‘+1u7'+1 + + ,quuq =0
Y aplicando la Definicién 1.2.3, se comprueba que la identidad x = 0
(1.108) se cumple, si y sélo si, todos los coeficientes escalares son nulos.
Asi, x € L+M se podria escribir como la suma de un elementou = A\ u; +
-+ A,u, perteneciente a L mas otro elemento v = 1, quy., |+ + p,uy
perteneciente a M y esta descomposicion seria inica por la Proposicion
1.3.5.

Sila ecuacion (1.108) se cumple, despejando v se tiene v = x—u = 0—u =
—u, por lo que v perteneceria también a L. En consecuencia, perteneceria
a L N M y se podria escribir como combinacién lineal de los elementos
de la base B:

V:/’LT+1u7/"+1 ++/’Lq Z] :p“lul +'“<Fufr*ur (1109)
Por tanto:
Pp1Uypq o pgUy — figUg — - — 1,1, =0 (1.110)

Los r vectores presentes en (1.110) son los de la base B;,, por lo que
son linealmente independientes. Por esta razon, la identidad (1.110) se
cumple, siy solo si, fiy, ... 1, son todos nulos. Sustituyendo y; = 0 Vi =
1,...7 en la ecuacion (1.108) se obtiene:

Aug AU A U e A, =0 (1.111)

Pero estos p vectores son también linealmente independientes por cons-
tituir la base B, por lo que los escalares Ay, ... A, son todos nulos. Queda
asi demostrado que la familia S es base de L + M, y con ello, el Teorema
1.4.5.

O
Ejemplo 1.4.6 Considérense los subespacios L = L[(1,0,—1), (0,1,1)]

y M = L[(1,2,1)] de R3. Un sistema generador del subespacio suma
L+ M es:

G=1{(1,0,-1),(0,1,1),(1,2,1)} = {uy,u,, 03} (1.112)

Como U3 = T, + 2U,, eliminando U5 se obtiene una base de L + M:

B= (ﬁ17ﬁ2) = ((1707_1)a(07171)) (1-113)
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Siendodim L = 2,dim M = 1,y dim L+M = 2. Aplicando Grassmann,
Teorema 1.4.5, se obtiene:

dmLNM=dmL+ M —dimL —dmM =1 (1.114)

El vector que se habia eliminado de G para obtener la base 5 pertenece
tanto a L como a M, por lo que forma un sistema generador de L N M
que ademas es base de ese subespacio: ((1,2,1)).

Corolario 1.4.6 Dados dos subespacios vectoriales L, M en V' que for-
man suma directa (L U M = {0}) se tiene que:

dimL & M = dim L + dim M

El Corolario 1.4.6 deriva de aplicar la Definicion 1.4.2 de suma directa
a la relaciéon de Grassmann, Teorema 1.4.5, teniendo en cuenta que, por
convenio, el subespacio nulo tiene dimension cero, como se justific6 en
el apartado 1.3.7.

Ejemplo 1.4.7 Los subespacios A y B de los Ejemplos 1.4.3 y 1.4.4
tienen dimA = 2 y dim B = 1. Ademas, dimA @ B = 3y dimA N
B = 0, puesto que dim{0} = 0. Puede comprobarse que se cumple la
identidad (1.4.6):

3=dmL+M=dimL+dimM —dimLNM=2+1-0

1.4.8 Resumen

1. La interseccién y la suma de subespacios producen siempre un
subespacio. La unién lo es, siy sélo si, los subespacios estan anida-
dos.

2. Sila interseccion de dos subespacios contiene sélo el elemento nu-
lo de V, se dice que forman suma directa.

3. Sila suma directa de dos subespacios en V' llena todo el espacio V
en el que estan contenidos, se dice que son suplementarios.

4. Todo elemento en V' se puede descomponer en la suma de dos ele-
mentos pertenecientes a dos subespacios suplementarios en V, y
la descomposicion es Unica.

5. La dimension de la suma de subespacios es igual a la suma de sus
dimensiones menos la dimension de su interseccién por la relacion
de Grassmann.
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Matrices y determinantes

2.1 Definicion y tipos de matrices

2.1.1 Introduccion

Se habia iniciado el Tema 1 con la definicion general de espacio vectorial,
aplicandola a los conjuntos de vectores K™ y demostrando que estos, jun-
to con la suma de vectores y el producto de escalar por vector, cumplen
todas las propiedades de los espacios vectoriales. También se definieron
conceptos caracteristicos de los espacios vectoriales como el de base y el
de subespacio, enunciando y demostrando sus propiedades elementales.
Ademas, se vio que los conjuntos de matrices, junto con la sumay el pro-
ducto por un escalar, cumplen todas las propiedades axiomaticas de los
espacios vectoriales.

A continuacion, se procedera a un estudio mucho mas detallado de las
matrices por su enorme importancia en el algebra lineal. Tras definir
formalmente qué es una matriz, se mostraran sus tipos fundamentales
y las operaciones elementales con matrices: la traza, la conjugacion, la
transposicion, la suma de matrices, el producto de escalar por matriz y
el producto matricial. Posteriormente, se definira el determinante de una
matriz cuadrada y el concepto de matriz invertible. Asi como un método
para el célculo, si existe, de la inversa de una matriz cuadrada.

2.1.2 Matrices: definiciones fundamentales

Definicion 2.1.1 — Definiciéon de matriz

Sean m y n numeros enteros positivos, una matriz de tamafio m x n es
una tabla rectangular formada por m - n escalares en el cuerpo K que
se disponen como se indica:

Ay Q2 A1n
a a e a
— _ 21 22 2n
A= (aij) - g ; 9
A1 A2 Amn

Definicién 2.1.2 — Elemento, fila, columna, elementos diagonales y
diagonal principal de una matriz

Cada escalar a;; = (A),; se llama elemento, coeficiente o entrada de
la matriz.

Se dice que el elemento a;; esta situado en la fila i y en la columna j
de la matriz. A los elementos a;; de igual indice de fila que de columna
se les llama elementos diagonales y constituyen la diagonal principal

de la matriz.

21
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Ejemplo 2.1.1 A es una matriz de elementos reales de tamario 2 x 2.
Es decir, con m = 2 filas y n = 2 columnas:

=4 3)

Ejemplo 2.1.2 B es una matriz de elementos reales de tamafio 2 x 3.
Es decir, con m = 2 filas y n = 3 columnas:

BZ(-f/Q g g)

Ejemplo 2.1.3 C esuna matriz de elementos complejos de tamarfio 4 x 1.
Es decir, con m = 4 filas y n = 1 columnas:

2+ (1/2)i
3i
4
0

C =

Ejemplo 2.1.4 Algunos elementos de las matrices de los Ejemplos 2.1.1,
2.1.2y 2.1.3 son:

ap; = (A)y = (2.1)
ap = (A)p=2#F—1=uay = (A)y (2:2)
byg = (B)og = (23)
¢ =(C)yy =2+1i/2 (2.9)
cg1 = (C)gy =4 (2.5)

Definicién 2.1.3 — Los conjuntos K"**"

Se denota K™*™ al conjunto de todas las matrices con m filas y n co-
lumnas con coeficientes en el cuerpo K.

Ejemplo 2.1.5 La matriz A pertenece tanto a R**? como a C**?:
0 2
A =
(&3)

Ejemplo 2.1.6 La matriz B pertenece tanto a R2*3 como a C2*3:

B:(—f/z g g)



2.1 Definicion y tipos de matrices | 41

Ejemplo 2.1.7 La matriz C pertenece al conjunto de matrices C**1:

2+ (1/2)i
3i
4
0

C =

Definicién 2.1.4 — Filas y columnas de una matriz

El vector:

F.(A) = (a;1, 059, - a;,)

Constituye la fila i-ésima de la matriz A, mientras que el vector:

A, Wl

Constituye la columna j-ésima de la matriz A.

Ejemplo 2.1.8 La matriz:
4 0 7
b= (-1/2 3 9)

F,(B) = (4,0,7)
Fy(B) = (=1/2,3,9)

Contiene las filas:

Mientras que, sus columnas son:

Definicién 2.1.5 — Vectores fila y columna

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)
(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

Si A € K™ " tiene una unica fila, m = 1, se dice que es un vector fila
de n componentes, reales o complejos. Si A € K™*™ tiene una tnica
columna, n = 1, se dice que es un vector columna, de m componentes

reales o complejos.

Ejemplo 2.1.9 La matriz A del Ejemplo 2.1.3 es una matriz fila, mien-
tras que las columnas de la matriz (2.8) del Ejemplo 2.1.8 son vectores

columna pertenecientes al conjunto R?*1,

Observacion 2.1.1 Los vectores fila'y
columna se pueden sumar y multipli-
car por un escalar como si fuesen vec-
tores de K™, Definiciones 1.1.5 y 1.1.6
y las propiedades que cumplen son las
mismas que los espacios K", Proposi-
ciones 1.1.1 y 1.1.2.
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Definicién 2.1.6 — Matrices cuadradas y rectangulares

Sim = n, se dice que la matriz es cuadrada de orden n. De lo contrario,
se dice que es rectangular.

Ejemplo 2.1.10 La matriz A tiene m = 2 filas y n = 2 = m columnas,
por lo que es una matriz cuadrada:

Ejemplo 2.1.11 La matriz B tiene m = 2 filas y n = 3 columnas, por
lo que es una matriz rectangular:

B(fﬂ g g)

Definicion 2.1.7 — Matriz identidad

Una matriz cuadrada que tiene todos los elementos de la diagonal prin-
cipal iguales a 1 y el resto nulos se llama matriz identidad, o matriz
unidad, y se denota con la letra L.

=%t 0

Definicion 2.1.8 — Matriz nula

Una matriz cuadrada que tiene todos sus elementos iguales a cero se
llama matriz nula, o matriz neutra, y se denota con la letra O.

o=| %0 0

2.1.3 Trazay transpuesta de una matriz

Definicion 2.1.9 — Traza de una matriz cuadrada

Dada una matriz A = (a;;) cuadrada de orden n, se define su traza
como la suma de los elementos de su diagonal principal:

tr(A) = Z Ak
=1
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Definicion 2.1.10 — Transpuesta de una matriz

Dada una matriz A = (a,;) de tamafio m x n, se define su transpuesta
como la matriz de tamafio n x m obtenida a partir de A cambiando
filas por columnas:

(At)ij =a; Vi=1,..m,j=1,..n

Ejemplo 2.1.12 La transpuesta de la matriz cuadrada A de orden dos:

0 2
A= (_ . 3> (2.14)
Se denota como A’, mientras que su traza es tr (A) = 0+ 3 = 3.
i (0 —1
Al = (2 5 > (2.15)

Matriz cuya traza es tr (At) =0+3=3.7.

Ejemplo 2.1.13 La traza de la matriz B de tamafo 2 x 3:

BZ(-f/z y ;) ()

Es la siguiente matriz, denotada B! y de tamafio 3 x 2:

4 1/2
B'=|0 3 (2.17)
709

Ejemplo 2.1.14 EIl transpuesto del vector columna C:

2+ (1/2)i

3i
C= 4 (2.18)

0

Es el siguiente vector fila, denotado ct:

C =2+ %,31,4,0) (2.19)

2.1.4 Opuesta, conjugada y transpuesta conjugada de una
matriz

Definicién 2.1.11 — Opuesta de una matriz

La opuesta de una matriz A de tamafio m x n, denotada —A, es la matriz
del mismo tamarfio obtenida cambiando el signo a todos sus elementos:

(-A);;j=—a;Vi=1,..m,j=1,..n

Observacién 2.1.2 T Las trazas de
una matriz cuadrada y de su trans-
puesta coinciden siempre.
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Definicion 2.1.12 — Conjugada de una matriz

La conjugada de una matriz A de tamafio m x n, denotada A", es la
matriz del mismo tamario cuyos elementos son los conjugados de los
de A:

(A% j=a;Vi=1,..m, j=1,..n
Definicién 2.1.13 — Transpuesta conjugada de una matriz

La transpuesta conjugada o adjunta de una matriz A de tamafio m x
n, denotada A", es la transpuesta de la conjugada de A, o de forma
equivalente la conjugada de la transpuesta de A:

(A" =aVi=1,.m, j=1,.n

Je

Ejemplo 2.1.15 Sea la matriz A, de tamarfio 2 x 3:

4 —i 3—1
A = 2.2
(o 1/2)+i ) (220
Su opuesta es la matriz —A, de tamafio 2 x 3:
—4 i —3+i
A= 2.21
(o —am—s ) e

Su conjugada es la matriz A”, de tamafio 2 x 3:

. (4 i 3+i
A :<0 (1/2)—i = > (222)

Su transpuesta conjugada es la matriz A", de tamario 3 x 2:

4 0
A= i (1/2)-i (2.23)
341 i

2.1.5 Matrices triangulares, trapezoidales y diagonales

Definicion 2.1.14 — Matriz triangular y matriz diagonal

Dada una matriz A cuadrada de orden n:

1. Se dice que es triangular superior si los elementos que se
encuentran por debajo de la diagonal principal son todos nulos.
Es decir,sia;; =0, Vi,j=1, i>j

2. Se dice que es triangular inferior si los elementos que se
encuentran por encima de la diagonal principal son todos nulos.
Es decir, sia;; =0, Vi,j=1, i<j

3. Se dice que es diagonal si es triangular superior e inferior simul-
taneamente. Es decir, si todos los elementos que se encuentran
fuera de su diagonal principal son nulos.
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Ejemplo 2.1.16 La matriz cuadrada C es a la vez triangular superior e
inferior, por lo que es una matriz diagonal:

oo oo
o wo o
+ oo o

Definicién 2.1.15 — Matriz trapezoidal
Dada una matriz A rectangular de tamafio m X n, con m # n.
1. Se dice que es trapezoidal superior si los elementos que se

encuentran por debajo de la diagonal principal son todos nulos.
Esdecir,sia;; =0Vi,j=1,..n i>j.

2. Se dice que es trapezoidal inferior si si los elementos que se en-

cuentran por encima de la diagonal principal son todos nulos.
Es decir,sia;; =0V i,j=1,..n i<j.

Ejemplo 2.1.17 La matriz rectangular A es trapezoidal superior:

0 4 —m -7
A=]10 3 0 3
0 0 —2 4

Ejemplo 2.1.18 La matriz rectangular B es trapezoidal inferior:

—7r 0 0 0
B=|0 -1 0 0
4 5 1/2 0

2.1.6 Simetria y hermiticidad de matrices

Definicién 2.1.16 — Matrices simétricas, antisimétricas, hermiticas y
antihermiticas

Dada una matriz A cuadrada de orden n:

1. Se dice que es simétrica si A" = A,

a; =a; Vi, j=1,..n (2.24)
2. Se dice que es antisimétrica si Al = —A
aj;=—a;Vi,j=1,..n (2.25)

3. Se dice que es hermitica si A=A

a;=a; Vi, j=1,..n (2.26)

Observacion 2.1.3 En el cuerpo de
los nimeros reales, los conjuntos de
las matrices hermiticas y antihermiti-
cas coinciden con los de las matrices
simétricas y antisimétricas, pues, por
la Definicion C.5.1 del conjugado de
un nimero complejo, z = z* < z €
R, V zeC.
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4. Se dice que es antihermitica si A=A

— ul A —
a; =—a; Vi, j=1,..n

Ejemplo 2.1.19 La matriz cuadrada A es simétrica:

4 1 -2
A=11 3 5
-2 5 0
Puesto que:
4 1 -2
Al=]1 3 5 |=A
-2 5 0

2 =5 0
Puesto que:
0o -1 2
B=|1 0 —-5|=-B
—2 5 0

Ejemplo 2.1.21 La matriz cuadrada C es hermitica:
0 i 1+
C=1| —i 4 2—1
1—i 241 3
Puesto que:
0 i 1+1
c"=| 4 4 2-i|=cC
1—1 241 3

Ejemplo 2.1.22 La matriz cuadrada D es antihermitica:

i i 141
D= i 21 2—1
—14+i —2—1 —i
Puesto que:
—1 -1 —1-i
D"=| —i -2 -2+i|=-D

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)
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La siguiente proposicion muestra cuatro propiedades muy sencillas que
cumplen las matrices hermiticas y antihermiticas.

Proposicion 2.1.1 — Propiedades de las matrices hermiticas y anti-
hermiticas

Sea A € K™*™ una matriz cuadrada hermitica.

1. Los elementos presentes en su diagonal principal son todos
reales:a,; e RVi=1,..n.

2. Las partes reales e imaginarias de sus elementos cumplen:

Vij=1,..n
Sea A € K™*™ una matriz cuadrada antihermitica.

3. Los elementos presentes en su diagonal principal son todos
imaginarios puros: Ima;; = 0 V ¢ = 1,...n. Si se trata de una
matriz real antisimétrica, estos son todos nulos.

4. Las partes reales e imaginarias de sus elementos cumplen:

Ima,; =Imay, (2.39)
Vi j=1,..n

Notese que las matrices de los Ejemplos 2.1.19 hasta el 2.1.22 cumplen
estas propiedades.

De esta proposicion se derivan dos condiciones necesarias que toda ma-
triz cuadrada ha de cumplir para ser hermitica: los puntos 1y 2; y dos
condiciones necesarias que toda matriz cuadrada ha de cumplir para ser
antihermitica: los puntos 3 y 4.

Demostracion:

Por aplicacién directa de la propiedad 6 de existencia de opuesto de un
numero complejo, Proposicion C.3.1, y la Definicion C.5.1 de conjugado
de un nimero complejo:

z=2"<z€eR (2.40)
z=—2*<Rez=0 (2.41)

Los elementos en la diagonal principal de una matriz hermitica cumplen,
por la Definicién 2.26, a,; = a};. Por tanto, estos han de ser coeficientes
reales. Los elementos en la diagonal principal de una matriz antihermitica
cumplen, por la Definicién 2.27, a,; = —a;. Por tanto, estos han de tener
parte real nula.

O
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Observacion 2.2.1 Como ocurre con
el producto de un escalar por un vec-
tor, el simbolo “-” suele omitirse por
simplicidad de notacion.

2.2 Suma de matrices, producto de matriz por

escalar y producto matricial

2.2.1 Introducciéon

Como se habia indicado en la Definicién 1.1.7, los conjuntos de matrices,
junto con las operaciones de suma de matrices y producto de matriz por
escalar, cumplen todas las propiedades axiomaticas de los espacios vecto-
riales. Habiendo tomado la matriz nula, Definicién 2.1.8, como elemento

neutro de la suma de matrices.

Los conjuntos K™*™ constituyen espacios vectoriales, al igual que los
conjuntos K" de vectores de n componentes en el cuerpo K. En esta sec-
cion, se presentan definiciones, ejemplos y propiedades de estas dos ope-
raciones y de una tercera operacion entre matrices denominada “produc-

to matricial”.

2.2.2 Espacios vectoriales de matrices

Definicion 2.2.1 — Suma de matrices

Sea K™*™ el conjunto de todas las matrices de m filas y n columnas
con elementos en el cuerpo K. La suma de dos matrices A y B en K™*"™

se define, elemento por elemento, como:

(A+B)y; =ay + by

Definicién 2.2.2 — Producto de una matriz por un escalar

Sea K™*™ el conjunto de todas las matrices de m filas y n columnas
con elementos en el cuerpo K. La multiplicacion de un escalar A € K
por la matriz A € K"™*" se define, elemento por elemento, como:

(A-A)y;=\ay

ij

Ejemplo 2.2.1 Dadas las matrices A y B y el escalar A:

A:(g _42> 13:(_71 _02) A=1/3

Se tiene que:

31 —240 9 9
A+B_<o+7 4-2)‘(7 2)

vas (s ) =6 Ws)
A'B:C/f/é(?) 1/13/~3 <'—02>):<_71/33 _5/3

)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)
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La siguiente proposicion muestra las diez propiedades axiomaticas de los
espacios vectoriales [(1.1) --- (1.10)] reescritas para adaptarlas a las opera-
ciones de suma de matrices y producto de escalar por matriz, Definiciones

221y 2.22.

Proposicion 2.2.1 — Propiedades de la suma de matrices y el
producto por un escalar

Sean los espacios vectoriales constituidos por la cuaterna
(K™*™ K, +,-), donde m denota el numero de filas de las matri-

ces, n su numero de columnas, “+” la suma de matrices, y “-” el
producto de escalar por matriz.
Las operaciones “+” y “-” cumplen estas propiedades:
1. Clausura de la suma de matrices:
vV ABeK™" A+BeKm™" (2.46)

2. Propiedad asociativa de la suma de matrices:
V A,B,C € K™*" (A+B)+C=A+ (B+C) (2.47)
3. Existencia del elemento neutro, Definicién 2.1.8: T
JOe K™ :VAc K™ A+0=0+A=A  (248)
4. Existencia del elemento simétrico, Definicion 2.1.11: T
VAE K™ 3 _Ac K™ : A+ (—A)=—A+A =0 (2.49)
5. Propiedad conmutativa de la suma de matrices:
VA Be K™ A+B=B+A (2.50)
6. Clausura del producto de una matriz por un escalar:
VAeEK, VAEK™™ \.AeKmm (2.51)

7. Propiedad distributiva del producto de una matriz por un escalar
respecto a la suma de escalares:

VAEK™" YA uekK, A+pu)-A=X-A+pu-A (252

8. Propiedad distributiva del producto de una matriz por un escalar
respecto a la suma de matrices:

VABe K™ VAeK A-(A+B)=X-A+X-B (253)
9. Propiedad asociativa del producto de una matriz por escalares:
VAeK™™ VAuek, Ap)-A=X-(u-A) (2.54)
10. Producto de una matriz por el escalar unidad:

VAEK™n 1.A=A (2.55)

Observacién 2.2.2 T El simbolo “:”
que aparece en (2.48) y (2.49) se lee
como la conjuncién “tal que”, Obser-
vacion A.1.1.
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Observacion 2.2.3 T Esta propiedad,
junto con el punto 10 de la Proposi-
cioén 2.2.1, permite definir la resta de
matrices como A—B = A+(—1)-B =
A+ (—B) Y A,B € K™xn,

De la misma forma, las propiedades de los espacios vectoriales contenidas
en la Proposicion 1.1.3 pueden reescribirse para adaptarlas a los espacios
de matrices K™*™:

Proposicion 2.2.2 — Propiedades adicionales de la suma de matrices
y el producto por un escalar

1. La matriz nula O es Gnica en cada conjunto K”*".

2. La matriz opuesta —A es Unica para cada A € K™*".
3.VAeK A-0=0

4 VAcK™™ 0-A=0

5. VAEK VAEK™™ N:A=0< (A=0VA=0)

6. TVAEK VAeK™™ (=X)-A=X-(—A)=—(\:A)
7.V NpeK, VAeK™™ (A-A=p-ANA#O0)= A=y

8. VAEK VABEK™™ (A\-A=X-BAA#£0)=A=B

2.2.3 Producto matricial

A continuacion, se define una nueva operacién llamada “producto matri-
cial” que puede realizarse entre matrices de distintas dimensiones, bajo
ciertas condiciones.

Definicion 2.2.3 — Producto matricial

Dadas dos matrices A € K™*™ y B € K"*", se define su producto AB
como aquella matriz C € K™*" cuyos elementos son iguales a:

n
B = Zaikbkj Vi=1,2,..m, j=1,2,...r
k=1
Cada elemento c;; de la matriz producto se obtiene sumando el produc-
to de los elementos de la fila 7 de la primera matriz por los elementos
de la columna j de la segunda.

Como consecuencia de la definicion del producto matricial, la condicién,
necesaria y suficiente, que dos matrices deben cumplir para que se pue-
dan multiplicar es que el niimero de columnas de la primera coincida con
el nimero de filas de la segunda.

Notese que si dos matrices A y B cumplen m # r, el producto AB puede
realizarse, mientras que el producto BA no puede realizarse.

Ejemplo 2.2.2 Dadas las matrices A y B:

A:(3 ! O)ERM B=| 0 —7]|ecR¥>? (256)
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Su producto AB es una matriz real con 2 filas y 2 columnas. Siendo sus
elementos los siguientes:

(AB)11 = ay1b11 + a19byy + ay3bsy (2.57)
(AB)1 = ay1b1p + a19bay + ag3bsy (2.58)
(AB)gy = ag1b11 + ag9by1 + agsbsy (2.59)
(AB)gy = 31615 + Gg2bg0 + ag3bs, (2.60)

Sustituyendo y operando:

ap_ [ 3°1-1-0-3-0 3.5-1-(=7)+0-0
“\4-142.0-4-(=3) 4-5+42-(-7)—4-0

(3 22
~\16 6

2.2.4 Propiedades del producto matricial

(2.61)

Proposicion 2.2.3 — Propiedades elementales del producto matricial

1. En general, el producto matricial no es conmutativo, ni siquiera
entre matrices cuadradas de igual orden.

Dadas tres matrices A, B y C cualesquiera cuyas dimensiones sean com-
patibles con el producto matricial, se tiene que:

2. El producto matricial es asociativo.
(AB)C = A(BC) (2.62)

3. El producto de matrices es distributivo respecto de la suma a
izquierda y derecha. Es decir:

A (B+C) = AB+AC (2.63)
(B+C) A = BA+CA (2.64)

4. Sean A y B dos matrices para las que el producto AB tenga sen-
tido, entonces:

(AB)! = B'A’ (2.65)
(AB)" = B"A" (2.66)

Demostracion:

Se demuestra unicamente la propiedad 4 para el caso de la transpuesta,
ecuacion (2.65). Las demostraciones de las propiedades restantes se dejan

como ejercicios T para el lector.

Ejercicio 2.2.1 1 Demostrar, aplican-
do la Definicién 2.2.3 de producto ma-
tricial, las propiedades de la Proposi-
cién 2.2.3. Pista: para demostrar que
el producto matricial no es conmuta-
tivo, basta con encontrar dos matrices
cualesquiera A y B tales que AB +
BA. A esto se le conoce como “demos-
tracién por contraejemplo”, apartado
A3.5.
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Aplicando la Definicién 2.2.3 de producto matricial y la Definicion 2.1.10
de matriz transpuesta, se obtiene:

((AB)),; = (AB);; = D> apby = Zbkiajk =
n . = (2.67)
= ; (B); (A) ;= 2 (Bt%k (At>k:j = (BtAt>ij
O

Supdngase ahora que se tiene un producto, no de dos sino de tres matrices
cuyas dimensiones hacen viable el producto matricial AB;B,. Llamando
B al producto B;B, y aplicando la Proposicion 2.2.3, ecuacién (2.65), se
obtiene:

(AB,B,)! = AB' = B'A" = (B,B,)'A" = BLB/A’ (2.68)

Puede demostrarse por induccion, apartado A.3.2, que para todo niimero
k de matrices, su transpuesta, o transpuesta conjugada, es igual al pro-
ducto de las transpuestas, o transpuestas conjugadas, de las matrices en
orden inverso.

Proposicion 2.2.4 La inversa del producto de k£ matrices de dimensio-
nes compatibles cumple:

(AJA, .. A = ALA, | .. A} (2.69)
h Ah h
(AjA, ... A)h = AYAL | . A] (2.70)

Ejemplo 2.2.3 La transpuesta de la matriz A:

A= (Z _21 _04> € R?x3 (2.71)
Es la matriz A":
3 4
At=]-1 2 | eRr¥ (2.72)
0 —4

Y la transpuesta de la matriz B:

1 5
B=| 0 -7]|eR3? (2.73)
-3 0
Es la matriz B:
B! = (é _07 03> € R2x3 (2.74)
El producto B'A" es igual a:
3 4
(0 D)o e e
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Las filas y columnas de la matriz C obtenida al multiplicar dos matrices
con dimensiones compatibles son combinaciones lineales de las filas y
columnas de las matrices multiplicadas, tal y como indican las siguientes

propiedades. Su demostracion se deja como ejercicio T para el lector.

Proposicion 2.2.5 — Propiedades adicionales del producto matricial

Sean A € K™*" y B € K"*", y denotando la columna k-ésima de una
matriz como C,, y la fila k-ésima como F, :

1. Las columnas de AB son combinaciones lineales de las columnas
de A, con coeficientes iguales a los elementos de cada columna
de B.

CL(AB) = AC,(B) (2.76)

2. Las filas de AB son combinaciones lineales de las filas de B, con
coeficientes iguales a los elementos de cada fila de A.

F,(AB) = F,(A)B (2.77)

3. La matriz AB puede expresarse como suma de las matrices resul-
tantes de multiplicar cada columna de A por cada fila de A.

AB =) " C,(A)F4(B) (2.78)
k=1

Ejemplo 2.2.4 Dadas las matrices A y B del Ejemplo 2.2.2:

1. La primera columna de AB puede escribirse como combinacién
lineal de las columnas de A, con coeficientes iguales a los ele-
mentos de la primera columna de B.

sew= (3 ) (o)1 ()
w0 () =5 (4 = (i) =

2. La primera fila de AB puede escribirse como combinacién lineal
de las filas de B, con coeficientes iguales a los elementos de la
primera fila de A.

1 5
Fi(AB=(3 -1 0) (_03 07):&(1 5)— B

—1-(0 =7)+0-(=3 0)=(-1 0)=F,(AB)

(2.79)

3. La matriz AB puede descomponerse en la suma de las columnas
de A por las filas de B.

AB = (i) (1 5)+ (;) (0 —7)+(_04) (=3 0) (@s81)

s

Ejercicio 2.2.2 T Demostrar estas
propiedades utilizando la Definicion
2.2.3 de producto matricial.
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2.2.5 Resumen

1. La suma de matrices y el producto de una matriz por un escalar
cumplen todas las propiedades de los espacios vectoriales.

2. El producto matricial no es, en general, conmutativo, pero cumple
las propiedades asociativa y distributiva.

3. La transpuesta, o transpuesta conjugada, de un producto de matri-
ces con dimensiones compatibles es igual al producto de las trans-
puestas, o transpuestas conjugadas, de las matrices multiplicadas
en orden inverso.

4. Las columnas de la matriz C resultante de multiplicar dos matri-
ces compatibles son combinaciones lineales de las columnas de la
primera matriz del producto, mientras que las filas de C son com-
binaciones lineales de las filas de la segunda matriz.



2.3 Definicion y propiedades del determinante

2.3 Definicion y propiedades del determinante
de una matriz cuadrada

2.3.1 Introduccién

En este apartado, se definird un operador llamado “determinante” que
asocia cada matriz cuadrada con un escalar real o complejo. Las propie-
dades de este operador son muy utiles en aplicaciones de algebra lineal
como el estudio y la resolucion de sistemas lineales, Tema 4, y la diago-
nalizacion de matrices, Tema 6.

En la Definicién 2.3.3 del determinante aparecen permutaciones de las
columnas o filas de la matriz. Por ello, se comenzara la seccidén definiendo
el concepto de permutacion.

2.3.2 Permutaciones de indices

Definicién 2.3.1 — Permutacion de indices

Una permutacién de un conjunto ordenado de indices (1,2,3,...n) es
una operacién consistente en reordenar los elementos del conjunto sin
omisiones ni repeticiones.

(1,2,3,...n) = (mq, mg, mg, ... m,,)

Toda permutacion es descomponible en una secuencia de intercambios
de pares de indices, también llamados “inversiones”.

Ejemplo 2.3.1 La permutacién de indices (1,2, 3,4) — (3,2,4,1) pue-
de descomponerse en dos intercambios entre pares de indices:

(1,2,3,4) > (3,2,1,4) — (3,2,4,1) (2.82)

En el primer paso se intercambian los indices 1 y 3, y en el segundo
paso los indices 1 y 4.

Aplicando por columnas la permutacién de indices (1,2,3,4)
(3,2,4,1) a la matriz A:

A= (A, Ay Ay A)=| %22 %22 %23 O (2.83)

Se obtiene la matriz:

(Ag,Ag, Ay, Ay) = | 728 922 G20 (2.84)

Una permutacion de indices puede ser par o impar en funcién del nimero
minimo de inversiones de indices necesarias para efectuarla.

55
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Definicién 2.3.2 — Permutaciones pares e impares

Una permutacién se dice par si el nimero minimo de inversiones de
indices necesarias para efectuarla es par, e impar si el nimero minimo
de inversiones de indices necesarias para efectuarla es impar.

Ejemplo 2.3.2 La permutacion de indices del Ejemplo 2.3.1, ecuacion
(2.82), es par, pues el numero minimo de intercambios de indices nece-
sarios para efectuarlo es dos, un nimero par.

2.3.3 Definicion de determinante

Definicion 2.3.3 — Determinante de una matriz cuadrada

Dada una matriz cuadrada A € K" cuyas columnas se denotan

AL A, LA
a;;  Gia A1p
A= (A Ay Ay =| @0 02 e (2.85)
(%1 () Aoy

Se define el determinante de A como un operador K™*™ - K que asocia
a cada matriz A un unico escalar mediante la formula:

det(A) = |A| = det(A,, Ay, ... A,) =

; (2.86)
= Z(—l) A, Qo - Oy, -

Donde:

1. (mq, mg,...m,) es una permutacién del vector de indices
Observacion 2.3.1 1 A este producto (1 2,...n)
,2,...1n).

de n elementos de una matriz A perte-
necientes cada uno a una fila y colum-

na distintas se le suele llamar “produc- 2. Qypp, Aoy, - Ay, €8 €l producto de los elementos de la diagonal
to elemental de coeficientes de A”. principal de la matriz que resulta de permutar las columnas

de la matriz A de acuerdo con la permutacion de indices

Observacion 2.3.2 +El numero de <m1’m2’ m") T

permutaciones posibles de un conjun-
to de n indices es igualan! = 1-2- 3. El exponente p es el nimero minimo de inversiones necesarias

... Por lo que la férmula que define para llevar a cabo la permutacién (m,, m,,...m,,).
el determinante de una matriz cuadra-

da de orden n, ecuacion (2.86), contie- . . .
ne n! términos. La expresion n! se lee 4. El sumatorio es sobre todas las permutaciones posibles de las

“n factorial’. columnas de A. I

Cada uno de los términos del sumatorio de la ecuacioén (2.86) consiste
en un producto elemental de n elementos de la matriz multiplicado por
+1, si la permutacién de columnas es par, o por —1, si la permutacion es
impar.
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Ejemplo 2.3.3 T Sea una matriz cuadrada cualquiera de orden dos:

a a
A= (A Ay) = < a; a;z ) (2.87)

Existen solo dos permutaciones posibles de sus columnas: la permuta-
cién (1,2) — (1,2), compuesta por p = 0 intercambios de indices, y
la permutacion (1,2) +— (2,1), compuesta por p = 1 intercambio de
indices.

Aplicando la permutacion (1,2) — (1,2) sobre las columnas de A, se
obtiene la matriz:

a a
A A) = =iz 2.88
O 25%)

Aplicando la permutacién (1,2) > (2, 1) sobre las columnas A, se ob-
tiene la matriz:

a1y @
A, A = 12l ) (2.89)
(A2 A1) ( Ozp @

El producto de los elementos en la diagonal principal de la primera
matriz permutada (A, A,) es:

11092 (2.90)
Mientras que el producto de los elementos en la diagonal principal de
la segunda matriz permutada (A,, A;) es:

Q15091 (2.91)

Estos son los 2! = 1 -2 = 2 productos elementales de A. La permuta-
cion de columnas del primero es par, y la permutacion del segundo es
impar.

Aplicando la definicién de determinante, ecuacion (2.86), resulta:

det(A) = (—=1)° - ayya99 + (=1)" - a1909; = G11095 — Ay909;  (2.92)

2.3.4 Propiedades del determinante

A continuacion, se enumeran las cuatro propiedades fundamentales que

se derivan de la Definicion 2.3.3 del operador determinante.

Proposicion 2.3.1 - Propiedades elementales del determinante

Sea A una matriz cuadrada cualquiera de orden n, su determinante
cumple:

1. Propiedad de transposicion: transponer la matriz no cambia el
valor de su determinante.

det(A") = det(A) (2.93)

Ejercicio 2.3.1 7 Utilizar la definiciéon
de determinante, ecuacion (2.86), co-
mo en el Ejemplo 2.3.3 para derivar la
formula del determinante de una ma-
triz cuadrada de orden tres, conocida
como “férmula de Sarrus”.
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2. Antisimetria: intercambiar dos columnas cambia el signo del de-
terminante. Sil < < j < n:

det(Ay, ... A, Aj, . A,) =
(2.94)
= —det(Ay,... A, .. Ay, A,).

1) °

3. Determinante de un producto de matrices: Dadas k matrices cua-
dradas de orden n, A, A,, ... A, se cumple:

det(AA, ... A;) = det(A;)det(A,) ... det(Ay) (2.95)

4. Multilinealidad: si una columna es combinacion lineal de dos vec-
tores columna:

A,=a-B,+5-C, a,feK (2.96)
Entonces:
det(A;,...a-B,+3-C;,..A,) =
= o -det(Aq,...B,, ... A,))+ (2.97)
+5 - det(Aq,...C;, ... A))
Demostracion:

1. Aplicar la Definicion 2.1.10 de transpuesta de una matriz cuadrada:

(A =(A); Vi, j=1,..n (2.98)
al sumatorio (2.86) es tan simple como intercambiar los indices:

det(A") = (1) - Gy 18y - Oy (2.99)

Reordenando los factores en cada término de la suma de modo que
el primer indice se disponga ordenadamente desde 1 hasta n se
obtiene:

det(A") =Y (= 1)P - 411 Qg o G (2.100)

donde (mj,...m},) es una permutacién de los segundos indices de
los factores de cada término del sumatorio, no necesariamente coin-
cidente con la permutacién (m, ... m,,) inicial.

Resulta que en cada término de (2.100) aparece una permutacion
(mf,...m},) distinta, lo que implica que:

det(A?) = (=1)P - Qg Qo oo Qo =
=2 b ama " (2.101)

=D (1) a1y, Aoy, - Oy = det(A)

Demostrandose asi que el determinante de toda matriz cuadrada
coincide con el de su transpuesta.

. Si se intercambian dos componentes cualesquiera de una permuta-
cién de indices par, esta se transforma en una permutacién impar,
y viceversa, Definicién 2.3.2.

Si se intercambiasen dos columnas o filas de la matriz, las permu-
taciones pares de columnas se convertirian en permutaciones im-
pares, y viceversa; por lo que el factor (—1)? que aparece en cada
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término del sumatorio de la definiciéon del determinante (2.86) cam-
biaria de signo en cada uno de sus términos, provocando un cambio
de signo en el determinante de la matriz.

3. Recuérdese que las columnas de AB son, por la propiedad 1 de la
Proposicion 2.2.5, combinaciones lineales de las columnas de A. De-
notando las columnas de B como B,, i = 1, ... n, esto implica que
el producto AB puede escribirse como

AB = (AB,|AB, -~ |AB,) (2102
Aplicando la definicién del determinante (2.86) a la expresion (2.102):

det(AB) = " (~1)7 - (AB,, ), (AB,, ), ...(AB,, ),  (2.103)

Por la propiedad 2 de la Proposicion 2.2.5, las filas de AB son com-
binaciones lineales de las de B. Asi, denotando las filas de A como
A

i =1,...n, el sumatorio (2.102) puede escribirse como:

det(AB) = (~1)’-A;B,, A,B, ..AB, (2.104)

Esta ultima suma se puede descomponer en el siguiente producto
de sumatorios:

det(AB) = (3 (~1)P - A,, 1 A, L)
. (Z(_l)p . B1m1 ...Bnmn>

La primera suma coincide con det(A), ecuacién (2.107), mientras

(2.105)

que la segunda coincide con det(B). Asi se demuestra que el deter-
minante del producto de dos matrices coincide con el producto de
sus determinantes. Esta propiedad puede extenderse por induccion,
apartado A.3.2, al producto de n matrices cuadradas.

4. Supodngase que la i-ésima columna de A es combinacién lineal de
dos columnas denotadas B, = (b,) y C; = (¢;), j = 1, ... n. Sustitu-
yendo en la definicién del determinante (2.86) y separando térmi-
nos:

det(A) =D (—1)7 - a1, Qg - Gy =
= Z?Zl(—l)p Ay, e (@b Bg) Oy, =

= 2?11(_1)p gy, e @by G,
—1—2?:1(—1)? T N
=o- Z;;l(—l)p T

+B (D Ay € By

(2.106)

n

El primer sumatorio coincide con det(A4,...B,,... A,), mientras
que el segundo coincide con det(Aq, ...C;, ... A,)). Se demuestra asi
la propiedad de multilinealidad.

O
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Como consecuencia de la propiedad 1 de transposicién del determinante,
Proposicién 2.3.1, la Definicion 2.3.3 puede reescribirse en funcion de
permutaciones de filas:

Ay
Ay
det(A)=det| " ° | = Z(fl)p iy 102 e gy

A

n

(2.107)

Otra consecuencia de la propiedad de transposicion del determinante es
que las propiedades 2 y 4 de la Proposicion 2.3.1 se cumplen también para
permutaciones y combinaciones lineales de las filas, respectivamente.

Ejemplo 2.3.4 Sea la matriz A:
(2.108)

Su determinante es:

det(A) = ay1099 — 1909, = —1-(—4) —3-2=4—6=—2 (2.109)

i (-1 3
7= ()

Los determinantes de ambas matrices coinciden, en virtud de la pro-
piedad 1 de la Proposicion 2.3.1:

La transpuesta de A es:

(2.110)

det(A") = (A")11(A")g — (A")15(A")y =

= Q11099 — Q91019 = —1-(—4) —2-3=4—6=(2.111)

= —2=det(A)

Ejemplo 2.3.5 Aplicando la féormula del determinante de orden tres
sobre la matriz B:

-1 3+i i
B=|2 5-i 4 (2.112)
2 —1-1i i
Se obtiene:
det(B) = 25 — 7i (2.113)
Si se aplica la misma formula sobre su transpuesta B':
—1 2i 2
B'=|3+4+i 5—i —1—i (2.114)
i 4 i
Se obtiene:
det(B") = 25 — 7i = det(B) (2.115)
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Ejemplo 2.3.6 Intercambiando las columnas de la matriz A:

A= (_31 i) = (A},A) (2.116)

se tiene que:

det(Ag, Ay) = 15G9; — Ay1099 =6 —4 =2 = —det(A) (2.117)

Cumpliéndose la propiedad 2 de antisimetria del determinante, Propo-
sicién 2.3.1.

Ejemplo 2.3.7 Permutando las filas uno y dos de la matriz B:

—1 @i B,
B=|2 5-i 4|=]B, (2.118)
2 —1-1 i B,

Se vuelve a comprobar que se cumple la propiedad de antisimetria del
determinante:

B,
det (Bl) = —25 4 7i = —det(B) (2.119)
By

Ejemplo 2.3.8 Se descompone la segunda columna de A en el producto
de un escalar por un vector columna:

A= (_31 i) — (AL A) = (A2 A)), A — (;) (2.120)

Se tiene que, aplicando la propiedad 4 de multilinealidad del determi-
nante, Proposicion 2.3.1:
-1 1

det(A;,2- A) = 2 - det(A,, A) = 2 - det -
t(Ay,2- A) = 2. det(A,, Aj) e(3 _2) o1on

— 2. (—1) = —2 = det(A)

Descomponiendo la segunda columna de A en suma de dos vectores
columna:

71 2 /7 "
A= ( 3 4) = (A}, Ag) = (A, 45 + 4) (2.122)

”

Donde A, = (1,—1)" y A5 = (1,3)", se tiene, aplicando la misma
propiedad, que:

det(A;, Ay + Ay) = det(A,, Ay) + det(A,, A) =

-1 1 -1 1
_det<3 1>+det(3 3)_ (2.123)

— —2+0=—2=det(A)
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Ejercicio 2.3.2 1 Demostrar la cuatro
propiedades contenidas en la Proposi-
cion 2.3.2 aplicando la propiedad 4 de
multilinealidad del determinante, Pro-
posicion 2.3.1.

De la propiedad 4 de multilinealidad, Proposicion 2.3.1, se derivan algu-
nas propiedades adicionales del determinante:

Proposicion 2.3.2 - Otras propiedades del determinante

1. Si una columna esta formada sélo por ceros, det(A) = 0.
2. Siuna columna es igual o multiplo de otra columna, det(A) = 0.

3. Si una columna es combinacion lineal de dos o més columnas,
det(A) = 0.

4. Si a una columna se le suma un multiplo de otra columna de la
misma matriz, su determinante no varia.

Estas propiedades son aplicables también a las filas.
Su demostracion se deja como ejercicio T para el lector.

Ejemplo 2.3.9 A continuacion, se enumeran ejemplos de cada una de
las propiedades 1 a 4 de la Proposicién 2.3.2.

-1 0
l.det(3 O)—2~0—0-3—0—0—0
2. La segunda fila de la matriz A es multiplo de la primera:
3 -2
A= (_6 ; ) (2.124)
F,(A) = —2-F,(A) (2.125)

Como consecuencia:

3 —2
=—2.(—6+6)=-2-0=0

(3 -2\ _
det{A) =2 det( ) (2.126)

3. La tercera fila de la matriz B es combinacidn lineal de las otras

dos:
1 0 -2 B,
B=|-4 1 —-1|=|B, (2.127)
-2 1 =5 B,
En concreto:
F;(B) = F5(B) + 2 - F;(B) (2.128)
Por lo que:
B, B,

det(B) =det | By [ +2-det | B, | =0+2-0=0 (2.129)
B, B,
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4. La matriz B resulta de tomar la matriz B, ecuacién (2.127), y su-
marle la primera columna a la tercera de acuerdo con la formula
C;3(B") = C3(B) + C,(B):

1 0 —1
B=[-41 -5 (2.130)
—a 1 =

Esta operacién no altera el determinante de la matriz:

(2.131)

2.3.5 Resumen

1. El determinante asocia a cada matriz cuadrada la suma de los pro-
ductos de los elementos en las diagonales principales de todas las
permutaciones posibles de las columnas de la matriz, multiplicados
por un factor +1 6 —1 en funcién del orden de cada permutacion.

2. El determinante de una matriz no varia al transponer la matriz.
Ademas, es un operador antisimétrico ante intercambios de filas
o columnas y cumple una propiedad llamada “multilinealidad” que
establece que es lineal para cada una de las columnas de la matriz:
si se descompone una columna cualquiera de la matriz en combina-
cidn lineal de ciertos vectores columna, el determinante de la ma-
triz puede descomponerse en combinacion lineal de determinantes
de matrices que contienen esos vectores entre sus columnas.

3. Si una columna de una matriz cuadrada puede expresarse como
combinacién lineal de otras columnas de la matriz, su determinan-

te es cero.

4. Los puntos anteriores son aplicables, también, a las filas.
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2.4 Calculo de determinantes. Interpretacion
geométrica del determinante

2.4.1 Introduccion

En la practica, para ahorrar tiempo de calculo y operaciones, es preferible
calcular los determinantes de matrices de orden mayor de tres, o con un
gran numero de coeficientes nulos, mediante formulaciones alternativas
a la Definicién 2.3.3 de determinante como, por ejemplo, los desarrollos
por cofactores respecto de una fila o columna cualquiera de la matriz.

Tras definir los cofactores de una matriz cuadrada, se mostrara la equi-
valencia entre la definiciéon de determinante y estos desarrollos y se em-
plearan para enunciar una nueva propiedad relacionada con los determi-
nantes de matrices triangulares o diagonales.

Finalmente, se establecera una analogia entre el determinante de una ma-
triz real cuadrada de orden dos o tres y el area, en R2, o0 el volumen, en R?,
de un paralelogramo o paralelepipedo cuyas aristas vienen representadas
por los vectores fila o columna de la matriz.

2.4.2 Menores y cofactores

Definicién 2.4.1 — Menores y cofactores

Dada una matriz A cuadrada de orden n, se definen:
1. El menor del elemento a,; de la matriz A como el determinante

de la matriz resultante de eliminar la fila ¢ y la columna j de A.
Se le denotara como M, ;.

2. El cofactor del elemento a;; de la matriz A como el producto

(=1)"*7 - M;;, donde M;; es el menor el elemento a,;; de A.

Ejemplo 2.4.1 La matriz A tiene los siguientes menores:

3 0 2
A=|-1 1 =3 (2.132)
0 -1 4
R
M, = det (1 . ) =1 (2.133)
I
M, = det (0 . ) = —4 (2.134)

-1 1
M, = det ( 0 _1> =1 (2.135)
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0 2
3 2
My, = det (0 1) =12 (2.137)
3 0
My = det (0 1) =-3 (2.138)
0 2
M;, = det (1 ) =2 (2.139)
3 2
M, = det (_1 _3> =7 (2.140)
M, = det ( 3 0) _3 (2.141)
-1 1
Y los siguientes cofactores asociados a cada elemento:
(=) My =1 (2.142)
(=2 M, =4 (2.143)
(=3 . M, =1 (2.144)
(=1)2t - My, = =2 (2.145)
(—1)%%2 . My, = 12 (2.146)
(—1)%"3 . Moy =3 (2.147)
(=1)3+1 . My, = -2 (2.148)
(—1)3t2 - My =17 (2.149)
(—1)3%3 - Myy =3 (2.150)

2.4.3 Calculo de determinantes por suma de cofactores

Tomese un elemento a,; de la matriz A. Si se agrupan todos los términos
de la definicién de det(A) que contienen a,; y se saca factor comtn este
elemento, se obtiene la expresion:

ag;- (—1)™ - M, (2.151)

Donde M;; es el menor del elemento a,; de A.

Si se sacan factor comun todos los elementos de la columna j a la que
pertenece a;; y se suman los resultados, se obtiene una expresion que
permite calcular det(A) como suma ponderada de los cofactores de cual-
quier columna j de A:

m

det(A) =) "a,; - (—1)* - My, (2.152)

=1
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Ejercicio 2.4.1 § Comprobar que me-
diante cualquiera de estos desarrollos
se obtiene la férmula de Sarrus para el
célculo del determinante de una ma-
triz de orden tres.

Por la equivalencia entre las definiciones por columnas y por filas del
determinante de una matriz cuadrada A, ecuacién (2.107), este podria
también expresarse como suma ponderada de los cofactores de cualquier
fila i de la matriz:

det(A) = zn: a;;- (1) - M, (2.153)

Jj=1

Ejemplo 2.4.2 Considérese una matriz cuadrada genérica de orden
tres:

aj; Q2 Qi3
A= (A,AgAz) = | ay a5 ag (2.154)

az; Azp Gszg

Calculando det(A) por desarrollo de cofactores respecto de la primera
columna, se tiene:

det(A) = ay;-(—1)%- My +ay; - (—1)3- My, + a3, - (—1)*- M3, (2.155)

Si el determinante se desarrolla respecto de la segunda columna:

det(A) = a15-(—1)*- Mig+agy- (—1)*- Myy+azy- (—1)°- M3y (2.156)

Y respecto de la segunda fila:

det(A) = ag; - (—1)®- My +agy- (—1)*- Myy+ag3-(—1)°- My, (2.157)

Se deja al lector T comprobar que mediante cualquiera de estos desa-
rrollos se obtiene la formula del determinante de una matriz de orden
tres, conocida como “f6rmula de Sarrus”:

det(A) = a11a92a33 + A12093037 + Ag1 30013~ (2.158)
— (13099031 — (19091033 — (3303207

Por ejemplo, calculando el determinante de la matriz A del Ejemplo
2.4.1 segtn la ecuacién (2.132) por suma de cofactores respecto de la
primera fila se obtiene:

det(A) =3-14+0-44+2-1=5 (2.159)
Si se calcula respecto de la segunda columna, el resultado es:
det(A)=0-4+1-12—1-7=5 (2.160)
Y si se calcula respecto de la segunda fila:
det(A)=—1-(—2)+1-12—3-3=5 (2.161)

El resultado es siempre det(A) = 5, independientemente de la fila o
columna que se tome para el desarrollo.
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2.4.4 Determinantes de matrices triangulares y
diagonales

Aplicando las formulas (2.152) y (2.153) del desarrollo por cofactores del
determinante a una matriz cuadrada triangular o diagonal genérica, pue-
de demostrarse  que sus determinantes son iguales al producto de los
elementos de sus diagonales principales:

Proposicion 2.4.1 — Determinante de una matriz triangular o diago-

nal
Ejercicio 2.4.2 + Demostrar estas dos

1. El determinante de una matriz cuadrada triangular es igual al propiedades desarrollando de manera

producto de todos los elementos de su diagonal principal. EOLEIEGE R COTTRGT:
triz triangular genérica de orden n co-

mo suma ponderada de cofactores de

2. El determinante de una matriz cuadrada diagonal es igual al pro- la primera columna o fila de la matriz,
ducto de todos los elementos de su diagonal principal. apartado 2.4.3, y recordando que las
matrices diagonales son un caso parti-

cular de matriz triangular, Definiciéon
det(A) = a;1a90035 ... 4, 2.1.14.

Ejemplo 2.4.3 El determinante de la matriz A:

i 0 4
A=|0 —i -2
0 0 1+i

Es igual a det(A) = aq1a99a33 =1- (—1)- (1 +1i) =1+1i.

Ejemplo 2.4.4 El determinante de la matriz B:

3 0 0
B=1|0 4 0
0 0 1—i
Es igual a det(B) = by1bgsbg5 =3 -4 - (1 —1) = 12 — 12i.

2.4.5 Interpretacion geométrica del determinante

Considérese un rectangulo contenido en el plano real euclidiano R? cu-
yas aristas tienen longitudes a y b. Su area es igual al producto ab. Si el
rectangulo se posicionase en R? de modo tal que sus aristas sean parale-
las a los ejes cartesianos x e y y uno de sus vértices se sittie en el origen
de coordenadas, dos de sus cuatro aristas coincidirdn con los vectores
fijos (+a,0) y (0, £b).

Constriuyase ahora una matriz A cuyas filas, o columnas, coincidan con
estos vectores:

4+a 0
A= ( 0 j:b) (2.162)
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Figura 2.1: Si se define un paralelogra-
mo contenido en el plano euclidiano me-
diante dos vectores de R? que represen-
ten dos aristas cualesquiera contiguas en
un vértice, su area puede calcularse me-
diante la formula (2.163).

Los signos de los elementos de la diagonal dependen del vértice que se
tome como origen de coordenadas. El determinante de esta matriz es cla-
ramente +-ab. Su valor absoluto es ab. Es decir, el area de un rectangulo,
cuyos lados tienen longitudes a y b.

En general, si las longitudes y direcciones de dos aristas contiguas de
un paralelogramo dado coinciden con las de los vectores fijos (a;,b;)
v (aq,by), €l area del paralelogramo coincide con el valor absoluto del
determinante de una matriz de orden dos que tenga por filas o columnas

esos vectores (Figura 2.1):
i a; by
Area = |det(A)| = |det =
ay by

Ejemplo 2.4.5 Sean A = (3,—2) y B = (1,5) dos vectores que repre-
sentan dos aristas contiguas de un paralelogramo dado, su area es:

det ( 3 1) ‘ _ ‘det <3 _2) ‘ = 13 unidades.

Area = _9 5 1 5

De forma similar, el volumen de un paralelepipedo en R? coincide con
el valor absoluto del determinante de una matriz cuyas filas o columnas
representen tres aristas contiguas del mismo (Figura 2.2).

a; by o a; ay as
Volumen = [det | ay, by ¢y ‘: det| by by b4 ’ (2.164)
as by ¢ €1 G C3

La demostracion rigurosa de la equivalencia entre determinantes de ma-
trices de orden dos y tres y los areas y volumenes de paralelogramos y
paralelepipedos, ecuaciones (2.163) y (2.164) puede consultarse en algu-
nos libros avanzados de algebra lineal y geometria. En ellas, se recurre
a la ayuda de proyecciones ortogonales sobre los ejes cartesianos de los
vectores que representan las aristas de las figuras y a las féormulas del
area de un rectangulo y del volumen de un octaedro.
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(@ +by+Cpatby+ a3 thy+ Q)

Figura 2.2: Si se define un paralelepipe-
do contenido en el espacio euclidiano
mediante tres vectores de R® que re-
presenten tres aristas cualesquiera con-
tiguas en un vértice, su volumen puede
calcularse mediante la formula (2.164).

Ejemplo 2.4.6 Sean A = (3,0,2),B = (—1,1,—3)yC = (0,—1,4) tres
vectores que representan tres aristas contiguas de un paralelepipedo
dado, el volumen de este es:

3 0 2
Volumen = [det | -1 1 —3 ‘ = 5 unidades
0 -1 4

Volviendo al caso en R?, el producto de la matriz:

A= (al 2l> (2.165)
2

Qo

Por el primer vector candnico €, = (1,0)" da como resultado la primera
columna de A, el vector (a;,a,)!, que representa una de las aristas del
paralelogramo de la Figura 2.1. El producto de A por el segundo vector
canonico &, = (0,1)* da como resultado la segunda columna de A, que
representa la arista contigua a la primera. Multiplicar A por un vector
contenido en el cuadrado que tiene por aristas €, y €, produce un vector
contenido en el paralelogramo definido por las columnas de A. El area
del cuadrado es de uno, mientras que el area del paralelogramo es, de
acuerdo con la ecuacién (2.4.5), igual a | det(A)|. Lo mismo sucede en R?:
los tres vectores canénicos de este espacio forman un cubo de volumen
unidad, y el producto con A de los vectores contenidos en ese cubo los
transforma en el paralelepipedo cuyas aristas coinciden con las columnas
de la matriz y cuyo volumen es | det(A)|.

En general, multiplicar una matriz cuadrada A € K" por el conjunto de
los vectores (o puntos) que conforman una figura geométrica en K" re-
sulta en otra figura cuyo volumen es | det(A)| veces el de la figura inicial,
por lo que el determinante también puede interpretarse como un factor
de ampliacién que determina cuanto aumenta, en promedio, la longitud
de los vectores cuando vienen transformados por la matriz. El signo del
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determinante esta relacionado con la orientacion de los vectores resultan-
tes de las transformaciones. Sila orientacion de los vectores no cambia, el
determinante es positivo; si la orientacion cambia y las figuras se invier-
ten al ser transformadas por la matriz como si se reflejasen en un espejo,
el determinante es negativo.

2.4.6 Resumen

1. El determinante de una matriz cuadrada puede calcularse como la
suma ponderada de los cofactores de una de sus filas o columnas.

2. El determinante de una matriz cuadrada triangular o diagonal es
simplemente el producto de las componentes de su diagonal prin-
cipal.

3. El 4area, en R?, y el volumen, en R3, de un paralelogramo o para-
lelepipedo son iguales al valor absoluto del determinante de una
matriz cuadrada cuyas filas o columnas caracterizan sus aristas.

4. El determinante puede entenderse también como un factor de am-
pliacién que determina cuanto aumenta o disminuye el volumen de
una figura en K" al ser multiplicada por la matriz, y si esta conserva
0 no su orientacion inicial.



2.5 Inversa de una matriz cuadrada

2.5 Inversa de una matriz cuadrada: existencia,
propiedades y calculo

2.5.1 Introduccion

Existen ciertas matrices cuadradas, llamadas “invertibles”, que son de par-
ticular interés por sus aplicaciones y sus propiedades matematicas. Son
matrices a las cuales se les asocia biunivocamente otra matriz cuadrada
del mismo orden, conocida como su “inversa”. Tras definir formalmente
el concepto de matriz cuadrada invertible y de inversa de una matriz cua-
drada, se enunciaran las propiedades de estas matrices y se propondra un
método para su calculo conocido como “algoritmo de Gauss-Jordan”. Este
algoritmo se basa en transformar la matriz cuadrada a invertir multipli-
candola por unas matrices especiales llamadas “matrices elementales”.

2.5.2 Definicidon de inversa de una matriz

Definicion 2.5.1 — Matriz invertible e inversa de una matriz

Una matriz cuadrada A € K™*", se dice que es invertible, o regular, si
JA ' ek talque AA ' = ATTA=L

q —1 o .
La matriz A~ se denomina inversa de A.

Es facil demostrar que la inversa, de existir, es Gnica. Supéngase que la
matriz regular A tiene dos inversas denotadas A", A;". Aplicando en
(1) la Definicién 2.1.7 de matriz identidad, en (2) la Definicion 2.5.1 de
matriz inversa, y en (3) la propiedad asociativa del producto matricial,
punto 2 de la Proposicioén 2.2.3, se tiene que:
A ATTE A AR 2

2 1
= araayt Hiay S

(2.166)

Aunque es posible definir la inversa de una matriz rectangular, también
llamada “inversa generalizada” o “pseudoinversa”, este apartado se cen-
trara inicamente en el estudio y calculo de las inversas de matrices cua-
dradas, dejando la definicion y el calculo de pseudoinversas de matrices
rectangulares para el apartado 5.6.4.

Definicion 2.5.2 — Matriz singular
Se dice que una matriz cuadrada es singular si no es invertible.

La siguiente proposicién enuncia una condicién, necesaria y suficiente,
para que una matriz cuadrada sea invertible:

Proposicion 2.5.1 — Determinantes de matrices regulares y singula-
res

Una matriz cuadrada es regular, si y solo si, tiene un determinante dis-
tinto de cero.
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En virtud de esta proposicion, para comprobar si una matriz cuadrada es
invertible basta con calcular su determinante. Si es distinto de cero, la
matriz es invertible. Si el determinante es nulo, la matriz es singular. Es-
ta proposicion se demostrara en el Apartado 3.4.10, cuando se enuncien
otras dos condiciones equivalentes a esta, también necesarias y suficien-
tes, para que una matriz cuadrada sea regular, en el Corolario 3.4.6.

Ejemplo 2.5.1 El determinante de la matriz A:

30 2
A=|-1 1 -3 (2.167)
0 -1 4

Es igual a det(A) = 12+ 2 —9 = 5 # 0, por lo que es invertible. Su
inversa es la matriz B:

1 1 -2 -2
B=-14 12 7 (2.168)
2 1 3 3
1 0 0
De hecho, AB=BA=I=|10 1 0
0 0 1

Ejemplo 2.5.2 El determinante de la matriz C:

1 2i 3i
C=|1+i —i 1
—3 4 -3+4
Es nulo, pues sus filas y columnas son linealmente dependientes,

propiedad 3 de la Proposicion 2.3.2. Véase, por ejemplo, que la tercera
columna es suma de las otras dos.

Por tanto, C es una matriz singular.

La relacion entre el determinante de una matriz regular y el de su inversa
viene dada por la siguiente proposicion:

Proposicion 2.5.2 — Determinante de la inversa de una matriz

. . . —il
Dadas una matriz cuadrada regular cualquiera A y su inversa A", sus
determinantes cumplen:

1
det(A)

det(A™") =

Demostracion:

Considerando que, segin la propiedad 2 de la Proposicion 2.4.1, el deter-
minante de la matriz identidad es uno, sea cual sea su orden, y aplicando
la propiedad 3 de la Proposicion 2.3.1, se tiene:

1 = det(I) = det(AA™") = det(A)det(A™") (2.169)

O
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Ejemplo 2.5.3 El determinante de la matriz A del Ejemplo 2.5.1, ecua-
cién (2.167), es igual a det(A) = 5, mientras que su inversa, la matriz
B, ecuacién (2.168), tiene por determinante det(B) = 1/5 = 1/det(A)
en virtud de la Proposicién 2.5.2.

Como cabria esperar, al volver a invertir la inversa de una matriz regular
se recupera la matriz inicial, tal y como se enuncia a continuacién:

Proposicion 2.5.3 — Inversa de la inversa de una matriz

Toda matriz cuadrada regular A cumple:
(A=A
Demostracién:

Por la Definicién 2.5.1 de inversa de una matriz regular, y por las propie-
dades del producto matricial, Proposiciéon 2.2.3:

AA ' =I=AA' Al =A D) lsA=(ATH)T (2170)
A'aA=I= A H A aA=A ) l=Aa=A"H"T (217)

O

Aplicando la propiedad asociativa del producto matricial, punto 2 de la
Proposicion 2.2.3, al producto de dos matrices cuadradas regulares A y B
de igual orden y de sus inversas, se tiene:

(AB)(B'A™') =A(BB')AT = AAT =1 (2.172)
(B'A™')(AB)=B™' (AT'A)B=B'B=1 (2.173)

Asi, se demuestra que la inversa del producto de dos matrices AB coincide
21,1 . .. sy
con el producto B "A" ", como enuncia la siguiente proposicion:

Proposicion 2.5.4 — Inversa del producto de dos matrices regulares

Sean A y B dos matrices cuadradas de igual orden, ambas invertibles,
su producto AB también es invertible y cumple:

(AB)"! =B 'A™"

Supdngase ahora que se tiene el siguiente producto de tres matrices inver-
tibles: AB,B,. Llamando B al producto B,B, y aplicando la Proposicién
2.5.4 se obtiene:

(AB,B,) ' =AB ' =B 'A' = (B,B,) A" =B,'B;'A™" (2.174)

En general, puede demostrarse por induccion que, sea cual sea el numero
k de matrices, todas cuadradas, regulares y del igual orden, presentes en
el producto, su inversa es igual al producto de las inversas de las matrices
en orden inverso, como indica esta proposicion.
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Proposicion 2.5.5 — Inversa del producto de k£ > 2 matrices regulares

La inversa del producto de k matrices cuadradas regulares de igual
orden cumple:

_ —1,-1 —1
(AjAy . AT =ATAY LA

Ejemplo 2.5.4 Las inversas de las matrices A y B:

A= (:i’ é) B = (; ;) (2.175)

Son, respectivamente, Al y B L.

Al = (2 _;) B '= <_23 21) (2.176)

Puede comprobarse que su producto, AB = (_i _g) cumple:

(AB)"! = (_21 _13) =B 'A! (2.177)

2.5.3 Operaciones elementales

Un conocido algoritmo para calcular la inversa de una matriz cuadrada
regular es el llamado “método de los cofactores”. Este método tiene el
grave inconveniente de que el numero de operaciones necesarias para
llevar a cabo la inversion de una matriz crece muy rapidamente con su
orden. En concreto, para invertir una matriz de orden n se requeriria el
calculo de n? + 1 determinantes. Una alternativa al método de los cofac-
tores especialmente ventajosa en matrices de grandes dimensiones es el
algoritmo de Gauss-Jordan, que se basa en efectuar ciertas operaciones
sobre las filas y las columnas de la matriz a invertir.

A continuacién, como paso previo a la descripcion del algoritmo de Gauss-
Jordan, se definiran las llamadas “operaciones elementales” y “matrices
elementales”™

Definicién 2.5.3 — Operaciones elementales

Dada una matriz A € K™*™ cualquiera, cuadrada o rectangular, se
definen las siguientes operaciones elementales por filas sobre la matriz
A:

1. Suma de una fila de la matriz, multiplicada por un escalar, a otra
fila distinta.

2. Multiplicacién de una fila de la matriz por un escalar no nulo.

3. Intercambio de dos filas.

También puede realizarse empleando columnas en lugar de filas.
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Definicion 2.5.4 — Matrices elementales

Una matriz elemental por filas es una matriz cuadrada resultante de
efectuar una determinada operacién elemental por filas a la matriz
identidad. Igual sucede si se aplica a las columnas.

Las matrices y operaciones elementales cumplen las siguientes propieda-
des basicas:

Proposicion 2.5.6 — Propiedades de las matrices y las operaciones
elementales

1. Toda matriz elemental por filas lo es por columnas y viceversa,
aunque no necesariamente asociadas a la misma operacion por
filas que por columnas.

2. Toda matriz elemental, denotada E, es invertible, y su inversa
es la matriz elemental asociada a la operacion que deshace la
realizada sobre la matriz identidad para transformarla en E. Las
operaciones inversas son:

a) De la suma de una fila i-ésima de la matriz, multiplicada
por un escalar )\, a otra fila distinta j-ésima: la resta de la
fila i-ésima, multiplicada por A, a la fila j-ésima. Igual para
columnas.

b) De la multiplicacion de una fila de la matriz por un escalar
A no nulo: la multiplicacién de esa misma fila por 1/A.
Igual para columnas.

c) Del intercambio de dos filas: ese mismo intercambio. Igual
para columnas.

3. Las operaciones y matrices elementales, en general, no conmu-
tan. Es decir, el orden con el que se efectia una secuencia de
operaciones elementales influye en el resultado final.

Se propone una demostracion sélo del punto 3, considerandose triviales
las propiedades restantes.
Demostracion: (sélo de la propiedad 3)

Si se toman dos matrices elementales E, , E, cualesquiera asociadas a ope-
raciones elementales distintas y se multiplican entre si, lo mas probable
es que la matriz resultante sea distinta en funcién del orden en el que se
multipliquen. Es decir, que:

E,E, # E,E, (2.178)

Asi, con un contraejemplo puede demostrarse la no conmutabilidad de
las operaciones elementales.

O
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Ejemplo 2.5.5 Al aplicar la operacién elemental Fy:

F;=F;+2.F (2.179)
Sobre la matriz identidad de orden tres, esta se transforma en la matriz
elemental E:
1 0 0
E, = (0 1 0) (2.180)
2 0 1

La inversa de la operacién elemental F; = F, + 2 - F, es aquella que la
deshace. Es decir, la operacién F; = F; — 2 - F,. Su matriz elemental

asociada es E|:
1 0 0
E] = (0 1 0) (2.181)
-2 0 1

Puede comprobarse facilmente que E;E, = E,E] = 1, de lo que se
deduce que E; =E;".

Ejemplo 2.5.6 Al aplicar la operacién elemental C.:

T =—3-C, (2.182)

Sobre la matriz identidad de orden tres, esta se transforma en la matriz
elemental E:

1 0 O
E, = (0 -3 0) (2.183)
0 0 1
La inversa de la operacién elemental C; = —3 - C, es aquella que
la deshace. Es decir, la operacién C;, = —3 - C,. Su matriz elemental
asociada es Ej:
1 0 0
E, = (0 -1/3 0) (2.184)
0 O 1

Puede comprobarse facilmente que E5E, = E,E, = 1, de lo que se
deduce que E;, = E; .

Ejemplo 2.5.7 Al aplicar la operacion elemental F;:

F, < F, (2.185)

Sobre la matriz identidad de orden tres, esta se transforma en la matriz

elemental E:
0 1 0
Eg—(1 0 o) (2.186)
0 0 1

La inversa de la operacion elemental F; <+ F, es aquella que la deshace.
Es decir, la operacion F; <> F,. Su matriz elemental asociada es:

01 0
E;=]1 0 0 (2.187)
0 0 1
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Matriz que coincide con E5. En general, toda matriz elemental de tipo
tres, intercambio de filas y columnas, es su propia inversa, propiedad
conocida como “idempotencia”. Ademas, son matrices simétricas.

Para efectuar operaciones elementales sobre las filas o columnas de una
matriz A, esta puede multiplicarse por matrices elementales como las
calculadas en los Ejemplos 2.5.5 a 2.5.7, tal como establece esta proposi-
cion:

Proposicion 2.5.7 — Relacion entre matrices elementales y operacio-
nes elementales

Dada una matriz A € K™*",

1. Realizar operaciones elementales sobre sus filas equivale a pre-
multiplicar por sucesivas matrices elementales de orden m:

E,..E,E,A (2.188)

2. Realizar operaciones elementales sobre sus columnas equivale a
pos-multiplicar por sucesivas matrices elementales de orden n:

AE,E, ...E 2.189
152 k

Las propiedades contenidas en la Proposicion 2.5.7 resultan triviales si
se recuerda, Proposicion 2.2.5, que las columnas del producto de dos ma-
trices son combinaciones lineales de las columnas de la primera matriz,
propiedad 1, y que las filas del producto de dos matrices son combinacio-
nes lineales de las filas de la segunda matriz, propiedad 2.

Ejemplo 2.5.8 Puede comprobarse que:

3 0 2 F/1=F3—|—2-F1 -1 1 -3
A=|-1 1 —3|——— 53 0 2 |=EEA
0 —1 4 F < F 2 1 -2

Siendo E; y E; las matrices elementales, ya calculadas en los Ejemplos
2.5.5y 2.5.7, asociadas a cada una de las operaciones elementales por
filas indicadas.

Ejemplo 2.5.9 De manera analoga al Ejemplo 2.5.8, se tiene que:

3.0 2\ c—-3.c, (3 0 2

A=|-1 1 3| — 5 |-1 -3 —3|=AE,
0 -1 4 0 3 4

Donde E, es la matriz elemental, ya calculada en el Ejemplo 2.5.6, aso-
ciada a la operacion elemental por columnas indicada.

77
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Observacion 2.5.1 1 El concepto de
permutacion se define en 2.3.1.

Ejemplo 2.5.10 La operacion elemental C, <+ Cj tiene la siguiente
matriz elemental asociada:

L 0 0\ ¢, c, 1 00
I=]0 1 0 ——E3=]|0 0 1 (2.190)
0 0 1 0 1 0
Puede comprobarse que:
3.0 2\ ¢, Cy 3 2 0
A=|-1 1 3| —5 -1 =3 1 |=AE; (2191)
0 -1 4 0 4 -1

La matriz E; también se puede obtener intercambiando las filas dos y
tres de la matriz identidad I. De hecho, pre-multiplicando A por E; se
permutan estas dos filas de A:

3 0 2\FeoF (3 0 2
A=|-1 1 —3|—S50 —1 4 |=EA (219
0 -1 4 -1 1 -3

Las matrices elementales que efectiian intercambios de parejas de filas
o columnas, punto 3 de la Definicién 2.5.3, se pueden multiplicar entre
si para obtener matrices que, multiplicadas por una matriz cualquiera A,
permutan sus filas o columnas. A estas nuevas matrices se les conoce
como “matrices de permutacion”.

Definicién 2.5.5 — Matrices de permutacion

A una matriz cuadrada P que resulta de efectuar una secuencia de in-
tercambios de filas o columnas se la conoce como matriz de permuta-
cién T

Al pre-multiplicar P por una matriz A cualquiera se permutan sus filas,
y al pos-multiplicar A por P se permutan sus columnas. Algunas propie-
dades basicas de las matrices de permutacioén son:

Proposicion 2.5.8 — Propiedades de las matrices de permutacion

1. Toda matriz de permutacion por filas lo es también por colum-
nas y viceversa.

2. Cualquier matriz de permutacién puede expresarse como el
producto de matrices elementales de tipo tres, es decir, de
intercambios de filas y columnas, punto 3 de la Definicion 2.5.3.

3. Al igual que los intercambios de filas o columnas, propiedad 3
de la Proposicion 2.5.6, el producto de matrices de permutacion,
en general, no conmuta.
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4. Lainversa de toda matriz P de permutacion coincide con su trans-
puesta.

pl —p!

Las propiedades 1 y 2 se han justificado ya en apartados anteriores. Se
propondran sdlo demostraciones de las propiedades 3 y 4.

Demostracion: (sélo de las propiedades 3 y 4)

3. Esto se puede demostrar mediante un contraejemplo, al igual que la
Proposicién 2.5.3, punto 3 de las matrices elementales. Si se toman
dos matrices de permutacién cualesquiera y se multiplican, lo méas
probable es que el orden de la multiplicacién influya en el resultado
final. Es decir, que:

P,P, + P,P, (2.193)

4. Sea E,E, ... E, un producto de k matrices elementales de tipo tres,
intercambios de filas o columnas, cualesquiera de orden n. La ma-
triz P resultante es una matriz de permutacion, Definicién 2.5.5.
Invirtiendo P y aplicando las Proposiciones 2.69 y 2.5.5 se obtiene:

(%) () poipo1 o1 _ (2.194)

En (%) y (%) se aplican, respectivamente, dos propiedades que
todas las matrices elementales de tipo tres cumplen: la simetria
(E' = E) y la idempotencia (E> = I, que implica que E*' = E).
Una muestra del cumplimiento de estas propiedades puede verse
en el Ejemplo 2.5.7.

O

Ejemplo 2.5.11 La operacion elemental F; <+ F, tiene como matriz
elemental asociada:

1 0 0\ F F, 01 0
I=(0 1 0] —5E, =[1 0 0 (2.195)
00 1 00 1

Mientras que la operacién elemental F, <> F; tiene como matriz ele-
mental asociada:

10 0\ F, e F, 10 0
I=(0 1 0] —5E,=|0 0 1 (2.196)
00 1 01 0
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Multiplicando ambas matrices en orden inverso, se obtiene la siguiente
matriz de permutacion:

01 0
1 0 0

pre-multiplicando A del ejemplo anterior por P, se permutan las filas
de A, de modo tal que la primera fila pasa a ser la tercera, la segunda
pasa a ser la primera, y la tercera pasa a ser la segunda:

3.0 2 -1 1 -3
A=|-1 1 3|0 -1 4|=rA (2.198)
0 —1 4 3 0 2

Si se multiplicasen las matrices elementales en el orden opuesto, se
obtendria una matriz de permutacion distinta, lo que implica que los
intercambios de filas F; <+ F, y F, <+ F; no conmutan.

2.5.4 Algoritmo de Gauss-jJordan

Este método de inversion de matrices se basa en la siguiente idea: trans-
formar la matriz A en la matriz identidad I mediante operaciones elemen-
tales que pueden ser por filas o por columnas, pero sin mezclar ambos
tipos de operaciones en la misma inversion.

Por ejemplo, supéngase que A se reduce a la matriz identidad mediante
operaciones elementales por filas. Como se ha visto en la Proposicion
2.5.7, esto equivale a pre-multiplicar la matriz A por una sucesién de
matrices elementales que efectian ordenadamente cada una de las ope-
raciones desde 1 hasta k:

Ek “ee E2E1A == I (2.199)

Por la Definicidon 2.5.1 de inversa de una matriz cuadrada, esta, de existir,
-1 -1 .z 2z
cumple A""A = AA"" = 1. Comparando esta expresion con la ecuaciéon

(2.199), se tiene que:
E,..E,E, = A" (2.200)

Es decir, que la inversa de A es igual al producto de k£ matrices elementa-
les correspondientes a operaciones elementales por filas que transforman
A en la matriz identidad, desde 1 hasta k, en orden inverso.

Si se utilizaran operaciones elementales por columnas para transformar
la matriz, esta reduccién se podria representar matematicamente como
una pos-multiplicacién de A por una secuencia de matrices elementales
que efectian ordenadamente cada una de las operaciones desde 1 hasta
k, Proposicion 2.5.7:

AEE,..E, =1=EE,..E, =A" (2.201)

Por lo que la inversa de A también podria obtenerse como el producto de
k matrices elementales correspondientes a operaciones elementales por
columnas que transforman A en la matriz identidad, ordenadas desde 1
hasta k.



2.5 Inversa de una matriz cuadrada 81

En la practica, este algoritmo se implementa del siguiente modo: en pri-
mer lugar, se transforma la matriz cuadrada a invertir en la matriz identi-
dad por una secuencia de operaciones elementales por filas o por colum-
nas, pero sin mezclar ambos tipos de operaciones. Y después, se aplican
esas mismas operaciones elementales sobre la matriz identidad, en el mis-
mo orden, hasta obtener la matriz inversa buscada.

Véase con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.5.12 En primer lugar, se transforma A en la matriz identidad
mediante operaciones elementales, en este caso por filas:

A 1+i 1—i\ Fo=F+F /45 14
= —_—
1—i -1 0 —i

Fi =F, — (1+i)-F, <1+i 0)

0 —i (2.202)
" 1 ,
F,=—F
T A I .
% =
" 1 0 1
Fy=—"F

Aplicando estas mismas operaciones elementales en el mismo orden
sobre la matriz identidad, se obtiene la inversa de A:

(10 Fo=F,+F, /1 o
= B
01 11

Fi =F, — (1+i)-F (_i _m)

1 1 (2.203)
” 1 /
F, = ol
11
].+1 (—2—21 —1> :Af]_
” 1 P 1 1
Fy = — -F,

2.5.5 Resumen

1. Si una matriz cuadrada admite inversa, es regular. Si no la admite,
se dice que es singular.

2. Una matriz cuadrada es regular, si y solo si, su determinante es dis-
tinto de cero.

3. La inversa de un producto de matrices invertibles es igual al pro-
ducto de sus inversas en orden contrario.

4. Lainversa de una matriz invertible puede calcularse multiplicando

entre si las matrices elementales que la transforman en la matriz
identidad.

R
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Aplicaciones lineales

3.1 Definicion, tipos y propiedades de las
aplicaciones lineales

3.1.1 Introduccion

Una aplicacion o funcién entre dos conjuntos llamados “inicial” y “final”
es una relacién entre sus elementos que asocia a cada elemento del con-
junto inicial un Unico elemento del conjunto final. Algunos tipos de apli-
caciones, como las inyectivas, las suryectivas y las biyectivas, cumplen al-
gunas propiedades que las hacen muy especiales. En particular, el algebra
lineal se centra en el estudio de las denominadas “aplicaciones lineales”.
En apartados posteriores, se establecera una relacion entre las aplicacio-
nes lineales que relacionan espacios vectoriales y las matrices.

3.1.2 Aplicaciones

Definicién 3.1.1 — Aplicacién entre conjuntos

Sean F, F' conjuntos no vacios. Una aplicacion, o funcioén, f de E en
F es una regla que asigna a cada elemento de F un tnico elemento de
F, de modo que V z € F existe un unico y € F tal que f(z) = y. Esta
asignacion entre los dos conjuntos se denota por:

f:E—F

Definicién 3.1.2 — Conjuntos inicial y final de una aplicacion. Ima-
gen y preimagen

Dada una aplicaciéon f : E — F de E en F:

1. Se llama conjunto inicial, o dominio, de f al conjunto E.
2. Se llama conjunto final de f al conjunto F.

3. Si f(x) = y, se dice que y es la imagen por f de x y que z es el
antecedente o preimagen de y por f.

Ejemplo 3.1.1 Dados los conjuntos E = {perro, gato, cabra, oveja} y
F = {guau, miau, bee, muu}, una aplicacién f : E — F que los asocia
es la siguiente:

f(perro) = guau,

f(gato) = miau,
(
(

f

f(oveja) = bee.

cabra) = bee,

31
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Asi, puede decirse que:

1. “guau” es la imagen de “perro” por f.
“« » . 3 »
2. “perro” es la preimagen de “guau” por f.
3. “bee” es la imagen de “cabra” y “oveja” por f.

4. “cabra” y “oveja” son las preimagenes de “bee” por f.

E F

perro o o guau
gatoo / > o miau
cabra ° » o bee
oveja o
Figura 3.1: La aplicacion definida en el ) o muu

Ejemplo 3.1.1.

Definicién 3.1.3 — Endomorfismo de un conjunto en si mismo

Si f es una aplicacidén cuyos conjuntos inicial y final coinciden. Es decir,
si E = F, se dice que f es un endomorfismo de E en si mismo:

f:E—=E

E E

perro o > o perro
gato o » o gato

cabra o —» o cabra
oveja o o oveja

Figura 3.2: La aplicacion identidad del
conjunto E del Ejemplo 3.1.2.

Definicién 3.1.4 — Aplicacion identidad de un conjunto

Dado un conjunto E, se define la aplicacion identidad de E, y se denota
por I, como el endomorfismo I : E +— E que cumple I(z) =
zVaxekF.

Ejemplo 3.1.2 La aplicacion identidad del conjunto E =
{perro, gato, cabra, oveja}, I, : E — F, se define asi:

I;(perro) = perro,

I;(gato) = gato,

I (cabra) = cabra,
(

I;(oveja) = oveja.
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Definicién 3.1.5 — Aplicaciones inyectivas, suryectivas y biyectivas

Una aplicacién f : E — F se dice:

1. Inyectiva, si:

Vr,ye kb, f(z)=

fly)y=r=y (3.1)

Es decir, si cada elemento del conjunto final F' es imagen de uno
o ningin elemento del dominio F, pero no de mas de uno.

2. Suryectiva, sobreyectiva, suprayectiva o subyectiva T si: Observacién 3.1.1 + Estos cuatro tér-

minos son sinénimos. Se pueden utili-

v yeF JzeE: f(x) =y (3 2) zar indistintamente.

Es decir, si cada elemento del conjunto final F' es imagen de al
menos un elemento del dominio F.

3. Biyectiva, si es a la vez inyectiva y suryectiva. Es decir, si cada
elemento del conjunto final F' es imagen de exactamente un ele-

mento del dominio E.

Ejemplo 3.1.3 Dados los conjuntos E = {perro, gato, cabra} y F =
{guau, miau, bee, muu}, la aplicaciéon f : E — F siguiente es una apli-

cacion inyectiva:

f(perro)

f(gato)
f(cabra)

= guau
= miau

= bee

Ejemplo 3.1.4 Dados los conjuntos E = {perro, gato, cabra, oveja} y
F = {guau, miau, bee}, la aplicaciéon f : F  F siguiente es una

aplicacion suryectiva:

Observacion 3.1.2 Para poder esta-

f(perro) = guau blecer una aplicacién biyectiva entre

f(gato) e d'ors con]untqs E,F d.ados, es condi-

cién necesaria y suficiente que estos

f(cabra = bee tengan el mismo nimero de elemen-

f (ove N tos, o si son espacios vectoriales, la

) misma dimension.
pero o o guau
gato o / > o miau
cabra o >0 hee
o muu Figura 3.3: La aplicacién inyectiva defi-

nida en el Ejemplo 3.1.3.
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E F

perro o o guau
gato o / > o miau

cabra ° » 0 bee
oveja o

Figura 3.4: La aplicacion suryectiva defi-
nida en el Ejemplo 3.1.4.

Ejemplo 3.1.5 Dados los conjuntos E = {perro, gato, cabra, vaca} y
F = {guau, miau, bee, muu}, la aplicacion f : F — F siguiente es una
aplicacion biyectiva:

perro o o guau
gatoo / > o miau
cabra o — > o bee
vaca o
Figura 3.5: La aplicacion biyectiva defi- o muu

nida en el Ejemplo 3.1.5.

3.1.4 Aplicaciones lineales

Definicién 3.1.6 — Aplicacién lineal

Se dice que una aplicaciéon f : E — F entre dos espacios vectoriales es
lineal, o0 un homomorfismo, si verifica las dos condiciones siguientes:

1. La imagen de la suma de elementos del dominio coincide con la
suma de las imagenes.

Vu,ve B, futv)=fu)+f(v) (3:3)

2. La imagen del producto por escalar de un elemento del dominio
coincide con el producto por escalar de la imagen.

Yue E,VAeK, f(Au) = Af(u) (3.4)

Combinando las condiciones 1 y 2 en una sola se tiene que f es lineal
si:

VuveEVYA\pekK, fAou+puv)=Af(u)+ pf(v) (3.5)

O sea, si la imagen por f de cualquier combinacion lineal de elementos
del dominio coincide con la combinacién lineal de sus imagenes.
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E se denomina “espacio inicial”, o “dominio”, de la aplicacion lineal f,
mientras que F' se denomina “espacio final” de f.

Ejemplo 3.1.6 La aplicacion f : R® — R? definida mediante la regla

de asociacién:

es lineal, pues para todo U; = (71,y;,2;) € R?, Uy = (75,95, 25) € R?
Y A1 Ay € Rse cumple f(A T + ApTy) = Ay f(T;) + Ay f(T,).

Sustituyendo, evaluando f y reordenando términos puede comprobar-
se que:

FMT + Ag0,) =
= fA@1 + AgZo, MYs + Mgy A121 + Ao2g) =
= f2A1y1 + Agy2) — (Ar21 + Ag29),
s (Agzy 4 Aga) + (Ayr + Agys)) =
= M2y — 21,21 +y1) + A2y — 21,21 Hy1) =
= A f(T) + A f(T)

(3.7)

Definicion 3.1.7 — Isomorfismos, espacios isomorfos y automorfis-
mos

Dados dos espacios vectoriales E, F' y la aplicacion lineal f : E — F:

1. Si f es biyectiva se dice que f es un isomorfismo y que E'y F'
son espacios isomorfos.

2. Si f es ala vez un isomorfismo y un endomorfismo. Es decir, si
es biyectiva y sus espacios inicial y final coinciden, se dice que f
es un automorfismo.

Es facil demostrar que, dado un homomorfismo f cualquiera, la imagen
por f del elemento nulo del espacio inicial es el elemento nulo del espacio
final:

Proposicion 3.1.1 — Imagen del elemento nulo por un homomorfis-
mo

Toda aplicacion lineal f : E +— F entre espacios vectoriales verifica:

f(0g) =0p
Donde 0, 0 denotan los elementos nulos de E'y F.
Demostracion:

Por simple deduccién logica:

70m) Y 70-00) 0 50, = 0p (3.8)

En () se aplica la propiedad 3 de la Proposicion 1.1.3, y en (x) se aplica
la condicién (3.5) de linealidad de f.

O
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Ejemplo 3.1.7 La aplicacién lineal f : R i+ R? definida mediante la
regla de asociacion:

(z,y,2) > 2y — 2,z + y) (3.9)

cumple:

F(0gs) = £(0,0,0) = (2-0—0,0 + 0) = (0,0) = Ogs (3.10)

3.1.5 Resumen

1. Una aplicaciéon es una regla de asociaciéon que asigna a cada ele-
mento del conjunto inicial un tinico elemento del conjunto final. Si
los conjuntos inicial y final coinciden, la aplicacién es un endomor-
fismo.

2. Algunas aplicaciones pueden ser inyectivas, suryectivas o biyecti-
vas, siendo estas ultimas tanto inyectivas como suryectivas.

3. Se dice que una aplicacion es lineal, o un homomorfismo, si esta
cumple la condicion de linealidad. Es decir, si la imagen de toda
combinacién lineal de elementos del espacio inicial es igual a la
combinacién lineal de las imagenes de los elementos.

4. Una aplicacién lineal y biyectiva es un isomorfismo. Un isomorfis-
mo cuyos espacios inicial y final coinciden es un automorfismo.
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3.2 Expresion de una aplicacion lineal respecto
de una base

3.2.1 Introduccion

En este apartado, se vera que, para definir una aplicacién lineal f, basta
con conocer las imagenes por f de los elementos de cualquier base B
del espacio inicial de f. Como consecuencia de esta propiedad, puede
establecerse una equivalencia entre una aplicacién lineal y el producto de
un vector de coordenadas respecto de 3 de un elemento del espacio inicial
por una matriz que, dada una base V' del espacio final de f, caracteriza
univocamente el homomorfismo. A esta se la conoce como la matriz de
la aplicacién f respecto a las bases By V.

3.2.2 Aplicacion lineal respecto a una base

Dados dos espacios vectoriales E, F' con dimensiones n y m respectiva-
mente, una aplicacion lineal f de F a F' y una base B = (uy,...u,,) de
E. Recordemos por el apartado 1.3.9 que a cada elemento x del espacio
inicial se le asocia univocamente un vector de coordenadas respecto a
la base B denotado [x]® = (xy,...2,), de modo que, por la Definicién
1.3.7:

x=Y zu; (3.11)

Evaluando f en x y teniendo en cuenta la propiedad de linealidad, ecua-
cibn (3.5), se obtiene la expresion:

fx)=f (Zn: xjuj> = ijf(uj) (3.12)

Que permite calcular la imagen por f de un vector x cualquiera del es-
pacio inicial £ como combinacién lineal de las imagenes por f de los
elementos de una base cualquiera de F (Figura 3.6).

£00=F(Uy)+F(Us)

Figura 3.6: La imagen por la aplicacién
lineal f del vector X = U; + Uy, Uy, Uy €
R? puede descomponerse en la suma de
las imagenes por f de U; y Uy en virtud
de la férmula (3.12).
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Proposicion 3.2.1 — Aplicacion lineal respecto a una base

Dadas una aplicacién lineal f : E +— F y una base B = (uy,...u,)
cualquiera de E:

n

Paratodox € E, x=),. «

j=1 jU

5

Ejemplo 3.2.1 Las imagenes de los elementos de la base de R3:

2 0 —1
B = (u;,u,,03) = ( (—1) ; (1) , ( 0 ) ) CR3 (3.13)
0 1 0

Por la aplicacién lineal f : R3 — R? definida mediante la regla de
asociacion f(z,y,z) = (2y — z,z + y) son:

f@) = <12> (3.14)
f(Uy) = G) (3.15)
f(u3) = (_01> (3.16)

En virtud de la Proposicién 3.2.1, la imagen por f de un X € R? cual-
quiera puede calcularse segtn la expresion:

F®) = A, (‘f) + G) 4 (01> (3.17)

Siendo A;, Ay, A3 € R las coordenadas de X respecto de 5.

3.2.3 Matriz de una aplicacion lineal respecto de las bases
canodnicas

Como se demostrara en este apartado, el producto matricial puede em-
plearse para representar matematicamente una aplicacion lineal cualquie-
ra f del espacio inicial F en el espacio final F' y calcular imagenes por
f de los elementos de E. Para ello, es necesario obtener la matriz de la
aplicacion lineal f : E + F respecto de unas bases By Vde Ey F
respectivamente.

En primer lugar, se demostrara la expresion de la matriz de una aplica-
cion lineal f de K™ en K™ respecto de sus bases canonicas. Hecho esto,
no sera dificil generalizar el resultado para poder calcular matrices de
aplicaciones lineales que relacionen espacios vectoriales cualesquiera £
y F dadas unas bases By V de esos espacios.
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Dada una aplicacién lineal f de K" en K™, recuérdese que, por la Pro-
posicion 3.2.1, conocidas las imagenes por f de los vectores de la base

7 . n . = _ n — n
canodnica K™, la imagen por f de un vector X = Zj:l ze; € K", donde

€; es el j-ésimo vector candnico de K", puede expresarse de la forma:

f®) =) _;f(E) (3.18)

Con f(€,),... f(€,) pertenecientes a K™.

/

Por otro lado, el vector f(&;) es descomponible como f(€;) = Zzl a;;e

7

/
donde €; es el vector canédnico i-ésimo del espacio K™.

Sustituyendo en la expresion (3.18):
7= I®=3 s, (Z) s ( x> SRR
j=1 i=1 =1 \j=1

Como se ve arriba, cada una de las m coordenadas de y respecto de la base
/ ’

canodnica V = (€y,...€,,) C R se puede expresar mediante la siguiente

ecuacion algebraica:

n
Y= ayr, 1<i<m, 1<j<n (3.20)
j=1

donde (yq,...y,,) es el vector de coordenadas de la imagen y = f(X)
respectoa V.

Desarrollando, resulta el sistema de ecuaciones siguiente:

Y1 = 01Ty F Q%o+, o+ A1, Ty

Yo = Qg1 Ty + Q%o+, ... + Ao, Ty

(3.21)
Ym = Q11 + am2x2+7 et ApnTn
La representacién matricial de este sistema es:
41 11 G2 v G Ty
o I R ] (3.22)
Ym Am1 Az 0 Ay T
Por lo que f puede escribirse como:
7= f(X) =AX (3.23)

Es decir, como una ecuaciéon matricial que relaciona los vectores del es-
pacio inicial R” con sus imagenes por f a través de una matriz A que
caracteriza univocamente f.
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Definicién 3.2.1 — Matriz de una aplicacién lineal respecto de las
bases canodnicas de R” y R™

Dada una aplicacién lineal f : K i K™, se llama matriz de f respecto
a las bases canédnicas a aquella cuyas columnas son, ordenadamente,
las imagenes por f de los vectores canonicos de K™:

I T A 5 7
A— Gz1 Qg v Ggy
aml am2 amn

’

Tal que C; (A) = (ay;, .- ;)" = f(€;) = X1, ;.

El nimero de filas de A coincide con la dimensién m del espacio final
de f, y su nimero de columnas coincide con la dimensién n del espacio
inicial de f.

La Definicion 3.2.1 establece una correspondencia biunivoca entre aplica-
ciones lineales de K™ en K" y matrices de m filas y n columnas, de modo
que, consideradas las bases canédnicas, a cada matriz le corresponde una
unica aplicacion lineal, y viceversa.

Ejemplo 3.2.2 Las imagenes de los vectores de la base canonica del
espacio R3 por la aplicacion lineal f : R? i R? definida mediante la
regla de asociacion f(z,y, z) = (2y — z, + y) son:

- 0
s = (| (520
- 2
re=(2) (325
- =l
re =) (3.26)
Por lo que la matriz de f respecto de las bases canédnicas es:
- - - 0 2 -1
A-gel@iE) = (3 % ) e
Asi, la aplicacion lineal f puede expresarse como:
x
- _ 0 2 -1 -
fX) = Ax = (1 1 0) y |, f(X) eR? (3.28)
z

Para todo X € R2.

3.2.4 Matriz de una aplicacion lineal respecto de dos
bases cualesquiera

Supoéngase ahora que los espacios inicial y final de f son dos espacios
vectoriales cualesquiera E' y F' y que las bases B = (u;,...u,) y V =
(vq,-..v,,) son dos bases cualesquiera de estos. Con un razonamiento
analogo al del apartado 3.2.3, se tiene que cada columna de la matriz A
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que caracteriza la aplicacion f respecto de las bases By V es igual al
vector de coordenadas respecto de V de la imagen de cada elemento de

la base B:

Cj (A) = (a1j7 amj)t = [f(uj>]v (3.29)

La matriz A resultante establece una relacion entre el vector de coorde-
nadas respecto a BB de cada elemento en F con el vector de coordenadas

respecto a V de su imagen por f:

[f(x)]Y = A[x)® (3.30)

Definicion 3.2.2 — Matriz de una aplicacion lineal respecto de dos
bases cualesquiera

Dados una aplicacién lineal f : £+ F y dosbases By Vde Ey F
respectivamente, se llama matriz de f respecto a las bases By )V a aque-
lla cuyas columnas son, ordenadamente, los vectores de coordenadas
respecto de V de las imagenes por f de los elementos de B:

a;; Q2 A1pn
A= | %1 Q22 - G2 (3.31)
A1 ) Amn

Tal que C; (A) = (ay, ... )" = [f(u;)]Y.

Ejemplo 3.2.3 Dadas las bases:

2 0 -1

B=(u,,u,,u;) = ( (—1) , (1) , ( 0 ) ) CR? (3.32)
0 1 0

V= ( G) ) (_02) ) C R? (3.33)

Las imagenes por f de los vectores de B3 por la aplicacion lineal f :
R3 ++ R? definida mediante la regla de asociacién f(z,y,z) = (2y —
z, T + y) son:

f@@) = <_12) (3.34)
f(ay) = G) (3.35)
0

f(u3) = (_1) (3.36)
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Los vectores de coordenadas de estas imagenes respecto de la base V
son:

[f(@)]Y = (_;§2> (3.37)
[f(@)]Y = (é) (3.38)
[f@s)]” = (1?2> (3.39)

Por lo que la matriz de f respecto de las bases By V queda asi:

A= UE@PMT@PI@ = () o 10) G40

La matriz A asocia vectores de coordenadas respecto de B de los ele-
mentos de R? con los vectores de coordenadas respecto de V de sus
imagenes a través de f:

[f®)]Y = AP (3.41)

3.2.5 Resumen

1. Dadas una aplicacién lineal f y una base B del espacio inicial F, la
imagen por f de x € E puede expresarse como combinacioén lineal
de las imagenes por f de los elementos de la base B, con coeficien-
tes iguales a las coordenadas de x respecto de B.

2. Dadas dos bases de dos espacios vectoriales £/ y F' de dimensiones
n'y m, existe una correspondencia biunivoca entre aplicaciones li-
neales de F a F' y matrices de tamafio m x n. Es decir, a cada apli-
cacion lineal f se le asocia una inica matriz A asociada, y viceversa.

3. La matriz A de una aplicacion lineal f respecto de dos bases B,
espacio inicial, y V, espacio final, es una matriz cuyas columnas
son los vectores de coordenadas respecto de V de las imagenes por
f de los elementos de la base B.
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3.3 Cambios de base. Semejanza y congruencia
de matrices

3.3.1 Introduccion

Como se habia demostrado en el apartado anterior, dada una aplicacion
lineal f y dos bases para sus espacios inicial y final se obtiene una matriz
asociada a f que es Unica para cada pareja de bases y que permite calcular
las imagenes por f de los elementos del espacio inicial. Por cada pareja
de bases escogida, se obtiene una matriz asociada distinta.

A continuacion, se vera como pasar de una matriz de f a otra matriz de
la misma aplicacion lineal respecto de distintas bases mediante un opera-
dor matricial denominado “matriz de cambio de base”. Entre las distintas
matrices asociadas a una misma aplicacion lineal se pueden establecer
las relaciones de semejanza o congruencia que se definiran al final de es-
te apartado. Cualquier homomorfismo entre espacios vectoriales admite
cambios de base, pero por brevedad nos centraremos en los cambios de
base de matrices asociadas a endomorfismos lineales: aplicaciones linea-
les que asocian elementos de un espacio vectorial con elementos de ese
mismo espacio vectorial, Definicion 3.1.3.

3.3.2 Cambio de base de un vector. Matriz de cambio de
base

Sean B = (uy,...u,) y V = (vy,...v,) dos bases cualesquiera de un
mismo espacio vectorial V. Por la Definicién 1.3.2 de base, es posible
expresar los vectores de la base V como combinaciones lineales de los
vectores de B:

Vi = P11Ug + PorUgt, .+ Py,

Vg = Praly + Poolpt, ... + Ppoly, (3.42)

V= P1pUy + PoyUgt, o+ D4y,

Con coeficientes escalares a los que, por conveniencia, se denotan Dijs
siendo iy j los indices de los vectores de las bases By V correspondientes
a cada uno de ellos, respectivamente.

Todo elemento x € V se puede descomponer como combinacién lineal de
los elementos de cada una de las bases, de modo tal que x = Z?Zl T, =
2?21 x;v;. Sustituyendo los v, por las descomposiciones de la ecuacién
(3.42) y denotando [x]® y [x]” alos vectores de coordenadas de x respecto

de cada base, puede comprobarse que:

[x]5 = Py[x]¥ (3.43)

Donde P€ denota la matriz de cambio de base de Ba V. Sus columnas con-
tienen los coeficientes p;;, ... p,,; de la ecuacion (3.42): las coordenadas de
los vectores de la base V respecto de los de 5.
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Observacién 3.3.1 T La inversa de
Pé, Definicién 3.3.1, realiza el cambio
de base opuesto:

B
[x]® =Py[x]Y =
= XY =P [xf=>
—1 V
=P = PB .
Las columnas de P! contienen las

coordenadas de cada elemento de la
base I3 respecto de la base V.

Definicién 3.3.1 — Matriz de cambio de base

Se llama matriz de cambio de base (o matriz de paso) de 5 a V a una
matriz de la forma:

P11 P12 7 Pin
SEl IR B (A B
Pn1 Pn2 " Pnn

Cuyas columnas son los vectores de coordenadas respecto de la base
B de cada elemento de la base V.

Ejemplo 3.3.1 Dadas las bases:

B= (T, T) = ( (é) , (‘1)) ) (3.44)
T ( (_01> : G) ) (3.45)

Los vectores de coordenadas de los elementos de V respecto de la base
B se calculan resolviendo estos sistemas lineales:

0 1 0

] =pn + P2y =p1 =0, pyy =—1 (3.46)
1 0 1
1 1 0

(1> = D12 <0> + Daa (1> =pp=1pyp=1 (3.47)

B es la base canénica de R?, por lo que las coordenadas de los vectores
de V coinciden con las componentes de los vectores que contiene. La
matriz de cambio de base de B a V es, por tanto, la siguiente:

Py = (i) = (P 2] = (O 1) e

P21 P22

Esta matriz transforma vectores de coordenadas de los elementos de
R? respecto de V en sus vectores de coordenadas respecto de B:

[x]% = PS[x]Y V % € R? (3.49)
Su inversa | es matriz de cambio de base de V a B:
vy ot (1 =1
Pp=(Py) = (1 . ) (3.50)

Esta transforma vectores de coordenadas de los elementos de R? res-
pecto de B en sus vectores de coordenadas respecto de V:

[x]Y =P4[x]® V% € R? (3.51)
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3.3.3 Cambio de base de la matriz de un endomorfismo

lineal

Dado un endomorfismo lineal f : £ E y una base B3 de E, supdngase
que A® es la matriz de f (cuadrada de orden n) respecto de la base By

que AP es la matriz de f, también cuadrada de orden n, respecto de la

base B’. Se tiene que:

[f(x)]? = A®[x]?

’

[f(x0)]% = A% [x]?

7

Llamando Pg/ a la matriz de cambio de base de 5 a B’:

[ = Py [x*

£ ()]E = P [f(x)]F
Sustituyendo (3.54) y (3.55) en la ecuacion (3.52):
P f(x)] = A5 ¥
Introduciendo ahora la expresion (3.53):
Py A% [x]% = AP [x]®
Eliminando [x]?" y despejando AP, se obtiene:

B’ B\ 1, BB
A = (PB/) A PB/

(3.52)
(3.53)

(3.54)
(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

La identidad (3.58) relaciona dos matrices del mismo endomorfismo li-
neal f expresadas respecto de bases diferentes. Esta permite transformar

. B . B . .
la matriz A” de f respecto de la base 55 en la matriz A~ de la misma apli-
cacion f respecto de otra base B’, siendo Pg/ una matriz de paso cuyas
columnas contienen las coordenadas de cada elemento de la nueva base

B’ respecto de los de la base B original.

Proposicion 3.3.1 — Cambio de base de la matriz de un endomorfismo

lineal

Dadas dos bases B, B” del espacio vectorial E, la matriz AP asociada al
endomorfismo lineal f : F  E respecto de la base B y la matriz Pg/

de cambio de base de B a B’, la matriz:

’ —1
A% = (pg) A°PE

es la matriz asociada al endomorfismo lineal f respecto de la base B’.
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Ejemplo 3.3.2 El endomorfismo lineal f : R? = R, (z,y,2) = (y —
z,x,—z) tiene como matriz asociada respecto de la base candnica de
R3, B = (€,,€,,€3), la siguiente:

01 —1
A=[1 0 0 (3.59)
00 —1

Considérese ahora la siguiente base de R:

0 1 0
B = (1;,0,,03) = ( 11,10, -1 ) CR3 (3.60)
—1 0 0

Los vectores de coordenadas de los elementos de B respecto de la base
canénica B pueden calcularse resolviendo un sistema lineal por cada
elemento de B’.

U; = py1€; +Por€ +Pp3i€3 = Py =0, pyy =1, pgy =1 (3.61)
Uy = P12€1 + Paa€s + P3a€3 = P1g = 1, Py =0, p3o =0 (3.62)
U3 = P13€; + Dog€y + P3g€3 = P13 = 0, pog = —1, p33 =0 (3.63)

Como en el Ejemplo 3.3.1, las coordenadas coinciden con los com-
ponentes de cada vector de B’ debido a que B es la base canénica de R3.

Con estos coeficientes, la matriz de cambio de base de B a B’

queda:
0 1 0
B - _ _
PE = (W) |mFlm5) = [ 1 0 —1 (3.60)
—1 0 O
La inversa de esta ultima matriz es:
. ) 0 0 -1
(Pg) =Pg =|1 0 0 (3.65)
0 —1 -1
Para obtener la matriz de f respecto de la base B’ se aplica la identidad
(3.58).
/ ) -1 0 0
AP =@h) APPE =2 o0 -1 (3.66)
-1 =1 0

También es posible efectuar cambios de base de matrices que no son de
endomorfismos. Es decir, de matrices asociadas a aplicaciones lineales de
E en F con E # F, pero estas se encuentran fuera del alcance de este
libro. El lector interesado encontrara en muchos libros de texto de alge-
bra lineal una formulacién mas general para cambiar de base matrices
asociadas a aplicaciones lineales de todo tipo.
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3.3.4 Matrices semejantes

Dos matrices asociadas a una misma aplicacién lineal respecto de diferen-
tes bases cumplen una relacién de equivalencia T que se conoce como de
“semejanza”. En general, dadas dos matrices cuadradas A y B del mismo
orden, si existe una matriz invertible P tal que el producto P~ ' AP coinci-
de con B, se dice que A y B son matrices semejantes la una respecto a la
otra.

Definicién 3.3.2 — Matrices semejantes

Dos matrices cuadradas A y B del mismo orden se dicen semejantes si
existe una matriz invertible P tal que P"'AP = B

Ejemplo 3.3.3 Puede comprobarse que las matrices

0 1 -1
A=[10 o (3.67)
0 0 —1
-1 0 0
B=|2 o0 -1 (3.68)
-1 -1 0
0 1 0
P=|1 0 -1 (3.69)
-1 0 0
cumplen la relacion:
P 'AP=B (3.70)

Por lo que A y B son matrices semejantes. Es decir, son matrices asocia-
das al mismo endomorfismo lineal f : R® i+ R® respecto de dos bases
de R? diferentes relacionadas por la matriz de cambio de base P.

3.3.5 Matrices congruentes

Existe una relacién mas restrictiva, denominada “de congruencia”, que
algunas parejas de matrices cuadradas del mismo orden cumplen. Esta
es su definicién:

Definicién 3.3.3 — Matrices congruentes
Dos matrices cuadradas A y B del mismo orden se dicen congruentes

si existe una matriz cuadrada P tal que P’AP = B.

Ejemplos de matrices congruentes son las matrices asociadas a una mis-
ma forma bilineal respecto de bases diferentes, apartado 7.1.3.

Observacion 3.3.2 1 Dado un con-
junto A en el que se define una re-
lacion entre sus elementos, denotada
con el simbolo “~”, se dice que esta
relacion es de equivalencia si cumple
las tres propiedades siguientes:

1. Reflexividad: x ~x V x € A

2. Simetria: x ~y <y ~x
Vx,ye A

3. Transitividad: (z ~ yAy ~ 2)
>z~zVz,yzeA

La relacion de igualdad es una rela-
cion de equivalencia. Sin embargo, las
relaciones mayor que y menor que no
lo son al no cumplir las propiedades
de reflexividad y simetria.
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3.3.6 Resumen

1. Dos vectores de coordenadas del mismo elemento de un espacio
vectorial respecto de bases diferentes estan relacionados entre si
por una matriz de cambio de base.

2. La columna i-ésima de la matriz de cambio de base de Ba )V esel

vector de coordenadas del i-ésimo elemento de V respecto de la ba-
se 5.

3. Dos matrices asociadas a un mismo endomorfismo lineal respecto
de diferentes bases estan ligadas por una relaciéon de semejanza a
través de una matriz de cambio de base que relaciona ambas ma-
trices. Algunas parejas de matrices cumplen una relacién mas res-
trictiva llamada “de congruencia” donde la inversion matricial se
sustituye por la transposicion.



3.4 Definicién y propiedades de la imagen,
nucleo y rango de una aplicacion lineal o
matriz. Teorema del rango-nulidad

3.4.1 Introduccién

Toda aplicacién entre espacios vectoriales tiene asociados dos subcon-
juntos denominados “imagen” y “nitcleo”. Si la aplicacion es lineal, se
denomina “rango” a la dimension de su imagen. La relacion entre aplica-
ciones lineales y matrices demostrada en la seccién 3.2 permite definir la
imagen, el nucleo y el rango de una matriz y asociarlo con la imagen, el
nucleo y el rango de la aplicacion lineal correspondiente.

Siuna aplicacién lineal es inyectiva o suryectiva, su imagen, nicleo y ran-
go. o los de cualquiera de sus matrices asociadas, cumplen ciertas propie-
dades que se veran en este apartado. También se demostrara una formula
que relaciona entre si el rango, la dimensién del nucleo y la dimensién
del espacio final de una aplicacién lineal cualquiera.

3.4.2 Imagen y nucleo de una aplicaciéon

Recordemos que, por la Definicién 3.1.1, una aplicacioén f : E' +— F trans-
forma elementos de E en elementos de F, de modo tal que para todo
xe Lk

y=fx)eF (3.71)

Si el conjunto final F' es un espacio vectorial, probablemente existan ele-
mentos del dominio E cuya imagen por f sea igual al elemento nulo o
cero de F":

y = f(x) = 0p paraalginx € E (3.72)

Asi pues, toda aplicacion f lleva asociados dos subconjuntos: su imagen
en F'y sunucleo en F.

Definicién 3.4.1 — Imagen y nucleo de una aplicacién
Dada una aplicacion f : E +— F.
1. Se define la imagen de f como el conjunto:

Imf={fx):x€ B} CF (3.73)

2. Se define el nicleo de f como el conjunto:

kerf={ueFE: fluy=0s}CFE (3.74)

3.4 Imagen, niicleo y rango

101



102 | 3 Aplicaciones lineales

Ejercicio 3.4.1 + Demostrar que los
subconjuntos imagen y niicleo de una
matriz o aplicacion lineal entre espa-
cios vectoriales son siempre subespa-
cios.

3.4.3 Imagen y nucleo de una matriz

La correspondencia biunivoca entre aplicaciones lineales y matrices de-
mostrada en la seccion 3.2 permite definir los conjuntos imagen y nicleo
de una matriz A y relacionarlos con la imagen y el nucleo de una aplica-
cién lineal f asociada a A.

[len

Toda matriz A € K™*" transforma vectores columna de en vectores

columna de K1*™ mediante el producto matricial, asociando a cada X €
K1*™ el vector:

y = Ax € K™ (3.75)

Por tanto, toda matriz A € K™*™ lleva asociados dos conjuntos: su ima-
gen en K™ y su nicleo en K”.

Definicion 3.4.2 — Imagen y nicleo de una matriz

Dada una matriz A € K™*":

1. Se define la imagen de A como el conjunto:

ImA = {AX : X € K"} C K™ (3.76)

2. Se define el nucleo de A como el conjunto:
kerA={ueKk": Au=0} C K" (3.77)

Si A es la matriz de cierta aplicacion lineal f, los conjuntos imagen y
nucleo de A coinciden con los de f.

Es facil demostrar T que la imagen y el ndcleo de una matriz son subes-
pacios vectoriales de K™ y K", respectivamente. Para ello, basta con com-
probar que, para toda matriz A, cualquier combinacién lineal de vectores
de la imagen o al nicleo de A, Definicién 3.4.2, pertenece también a la
imagen o al nucleo de A.

Por ello, y por la correspondencia entre matrices y homomorfismos dis-
cutida en la seccion 3.2, la imagen y el nicleo de una aplicacién lineal
f entre los espacios vectoriales E'y F' son subespacios, respectivamente,
de F'yde E.

En el siguiente ejemplo se muestra que la imagen de una matriz coincide
siempre con la clausura lineal de sus columnas:

Ejemplo 3.4.1 Se tiene el endomorfismo lineal f : R* - R? definido
como f(z,y,2) = (y — x,x + 22,y + 2z). Las imagenes por [ de los
vectores de la base canénica de R?® son:

£(1,0,0) = (—1,1,0) (3.78)

£(0,1,0) = (1,0,1) (3.79)
£(0,0,1) = (0,2,2) (3.80)



Por lo que su matriz asociada respecto de la base canénica de R? es:

-1 10
A=|1 0 2 (3.81)
0 1 2

La base de referencia es la base canodnica, por lo que Im A coincide con
Im f.

ImA=Imf={AX: XeR3} =

:{ 1 0 2 Zg :(ml,x2,$3)€R3} =
1 2

0 . (3.82)
(+) —1 1 0
= {xl L4z [ 0] +ag | 2] (z,20,23) € RS}

0 1 2

En (x) se aplica la propiedad 1 de la Proposicién 2.2.5, segun la cual el
producto de una matriz por un vector columna se puede escribir como
una combinacion lineal de las columnas de la matriz, con coeficientes
iguales a los elementos del vector.

Ejemplo 3.4.2 Sean la aplicacion lineal f del Ejemplo 3.4.1 y su matriz
asociada A respecto de las bases canoénicas, ecuacion (3.81), se tiene
que el nicleo de A, ker A, coincide con el de la aplicacién f:

kerA=kerf={ueR3: Au=0}=
=< (zy,29,73) ER3: | 1 0 2| |2y | =10
0 1 2/ \as 0

Para calcularlo, se resuelve el sistema lineal homogéneo:

Tg—2; =0 (3.84a)
225+ 2, =0 (3.84b)
2z + x5 =0 (3.84c)

Estas son tres ecuaciones implicitas del nicleo de A. Notese que la
primera ecuacion puede obtenerse restandole a la tercera ecuacion la
segunda, por lo que la dimensién del subespacio nicleo de A es igual
a3—2=1.

Parametrizando z:

T, 2
Ty =AER=z,=A=23="N2= |z, | =A| 2 (3.85)
Ty —1

Por lo que ker A = ker f = L[(2,2,—1)].

3.4 Imagen, niicleo y rango
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3.4.4 Subespacio fila y subespacio columna de una matriz

Como se ve en el Ejemplo 3.4.1, el producto AX entre una matriz A €
K™*" y un vector columna X € K*" puede escribirse como una combi-
nacion lineal de las columnas de A. Es decir, como:

=12,C, (A) + - +,C, (A) (3.86)

De la ecuacion (3.86) se deduce que un vector en K!*™ puede represen-
tarse de la forma AX, si y solo si, es combinacion lineal de las columnas
de A. En consecuencia, la imagen de A coincide con el subespacio gene-
rado por las columnas de A, llamado también “subespacio columna” de
A. Ademas, al transponer A, sus filas se convierten en columnas y vice-
versa, lo cual permite definir el subespacio fila de una matriz A como
aquel generado por sus filas o, equivalentemente, como la imagen de su
transpuesta. Es decir, como Im A,

Definicion 3.4.3 — Subespacios columna y fila de una matriz
Sea la matriz A € K™*™:

1. El subespacio columna de una matriz A € K™*" es el subespa-
cio en K™ engendrado por las columnas de A. Coincide con Im A.

2. El subespacio fila de una matriz A € K™*" es el subespacio en
K" engendrado por las filas de A. Coincide con Im A”.

Ejemplo 3.4.3

1. El subespacio columna de la matriz A del Ejemplo 3.4.1 es la clau-
sura lineal de sus columnas. Es decir, el subespacio:

L{C1(A), Co(A), C3(A)}] =

-1\ /1 (0 (3.87)
—L 1|, lof.|2 — ImA.
0 1) \2

2. El subespacio fila de A es la clausura lineal de sus filas. Es decir,
el subespacio:

L[{F,(A),F2(A), F3(A)}] =

, (3.88)
= L[{(ila 13 0>7 <1a Oa 2>7 (Ov 13 2>}] =ImA"

3.4.5 Imagen y suryectividad

Recordemos por la Definicion 3.1.5 que una aplicaciéon f : E +— F' se
dice sobreyectiva si f(E) = F o, 1o que es lo mismo,siVy € F, 3z €
E tal que f(z) = y. Como consecuencia de esta definicién y de la Propo-
sicién 1.3.3 que afirma que la dimensién de H C V coincide con la de
V,siysolosi, H =V, toda aplicacién lineal sobreyectiva entre espacios
vectoriales cumple la siguiente propiedad:



Proposicion 3.4.1 — Imagen de una aplicacion suryectiva

Una aplicacion lineal entre espacios vectoriales es suryectiva, si y solo
si, la dimension de su imagen coincide con la de su espacio final. Es
decir, sea f : E +— F'lineal, con E, F' espacios vectoriales:

f es suryectiva < dimIm f =dim F' =m

Naturalmente, si f es suryectiva, la imagen de cualquier matriz A €
K™*™ asociada a f tiene dimension m, y viceversa, si la dimension de
la imagen de una matriz coincide con su numero de filas m, se trata de
una matriz asociada a una aplicacion lineal suryectiva.

3.4.6 Nucleo e inyectividad

Recuérdese que, por la Definicién 3.1.5, una aplicacion f : E +— F se
dice inyectiva si cada elemento del conjunto final F' es imagen de, como
maximo, un elemento del dominio E. Es decir, si V z,y € E, f(z) =
f(y) implica * = y. En este apartado, se exploran las propiedades del
nucleo de una aplicacién lineal inyectiva entre espacios vectoriales.

Dada una aplicacion lineal inyectiva f : E — F, supéngase que ker f #
{0g}. Es decir, que su nicleo tiene dimensién mayor que uno. Entonces
existirian elementos no nulos del espacio inicial cuyaimagen es 0, Ju €
ker f, u +# 0p, tal que 0 = f(0g) = f(u), por lo que f no cumpliria la
condicidén de inyectividad. Con este razonamiento se demuestra que si f
es inyectiva, su nucleo coincide con el subespacio {05 }.

Para demostrar el converso de esta ultima implicacion. Es decir, para
probar que si el ntcleo de una aplicacién lineal f es el subespacio nu-
lo {0y} esta es inyectiva, supéngase que existen u,v € F tales que
f(u) = f(v). Entonces, por linealidad, f(u — v) = f(u) — f(v) = 0,
luego u — v € ker f = {0}, de donde se deduce que u — v = 0, asi que
u = vy por tanto f es inyectiva. De este modo, se demuestra que si el
nucleo de una aplicacion lineal es el subespacio nulo, esta es inyectiva.

Se tiene asi que para ver si una aplicacion lineal entre espacios vectoriales
es inyectiva, basta con comprobar si su nicleo es el subespacio nulo:

Proposicion 3.4.2 — Niucleo de una aplicacion inyectiva

Sea la aplicacion lineal f : E + F entre espacios vectoriales, f es
inyectiva, siy solo si ker f = {0}.

Ejemplo 3.4.4 El nucleo de la aplicacion lineal f del Ejemplo 3.4.1 y
de su matriz asociada A es, como se ve en el Ejemplo 3.4.2, ker A =
ker f = L[(2,2,—1)]. Por tanto, dimker f = 1 # 0y f no son una
aplicacion inyectiva por la Proposicion 3.4.2.
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Ejemplo 3.4.5 La matriz asociada a la aplicacion lineal:

9(x,y,2) = (y —x,x + 22,2 —y) (3.89)

Respecto de las bases canonicas es la siguiente:

-1 1 0
B=|1 o0 2 (3.90)
0 -1 1
Su nucleo coincide con el conjunto de soluciones del sistema lineal
homogéneo:
-1 1 0 T, 0 Ty —21 =0
1 0 2 To | =10 =< 2253 —2,=0 (3.91)
0 —1 1 X3 0 T3 — Ty = 0

Las tres ecuaciones del sistema (3.91) son independientes entre si, por
lo que tiene una unica solucién: el vector (0, 0,0). Por tanto, el nicleo
de £ es el subespacio nulo de R?. Como consecuencia de la Proposiciéon
3.4.2, se tiene que g es una aplicacion lineal inyectiva.

Ejemplo 3.4.6 La matriz asociada a la aplicacion lineal:

h:R3= R% h(z,y,2) = 2y — 2,2 +y) (3.92)

Respecto de las bases canénicas es la siguiente:

0 2 —1
C= ( L1 o ) (3.93)
Su nucleo coincide con el conjunto de soluciones del sistema lineal
homogéneo:
_ ! 0 —z, =0
<(1) f 01> o |=(0|= { vz (3.94)
s 0 Ty +x9=0

El conjunto de soluciones de este sistema forma un subespacio en R3
de dimension dos. Parametrizando z, = A € R, se tiene que ker C =
ker g = L[(1,—1,2)], por lo que la aplicacién lineal h no es inyectiva
por la Proposicion 3.4.2.

3.4.7 Rango de una matriz

A la dimension de la imagen de una matriz se la conoce como su “rango
por columnas”:

Definicién 3.4.4 — Rango por columnas de una matriz

El rango por columnas de una matriz A € K™*" es la dimension de su
subespacio columna. Es decir, de su imagen:

r(A) =dimIm A = dim (L[{C; (A),...C,, (A)}])



Dicho de otra forma, el rango de A es el nimero maximo de columnas de
A linealmente independientes.

Por otro lado, se llama “rango por filas de una matriz” a la dimension
de su subespacio fila. Es decir, al nimero maximo de filas de A lineal-
mente independientes, que coincide con la dimension de la imagen de su
transpuesta A":

Definicion 3.4.5 — Rango por filas de una matriz

El rango por filas de una matriz A € K™*" es la dimension de su subes-
pacio fila. Es decir, la dimension de la imagen de su transpuesta:

r(A") = dimIm A" = dim (L[{F, (A), ... F, (A)}])

Considérese una matriz genérica A € K”™*" cuyo rango por columnas
sea r < n. Para explorar la posible relacién que guardan ambos rangos,
se construye una matriz C € K™*" que contenga r columnas cualesquie-
ra de A linealmente independientes de modo que ambas matrices tengan
el mismo subespacio columna y, en consecuencia, un rango por colum-
nas igual a r. Las n columnas de A son combinaciones lineales de las
r columnas de C. Con los coeficientes escalares de esas combinaciones
lineales se puede construir una matriz F € K"™*" tal que:

A =CF (3.95)

Ademas, en virtud de las propiedades del producto matricial, Proposiciéon
2.2.5, se tiene que las filas de A son combinaciones lineales de las filas de
F. F tiene r filas, por lo que el rango por filas de A se encuentra superior-
mente acotado (ha de ser igual o menor) por .

Como el rango por filas de A coincide, por definicion, con el rango por
columnas de A", puede aplicarse el mismo razonamiento a la matriz A",
Descomponiéndola como en la ecuacién (3.95), como el producto de una
matriz C € K™*" que contenga r columnas linealmente independientes
de A" por una matriz F € K"™*", se concluye que el nimero de columnas
linealmente independientes de A* debe ser igual a , pues de lo contrario
A’ tendria rango por filas menor que r y, por tanto, el rango por columnas
de A seria menor que 7.

Se demuestra asi que el rango por filas de cualquier matriz A coincide
con su rango por columnas:

Proposicion 3.4.3 — Relacion entre los rangos por filas y columnas
de una matriz

Los rangos por filas y columnas de toda matriz A € K™*" coinciden:

r(A) = dimIm A = dim (L[{C, (A),...C,, (A)}]) =
= dim (L[{F, (A),...F,, (A)}]) = dimImA" = r(A")

m
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Al coincidir el rango por filas con el rango por columnas, puede hablarse
simplemente del rango de una matriz, definido como la dimensién de su
imagen, o equivalentemente, de su subespacio fila asociado:

Definicion 3.4.6 — Rango de una matriz

A la dimensién de la imagen de una matriz A € K™*" se la conoce
como el rango de A. Este se denota como r(A).

Definicion 3.4.7 — Matrices de rango maximo y de rango deficiente

Si el rango de la matriz A € K"™*" coincide con su maximo tedrico,
r(A) = min{m,n}, se dice que A es de rango maximo. De lo contrario,
sir(A) < min{m,n}, se dice que A es de rango deficiente.

Ejemplo 3.4.7 Sean la aplicacion lineal f del Ejemplo 3.4.1 y su matriz
asociada A, la imagen de A es:

ImA =L[{C,(A),Cy(A),C5(A)}] =

{(2)()- @) }] -ummmn o™
—1L 1|.,]0],]2 =L[{T,, 0, T3}]
0 1 2

Véase que u; = 2u; + 2u,, mientras que U, y U, son linealmente inde-
pendientes, por lo que estos forman una base de Im A, y en consecuen-
cia:

r(A) = dimImA = dimL[(W,,T,)] = 2 (3.97)

Ejemplo 3.4.8 Sean la aplicacion lineal g del Ejemplo 3.4.5 y su matriz
asociada B, la imagen de B es:

ImB = L[{C,(B),C,(B),C;5(B)}] =

{(2)(o)-E)]
=1 1{,[o],[2 =L[{T;, T, T3}]
0 1 1

En este caso, det(B) es distinto de cero, por lo que los vectores U;, U, y
U5 forman una familia libre y, por tanto, una base de Im B, por lo que:

r(B) = dimImB = dimL[(T;,u,, u3)] = 3 (3.99)

Ejemplo 3.4.9 Sean la aplicacion lineal / del Ejemplo 3.4.6 y su matriz
asociada C, la imagen de C es:

ImC =L H <?> , G) : (_01> H = L[{T,,T,,T3}]  (3.100)



Como consecuencia de la Proposicion 1.3.3, la dimension de la imagen
de C no puede ser mayor que dos. Cualquier pareja de columnas de la
matriz, por ejemplo U; y U,, constituye una familia libre que es base
de Im C, por tanto:

r(C) = dimImC = dimL[(T;,u;)] = 2 (3.101)

3.4.8 Calculo del rango mediante reduccion gaussiana

Recordemos que, como se mostro6 en el apartado 2.5.3, realizar operacio-
nes elementales sobre las filas de una matriz A € K™*" equivale a pre-
multiplicar por sucesivas matrices elementales:

E, ..E,E A (3.102)

Por el razonamiento expuesto al demostrar el Teorema 1.3.1, la clausura
lineal de las filas de A no cambia cuando se efectiian permutaciones de
filas, o se multiplican por escalares no nulos, o a unas se les suman los
multiplos de otras. En consecuencia, las operaciones elementales por filas
dejan invariante el subespacio fila de A y, por tanto, su rango. Ocurre lo
mismo respecto a las columnas.

Si mediante este proceso se transforma la matriz en una de tipo trapezoi-
dal, da igual si superior o inferior, contando el nimero de filas no nulas
de la matriz reducida se obtendria de manera inmediata el rango de la
matriz A.

Igualmente puede procederse efectuando operaciones elementales sobre
las columnas, las cuales conservan invariante el subespacio columna de
A, o incluso combinando ambos tipos de operaciones, transformando la
matriz en otra cuyo rango sea trivial de obtener. A este proceso se le suele
conocer como reduccion gaussiana.

Ejemplo 3.4.10 Seanla aplicacién lineal f del Ejemplo 3.4.1 y su matriz
A asociada respecto de las bases candnicas, su imagen puede calcularse
reduciéndola mediante operaciones elementales por filas:

—1 1 0 F;:FQ—FFI —1 1 0
A=]1 0 2| ———| 0 1 2
0 1 2 0 1 2

Véase que las dos ultimas filas de la matriz reducida coinciden, mien-
tras que la primera fila es linealmente independiente de estas. Por tan-
to, r(A) = 2.

Ejemplo 3.4.11 Sean la aplicacion lineal g del Ejemplo 3.4.5 y su matriz
B asociada respecto de las bases candnicas, su imagen puede calcularse
reduciéndola mediante operaciones elementales por filas:

—1 1 0 F;:F2+F1 -1 1 0
B I o e 02
0 —1 1) Fs=Fs+F \o0o o 3
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Ninguna de las filas de su forma triangular reducida es nula, por lo que
r(B) = 3.

A continuacion, se enumeran algunas propiedades basicas del rango:

Proposicion 3.4.4 — Propiedades del rango de una matriz
1. El rango de una matriz A € K™*" no puede exceder nunca el
minimo entre m y n.
r(A) < min(m,n) (3.103)
2. El rango de la suma de dos matrices A,B € K™*™ no puede ex-
ceder nunca la suma de sus rangos.
r(A+B) <r(A)+1(B) (3.104)

Sean A, B dos matrices cualesquiera tales que el producto matricial AB
tenga sentido:

3. El rango del producto no puede exceder el rango de ninguna de
las matrices multiplicadas.
r(AB) < min(r(A),r(B)) (3.105)

4. Si A tiene rango maximo por columnas:

r(AB) = r(B) (3.106)

5. Si B tiene rango maximo por filas:

r(AB) = r(A) (3.107)

6. Para cualquier matriz A, se verifica:
r(A"A) = r(AA") = 1(A) (3.108)

Se demostraran todas las propiedades salvo la 6, que se demostrara tras
haber enunciado el Teorema 3.4.5 del rango-nulidad.

Demostracion:

1. Esto es una consecuencia directa de la definicién de rango, Defi-
nicién 3.4.6, y de la Proposicién 1.3.3. El rango de una matriz se
define como la dimensién de su subespacio columna, que no pue-
de exceder el nimero de columnas de la matriz. De acuerdo con la
Proposicién 3.4.3, esa coincide con la dimension de su subespacio
fila, que no puede exceder el nimero de filas de la matriz. En con-
secuencia, toda matriz cumple la acotacién (3.103).

2. Denotense los subespacios columna de A, B y A + B, respectiva-
mente, como C,, Cy y Cy . Las columnas de A + B son la suma
de las columnas de A mas las de B, por lo que el subespacio C, 3
esta contenido en la suma de C, y Cg.

El mismo razonamiento puede realizarse sobre las filas de las tres
matrices: denotando los subespacios fila de A, B y A + B, respecti-



vamente, como F,, Fy y F,_ 3, las filas de A + B son la suma de las
filas de A mas las de B, por lo que el subespacio F, , esta conteni-
do en la suma de F, y Fy.

Como consecuencia del Teorema 1.4.5 de Grassmann, dim C,+Cy <
dimC, + dim Cy y dimF, + Fy < dimF, + dim F;. De estas acota-
ciones, de la Definicion 3.4.6 de rango y de la igualdad de los rangos
por filas y por columnas, Proposicion 3.4.3, se deduce la identidad
(3.104).

. Segun la propiedad 1 de la Proposicion 2.2.5, las columnas de AB
son combinaciones lineales de las de A, por lo que el subespacio
columna de AB est4 contenido en el de A. Por otro lado, por la
propiedad 2 de la Proposicion 2.2.5, las filas de AB son combina-
ciones lineales de las de B, por lo que el subespacio fila de AB esta
contenido en el de B. Aplicando la Definicién 3.4.6 de rango y por
la igualdad entre los rangos por filas y por columnas, Proposicién
3.4.3, se deduce la desigualdad (3.105).

. A tiene rango maximo por columnas, por lo que r(A) coincide con
su numero de columnas n, que por la propiedad 1 es mayor o igual
que su numero de filas m. Para que su producto matricial con B sea
compatible, el niimero de filas de B debe coincidir con n, mientras
que para su nimero de columnas 7 no hay restricciones. Como con-
secuencia de ello y de la propiedad 1, el rango de B puede variar
entre 1 y n; por lo que, por la propiedad 3, se tiene que 1(AB) < n.

Para demostrar que el rango de AB es estrictamente igual al rango
de B, es necesario comprobar que el subespacio fila de AB coinci-
de con el de B. El producto %' AB, donde X es un vector columna
genérico de K1, es combinacién lineal de las filas de AB, por lo
que pertenece al subespacio fila de AB, mientras que el producto
%' A genera un vector perteneciente al subespacio fila de A. La aco-
tacion r(A) = n < m implica que el subespacio fila de A coincide
con K™, mientras que {X'B : X € K™*!} C R" es el conjunto de
todas las combinaciones lineales posibles de las filas de B, que por
la Definicion 3.4.3 es el subespacio fila de B.

De este modo, se demuestra la igualdad entre los subespacios fila
de By AB, y con ello laigualdad entre los rangos de ambas matrices.

. B tiene rango maximo por filas, por lo que r(A) coincide con su
numero de filas m, que por la propiedad 1 es igual o mayor que
su numero de columnas n. Para que su producto matricial con A
sea compatible, el nimero de columnas de A debe coincidir con m,
mientras que para su nimero de filas  no hay restricciones. Como
consecuencia de ello y de la propiedad 1, el rango de A puede variar
entre 1y m; por lo que, por la propiedad 3, se tiene que r(AB) < m.
Para demostrar que el rango de AB es estrictamente igual al ran-
go de A, es necesario comprobar que el subespacio columna de AB
coincide con el de A. El producto ABx, donde X es un vector colum-
na genérico de K"*!, es combinacion lineal de las columnas de AB,
por lo que pertenece al subespacio columna de AB, mientras que el
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producto BX' genera un vector perteneciente al subespacio colum-
na de B. La acotacién r(B) = m < n implica que el subespacio co-
lumna de B coincide con K", mientras que {AX : X € K**1} C R™
es el conjunto de todas las combinaciones lineales posibles de las
columnas de A, que por la Definicion 3.4.3 es el subespacio colum-
na de A.

Asi se demuestra la igualdad entre los subespacios columna de A y
AB, y con ello la igualdad entre los rangos de ambas matrices.

O

3.4.9 Rango de una aplicacion lineal

En el apartado 3.4.3, se razoné que el subespacio imagen de una aplica-
cion lineal f coincide con la imagen de una matriz A asociada a f, lo que
implica que la dimensién del subespacio imagen de f coincide con la di-
mension del subespacio imagen de A, que por definicion es el rango de
A. Esto permite definir el concepto de rango de una aplicacion lineal y
relacionarlo con el rango de una matriz asociada cualquiera.

Definicién 3.4.8 — Rango de una aplicacion lineal

Se define el rango de una aplicacion lineal f entre espacios vectoriales
como la dimensién de su subespacio imagen: r(f) = dim f.

Ejemplo 3.4.12 Elrango de la matriz A asociada a la aplicacién lineal f
de la ecuacion (3.59) del Ejemplo 3.4.1 es r(A) = 2, por lo que r(f) = 2.

Ejemplo 3.4.13 Elrango de la matriz B asociada a la aplicacién lineal f
de la ecuacién (3.90) del Ejemplo 3.4.5 es r(B) = 3, por lo que r(g) = 3.

Ejemplo 3.4.14 Elrango de la matriz C asociada a la aplicacién lineal i
de la ecuacion (3.93) del Ejemplo 3.4.6 es r(C) = 2, por lo que r(h) = 2.

3.4.10 Teorema del rango-nulidad

A continuacién, se mostrara que existe una relacién entre el rango de
cualquier matriz y la dimension de su nicleo. Ademas, por la equivalen-
cia entre matrices y aplicaciones lineales demostrada en el apartado 3.2.4,
estas ultimas cumplen una relacion analoga.

Sea A una matriz con n columnas, su nicleo, ker A, es un subespacio en
K™ cuya dimension es k < n. Denoétese (U, ... U;,) a un conjunto ordena-
do que es base de ker A. Por el Teorema 1.3.4 de complecion de bases, afia-
diendo al conjunto n—k vectores U, 1, ... U, linealmente independientes
entre si y a los contenidos en el conjunto ordenado, este se convierte en
una base de K" a la que se denotar4 en adelante 5.

K™ =L[(Ty,... Uy, Uy g, .- U,,)] = L[B] (3.109)



Por la Definicién 3.4.2, el conjunto de todos los transformados por A de
los vectores columna de K™ constituye el subespacio imagen de A. Al
pre-multiplicar A por cada uno de los vectores de la base 3 se obtiene un
sistema generador de Im A que puede, o no, ser base.

ImA = L[{AT,, ... AU, ATy, , ... AT, }] (3.110)

Los k primeros vectores de I3 pertenecen a ker A, porlo que At , ... A, =
0y la expresion (3.110) se reduce a:

ImA =L[{0,...0, AT, ... AU, }| = L[{AU,,, ... AU, }] (3.111)

Los transformados por A de los dltimos n — k vectores de BB son lineal-
mente independientes entre si. Esto puede demostrarse por reduccién al
absurdo mediante el siguiente razonamiento: Supéngase que los n — k
transformados por A son linealmente dependientes entre si. Por la De-
finicién 1.2.3, existirian coeficientes escalares A, {,... A, € K no todos
nulos tales que:

Mep1AU, + -+ A,AT, =0 (3.112)

Sacando factor comun A, se tiene:

A()‘k+1ﬁk+1 +-4+ A0, = 0 (3.113)

Por lo que la combinacién lineal A\, U, ; + -~ + A, U, perteneceria a
ker A. Pero este resultado contradice la hipotesis inicial de que la dimen-
sion de ker A es k, pues al ser los vectores U, 1, ...T,, linealmente in-
dependientes de u ... U, no seria posible expresar los primeros como
combinacion lineal de los tltimos. Se concluye que U, {,...T,, son vec-
tores linealmente independientes que forman una base de Im A, y que la
imagen y el nicleo de A cumplen la relacion:

dimImA =r(A) =n—k =n—dimker A (3.114)

Toda matriz A € K™*™ cumple la identidad (3.114) que se acaba de de-
mostrar, lo que permite enunciar el siguiente teorema:

Teorema 3.4.5 — Teorema del rango-nulidad

Sea A una matriz compuesta por n columnas, entonces:

dimker A +1(A) =n (3.115)

Y sea f : E — F una aplicacion lineal entre espacios vectoriales con
dim F = n, entonces:

dimker f +1(f) =n (3.116)

El teorema del rango-nulidad permite demostrar facilmente la propiedad
6 de la Proposicion 3.4.4:
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Demostracion: (propiedad 6)

Sea A € K™*™:

6. De acuerdo con la Definicion 3.4.1, el nicleo del producto de A con
su adjunta, la matriz AAh, es el conjunto {X € K™ : AA"x = 0}.
Six € K™ cumple la identidad A"z = 0, este cumple también
AA"% =0, por lo que ker A" C ker AA".

Por otro lado, si X € ker AA", entonces AA"x = 0 = ¥"AA"x =

0= (A")"A"x =0 = A"x =0, por lo que ker AA" C ker A",

Se tiene asi que ker AA" = ker A". Por tanto, la dimensién de
ker AA" coincide con la de ker A", Aplicando tanto la Definicién
3.4.6 como el Teorema 3.4.5 del rango-nulidad se obtiene la relacién
r(AA") = r(A") = r(A).

Con un razonamiento analogo, se demuestra que r(A"A) = r(A).

O

Los conceptos de imagen, nucleo y rango de una matriz y el teorema
del rango-nulidad permiten extender la Proposicion 3.5.5 de forma que
existan varias formas equivalentes de comprobar si una matriz cuadrada
es regular:

Corolario 3.4.6 — Caracterizacion de las matrices invertibles

Sea A una matriz cuadrada de orden n, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. A es invertible.
2. det(A) # 0.

3. 1(A) = n.

4. ker A = {0}.

Demostracion:

La equivalencia de las afirmaciones [(1) --- (4)] puede demostrarse me-
diante la siguiente cadena de implicaciones: Primero, que (2) implica (3).
Después, que (3) implica (4). A continuacion, que (4) implica (1). Y por
ultimo, para cerrar el circulo, que (1) implica (2).

P (2) = (3): sea A una matriz cuadrada de orden n, el contrapositi-
vo de la proposicion “det(A) # 0 = r(A) = n” es la proposiciéon
“r(A) < n = det(A) =0

Para demostrar la veracidad de esta ultima proposicién, supongase
que el rango de A es menor que n. Esto significa que los subespa-
cios fila y columna de la matriz tienen dimensién menor que n, por
lo que al menos una de sus filas, o columnas, es combinacién lineal
de las restantes.



Por la propiedad 3 de la Proposicién 2.3.2, esto implica que det(A) =
0. Se demuestra asi que si det(A) # 0, el rango de A es n.

P (3) = (4): esto es una consecuencia directa del Teorema 3.4.5 del
rango-nulidad. Sea A una matriz cuadrada de orden n y de rango
completo, sustituyendo en (3.115) se obtiene:

dimker A + r(A) = dimkerA+n=n=

, (3.117)
= dimkerA=n—n=0.

» (4) = (1): sea A una matriz cuadrada de orden n cuyo nuicleo es el
subespacio nulo de K™. Supdngase que existe algiin X € K™ no nulo
tal que:

AX =10 (3.118)

Multiplicando ambos miembros de la identidad (3.118) por la inver-
sa de A:

A'AX=A"0=>x=0=>%x=0 (3.119)

Sin embargo, este tltimo resultado contradice la suposicion de que
exista algiin X # 0 tal que AX = 0. Asi, se demuestra por reduccién
al absurdo que ker A = {0}, lo que a su vez implica que A es inver-
tible.

P (1) = (2): esta es la implicacién mas dificil de demostrar. Como se
razono en el apartado 2.5.4, si A es una matriz invertible, existe una
secuencia de operaciones elementales por filas que la transforma
en la matriz identidad:

E,..E;ELA=1=E, . .EE =A"

/! ’ /y ’ -1 (3120)
AE\E,..E, =1=EE, .E, = A

Las operaciones elementales mantienen invariante el rango de la
matriz en la que se efectiian. El rango de la matriz identidad de
orden n es igual a n. De acuerdo con la implicacién (4) = (1), si el
rango de A fuese menor que n, en cuyo caso el determinante de A
seria cero, no seria posible encontrar una secuencia de operaciones
elementales por filas, o por columnas, que reduzca A a la matriz
identidad, por lo que A no seria invertible. El contrapositivo de
esta dltima implicacion es lo que se queria demostrar: que si A es
invertible, su determinante es distinto de cero.

O

En virtud del corolario que se acaba de demostrar, existen tres modos de
comprobar que una matriz cuadrada es invertible: comprobar que su ran-
go sea n, que su nucleo tenga dimensién cero, o bien que su determinante
sea distinto de cero.

La siguiente proposicién enumera algunas condiciones necesarias para
que un homomorfismo sea inyectivo y/o suryectivo:

3.4 Imagen, niicleo y rango
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Proposicion 3.4.7 — Condiciones necesarias para la inyectividad o
suryectividad de un homomorfismo

Dados dos espacios F, F' con dimensiones n y m, respectivamente, y
la aplicacién lineal f : E — F:

1. Una condicion necesaria para que f sea inyectiva es que m > n.

f inyectiva = m >n (3.121)

2. Una condicion necesaria para que f sea suryectiva es que m < n.

f suryectiva = m <n (3.122)

3. Enel caso de que m = n, si f es inyectiva, también es suryectiva
y viceversa.

f inyectiva < f suryectiva (3.123)
Ejercicio 3.4.2 + Demostrar las tres Estas propiedades pueden demostrarse facilmente 1 a partir del Teorema
propiedades enumeradas en la Propo- 3.4.5 del rango-nulidad y de las dos propiedades que cumplen el rango

sicién 3.4.7. , . . . . . .
y el nucleo de las aplicaciones lineales, suryectivas e inyectivas. A saber,

las Proposiciones 3.4.1 y 3.4.2.

Ejemplo 3.4.15 Seanla aplicacién lineal f del Ejemplo 3.4.1 y su matriz
asociada A respecto de las bases candnicas. Se tiene:

r(A) =r(f) =2 (3.124)
dimker A = dimker f =1 (3.125)

Se comprueba que se cumple el teorema del rango-nulidad:

dimker f+r(f) =n=1+2=3 (3.126)
Ejemplo 3.4.16 Sean la aplicacion lineal g del Ejemplo 3.4.5 y su matriz
asociada B respecto de las bases candnicas. Se tiene:

r(B) =1(g) = 3 (3.127)
dimker A = dimker f =0 (3.128)

Se comprueba que se cumple el teorema del rango-nulidad:

dimker f+1(f) =n=0+3=3 (3.129)
Ejemplo 3.4.17 Sea la aplicacion lineal & del Ejemplo 3.4.6 y su matriz
asociada C respecto de las bases candnicas. Se tiene:

r(C) =1(h) =2 (3.130)
dimker A = dimker f =1 (3.131)

Se comprueba que se cumple el teorema del rango-nulidad:

dimker f+r(f) =n=1+2=3 (3.132)



3.4.11 Resumen

10.

. Se define la imagen de una aplicacién como el subconjunto de ele-

mentos del espacio final que son imagen de al menos algin elemen-
to del espacio inicial.

Se define el nicleo de una aplicacién como el subconjunto de ele-
mentos del espacio inicial cuya imagen es el elemento cero del es-
pacio final.

Si f es una aplicacion lineal entre espacios vectoriales, ambos sub-
conjuntos son subespacios.

Debido a la correspondencia entre matrices y aplicaciones lineales,
a toda matriz se le puede asociar un subespacio nucleo y un subes-
pacio imagen.

Los subespacios columna y fila de una matriz coinciden, respecti-
vamente, con la imagen de la matriz y de su transpuesta.

El espacio final de una aplicacion lineal suryectiva coincide con su
imagen, por lo que ambos tienen la misma dimensién.

El nucleo de una aplicacién lineal inyectiva es el subespacio nulo,
y toda aplicacién lineal cuyo nucleo sea el subespacio nulo es in-
yectiva.

El rango por filas de una matriz es la dimension de su subespacio
fila. El rango por columnas es la dimension de su subespacio co-
lumna. Ambos rangos coinciden siempre.

Las operaciones elementales sobre matrices dejan inalterado su
rango. Por ello, un modo de calcular el rango de una matriz es redu-
cirla a forma trapezoidal. El nimero de filas o columnas no nulas
de la matriz reducida coincide con su rango. A este método se le
conoce como ‘reduccion gaussiana”.

La suma de la dimension del nucleo de una matriz mas su rango
coincide siempre con su nimero de columnas. Como consecuen-
cia, una matriz cuadrada es regular, si y sélo si, su rango coincide
con su orden, o equivalentemente, si su nucleo tiene dimension ce-
ro o su determinante no es nulo.

3.4 Imagen, niicleo y rango
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3.5 Composicion e inversas de aplicaciones
lineales

3.5.1 Introducciéon

En matematicas, componer funciones consiste en concatenarlas de ma-
nera que el resultado, o imagen, de una se convierta en la entrada de la
otra. Si las funciones concatenadas son aplicaciones lineales entre espa-
cios vectoriales, y a cada una de ellas se le asocia una matriz, el producto
de las matrices asociadas a cada aplicacién es una matriz asociada a la
composicion de las aplicaciones.

Del mismo modo, y como cabria esperar, la inversa de una matriz regular
asociada a cierta aplicacion lineal biyectiva es una matriz asociada a la
inversa de esa misma aplicacion.

3.5.2 Definicién y propiedades de la composicion de
aplicaciones

Definicién 3.5.1 — Composicién de aplicaciones

Dadas las aplicaciones f : £ +— F'y g: F + G, se define una nueva
aplicacion mediante este esquema:

f g
EF+—F— G
A la aplicacion resultante E — G, denotada g o f, se le llama composi-

cién de g con f.

Como resulta obvio por la definicioén anterior, una condicién necesaria y
suficiente para que dos aplicaciones se puedan componer es que el con-
junto final de la primera aplicacién coincida con el conjunto inicial de la
segunda.

Ejemplo 3.5.1 Considerando las aplicaciones lineales siguientes:
fR =R, (z,y) = (z—y,y/2, @) (3.133)
g:R3=R2, (2,9,2) = 2y — z,2) (3.134)
La composicién de g con f, denotada g o f : R? -+ R2, es:

x € R? »L f® eR3 }i (go f)(X) € R? (3.135)

La imagen del vector i = (1,1) € R? por g o f es igual a:

(go f)@) =g(f(@) =9g(1—-1,1/2,1) =
=g(0,1/2,1)=(2-1/2—1,0) = (3.136)
= (0,0) € R?
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Proposicion 3.5.1 — Propiedades de la composicion de aplicaciones
1. Dadas tres aplicaciones f: E— F, g: Fi—» Gy f: G H,se
tiene que:
(hog)of=ho(gof) (3.137)
por lo que la composicion de aplicaciones es asociativa.
2. En general, la composicion de aplicaciones no es conmutativa.

Si f,g: E + E son dos endomorfismos definidos en un mismo
conjunto F, g o f no siempre coincidira con f o g.

3. Para toda aplicacion f : F — F se tiene que:

folg=f (3.138)
Ipof=1f (3.139)

Siendo I, I las funciones identidad asociadas a los conjuntos
E y F, respectivamente.

4. La composicién de dos aplicaciones inyectivas es siempre inyec-
tiva.
g, f inyectivas = g o f inyectiva (3.140)
5. La composicion de dos aplicaciones suryectivas es siempre sur-
yectiva.
g, f suryectivas = g o f suryectiva (3.141)
6. La composicion de dos aplicaciones biyectivas es siempre biyec-
tiva.
g, f biyectivas = g o f biyectiva (3.142)
7. Una condicién necesaria para que go f sea inyectiva es que f sea
inyectiva. Es decir:
g o f inyectiva = f inyectiva (3.143)
8. Una condicion necesaria para que g o f sea suryectiva es que g
sea suryectiva. Es decir:
g o f suryectiva = g suryectiva (3.144)
9. Dos condiciones necesarias para que g o f sea biyectiva es que f
sea inyectiva y que g sea suryectiva. Por tanto:

g o f biyectiva = f inyectiva y g suryectiva (3.145)

En particular, todas las aplicaciones lineales cumplen estas propiedades.
Esto se demostrara rigurosamente mas adelante, tras haber probado la
equivalencia entre la composicién de aplicaciones lineales y el producto
de sus matrices asociadas.
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3.5.3 Composicion de aplicaciones lineales

Suponiendo que E, F'y G son tres espacios vectoriales y que f : £ F
y g : F' = G son aplicaciones lineales, para toda pareja de elementos
u,v € E'y de coeficientes escalares A, 1 € K se cumple:

(go /Y Au+ pv) = g(f(Au+ pv)) = g(Af(u) + pf(v)) =
= Ag(f(w) + pg(f(v)) = (3.146)
= Ago f)(u) +pu(ge f)(v)

De este modo, se demuestra que toda composicién de aplicaciones linea-
les es también lineal:

(go f)(Au+ pv) = Mg e f)(u) + pu(g e f)(v) (3.147)

Proposicion 3.5.2 — Linealidad de una composicion de homomorfis-
mos

Toda composicion de aplicaciones lineales es lineal.

Ejemplo 3.5.2 Las aplicaciones f y g del Ejemplo 3.5.1 son lineales. Por
lo que su composicién g o f es también lineal, en virtud de la Proposi-
cién 3.5.2.

3.5.4 Matriz de una composicién de aplicaciones lineales

Se tienen:

1. Tres espacios vectoriales F, F' y G de dimensiones r, n y m de los
que se extraen, respectivamente, las bases B, V y W.

2. Una aplicacion lineal f : E +— F que tiene asociada la matriz
B € K™ respecto de las bases By V.

3. Una aplicacion lineal g : F' — G que tiene asociada la matriz
A € K™*™ respecto de las bases V y W.

4. La composicion de ambas aplicaciones g o f, que tiene asociada la
matriz C € K™*" respecto de las bases By W.

Denotese por y € F' la imagen por f de un elemento z cualquiera de E.
La imagen por g de y se denota como z € G. Los vectores de coordenadas
de z, y y z respecto de B, V y W estan relacionados entre si a través de
las matrices A y B:

[y]Y =B[x]8 =y, = Zbijj’ 1<k<n (3.148)
=1
2]V = Aly]Y = 2, = Zaikyk’ l<i<m (3.149)

k=1
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Sustituyendo (3.148) en la ecuacion (3.149):

n T n I
z=ABx =z, = g a;( g by;T;) = E byt =
k=1 J=1 k=1 j=1
(3.150)
T n T n
= aikbkj = E CijT; = € = aikbkj.
J=1 k=1 j=1 k=1

Comparando esta ultima expresion con la Definicién 2.2.3 del producto
matricial, se tiene que los coeficientes escalares c;; que asocian las coor-
denadas de z con las de x son el resultado de realizar el producto AB. En
consecuencia, la matriz C, (C),; = ¢;;, que asocia [x]® con el vector de
coordenadas respecto de WV de su imagen respecto de la composicién de
aplicaciones g o f coincide con el producto matricial AB:

[z]V = AB[x]® = C[x)® (3.151)

Proposicion 3.5.3 — Matriz de una composicion de aplicaciones li-
neales

Sea A € K™*™ la matriz asociada a la aplicacion lineal f : F » F
respecto de las bases By V, y sea B € K™*" la matriz asociada a la
aplicacion lineal g : F' = G respecto de las bases V y V. La matriz:

C=AB

Es la matriz asociada a g o f respecto de las bases By W.

Ejemplo 3.5.3 Considérense las aplicaciones f, g del Ejemplo 3.5.1. La
matriz de g respecto de las bases canénicas de R? y R? es: T

0 2 —1
A:(1 o 0) (3.152)

La matriz de f respecto de las bases canénicas de R? y R® es: T

1 -1
B=|[0 1/2 (3.153)
1 0

La matriz de go f respecto de la base canénica de R? es el producto ma-
tricial de la matriz asociada a g, ecuacion (3.152) con la matriz asociada
a f, ecuacion (3.153):

1 -1

n (0 2 —1 (-1 1)2
c=m=(1 2 ) 0 1/ -( ) eas

Tras haber enunciado la equivalencia entre la composicion de aplicacio-
nes lineales y el producto de sus matrices asociadas, es facil demostrar
que la composicién de aplicaciones lineales cumple las propiedades de la
Proposicién 3.5.1.

Ejercicio 3.5.1 T Calcular estas matri-
ces asociadas.
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Demostracion:

Seang: F i+ Gy f: E > F dos aplicaciones lineales que tienen entre
sus matrices asociadas A € K™*" y B € K™*" respectivamente:

1. Recuérdese que el producto matricial no es, en general, conmutati-
vo, por la propiedad 1 de la Proposicién 2.2.3. Por analogia con la
composicién de aplicaciones lineales, se tiene que esta dltima tam-
poco lo es.

2. El producto matricial si que cumple la propiedad asociativa como
enuncia la propiedad 2 de la Proposicion 2.2.3, por lo que:

(AB)C = A(BC)  (hog) o f=ho (g f) (3.155)

3. Toda matriz permanece invariante cuando se multiplica por una

Observacién 3.5.1 T Demostrar por matriz identidad . Por tanto:
aplicacion directa de la definicion de
producto matricial, ecuacién (2.2.3),

que el producto de cualquier matriz . B
por la matriz identidad es invariante, f ° [E - f S Al=A (3'156)
sea cual sea el orden del producto. Ipof=felA=A (3.157)

4. Sigy f soninyectivas, sus matrices asociadas cumplen, por el Teo-
rema 3.4.5 de rango-nulidad y por la Proposicion 3.4.2, m > n,
n>rr1(A)=nyrB)=r.

Por tanto, B es una matriz de rango maximo por columnas, por lo
que cumple la propiedad 3 de la Proposicién 3.4.4: r(AB) = r(B) =
r. En consecuencia, r(C) = r(AB) = r. Ademas, m > r, por lo que
r(go f) =rygo f esuna aplicacidn lineal inyectiva.

5. Si g y f son suryectivas, sus matrices asociadas cumplen, por el
Teorema 3.4.5 de rango-nulidad y por la Proposicién 3.4.1, m < n,
n<rr(A)=myrB)=n.

A es, por tanto, una matriz de rango maximo por filas, por lo que
cumple la propiedad 3 de la Proposicién 3.4.4, r(AB) = r(A) = m.
En consecuencia, r(C) = r(AB) = m. Ademas, m < r, por lo que
r(go f) =my go f esuna aplicacion lineal suryectiva.

6. Una aplicacion se dice biyectiva, Definicion 3.1.5, si es tanto inyecti-
va como suryectiva. Como consecuencia directa de las propiedades
4y 5,si gy f son biyectivas, estas son tanto inyectivas como sur-
yectivas, y la aplicacién g o f sera también inyectiva y suryectiva.
Es decir, biyectiva.

7. La proposicidén “g o f inyectiva = f inyectiva” equivale a su con-
trapositivo, que es la proposicion:

f no es inyectiva = g o f no es inyectiva (3.158)

Demostrando el contrapositivo, se demostrara la proposicién ori-
ginal. Si f no es inyectiva, por el Teorema 3.4.5 del rango-nulidad
y por la Proposicioén 3.4.2, r(B) < r.
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Por la propiedad 3 de la Proposicion 3.4.4, r(AB) < min(r(A),r(B)) =
r(C) =r(AB) < r,porlo quer(go f) <.

Una condicién necesaria para que una aplicacion lineal sea inyecti-
va es, por el Teorema 3.4.5 y por la Proposicién 3.4.2, que su rango
coincida con la dimensién de su espacio inicial, por lo que g o f no
puede ser inyectiva, demostrandose la proposicion.

8. De nuevo, se demostrara esta proposicion haciéndolo, en su lugar,
con su contrapositivo. Es decir, la proposicion:

g no es suryectiva = g o f no es suryectiva (3.159)

Si g no es suryectiva, por el Teorema 3.4.5 del rango-nulidad y por
la Proposicién 3.4.2, r(A) < m.

Por la propiedad 3 de la Proposicion 3.4.4, r(AB) < min(r(A),r(B)) =
r(C) =1(AB) < m, porloquer(go f) < m.

Una condicion necesaria para que una aplicacion lineal sea suryec-
tiva es, por el Teorema 3.4.5 del rango-nulidad y por la Proposicién
3.4.1, que su rango coincida con la dimension de su espacio final,
por lo que g o f no puede ser suryectiva, demostrandose la propo-
sicion.

9. Esta propiedad es una consecuencia inmediata de las dos propieda-
des anteriormente demostradas. Si g o f es biyectiva, esta es tanto
inyectiva como suryectiva, por lo que f sera inyectiva, mientras
que g sera suryectiva.

3.5.5 Inversa de una aplicaciéon

Definicion 3.5.2 — Invertibilidad e inversa de una aplicacién (I)

Una aplicacion f : E +— F se dice que es invertible si existe una
aplicaciéon f~! : F + FE tal que f(x) = y V x € E, implica que
[Hy)=xVyeF.

La aplicacion f —1 de existir, es Unica y se denomina “inversa de f”.

Teniendo en cuenta las Definiciones 3.1.4 y 3.5.1 de aplicacién identidad
y de composicién de aplicaciones, es posible simplificar la definicion an-
terior, dando lugar a la siguiente definicion equivalente:

Definicion 3.5.3 — Invertibilidad e inversa de una aplicacion (II)

Una aplicacion f : E — F se dice que es invertible si existe una
aplicacién f~! : F i F tal que la composicién de ambas aplicaciones
produce la aplicacién identidad. Es decir, fto f = Iy fo f! = IL.

La aplicacién f~1, de existir, es tinica y se denomina inversa de f.
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Recuérdese que, por la Definicion 3.1.1, una aplicacion o funcidon se de-
fine como una asociacién en la que a cada elemento del conjunto inicial
E se le asocia un tnico elemento del conjunto final F'. Por lo tanto, para
que exista un f~! que cumpla con las Definiciones 3.1.1y 3.5.3 de aplica-
cion e inversa de una aplicacion, todos y cada uno de los elementos del
conjunto final de f han de tener al menos una preimagen en F. En conse-
cuencia, la aplicacion f debe ser suryectiva. Por otro lado, cada elemento
del conjunto final F' de f debe tener exactamente una preimagen en FE,
por lo que f debe ser inyectiva. Las aplicaciones que son tanto inyectivas
como suryectivas se llaman “biyectivas”, punto 3 de la Definicién 3.1.5.
Se concluye asi que toda aplicacion biyectiva es invertible y viceversa:

Proposicion 3.5.4 — Equivalencia entre biyectividad e invertibilidad

Una aplicacion es invertible si y solo si es biyectiva, y ademas su in-
versa es también una aplicacion biyectiva.

Por tanto, para comprobar si una aplicacion lineal es invertible, basta
comprobar que sea biyectiva.

A continuacién, se indican dos propiedades que cumplen todas las apli-
caciones invertibles.

Proposicion 3.5.5 — Propiedades de las aplicaciones invertibles

1. V f: B+ F invertible:

(fFH = (3.160)
22.Vf:E— FVYg: F— G, f,ginvertibles:

(gefyt=fTlog™ (3.161)

Mas adelante, tras haber estudiado la equivalencia entre las inversas de
aplicaciones lineales entre espacios vectoriales, también llamadas “iso-
morfismos” por la Definicién 3.1.7, y las inversas de sus matrices asocia-
das, se demostrara que las aplicaciones lineales invertibles cumplen las
propiedades enunciadas por la Proposicién 3.5.5.

3.5.6 Relacion entre la inversa de un isomorfismo y la
inversa de una matriz regular

Dado un isomorfismo entre espacios vectoriales f : ' F'y su inversa
f7': F = E, fijese en una base B de E y otra base V de F y llamese
A ala matriz de f respecto de esas bases y B a la matriz de f~! respec-
to de esas mismas bases. Por la Definicion 3.5.3 de aplicacion inversa y
por la relaciéon que guardan el producto matricial y la composicién de
aplicaciones lineales, Proposicion 3.5.3, se cumple:

flof=Ignfofl=I,<AB=BA=1I (3.162)
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Asi, se demuestra que B es la matriz inversade A V f : E' — F invertible
respecto de las bases B C EyV C F'. Por tanto, si A es la matriz asociada
aun isomorfismo f respecto de las bases By V, A”" es la matriz asociada
ala inversa de f respecto de esas mismas bases.

Proposicion 3.5.6 — Matriz de la inversa de un isomorfismo

Sea A € K"™*™ lamatriz asociada a un isomorfismo f : E — F respecto
de las bases By V, la matriz:

B=A"!

es la matriz asociada a f—.

Ejemplo 3.5.4 La matriz asociada a la aplicacion lineal:

[ R=R, (2,9,2) = (y— 22,2 —y) (3.163)

Respecto de la base canénica de R? es:

01 1
A=|10 o0 (3.164)
00 —1

det(A) = 1 # 0, por lo tanto, A es regular por el Corolario 3.4.6 y f
es un isomorfismo que admite inversa 7. La matriz B asociada a f~*
respecto de la base canénica de R? es la inversa de la matriz A: &

1
0 1 (3.165)
0

Cumpliéndose AB = BA =L

Vista la equivalencia entre la inversa de un isomorfismo y la inversa de
una de sus matrices asociadas, se demostrara que todos los isomorfismos
cumplen las dos propiedades de la Proposicion 3.5.5.

Demostracion:

Sean g, f dos isomorfismos en un mismo espacio vectorial F, y sean A, B
dos matrices cuadradas regulares del mismo orden asociadas a cada uno
de ellos:

1. La matriz asociada a la aplicacién (f~!)~! es la matriz (A~ ')~1. En
virtud de la Proposicién 2.5.3, esta tltima coincide con A, matriz
cuya aplicacion lineal asociada es f. Por tanto (f~!)~! = f.

2. El producto matricial AB es una matriz asociada a la inversa de go f.
Por la Proposicion 2.5.4, (AB)"! = B 'A™". El producto B 'A™"
esta asociado a la composicién de aplicaciones f~! o g~1, por lo
que se concluye que (go f)™! = flog L

Observacion 3.5.2 1 Obviamente, es-
to supone que toda matriz asociada a
un isomorfismo es regular.

Ejercicio 3.5.2 i Calcular la matriz A
y su inversa.



126

3 Aplicaciones lineales

3.5.7 Resumen

. La composicion de aplicaciones lineales equivale al producto de las

matrices asociadas a cada una de ellas en el orden inverso.

. Dada una secuencia de aplicaciones lineales concatenables, en el

sentido de que el espacio final de una coincide con el espacio ini-
cial de otra, las matrices asociadas a su composicién son productos
matriciales de las matrices asociadas a cada una de esas aplicacio-
nes.

. Una aplicacion es invertible siy sé6lo si es biyectiva, y su inversa es

unica.

. Invertir un isomorfismo. Es decir, una aplicacién lineal biyectiva,

equivale a invertir una cualquiera de sus matrices asociadas.

. Las matrices asociadas a un isomorfismo cualquiera y a su inversa

son una la inversa de la otra.
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4.1 Sistema de ecuaciones lineales

4.1.1 Introduccién

Con todo lo visto sobre las matrices, los subespacios imagen y nuicleo y
sobre el concepto de rango, ya puede procederse a afrontar uno de los
grandes objetivos del algebra lineal: la resolucion de sistemas de ecuacio-
nes lineales.

A la hora de estudiar y resolver sistemas lineales resulta de ayuda tener
en mente que el producto de una matriz por un vector columna puede
reescribirse como una combinacién lineal de las columnas de la matriz,
con los elementos del vector columna como coeficientes, propiedad 1 de
la Proposicion 2.2.5. Para todo X = (24, 7, ... T, )"

AX = 2,C(A) + 2,C5(A) + -+ 2,C,,(A) (4.1)
De esta representacion del producto se deducen facilmente las condicio-
nes que ha de cumplir un sistema para que sea compatible, es decir, para
que tenga solucion; o incompatible, es decir, sin solucién; y en caso de
que el sistema sea compatible, para que tenga una tnica o infinitas solu-
ciones.

Existen muchos métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales:
algoritmos iterativos como el método de Facobi y otros basados en la
descomposicién de una matriz en el producto de matrices méas simples
como las factorizaciones LU o QR. Unos algoritmos seran méas apropiados
o eficientes que otros en funcion de las propiedades del sistema a resolver
y de las capacidades computacionales disponibles para resolverlo.

La descripcion y el estudio de estos métodos y su implementacion se
adapta mas a un curso de calculo numérico y programacién que a un cur-
so introductorio sobre algebra lineal, por lo que se deja fuera del alcance
de este libro. En su lugar, se pondra el foco en las propiedades genera-
les de los sistemas de ecuaciones lineales y en su estudio y resolucion
mediante el método de reduccién gaussiana.

4.1.2 Sistemas de ecuaciones lineales. Definicion

Definicién 4.1.1 — Resolucién de un sistema de ecuaciones lineales

El problema de resolver un sistema de ecuaciones lineales consiste en
encontrar, si existen, todas las n-uplas de valores z,,z,, ...z, en el
cuerpo K que satisfagan simultaneamente las m ecuaciones:

4.1

4.2

4.3

4.4

Sistema de ecuaciones

lineales . . . ... .... 127
Estructura de las solu-
ciones de un sistema

lineal . .......... 131
El teorema de Rouché-
Frobenius . .. ... .. 135

Resolucion de sistemas
por reduccion gaussiana 137
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(11T + A1pTg + - + A1, T, = b
(91 Tq + AgpTy + -+ + A9, T, = by
Q11 + A 2To + e AynTyn = bm

Donde a;; y b; son elementos de K prefijados.

Las ecuaciones anteriores, todas ellas lineales, constituyen un sistema
lineal de m ecuaciones y n incognitas 1, ... z,,.

Ejemplo 4.1.1 Estos son algunos sistemas de ecuaciones lineales:

T, +2x5 =3
Ty + Ty = 2 (4.2)
Ty —2z5 + 253 =0
Ty + 223 =3
T, + 225 =3
Ty —+ Ty = 2 (4.4)
Ty — Ty + 23 =0
Todos ellos tienen m = 3 ecuaciones y n = 3 incognitas, denotadas z,

Ty Y T3, que pueden ser reales o complejas en funcion del problema
que se defina.

Una definicién alternativa surge cuando se reescribe de manera matricial
el sistema de ecuaciones lineales de la Definicién 4.1.1.

Definicion 4.1.2 — Resolucién de un sistema de ecuaciones lineales -
Definicién matricial

El problema de resolver un sistema de ecuaciones lineales consiste en
encontrar, si existen, todos los vectores X = (z, 25 ..., z,,)" € K" que
cumplen:

AX=b (4.5)

Donde A es la matriz de coeficientes del sistema:

A= : : € Kmxn (4.6)

X es el vector de incognitas del sistema:

Ty
€ Knxt (4.7)

]
I

n



4.1 Sistema de ecuaciones lineales 129

b es el vector de coeficientes, o términos independientes, del sistema:

by

o
I

c [Km><1 (4.8)
b

m

A los vectores X, € K™ que satisfacen la expresion (4.5) se les denomi-
nan “vectores solucién del sistema”.

Ejemplo 4.1.2 A continuacion, se reescriben en formato matricial los
tres sistemas del Ejemplo 4.1.1:

10 2\ 3

A=]0 1 1], b=|2 (4.9)
1 -2 1 0
1 2\ 3

A,=10 1 1], by=|[2 (4.10)
1 -1 1 1
10 2\ 3

Ay=|0 1 1], by=]|2 (4.11)
1 -1 1 0

El vector de incognitas se denota igual en los tres sistemas: X =

(mla Zg, x3)t'

A menudo, resulta ttil unir la matriz de coeficientes y el vector de térmi-
nos independientes en una Unica matriz:

Definicién 4.1.3 — Matriz ampliada de un sistema de ecuaciones li-
neales

Dado un sistema de ecuaciones lineales de la forma:

AX =D (4.12)

con A € K™*™ b € KI*™ y ¥ € K'*", se denomina matriz ampliada
del sistema a la yuxtaposicion de la matriz de coeficientes y el vector
de términos independientes:

(AJb) € Kmx(n+1) (4.13)

La matriz ampliada de un sistema de ecuaciones lineales contiene toda
la informacién necesaria para definirlo y resolverlo.

Ejemplo 4.1.3 Las matrices ampliadas de los tres sistemas del Ejemplo

4.1.1 son:
a 1 0 2 3
(Ab)=f0 1 12 (4.14)
1 -2 1 0
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(Ag[by) = (4.15)

(Aglbs) = (4.16)

|

—_
— = N = =N
SO N W =N W

[ e I = S o SRS

4.1.3 Tipos de sistemas de ecuaciones lineales

Tras haber definido los sistemas de ecuaciones lineales, se propone cla-
sificarlos en funcién de la existencia y el niimero de soluciones de estos.
Dado un sistema lineal definido en forma matricial:

AX=b, A e K™ beK*" xeK* (4.17)
Se tienen las siguientes definiciones:

Definicién 4.1.4 — Sistemas lineales incompatibles, compatibles de-
terminados y compatibles indeterminados

Un sistema de ecuaciones lineales se denomina:

1. Compatible: si admite al menos una solucion.

a) Compatible determinado: si dicha solucién es unica.
b) Compatible indeterminado: si admite méas de una solucién.

2. Incompatible: si no admite ninguna solucién.
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4.2 Estructura de las soluciones de un sistema
de ecuaciones lineales

4.2.1 Introduccion

En el apartado anterior, se definieron los sistemas de ecuaciones lineales
y se clasificaron en funcién de la existencia y del numero de soluciones.
En este nuevo apartado, se estudiard el modo en el que estan matemati-
camente relacionadas entre si las soluciones de un sistema de ecuaciones
lineales compatible.

4.2.2 Estructura de las soluciones

En primer lugar, se definen los denominados sistemas lineales homogé-
neos:
Definicion 4.2.1 — Sistema de ecuaciones lineales homogéneo
Un sistema de ecuaciones lineales se dice homogéneo si sus términos
independientes son todos nulos. Es decir, si el sistema es de la forma:
AX =0

Notese que el conjunto de todas las soluciones del sistema homogéneo
AX = 0 coincide precisamente con el ntcleo de la matriz de coeficientes
del sistema, ker A.

Definicién 4.2.2 — Sistema homogéneo asociado a un determinado
sistema lineal
A cada sistema de ecuaciones lineales de la forma AX = b, denominado
sistema completo, se le asocia un sistema homogéneo con su misma
matriz de coeficientes. Es decir:

AX=0

A este ultimo sistema se le denomina sistema homogéneo asociado al
sistema completo original AX = b.

Ejemplo 4.2.1 Dado el sistema:
Ty + 223 =3
Ty 25 =2 (4.18)
Ty — Ty +x3=1

su sistema homogéneo asociado es:

Ax=0, A= [0 (4.19)

— = N

131



132

4 Sistemas de ecuaciones lineales

Las soluciones de este altimo sistema coinciden con ker A. Una forma
facil de calcularlo es reducir por filas la matriz:

Fj=F +F (1 0 2
A—— |01 1|=ra)=2=
F{ = F, + F}
8772758 \0 0 0 (4.20)
205 =0
= dimker A =1, Tt 2t
Ty +23=0

Estas dos ecuaciones, linealmente independientes, definen ker A. Para
obtener una base de este subespacio se puede parametrizar, por ejem-
plo, la variable z, y despejar x; en funcién del parametro definido:

2
x2=/\€[R:>kerA:Ll 1 ] (4.21)
-1

Con las definiciones anteriores ya se puede proceder a estudiar la estruc-
tura del conjunto de soluciones de un sistema lineal cualquiera. Supénga-
se que X, Y X; son vectores solucién de un sistema de ecuaciones lineales
representado matricialmente como AX = b. Restando entre si ambos vec-
tores y pre-multiplicando por la matriz de coeficientes:

ARy —%;) =A%, —AX, =b—b=0 (4.22)

Luego X,—X; es una solucién del sistema homogéneo asociado al sistema
Ax =b.

Por otra parte, si X es una solucion del sistema completo original y U es
una solucioén de su sistema homogéneo asociado. Es decir, si t € ker A,
entonces:

A@U+X)=Au+Ax=0+b=>D (4.23)

Asi, se demuestra que el vector suma T + X es también una solucién del
sistema completo original.

En resumen, se tiene que X, — X; € ker A y toda solucion X del sistema
AX = b puede escribirse como la suma de una solucién cualquiera X, del
sistema completo denominada “solucién particular” més algun vector T
perteneciente a ker A.

Sea (Uy, ... U,_,) una base cualquiera de ker A, donde r denota el rango de
A, cualquier solucion del sistema AX = b se puede escribir de la forma:

X =%y + MU+ + N, Ty, (4.24)

Donde X, es una solucién particular cualquiera del sistema y A;,... A,,_,.
son parametros escalares en el cuerpo K. Por cada solucion X € K™ del sis-

tema, los parametros A, ... \,,_, adoptan unos valores unicos que depen-
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deran de la base escogida para el nicleo de A y de la solucién particular
considerada.

Se concluye que para poder definir el conjunto de todas las soluciones
de un sistema lineal cualquiera basta con encontrar una solucion particu-
lar X, del sistema y una base del ndcleo de la matriz de coeficientes del
sistema (Figura 4.1).

Proposicion 4.2.1 — Conjunto de soluciones de un sistema de ecua-
ciones lineales

El conjunto que contiene todas las soluciones del sistema de ecuacio-
nes lineales expresado matricialmente como AX = b es, dada una solu-
cién particular X, del sistema y una base (T, ... u,,_,.) de ker A:

(REK : X=F, + \T, + -+ X, T, 1 Ay Ny, € K}
Donde r = 1(A).
Notese que si el rango de la matriz de coeficientes A coincide con su

numero de columnas, por el Teorema 3.4.5 del rango-nulidad, ker A = {0}
y la solucion particular X es la inica solucion que tiene el sistema.

Ejemplo 4.2.2 Para obtener una solucion particular X, del sistema:

T, + 225 =3
Ty + Ty =2 (4.25)
Ty — Ty +23=1

se sustituye un nimero de variables igual a la dimension de ker A por

unos valores arbitrarios y se despeja el resto. Por ejemplo:

1
1

Por otro lado, el nicleo de A, calculado en el Ejemplo 4.2.1, es:

2
kerA =L 1 1 (4.27)
—1
Asi, el conjunto de las soluciones del sistema puede escribirse como:
Ty 1 )
{(m1,$2,x3)6R3: o |l =111 +A] 1 ,)\E[R} (4.28)
T3 1 -1

Este ejemplo se esquematiza en la Figura 4.1.

El conjunto de todas las soluciones de un sistema lineal forma lo que en
algebra se conoce como una “variedad lineal”: es una traslacion de todos
los elementos de un subespacio vectorial, en este caso del nucleo de su
matriz de coeficientes, de modo que ya no contenga el vector cero. En R?
y R3 son variedades lineales todas aquellas rectas y planos que no cortan
el origen de coordenadas.
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Figura 4.1: Todos los puntos de R? que
son solucion del sistema del Ejemplo
4.2.2 se encuentran contenidos en una
recta que es la interseccion de los pla-
nos x| + 2x3 = 3y x5 + x3 = 2. Pa-
ra definirla, basta con conocer un punto
cualquiera de esta, que serd una soluciéon
particular X, del sistema, y un vector di-
rector que determine su direccién (que
cumpla las ecuaciones z; + 2z3 =0y
29 + x3 = 0, formando una base del nu-
cleo de la matriz de coeficientes del sis-
tema).

[

X+3U=(74-2)

X +2<3
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4.3 FEl teorema de Rouché-Frobenius

4.3.1 Introduccion

Tras haber aprendido a expresar el conjunto de soluciones de un sistema
de ecuaciones compatible, en este breve apartado se estudiaran las con-
diciones necesarias y suficientes que ha de cumplir todo sistema de ecua-
ciones lineales para que sea compatible. El llamado “teorema de Rouche-
Frobenius” | enuncia esta condicion y, ademas, en el caso de que el siste-
ma sea compatible, las condiciones que determinan si la solucién es inica
o multiple.

4.3.2 Teorema de Rouché-Frobenius

Teorema 4.3.1 — Teorema de Rouché-Frobenius

Dado el sistema de ecuaciones lineales AX = b con la matriz de coefi-
cientes A € K™*™, r(A) = r, y el vector de incognitas X € K™, caben
las siguientes posibilidades:

1. Sir(Alb) > r, el sistema es incompatible y no tiene solucion.

2. Sir(Alb) = r = n, el sistema es compatible determinado y su
solucion es Unica.

3. Sir(Alb) = r < n, el sistema es compatible indeterminado y el
conjunto de sus soluciones depende de n — r parametros.

Demostracion:

Todo sistema de ecuaciones lineales de la forma AX = b puede reescribir-
se, por la propiedad 1 de la Proposicion 2.2.5, como:

z,Cy (A) + 2,Cy (A) + - +2,C, (A) =b (4.29)

En consecuencia, para que el sistema AX = b admita solucién, el vector de
términos independientes b debe ser combinacién lineal de las n columnas
de la matriz de coeficientes A. Los coeficientes escalares que hacen que
se cumpla la identidad (4.29) constituyen el vector o vectores solucién
del sistema.

Si el vector b fuese combinacién lineal de las columnas de A, este pertene-
ceriaalaimagen de A, en cuyo caso el subespacio imagen de A coincidiria
con el de (A|b) y ambas matrices tendrian el mismo rango. Por tanto, si
el sistema es compatible, los rangos de A y (A|b) coinciden.

El converso de esta implicacién también se cumple: si el rango de (A|b)
coincidiese con el de A, b perteneceria al subespacio columna de A y
existirian coeficientes escalares que permitan su expresion como combi-
nacion lineal de las columnas de A. Se tiene asi una condicién necesaria
y suficiente para la existencia de solucién.

Por ultimo, suponiendo que AX = bes compatible. Es decir, que el rango
de (A|b) coincide con el de A. Si r(Alb) = r(A) = n, por el Teorema

Observacion 4.3.1 +El nombre de es-
te teorema es fuente de controversia.
En paises de habla hispana se le suele
conocer como de “Rouche-Frobenius”;
pero en los paises anglosajones, asi
como en Italia, se prefiere el nombre
de “Rouche-Capelli”. Otros paises, co-
mo Austria y Rusia, prefieren asignar
la autoria del teorema al matematico
aleman Leopold Kroneker. En otros lu-
gares es mas conocido como el “teo-
rema de Frobenius” en honor de Fer-
dinand Georg Frobenius, también ale-
man. Parece ser que fue descubierto
de manera independiente por varios
matematicos en torno a la misma épo-
ca.
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3.4.5 del rango-nulidad, dimker A = 0, por lo que ker A = {0} y, por la
Proposicién 4.2.1, la solucién del sistema seria tnica.

Y si r(Alb) = r(A) < n, dimker A > 0, por lo que las soluciones del
sistema (4.2.1) dependerian de uno o varios parametros en K y, por la
Proposicidén 4.2.1, existirian infinitas soluciones.

O
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4.4 Resolucion de sistemas por reduccion
gaussiana

4.4.1 Introduccion

Existen muchos métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales.
Por ejemplo, si la matriz de coeficientes A es cuadrada e invertible, el
(4nico) vector solucién del sistema podria despejarse invirtiendo A:
Ax=b=A'"Ax=Ix=A'b=x=A"D (4.30)
Otro método elemental que puede aplicarse si la matriz de coeficientes
A es cuadrada e invertible es la llamada “regla de Cramer”, que expresa

las componentes de la solucién del sistema en funcién de ciertos deter-
minantes.

Estos dos métodos tienen los siguientes inconvenientes: en primer lugar,
so6lo se pueden aplicar si la matriz de coeficientes es cuadrada y regular; y
en segundo lugar, son métodos muy ineficientes a causa del gran niime-
ro de operaciones necesarias para su implementacion T, especialmente la
regla de Cramer, que aplicada a un sistema de n ecuaciones e incognitas
requiere de la realizaciéon de n + 1 determinantes que contienen n! térmi-
nos, Observacion 2.3.2, con n factores cada uno, por lo que su interés es
puramente teérico.

En este apartado, se describe un método basado en la realizacion de ope-
raciones elementales por filas sobre la matriz ampliada del sistema. Es
mas eficiente que los dos métodos arriba mencionados, sobre todo en sis-
temas con un elevado nimero de incognitas, y ademas no requiere que la
matriz de coeficientes A sea cuadrada ni invertible. Se trata del método
de resolucién por reduccién gaussiana.

4.4.2 Resolucion de sistemas lineales por reduccion
gaussiana

La base de este método de resolucién de sistemas se encuentra en la si-
guiente propiedad:

Proposicion 4.4.1 — Sistemas de ecuaciones lineales equivalentes

Dado un sistema de ecuaciones lineales AX = b con la matriz de coefi-
cientes A € K™*" y el vector de incognitas X € K!*™, el conjunto de
todas sus soluciones coincide con el del sistema siguiente:

QAx = Qb

Para toda matriz cuadrada Q € K™*™ invertible, por lo que puede
decirse que el sistema QAx = Qb es equivalente al sistema original
AX =b.

Demostracion:

Despejando AX en la identidad (4.4.1) y teniendo en cuenta que Q es re-
gular,

QAx=0b=AXx=0Q 'Ob=Ib=b (4.31)

O

Observacion 4.4.1 + Afortunada-
mente, en las matrices que aparecen
en modelos de fisica e ingenieria pre-
dominan los elementos nulos, lo que
ayuda a disminuir drasticamente el
tiempo de resolucién de los sistemas
de ecuaciones lineales y de otros pro-
blemas numéricos como la diagonali-
zacion.

A las matrices que tienen casi todos
sus elementos, o la mayoria de estos,
iguales a cero se les conoce como “ma-
trices dispersas”.
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La Proposicion 4.4.1 puede aplicarse para transformar el sistema AX = b
en un sistema equivalente cuyas soluciones se puedan extraer de modo
trivial. Recuérdese que toda matriz puede reducirse mediante operacio-
nes elementales por filas a una forma triangular o trapezoidal.

E,..E,E;A = QA (4.32)

Aplicando esta reduccién a la matriz ampliada del sistema se obtiene la
matriz ampliada de un sistema equivalente cuyas soluciones son triviales
de obtener:

Ej ... EoE (Ab) = Q(A[b) = (QAIQb) (4.33)

En ello consiste el método de reduccion gaussiana, que también permiti-
ria, al mismo tiempo que se resuelve el sistema, estudiar la compatibilidad
y el numero de soluciones del mismo, pues como se vio en el apartado
3.4.8, el rango de una matriz triangular o trapezoidal es simplemente el
numero de filas o columnas no nulas.

Suponiendo, a modo de ejemplo, un sistema de ecuaciones lineales cuya
matriz ampliada es de tamafo 6 x 6. Si la matriz ampliada reducida tiene
la forma:

B ox * x ok *
0O M x x x *
0 0 M x x % *
00 0 M % x|« (4.34)
0O 0 0 0 M x *
0O 0 0 0 0 O |m
El sistema es incompatible, pues r(A) = 5y r(Alb) = 6.
Ejemplo 4.4.1 Reduciendo la matriz ampliada del sistema:
T, + 225 =3
Ty + Ty =2 (4.35)
xl — x2 + xg = 0
Resulta:
B 1 0 2 3 Fé =F,—F
(Ab)=f 0 1 1 |2 —
1 —1 1 0 F3 = F3 aF F2
(4.36)
Fé =F—-F 1 0 2 3
—_— 0 1 1 2
F=FK+F \o o0 0|-1

r(Alb) = 3y r(A) = 2. Por lo que el sistema es incompatible.
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Si la matriz ampliada reducida tiene la forma:

(4.37)

coococoocoolk
cooco R *
oo o B ¥ ¥
oo B *x ¥ ¥
(=3 B
B ox x % % %
E I S R S

El sistema es compatible determinado, pues r(A) = 6 y r(A[b) = 6.

Ejemplo 4.4.2 Reduciendo la matriz ampliada del sistema:

T +2x3 =3
Tyt g =2 (4.38)
—2, + 225 —23=0
Se obtiene:
— L0 3 Fy=F;+ F
@ap={ 0 1 1 |2 |—"T7"
-1 2 -1 0 F3 = F3 == 2F2
(4.39)
F;=F,+F, 1o 2 3
—_— 0 1 1 2

r(Ab) = 3y r(A) = 3, por lo que el sistema es compatible determina-
do.

El sistema asociado a la matriz ampliada reducida es equivalente al
sistema original, por lo que sus soluciones coinciden. Estas pueden
extraerse facilmente de las ecuaciones del sistema equivalente:

Ty + 235 =3
—ip=—l=us=l=uy=0—g=0-1== '

= a, =3—220,=3-2-1=1.
Por lo tanto, la solucién tnica del sistema es el vector X, = (1,1, 1)".

Si la matriz ampliada reducida tiene la forma:

(4.41)

cocoocooonl
cocooco o B *
c oo B x %
oo B ¥ ¥ ¥
O W ¥ ¥ ¥ ¥
O % % ¥ ¥ *
O % % ¥ X *

El sistema es compatible indeterminado, pues r(A) = 5y r(A|b) = 5.
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Ejemplo 4.4.3 Reduciendo la matriz ampliada del sistema:

Ty + 223 =3
Ty + Ty =2 (4.42)

Se obtiene:

B 1 0 2 3 Fj =Fy—F,
(Ab)=| 0 1 1 |2
1 -1 1 |1) FBE=FE+kK
(4.43)
Fj =F;—F, 1 0 2 (3
—> 1 0 1 1 ]2

r(Alb) = 2 y r(A) = 2. Por lo que el sistema es compatible indetermi-
nado. Este sistema ya se resolvi6 en el Ejemplo 4.2.2 de la seccion 4.2.

4.4.3 Resumen de los apartados anteriores

1. Cualquier solucion de un sistema de ecuaciones lineales puede des-
componerse en la suma de una solucién particular y un vector del
nucleo de la matriz del coeficientes.

2. El conjunto de todas las soluciones de un sistema de ecuaciones li-
neales es una variedad lineal resultante de trasladar el nicleo de la
matriz de coeficientes sumando a todos sus vectores una soluciéon
cualquiera del sistema.

3. Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si el vector de co-
eficientes pertenece al subespacio columna de la matriz de coefi-
cientes. Dicho de otro modo, si el rango de la matriz ampliada del
sistema coincide con el de la matriz de coeficientes.

4. Un modo de resolver un sistema compatible de cualquier nimero
de ecuaciones e incognitas consiste en reducir su matriz ampliada
a forma trapezoidal o triangular mediante operaciones elementales
por filas, obteniendo un sistema equivalente cuyas soluciones son
triviales de extraer. Este es el método de reduccion gaussiana.



Producto escalar, norma,
ortogonalidad y espacios
euclidianos

5.1 Producto escalar y de la norma en R" y C".
Espacios euclidianos

5.1.1 Introduccién

El objetivo primordial de este Tema es extender a los espacios vectoriales
generales, seccién 1.1, los conceptos de longitud y angulo propios de los
vectores del plano real euclidiano R? y del espacio real euclidiano R3. Pa-
ra ello, se definiran axiomaticamente dos operadores denominados pro-
ducto interno y norma, que tienen las mismas propiedades del producto
escalar y la longitud de un vector, respectivamente.

Asi, se podran resolver problemas matematicos como, por ejemplo, apro-
ximar funciones mediante polinomios o series trigonométricas por analo-
gia con la resolucién de problemas geométricos en el espacio euclidiano
como la proyeccion ortogonal.

Gran parte del foco se pondra precisamente en el concepto de ortogona-
lidad, o perpendicularidad, entre los elementos de un espacio vectorial
dotado de producto interno. Dos aplicaciones muy importantes son las
proyecciones ortogonales y la resolucién del problema de minimos cua-
drados.

En esta primera seccidn, se recuerdan las definiciones y propiedades ele-
mentales del producto escalar y del mdédulo, también conocido como “nor-
ma euclidiana”, de un vector en R2 o R3. A continuacion, se definira un
producto escalar y una norma euclidiana que se puedan aplicar también a
vectores complejos, y se estudiaran propiedades que cumplen estos nue-
vos operadores como el teorema de Cauchy-Schwartz. Finalmente, se pre-
sentaran definiciones axiomaticas del producto interno y de la norma
para los espacios vectoriales generales.

5.1.2 La norma de un vector en fisica clasica

Definicion 5.1.1 — Norma de un vector en fisica clasica

En fisica clasica, también llamada fisica newtoniana o no relativista,
la norma euclidiana o médulo de un vector real en R? o R3 se defi-
ne como la longitud de dicho vector, considerando sus coordenadas
cartesianas como longitudes de los catetos de un triangulo rectangulo.
Generalizando para un numero n cualquiera de componentes, se tiene

esta expresion:
n
Il = /> =2
i=1

Donde x,; son las componentes del vector.

5.1

5.2
5.3

5.4

5.5

5.6

Producto interno, norma
y espacios euclidianos 141

Ortogonalidad . . . . . 153
Matrices unitarias,
ortogonales y de giro . 166
Ortogonalizacion de
Gram-Schmidt . ... 174

Teorema de la proyec-
cién ortogonal. Matrices
de proyeccién ortogonal 179

El problema de minimos
cuadrados . . . ... .. 187

Observacion 5.1.1 A partir de este
Tema se considerara que los vectores
de R™ y C" son, por defecto, vectores
columna, Definicién 2.1.5.
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Figura 5.1: Representacion grafica en
el plano euclidiano de los vectores del
Ejemplo 5.1.1. El angulo ¢ relativo en-
tre estos se calculard mas adelante, en
el Ejemplo 5.1.6. La longitud de su dife-
rencia ¥ —X determina su distancia eucli-
diana relativa, definida por la ecuacion
(5.1.5).

Ejemplo 5.1.1 Los vectores reales:

x=(1,1)! (5.1)
y = (1,V3)! (5.2)

X,y € R?, tienen por normas euclidianas:

IRl = V12 + 12 = V2 (5.3)
17l = /12 + (v3)2 = V4 =2 (5.4)

5.1.3 El producto escalar en fisica clasica

Definicion 5.1.2 — Producto escalar en fisica clasica

En fisica clésica, el producto escalar de dos vectores reales en R? o R3
suele definirse mediante la siguiente expresion:

&, 3) = [X[[[y] - cos ¢
Donde ¢ es el angulo entre los dos vectores.
El resultado de aplicar la féormula (5.1.2) se interpreta geométricamente

como la longitud de la proyeccién de un vector sobre el otro. Es decir, la
longitud de la sombra que arroja un vector sobre el que lo multiplica.

Ejemplo 5.1.2 El producto escalar de los vectores reales X,y € R*:

x=(1,1)¢ (5.5)
¥ = (1,V3)! (5.6)
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Se calcula aplicando la definicién (5.1.2):

5.9 = [l[5] - cose 2 2v3 - cos15 14 VG (57)

En (x) se calcula asi el angulo ¢ entre los dos vectores:

V3 1 T
= —_— —=— =15 .
p = arctg [ —are tg =1 5 (5.8)

En (#x) se aplica la féormula del coseno del angulo mitad para calcular

cos 15°:
1 P 1 2
cos 15° = 4/ i C;)S 50 _ \/ i ;/3/ (5.9)

5.1.4 Otra definicion para el producto escalar en R"

A continuacion, se presentara una definicién alternativa de producto es-
calar aplicable a vectores reales de cualquier nimero de componentes.

Definicién 5.1.3 — Producto escalar de vectores en R™

Dados dos vectores X, 7 de R™, su producto escalar, o producto interior,
se define como el escalar real:

Xy)=Xy=) x4 =V%
=1

Ejemplo 5.1.3 El producto escalar de los vectores reales X,y € R?:

g =(1,1) (5.10)
¥ =(1,V3)! (5.11)

Es, aplicando la féormula (5.1.3):

&y =%y=(1 1) (\%) =1+V3 (5.12)

Este valor coincide con el obtenido en el Ejemplo 5.1.2 aplicando la
formula (5.1.2).

El producto escalar real, Definiciones 5.1.2 y 5.1.3, tiene las siguientes
propiedades:

Proposicion 5.1.1 — Propiedades del producto escalar en R™

1. Distributividad: V X, ¥,z € R", V A\, u € R

(AX+1y,2) = AX,2) + (¥, 2)

o o - (5.13)
(XA + 1z) = AMX, ) + (X, 2)

143
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2. Simetria: VX, y € R"

&y = ¥.%) (5.14)

Ejercicio 5.1.1 T Demostrar estas tres i=1 (5' 1 5)
propiedades del producto escalar real <§ §> —0ex=0
a partir de la Definicién 5.1.3.

Se deja al lector 1 la demostracion de estas propiedades.

Como consecuencia de la propiedad 1, el producto escalar es lineal res-
pecto de ambas componentes.

5.1.5 Definicion de la norma euclidiana en R"

La Definicion 5.1.3 del producto escalar real permite redefinir la norma
euclidiana de un vector en R”, ecuacién (5.1.4), del modo siguiente:

Definicion 5.1.4 — Norma euclidiana de un vector en R™

Para cada vector X de R, el ntimero:

n
— o 2 _ —
Il =4/> 27 =V&ES)
i=1
recibe el nombre de norma euclidiana, o euclidea, del vector.
La norma euclidiana puede también emplearse para cuantificar la distan-
cia entre dos puntos en R”, entendida como la longitud del segmento que

los une:

Definicién 5.1.5 — Distancia euclidiana entre vectores en R"

La distancia euclidiana entre dos vectores X,y € R™ se define como:
dx,y) =[x -7l

Ejemplo 5.1.4 Aplicando la Definicién 5.1.4 de norma euclidiana de un
vector real sobre los vectores X,y € R%:

x=(1,1) (5.16)
y= (17\/§)t (5.17)

Se obtiene:
%l =V &%) =vI+1=v2 (5.18)

¥l =vVF.9) = vVi+3=Vi=2 (5.19)
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La distancia euclidiana entre X e y es, segiin la Definicién 5.1.5:

d®%y) = k-7l =y -l =02+ (V3-1)2=Vv3-1 (5.20)

Puede comprobarse T que la norma euclidiana de un vector real, Defini-
cion 5.1.4, cumple las dos propiedades elementales siguientes:

Proposicion 5.1.2 — Propiedades de la norma euclidiana

1. Positividad: V X € R™

| >0, [x|=0<%=0 (5.21)
2. Homogeneidad: V A € R, VX € R™

[A%] = AT (5.22)

5.1.6 Equivalencia entre definiciones del producto escalar
real

En este apartado se demostrara que las dos formulaciones propuestas pa-
ra el producto escalar real, Definiciones 5.1.2 y 5.1.3, son equivalentes.

El vector diferencia entre X e y € R”, denotado z, se calcula como z =
X —7. Los tres vectores del conjunto {X, y, Z} constituyen los lados de un
triangulo.

Aplicando las propiedades del producto escalar, Proposicion 5.1.1, y la
Definicién 5.1.4 de norma euclidiana se obtiene:

(z2) =z = &-y.x-y) = XX-y) - F.X-7y) =

oo oo (5.23)
= &X)+{,y) -2y = X +[y]" - 2&x,9).
La ley del coseno para triangulos determina que:
2% = I=I* + 151 — 2 [=][I¥] - cos (5.24)
Comparando esta ultima expresion con la (5.23) se concluye que:
&y) =[]yl - cos (5.25)

Demostrandose asi la equivalencia entre ambas definiciones.

b

Ejercicio 5.1.2 7 Demostrar que
la norma euclidiana real, Definicién
5.1.4, cumple estas dos propiedades.
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5.1.7 Desigualdad de Cauchy-Schwarz

Este apartado se dedica al estudio de la relaciéon que existe entre las nor-
mas euclidianas y el producto escalar de dos vectores cualesquiera X,y
en R™. Desarrollando la expresién X + A\y|?, A € Ry aplicando las pro-
piedades de distributividad y simetria, se tiene que, para todo A € R:

X+ MV = R+ A7, X+ A7) = [X]* + 2A (X, 7) + A[7]*  (5.26)

Supdngase que ¥ # 0. La expresion (5.26) es un polinomio de segundo
grado en A que debe ser mayor o igual que cero para todo A. De lo contra-
rio, el producto escalar podria producir un valor negativo, contradiciendo
la propiedad 3 de positividad del producto escalar, Proposicién 5.1.1. Por
tanto, su discriminante tiene que ser menor o igual que cero:

&9 = [XIPI¥1* < 0 = (x.9)* < [=I*[y] (5.27)

Tomando raices cuadradas positivas en ambos miembros queda demos-
trada una importante propiedad conocida como la “desigualdad de Cauchy-
Schwarz”.

Proposicion 5.1.3 — Desigualdad de Cauchy-Schwartz

Sean X, ¥ dos vectores cualesquiera de R™. Su producto escalar y sus
normas euclidianas cumplen:

|= 7)1 < Xyl

La igualdad entre ambos términos se da, si y s6lo si, X, ¥ son proporcio-
nales, pues en este caso existiria algin valor de ) tal que |X + \y|? = 0,
y esto dltimo es posible sélo si el discriminante del polinomio (5.27),
X, v)2 — |IX|?[¥]? es igual a cero.

Ejemplo 5.1.5 Se comprueba que los vectores X,y € R?:
x=(1,1)" (5.28)

¥ = (1,V3) (5.29)

Cumplen la desigualdad de Cauchy-Schwartz (5.1.3):

(&) =1+V3=1+V3<2-vV2=]x||y] (5.30)

5.1.8 Desigualdad triangular

A continuacion, se estudiara la relacion existente entre la norma euclidia-
na de la suma de dos vectores reales y la suma de sus normas. Desarrollan-
do la expresion || +7]|? y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

[+ 517 = I=I” + 2z, ) + [¥]* <

- IR o (5.31)
< %1% + 2=yl + 1917 = (1=l + 1¥1)*
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Al extraer raices cuadradas positivas de ambos miembros de la expresion
(5.31), se obtiene lo siguiente:

%+l < X + ¥l (5.32)

A esta expresion se la conoce como “desigualdad triangular”. La igualdad
se da, siy sdlo si, (X,7) = |X|| |[¥]. Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz,
Proposicién 5.1.3, esto ultimo ocurre, siy s6lo si, X y ¥ son proporcionales.
Es decir, si X = Ay para algin )\ real que ademas debe ser estrictamente
no negativo.

Proposicion 5.1.4 — Desigualdad triangular

Sean X, y dos vectores cualesquiera de R”, la suma de sus normas eu-
clidiana y la norma euclidiana de su suma cumplen:

[+l < 1=l + ¥

La igualdad se da si y solo si, los vectores son proporcionales con cons-
tante de proporcionalidad no negativa.

5.1.9 Angulo entre dos vectores reales

La equivalencia entre las Definiciones 5.1.2 y 5.1.3 del producto escalar
real permite expresar el angulo entre dos vectores en funcién de su pro-
ducto escalar y de sus normas euclidianas y generalizar el concepto de
angulo a los espacios de vectores reales de cualquier dimensiéon R™.

Definicién 5.1.6 — Angulo entre dos vectores en R"

El angulo que forman dos vectores X, ¥ no nulos cualesquiera de R"
se define como el escalar real ¢ € [0, 7] cuyo coseno es:

(%,y)

[=llyl

cosp =

Si los vectores X, 7 son perpendiculares, se tiene ¢ = /2, en cuyo caso
(X,¥) = 0; mientras que si son proporcionales, se tiene ¢ = 0, en cuyo

caso (x,y) = [X|y]-
Ejemplo 5.1.6 El angulo entre los vectores reales X,y € R%:

% =(1,1) (5.33)
¥ = (1,V3) (5.34)

Es aplicando la Definicion 5.1.6:

cosp = = =15° (5.35)

(%y) _1+v3 _
IXIyl— 2v2

147



148 | 5 Producto escalar, norma, ortogonalidad y espacios euclidianos

Observacion 5.1.2 Una definicion de
producto escalar aun mas general es
la siguiente: Sean una matriz hermiti-
ca A € C™"" y dos vectores x,y €
C™, su producto escalar asociado a A
viene dado por:

(X,7) =X'Ay" =7'AX  (5.36)

La formula (5.37) es un caso particular
en el que se toma A = 1.

Observacioén 5.1.3 T Las propiedades
1y 2 del producto escalar usual, Pro-
posicion 5.1.5, implican una propie-
dad denominada antilinealidad res-
pecto de la segunda componente:
VX,y,z€C", VA, peC:

(X, AV + puz) =

= X%, + 1'%, 2).
En general, si un operador K" x K" —
K es lineal respecto de la primera com-

ponente y antilineal respecto de la se-
gunda, se dice que es sesquilineal.

5.1.10 Definicion del producto escalar usual en C"

La formulacién del producto escalar presentada en la Definicién 5.1.3
es aplicable s6lo a vectores de componentes reales. A continuacién, se
presenta una definicién generalizada de producto escalar aplicable tanto
a vectores reales como complejos. A este producto escalar generalizado
se le suele conocer como “producto escalar usual”, Observacion 5.1.2.

Definicion 5.1.7 — Producto escalar usual

Dados X,y € C™, su producto escalar usual se define como:

(%) =%y =% (5.37)

Six € R™, la férmula (5.37) coincide con la del producto escalar de vecto-

res reales, Definicién 5.1.2.

La presencia del conjugado en la definicién (5.37) garantiza que el pro-
ducto escalar de cualquier vector real o complejo consigo mismo sea un
numero real positivo que cuantifica la longitud del mismo, entendida esta
en un sentido euclidiano.

Se enumeran a continuacién sus propiedades elementales:

Proposicion 5.1.5 — Propiedades del producto escalar usual

1. Linealidad respecto de la primera componente, pero no respecto
de la segunda: VX,y7,z€ C", VA, ueC

(AX+ 1y, 2) = AMX,Z) + (¥, 2) (5.38)
2. Simetria hermitica: V X,y € C"
&y)=(¥.%" (5.39)
3. Positividad: VX € C*, X #+ 0
%,%) € R
%,%) (5.40)

A diferencia del producto escalar real, Definicion 5.1.3, el producto esca-
lar complejo no es ni simétrico, pues en general (X,y) # (¥, X), ni lineal
respecto del segundo vector 7.

Ejemplo 5.1.7 El producto escalar de los vectores complejos X,y € C2:

(5.41)
(5.42)
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5.1.11 Definicion de la norma en C"

La propiedad 3 de positividad del producto escalar usual, Proposicién
5.1.5, permite dotar a los conjuntos de vectores complejos C" de una nor-
ma definida de manera analoga a la norma euclidiana de los vectores
reales. Es decir, como la raiz cuadrada del producto escalar del vector
consigo mismo:

Definicién 5.1.8 — Norma de un vector en C" Ejercicio 5.1.3 Compruébese que es-

te operador norma para vectores en
Se define la norma de un vector X € C" de componentes complejas C", Definicién 5.1.8, cumple todas
como: las propiedades de la norma euclidia-

na real, Proposicion 5.1.2. Asi como
las desigualdades triangular, Proposi-

n
||§|| — /<§7 §> — A /Y}Li — Z |uz|2 (5.44) cion 5.1.4, y de Cauchy-Schwarz, Pro-
=1

posicion 5.1.3.

Six € R”, la formula (5.44) coincide con la de la norma euclidiana de un
vector real, ecuacion (5.1.4).

Ejemplo 5.1.8 La norma de los vectores complejos X,y € C%:

x=(1414,2)" (5.45)
¥=(-1+1i,—i)t (5.46)

<
Il

Es, aplicando la Definicién 5.1.8:

Izl = /&%) =6 (5.47)
17l = V7.5) = V3 (5.48)

Donde:

&%) =x"x=(1—i 2) (1 ;r Z) =6 (5.49)

F.9)=7"y=(-1—i i) (_1 i Z) =3 (5.50)

—1

5.1.12 Extension a espacios vectoriales generales. Los
espacios euclidianos

Las Definiciones 5.1.7 y 5.1.8, de producto escalar y norma euclidiana son
aplicables a vectores tanto reales como complejos.

Para generalizar los conceptos geométricos de angulo y longitud a otros
espacios vectoriales, es necesario definir operadores que posean las mis-
mas propiedades que el producto escalar y la norma de vectores. A este
efecto, se definirdn de manera axiomatica dos operadores denominados
producto interno y norma. De esta manera, dado un espacio vectorial V,
si se define un operador que tenga V' como conjunto inicial y que cumpla
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Observacién 5.1.4 La linealidad res-
pecto del primer componente y la
simetria hermitica del producto in-
terno, puntos 1 y 2 de la Definiciéon
5.1.9 implican que este es antilineal
respecto de la segunda componente:
Vx,y,ze V, VA, nek,

(x, Ay + pz) =

(5.51)
= A (x,y) + p*(x, 7).

En el caso real, K = R, el producto in-
terno resulta ser simétrico: (x,y) =
(y,x), y en consecuencia, es lineal
también respecto de la segunda com-
ponente: Vx,y,z€ V, VA, ueR,

(%, Ay + pz) =

(5.52)
= Ax,y) + p(x, z)

Observacion 5.1.5 Las posibilidades
a la hora de disefiar una norma o pro-
ducto interno con el que dotar un es-
pacio son infinitas. Ademas de la nor-
ma euclidiana, Definicién 5.1.8, son
muy empleadas la llamada “norma in-
finito”, que en K" se define como el
maximo de los médulos de las compo-
nentes del vector:

5 = max ; 5.56
o = mix |o|  (556)

Y la llamada “norma uno”, definida en
K™ como la suma de los modulos de
las componentes del vector:

%l = > |l (5.57)

Esta dltima se conoce también como
la “norma Manhattan” o la “norma del
taxista”. Se deja como ejercicio al lec-
tor averiguar con un poco de imagina-
cion el porqué de estos dos nombres.

esas propiedades, este podra constituir un producto interno o norma en
ese espacio.

En particular, dado un espacio vectorial V, si se dota a este espacio de
un producto interno y de una norma definida como la raiz cuadrada del
producto interno de un elemento de V' consigo mismo, el espacio V se
convierte en un espacio euclidiano.

5.1.13 Definicion general de producto interno

Estas son las propiedades que, por definicién, debe cumplir un operador
V x V = K, siendo V' un espacio vectorial, para que este pueda ser
considerado un producto interno en V:

Definicion 5.1.9 — Producto interno en un espacio vectorial general

Dado un espacio vectorial V sobre el cuerpo K, la funcién (-,) : V x
V K es un producto interno si, V x,y,z € V, ¥V A, u € K, la funciéon
(-, -) verifica las siguientes propiedades:

1. Linealidad respecto de la primera componente.

(Ax + py, z) = AM(x,z) + pu(y, z) (5.53)
2. Simetria hermitica.
<X7 Y> = <Y, X>* (5-54)
3. Positividad.
(x,x) >0
(5.55)

(x,x)=0<x=0

Véase que estas propiedades coinciden con las del producto escalar usual,
Proposicién 5.1.5.

5.1.14 Definicién general de norma. Espacios euclidianos

Estas son las propiedades que, por definicién, debe cumplir un operador
V = K, siendo V' un espacio vectorial, para que este pueda ser conside-
rado una norma en V:

Definicién 5.1.10 — Norma en un espacio vectorial general

Dado un espacio vectorial V' sobre el cuerpo K, la funcién |- | : V = K
es una norma si, V x,y € V, V A € K, la funcién | - || verifica las
siguientes propiedades:

1. Positividad.

IxI 20, x| =0« x=0 (5.58)
2. Homogeneidad.
2] = Al (5.59)
3. Desigualdad triangular.
I+ vl < Il + Iyl (5.60)
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A la norma que se define como || - | = 1/(-, -} dado un determinado pro-
ducto interno previamente definido en V se le conoce como la “norma
canoénica del espacio V7. §

A los espacios vectoriales sobre el cuerpo K dotados de un producto in-
terno y de la norma candnica a él asociada se les llama también “espacios
euclideos” o “euclidianos”.

Definicion 5.1.11 — Espacio euclidiano

Dado un espacio vectorial V, se dice que la triada (V, (-,-),| - |) es un
espacio euclidiano si (-, -) es un producto interno con todas sus propie-
dades axiomaticas, Definicién 5.1.9, y || - | es una norma definida como

<,>

Como ejemplos, se tienen los espacios euclidianos de vectores de n com-
ponentes en el cuerpo K, & construidos dotando a los espacios K™ del
producto escalar usual (-, -), Definicién 5.1.7, y de la norma candnica

[-1= m, Definicioén 5.1.8.

5.1.15 Un ejemplo en un espacio de funciones

En este apartado, se muestra como transformar el conjunto de las funcio-
nes en una variable real continuas en el intervalo cerrado [a, ], a,b € R,

denotado como Cla, b], en un espacio euclidiano.
Una funcién que es continua para todo R es f(z) = 22 - cos z, por lo que
pertenece al conjunto C[a, b] para cualesquiera cotas superior e inferior

a,b € R que se establezcan.

Sean f,g € Cla,b] y A € R, se definen las operaciones suma y producto
de funcion por escalar del siguiente modo: V z € R

(5.61)
(5.62)

(f+9)(x) = f(x) +g(z)
(Af)(x) = Af(x)

Claramente, la terna (C|a, b], +, -) forma un espacio vectorial denomina-
do V. Ademas, puede demostrarse que las siguientes operaciones:

b
(f.g) = / F(t)g(t) dt (5.63)
b
1l = V) = /f<t>2dt (5.64)

Observacion 5.1.6 1 A veces, alanor-
ma canonica, o euclidiana en K", se
la denomina “norma dos” y se la de-
nota como || - ||. Esta norma, junto
con las dos mencionadas en la Obser-
vacion 5.1.5, forman parte de una fa-
milia de normas llamadas “normas-p”
(en los espacios K™) o “normas de Le-
besgue” (en los espacios de funciones
de una variable acotadas en un deter-
minado intervalo cerrado).

Observacion 5.1.7 = Desde el punto
de vista geométrico, los espacios eucli-
dianos R? y R? son aquellos en los cua-
les se cumplen los cinco postulados de
la geometria de Euclides. Dos conse-
cuencias de estos postulados son que
la distancia mas corta entre dos pun-
tos es una linea recta, y que los angu-
los entre lados contiguos de un trian-
gulo suman 180 °.

Modificando el quinto postulado (da-
dos una recta y un punto externo a
ella, existe una recta, y solo una, que
lo corte y que sea paralela a la prime-
ra) se construyen las llamadas “geo-
metrias no euclidianas”. En estos espa-
cios, la distancia méas corta entre dos
puntos ya no es una linea recta y los
angulos de los triangulos ya no su-
man 180 grados. Un ejemplo de geo-
metria no euclidiana es la superficie
de una esfera.

De acuerdo con la teoria de la rela-
tividad general, el espacio en el que
nos encontramos, al contrario de lo
que intuitivamente nos pueda pare-
cer, no es un espacio euclidiano a
causa de la curvatura del continuo
espacio-tiempo, de la misma forma
que La Tierra, pareciéndonos plana,
no lo es. Como consecuencia, el ca-
mino mas corto entre dos puntos cua-
lesquiera del cosmos (y de La Tierra)
no es una linea recta, aunque si la dis-
tancia es pequefia se puede aproximar
como tal.
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Ejercicio 5.1.4 1 Demostrar que las
siguientes operaciones:

b
(f.9)= [ f0gt)dt (56)
b

1=y [ sw2ae ss0

donde f, g son dos funciones de una
variable real continuas en el intervalo
la,b], a,b € R, cumplen todos los
axiomas de producto interno y norma,
Definiciones 5.1.9 y 5.1.10.

Cumplen todas las propiedades axiomaticas del producto interno y de la
norma, Definiciones 5.1.9 y 5.1.10. T Por lo que la terna (V, (f, g), | fIl)
forma un espacio euclidiano, Definicién 5.1.11.

Ejemplo 5.1.9 Las funciones:

(5.67)
(5.68)

f(z) =cosz
g(z) =senx
Pertenecen al espacio de las funciones de una variable real continuas

en el intervalo cerrado [—, 7r]. Aplicando las definiciones de norma y
producto interno dadas por las ecuaciones (5.63) y (5.64) se tiene:

Ifl = / cos?z do = SSTSENTIT T _ (5.69)
L 2 — 2l
lgl = / seny dz = — L SMLT E‘ =T (5.70)
L 2 - 2l
Uy 2 T
(f,9) = / coszsenx dr = ser; " =o (5.71)

5.1.16 Resumen

1. El producto escalar de dos vectores proporciona una medida del
angulo que forman el uno respecto del otro.

2. Lanorma euclidiana de un vector real, definida como la raiz cuadra-
da de su producto escalar consigo mismo, proporciona una medida
de la longitud de su representacion geométrica.

3. Tanto los espacios de vectores reales como los espacios de vecto-
res complejos, equipados con el producto escalar usual y la norma
euclidiana, Definiciones 5.1.7 y 5.1.8, cumplen las desigualdades de
Cauchy-Schwarz y triangular.

4. El producto escalar, o producto interno, y la norma de vectores,
asi como sus propiedades, se pueden extender a los espacios vec-
toriales generales, sean estos reales o complejos. Para ello, estos
se definen de manera axiomatica, de acuerdo con las propiedades
que debe cumplir todo operador para que pueda ser considerado
producto interno o norma.



5.2 Ortogonalidad

5.2.1 Introduccién

De las infinitas bases que puede tener un espacio o subespacio vectorial
V equipado con un producto interno y una norma con sus propiedades
axiomaticas correspondientes, Definiciones 5.1.9 y 5.1.10, existen algu-
nas cuyos elementos son ortogonales, o perpendiculares, dos a dos. Estas
bases, denominadas ortogonales, u ortonormales si sus elementos tienen
norma unidad, cumplen unas propiedades que las hacen muy dtiles e in-
teresantes.

Dichas bases y sus propiedades se estudiaran en esta seccioén, pero antes
se definira el concepto de ortogonalidad entre elementos de un espacio
vectorial, se enunciard y demostrara el teorema de Pitdagoras, y se definira
el suplementario ortogonal de un subespacio H C V.

5.2.2 Ortogonalidad entre elementos de un espacio
vectorial

Definicion 5.2.1 — Elementos ortogonales de un espacio vectorial

Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K dotado de un producto in-
terno (-, ). Los elementos x,y € V son ortogonales o perpendiculares
entre si, denotandose en tal caso x | y, si su producto interno es nulo:

xy)=(y,x) =0

Ejemplo 5.2.1 Los vectores de R3:

2
x=|-1 (5.72)
0
1
y=| 2 (5.73)
—il
1
Z=|2 (5.74)
5
Cumplen:
1
xy)y=(2 -1 0| 2 |=0 (5.75)
—1
(x,z)= 0 (5.76)
¥,2)=0 (5.77)

Por tanto, los vectores del conjunto {X, y, Z} son ortogonales entre si
dos a dos.

5.2 Ortogonalidad
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5.2.3 El teorema de Pitdgoras

Sean x,y dos elementos cualesquiera de un espacio euclidiano definido
sobre el cuerpo de los niimeros reales y dotado de un producto interno

(-,+) y de la norma canénica || - | = /{(:, ). Se tiene que:
Ix+yI? = x+y.x+y) =[xI* +2(x,y) + Iyl (5.78)

Si (x,y) = x'y = 0, la expresion (5.78) se reduce a:

Ix+ vl = IxI* + Iyl? (5.79)
Que constituye la version clasica del teorema de Pitagoras.

Proposicion 5.2.1 — Teorema de Pitdgoras en los espacios
euclidianos reales

Sea V un espacio vectorial definido sobre el cuerpo de los nimeros
reales y dotado de un producto interno (-, -) y de la norma candnica
|- =+/(,). Dos elementos x,y € V son ortogonales, siy sélo si:

Ix+yI? = I + lyl?

Ejemplo 5.2.2 Los vectores X, y del Ejemplo 5.2.1 son ortogonales res-
pecto del producto escalar en R3. Sus normas son:

K| =v/22 + (-1)"24+ 02 =5 (5.80)

7l =v/12 4+ 22 + (—1)2 = V6 (5.81)

Sumando ambos vectores, se obtiene X+y = (2, —1,0)"+ (1,2, —1)* =
(3,1,—1), por lo que:

I+ ¥l = Vi1 (5.82)

Finalmente, se comprueba que los vectores ortogonales X,y cumplen
el teorema de Pitagoras:

[®+51* =11=5+6 = I + |7I° (5.83)

Si se tiene un espacio euclidiano V definido sobre el cuerpo de los nd-
meros complejos, es evidente que toda pareja de elementos x,y € V
ortogonales entre si cumple la identidad (5.2.1) pues:

Ix + ylI? = x> + |yl*> + (x,y) + (y,x) =
=[x+ [yl +0+0= (5.84)
= [x[* + [ly[?

Sin embargo, es posible encontrar parejas de elementos x,y € V que sin
ser ortogonales cumplen la identidad (5.2.1). Aplicando la propiedad 2 de
simetria hermitica del producto interno, Definicién 5.1.9, se tiene:



Ix+ylI? = [xI* + lyl* + (x,y) + {y,x) =
, , . (5.85)
= [x[* + |yl* + (x,y) + (x,y)

Por lo que basta que los elementos x,y cumplan la identidad (x,y) =
—(x,y)* para que se cumpla la igualdad (5.2.1).

Como se razond en la Proposicién 2.41, paratodo z € C, z = —2* < zes
imaginario puro. Esta tltima es la condicion necesaria y suficiente que el
producto interno (x,y) debe cumplir para que |x + y|? = |x]? + [y|*>.

Proposicion 5.2.2 — Teorema de Pitdgoras en los espacios
euclidianos complejos

Sean un espacio vectorial V' definido sobre el cuerpo de los nimeros
reales y dotado de un producto interno (-, -) y de la norma candnica

|| =+/{,),yseanx,y € V. Se tiene que:
(x,y) es imaginario puro < [x + y|* = |x[* + |y|?

En concreto, si x,y € V son ortogonales, se cumple la identidad
Ix+ vl = lxI* + Iyl]*.

Supéngase que x4, ... X;, son k elementos de un espacio vectorial V' dotado
de un producto interno (-, -) y de la norma candnica 4/(-, -). Desarrollan-
do |x; + X5 + ... + x,||%, se tiene que:

Iy + x5 4 43 =
=X+ X+ H XX H X X)) =

= (X9, %)+ 4 (%, %) + Z<Xi7xj>
i#j

(5.86)

Si x4, ... x;, son ortogonales dos a dos, por la Definicién 5.2.1 de ortogo-
nalidad, (x;,x;) =0V i,j=1,..k, i # j, por lo que:

Iy + -+ xg17 = (%0, %) + - 4 (x5, %5.)

(5.87)
= g+ -+ x]1?

Combinando la expresién (5.87) con (5.2.1), y de la Proposiciéon 5.2.2, se
deduce una versién general de Pitagoras aplicable a k > 2 elementos de
V ortogonales dos a dos respecto a un determinado producto interno:

Teorema 5.2.3 — Generalizacion del teorema de Pitdgoras
Sean k elementos x4, ... X;, de un espacio vectorial V' sobre el cuerpo K
dotado de un producto interno (-, -) y de la norma canénica +/(-, -):
X,L‘J_vai,j:].,...k, Z#J:
=[x+ e+ X7 = g P ]

Si k = 2y V es un espacio sobre el cuerpo de los niimeros reales, la
implicacién es doble.

5.2 Ortogonalidad
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Ejercicio 5.2.1 1+ Demuéstrese apli-
cando las propiedades axiomaticas
del producto interno, Definicién 5.1.9,
y la Definicién 1.2.6 de subespacio
vectorial, que el suplementario orto-
gonal de un subespacio vectorial en
V' es también un subespacio en V.

5.2.4 Suplementario ortogonal

Definicion 5.2.2 — Suplementario ortogonal de un subespacio
vectorial

Sea H un subespacio en V dotado del producto interno (-, -), se define
el suplementario ortogonal de H como el conjunto formado por todos
los elementos de V' que son ortogonales alosde H C V:

Ht={yeV:VxeH, (x,y) =0}

El suplementario ortogonal de todo subespacio en V' es siempre un subes-
pacio vectorial en V, sea cual sea el espacio vectorial V' que los contiene.
Se propone al lector T demostrarlo.

Ejemplo 5.2.3 Llamese H a la clausura lineal de los vectores © =
(2,—-1,0)t y v = (1,2,—1)* de R3. Por aplicacion directa de la Defini-
cién 5.2.2 de suplementario ortogonal se tiene que X = (x;, o, T3)" €
R? pertenece al suplementario ortogonal de H siy s6lo si (X, \U-+uv) =
0V A, 1 € R, 1o que lleva a estas dos condiciones que han de cumplirse
simultaneamente para que X € H':

)
)

Aplicando la Definicién 5.1.3 del producto escalar de vectores reales,
las condiciones (5.88) y (5.89) pueden reescribirse del siguiente modo:

=l
X

{

0 (5.88)
0 (5.89)

)
)

<
|

T, +2z9— 25 =0 (5.90b)

Estas ecuaciones implicitas definen un subespacio que coincide preci-
samente con el suplementario ortogonal de H. Geométricamente, pue-
de interpretarse H como un plano en R? que tiene por ecuaciéon nor-
mal z; + 27, + 5z = 0, mientras que H~ es una recta perpendicular
a H formada por la interseccién de los planos de ecuaciones normales
20 —x9 =0y 2y + 229 — 25 = 0.

Dados un espacio vectorial V' de dimensién n dotado de producto interno
y un subespacio H C V de dimensién k < n, H y su suplementario
ortogonal guardan esta importante relacién respecto de V:

Proposicién 5.2.4 — Suplementariedad de H y H* respecto de V/

Sea V un espacio vectorial en el cuerpo K dotado de producto interno
y H un subespacio en V, H y H" son suplementarios en V:

dmH@ H =V



Demostracion:

Sea B = (uy,...u;) una base de H. Como se ha mostrado en el Ejem-
plo 5.2.3, todo elemento x € H~ ha de cumplir (x,u;) = 0,... (x,u;) =
0,...(x,u;,) =0V i=1,..k Cada una de estas k restricciones es lineal,
pues el producto interno es lineal respecto de la primera componente,
propiedad 1 de la Definicién 5.1.9, y ademéas son linealmente indepen-
dientes entre si por formar los elementos de B una familia libre, por lo
que las k condiciones determinan un conjunto de & ecuaciones implicitas
de un subespacio en dimensién n — k que es precisamente H*. Por la re-
lacién de Grassmann, Teorema 1.4.5 se tiene que V, H y H* cumplen:

dimH + H+ =dimH +dimH* —dimH N H! =
=k+(n—k) —dimHNH: = (5.91)
=n—dimHN H*

Falta solo calcular el subespacio H N H*. Las Definiciones A.2.5y 5.2.2 de
conjunto interseccién y de suplementario ortogonal, asi como la Proposi-
cién 1.4.1, implican que todo elemento de H C V que pertenezca también
a H* ha de ser ortogonal consigo mismo, (x,x) = 0. Pero por la propie-
dad 3 de positividad del producto interno, Definicién 5.1.9, el tnico ele-
mento de un espacio o subespacio vectorial equipado de producto interno
que cumple (x,x) = 0 es el elemento nulo. Por tanto, H N H* = {0}.

Por otro lado, se tiene que, por la Proposicion 1.3.3, dim H + Ht=n<
H + H*+ = V, por lo que se cumplen las dos condiciones que en vir-
tud de la Definicién 1.4.3 han de cumplir dos subespacios para que sean
suplementarios en V:

1. HN H*+ = {o}.
2. H+ H-=V.
Se demuestra asi la Proposicion 5.2.4.

O

Ejemplo 5.2.4 Sea H el subespacio del Ejemplo 5.2.3 las ecuaciones
(5.90a) y (5.90b) son ecuaciones implicitas linealmente independientes
que definen su suplementario ortogonal H=. Por esto y por la Propo-
sicién 5.2.4, dmH+ =3 —2=1.

Un vector de R? que cumple ambas ecuaciones implicitas es el (1, 2, 5)".

Por tanto:
1
HL:L[( 2 )1@23 (5.92)
5

Los vectores U, Vv y W son linealmente independientes entre si, por lo
que forman una base del espacio R? compuesta por tres vectores reales
de tres componentes:

He H- =1[u,v,w)] =R? (5.93)

5.2 Ortogonalidad
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Figura 5.2: El nucleo de la matriz A €
R?*3, subespacio en R de dimensién
uno, es el suplementario ortogonal de
la imagen de su transpuesta. Dos vecto-
res pertenecientes uno a ker A y otro a
ImA" son siempre ortogonales: (AU +
AoV, W) =0V Ay, Ag, p € R

Si V = K", la Definicién 5.2.2 del suplementario ortogonal de un subes-
pacio y el Teorema 3.4.5 del rango-nulidad implican una relacién muy
interesante entre la imagen de una matriz cualquiera A € K"™*" y el
nucleo de su transpuesta conjugada:

Proposicion 5.2.5 — Relacion entre la imagen de una matriz y el nu-
cleo de su adjunta

Toda matriz A € K™*" cumple:
(ImA)* = ker A" (5.94)
O, equivalentemente:

(ImA™)! = ker A (5.95)

Demostracion:

Llamese H a la clausura lineal de las n columnas de A, de modo que
H = ImA. Por la definicién de nicleo de una matriz, ecuacién (3.74),
X € K" pertenece a ker A" < A"x = 0. Esta es una ecuacion matricial
que puede reescribirse como un conjunto de m ecuaciones lineales:

(C,(A)"-x=0 (5.96)
(Co(A)-x=0 (5.97)
(.Cn(A))’L X=0 (5.98)

Por la Definicién 5.1.7 del producto escalar usual, las n ecuaciones [(5.96)
-+ (5.98)] pueden reescribirse como:

X,C1(A)) =0 (5.99)
(%,C,y(A)) = 0 (5.100)
<.§7 C,(A) =0 (5.101)

Por lo que todo vector de K™ perteneciente a ker A" = 0 también perte-
nece a H- = (ImA)*. O

kerA=MY=L [(W)]

Im A" =M =L [(uw)]]
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Ejemplo 5.2.5 Se define el subespacio H como la imagen de la trans-
puesta de la matriz:

2 -1 0
A—(l 0 _1> (5.102)

El nucleo de A es el subespacio siguiente, Ejercicio 5.2.2:

1
( 2 )] Cc R? (5.103)
5

Que en virtud de la Proposicion 5.2.5 coincide con el suplementario
ortogonal de H:

kerA =L

Ht = (ImA")L =kerA (5.104)
Ejercicio 5.2.2 Comprobar que el vec-
De hecho, el vector (1,2,5)* € ker A es ortogonal respecto a cada una tor (1,2, 5)" € R forma una base de
de las filas de A (Figura 5.2). ker A.

5.2.5 Familias ortogonales y ortonormales

Sea V un espacio vectorial dotado de un producto interno y de una norma,
la Definicién 5.2.1 y el Ejemplo 5.2.1 muestran que k elementos u, ... u;
de V' son ortogonales dos a dos si (u;,u;) = 0 Vi, j=1,..k i % j.
En tal caso, los k elementos constituirian una familia ortogonal. Si ade-
mas la norma de los k vectores es igual a uno, puede decirse que estos
constituyen una familia ortonormal.

Definicioén 5.2.3 — Familias ortogonales y ortonormales

Un conjunto F' = {u,,...u;} de elementos de un espacio V' dotado de
producto interno y de norma es una:

1. Familia ortogonal: si (u;,u;) =0V i,j=1,...k, i # j. Es decir,

si sus elementos son ortogonales dos a dos.
Observacion 5.2.1 Noétese que todas

ili I:sil 1 de F les d las familias ortonormales son familias
2. Familia ortonormal: si los elementos de son Ortogona €S dos a ortogonales, pero no todas las famis

dos y ademas unitarios: |u,| =1Vi=1,..k. lias ortogonales son ortonormales.

Ejemplo 5.2.6 El conjunto de R3 formado por los vectores [(5.72)
-+ (5.74)] del Ejemplo 5.2.1 y denotado como F = {X,y,Z}, es una
familia ortogonal. Puesto que, como se ha visto en el Ejemplo 5.2.1,
son ortogonales dos a dos respecto al producto escalar de vectores
reales.

Las normas euclidianas de los vectores [(5.72) --- (5.74)] son:

1] = V&%) =5 (5.105)
Iyl = V5. 7) = V6 (5.106)
Izl = v/(z,2) = V30 (5.107)
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Observacion 5.2.2 T A esto se le lla-
ma “normalizar un elemento de un es-
pacio vectorial respecto de una deter-
minada norma”, que en este ejemplo
es la norma canénica de R?.

Dividiendo cada uno de los vectores de F por su norma | se obtiene
un nuevo subconjunto de R? al que se denotara como F’ y que esta
compuesto por los siguientes vectores:

I
I

S ‘
ot
o

—1 (5.108)

) 1
y=—-| 2 5.109
y 7 2 ( )
_1 1

Z=—0|2 (5.110)

van |

Los vectores de F’ son ortogonales dos a dos y unitarios, por lo que
F’ es una familia ortonormal, punto 2 de la Definicién 5.2.3.

Elementos de un espacio vectorial dotado de producto interno que son
ortogonales dos a dos son linealmente independientes entre si, por lo que
forman familias libres.

Proposicion 5.2.6 — Independencia lineal y ortogonalidad

Toda familia ortogonal es libre. Es decir:

F es una familia ortogonal = F' es una familia libre. (5.111)

Demostracion:

Sea F' = {uy, X5, ... u; } una familia ortogonal contenida en un espacio V
dotado de un producto escalar (-, -), igualese a cero la combinacién lineal:

Y multipliquense ambos miembros por un elemento i-ésimo cualquiera
de F mediante el producto interno (-, -):

A {u;,ug) + AUy, Xo) 4+ - 4+ Ap{u;,u,) =0 (5.113)

Por la ortogonalidad entre los elementos de F' la expresion anterior se
reduce a \;(u;,u;) = 0. Los elementos de F' no pueden ser nulos, pues de
lo contrario, F' ya no podria ser una familia ortogonal. Por lo que (u;, u;)
ha de ser distinto de cero por la propiedad 3 de positividad del producto
interno, Definicidn 5.1.9, y asi se tiene que A\, (u;,u;) =0< \; = 0.

Haciendo variar i desde 1 hasta k se demuestra que:
A {ug,ug) + A (ug, ug) + A (uy,u) =0 A, 0, =00 (5.114)

Vi = 1,... k. Por tanto, por la Definicion 1.2.3, los vectores uy, Xo, ... Uy,
son linealmente independientes y se tiene que toda familia ortogonal es
una familia libre.

O



Ejemplo 5.2.7 La familia F' C R® del Ejemplo 5.2.6 es ortogonal, tal
como se ve en el Ejemplo 5.2.1, por lo que F' = {X,V,z} es también
una familia libre. Los tres elementos que lo contienen son vectores
linealmente independientes de tres componentes, por lo que forman
una base ortogonal de R®.

5.2.6 Bases ortogonales y ortonormales

Si una familia ortogonal u ortonormal engendra un espacio o subespacio
vectorial V, se dice que constituye una base ortogonal u ortonormal del
mismo.

Definicion 5.2.4 — Bases ortogonales y ortonormales

Una base B de un espacio o subespacio vectorial V' equipado con un
producto interno (-, -) es:

1. Ortogonal: si sus elementos forman una familia ortogonal
respecto de (-, -).

2. Ortonormal: si sus elementos forman una familia ortonormal res-
pecto de (-, -).

Una gran ventaja de las bases ortogonales es que resulta muy simple
calcular las coordenadas de un elemento del espacio o subespacio que
generan respecto de estas bases. Sea B = (uy, ... u,,) una base ortogonal
de un espacio o subespacio V dotado del producto interno (-, -), y sea v
un elemento perteneciente a V:

V=> Ay (5.115)
1=1

Multiplicando ambos miembros de esta identidad por un elemento k-
ésimo de la base B en funcién del producto interno (-, ), y teniendo en
cuenta que (u;,u;) =0V i, j=1,..n, i+ j:

(v,uy,) = <Z Aty W) = A (g, uy) (5.116)
=1

Despejando A, se obtiene A\, = (v, u,)/(u;,u,). Repitiendo desde k = 1
hasta n se concluye que v puede expresarse como:

V=3 N, A v, u) (5.117)
i=1 i

Proposicion 5.2.7 — Coordenadas respecto de una base ortogonal

Sean un espacio o subespacio vectorial V' dotado de un producto in-
terno (-, -), una base B ortogonal de V' y un elemento v € V, la i-ésima
coordenada de v respecto de B es:

5.2 Ortogonalidad
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Figura 5.3: La proyeccién ortogonal del
vector V sobre T; (en violeta) es un vec-
tor perteneciente a L[(U;)] cuya norma,
o longitud, es |[¥] - cos ¢, siendo ¢ el an-
gulo entre vV y U;.

Cada término de la descomposicion (5.117) puede interpretarse geométri-
camente como la proyeccién ortogonal de v sobre el subespacio engen-
drado por el i-ésimo elemento de la base ortogonal (u;,u,,...u,,).

Para comprender esta analogia, supoéngase que v € R? o R3, (-, ) es el
producto escalar real, Definicion 5.1.3, y considérese la norma candnica
| -1l = +/{,-). Dado que, como se vio en el apartado 5.1.3, (v,T;) =
[¥][T;] - cos ¢, se tiene:

<V5ﬁi> q. — <V7ﬁz’> .U, =
@) P G118
_ Ivlliwilfcosy U

= — U, = HVHCOSQD —
;2 ' [

Que es un vector que tiene la direccion de U, y una longitud igual a la de
la sombra que arroja perpendicularmente el vector ¥ sobre el vector u;
(Figura 5.3).

En la seccidn 5.5, se demuestra que la proyeccién ortogonal de v € V
sobre el subespacio L[(u;)] es, de todos los elementos que el subespacio
L[(u,)] contiene, aquel cuya distancia euclidiana a V' es minima:

P,v= min d(v,u)= min |v—u| (5.119)
T ueliw) weLf(u)]
Donde | - || denota la norma candnica /-, -).
v
|
| LIy;]
I - -
-
- v i
- X U IVIlcsg—
- 11Ul

Ejemplo 5.2.8 Sea la base ortogonal del espacio euclidiano R?® for-
mada por los vectores [(5.72) --- (5.74)] del Ejemplo 5.2.1, denotada
B = (X,V,z). Las normas euclidianas de los vectores que contiene son:

Ixl = V(&%) = V5 (5.120)
Ivl = V.9 = V6 (5.121)
Izl = v/(z,2) = v/30 (5.122)

Las coordenadas del vector v = (0,1, 3)" con respecto a la base B pue-
den calcularse aplicando la Proposiciéon 5.2.8:



% 1
= = 12
METER T (5.123)
Wy 1
=AY _ - (5.124)
2= 2 = 6
727 17
= = =2 5.125
3= & - 30 (5-125)

Por lo tanto, el vector de coordenadas de ¥ respecto de la base 5 es el
siguiente:

1 117
VB = (A, Mg, A :(—f—f —) 5.126
[V] ( 1> 72 3) 57 63 30 ( )
Ejemplo 5.2.9 Los vectores complejos X, ¥, Z siguientes:
1+1 1 0
X=1 —i y=|1-i z=|0 (5.127)
0 0 1

Son ortogonales dos a dos § con respecto al producto escalar usual de
los vectores complejos, por lo que forman una base ortogonal de C? a
la que llamaremos B.

Las coordenadas del vector v = (1 — 2i,0,4)! respecto de la base B
se calculan aplicando la ecuacion (5.117) con el producto escalar usual

(X,y) =7'V" = 7"X y la norma canénica || - | = \/{-, -).

v, % 1.
A = <”X”2> =1 i (5.128)

vy) 12
= W = (5.129)

vl o3 3

v,z

Ay = <”Z”2> —4 (5.130)

Supéngase que al espacio o subespacio V' se le dota de la norma canénica
V/ (-, ). Si se normaliza cada elemento de la base B mediante la formula
q, = u;/|u,|| (Figura 5.4) se obtiene una nueva base B, = (q,, .- q,) que
es ortonormal.

La descomposiciéon de v € V en combinacién lineal de los elementos
de la nueva base ortonormal B, puede llevarse a cabo con una versién
simplificada de la expresion (5.117):

V= Z /\iqia Ai = (v, qi>

=1

(5.131)

De modo que el vector de coordenadas de V' respecto de una base orto-
normal B, resulta muy sencillo de calcular:

(v,q,)
[v]Fe = s
(v,q,)

(5.132)

5.2 Ortogonalidad | 163

Ejercicio 5.2.3 { Comprobar que los
vectores de BB forman una familia or-
togonal.
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Proposicion 5.2.8 — Coordenadas respecto de una base ortonormal

Sean un espacio o subespacio vectorial V' dotado de un producto in-
terno (-, -), una base B ortonormal de V' y un elemento v € V, la i-ésima
coordenada de v respecto de B es:

A= <V, qi>

Figura 5.4: Los vectores X, V,Z € R son
ortogonales dos a dos, por lo que forman
una base ortogonal de R3. Si se normali-
zan dividiéndolos por su norma, se obtie-
ne una base ortonormal de R3.

Ejemplo 5.2.10 Para transformar la base B del espacio euclidiano R?
formada por los vectores [(5.72) --- (5.74)] del Ejemplo 5.2.1 en una base
ortonormal de R3, se normalizan sus vectores respecto de la norma
euclidiana:

-(2,—1,0)" (5.133)

x| =v (&%) =vV5=>% = % _
¥l =vVFN =v6=¥ = % _
Izl =\/(z,2) = V30 = Z' = % -

< (1,2,—1)¢ (5.134)

-(1,2,5)t (5.135)

S5l 5l-

—/ =/ =/

La base ortogonal de R? obtenida se denota como B, = (X',y',Z').

Las coordenadas del vector v = (0, 1, 3)" con respecto de la base B, se
calculan aplicando la Proposicién 5.2.7:

A = (7,%) = —% (5.136)
Ay =(V,y) = —% (5.137)
%:W@:lé (5.138)

Por lo tanto, el vector de coordenadas de V respecto de la base B, es:

Lt 17 ) (5.139)

[18 = (A, Mgy A3) = (— NN AT



5.2 Ortogonalidad | 165

5.2.7 Resumen

1. Dos elementos de un espacio o subespacio vectorial V' dotado de
producto interno son ortogonales entre si su producto interno es
nulo. Un conjunto de elementos ortogonales dos a dos forman una
familia ortogonal. Si ademas son unitarios, forman una familia or-
tonormal. Todas estas familias son libres.

2. Elementos de V' ortogonales entre si cumplen el teorema de Pitdgo-
ras: la norma canénica de su suma es igual a la raiz cuadrada de la
suma de sus normas canonicas al cuadrado.

3. A cada subespacio H de V se le asocia otro subespacio formado
por todos aquellos elementos de V' que son perpendiculares a los
de H. Dicho subespacio es suplementario a H en V.

4. Las coordenadas de cada elemento v de V' respecto de una base
ortogonal B son calculables realizando el producto interno de v con
cada elemento de la base. Cada término de la descomposicién de v
como combinacién lineal de los elementos de B es la proyeccion
ortogonal de v sobre cada elemento de B.
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Observacion 5.3.1 1 La cuantifica-
cion de la estabilidad de las matrices
se basa en los llamados “nimeros de
condiciéon”. Un numero de condicién
bajo indica una matriz numérica esta-
ble, o “bien condicionada”. Un ntime-
ro alto indica una matriz menos esta-
ble, o numéricamente inestable, en cu-
yo caso se dice que es una matriz “mal
condicionada”. De las matrices de ran-
go deficiente, Definicion 3.4.7, se dice
que tienen nimero de condicién “infi-
nito”.

5.3 Matrices unitarias, ortogonales y de giro

5.3.1 Introduccién

Algunos tipos de matrices, como las matrices simétricas y hermiticas, apa-
recen con cierta asiduidad en la modelizacién matematica de los sistemas
fisicos y en el analisis de esos modelos. Esto es asi porque estas tipologias
de matrices reflejan propiedades y caracteristicas del mundo fisico que
nos rodea, como la simetria y la conservacion de la energia y del momen-
to, y porque tienen propiedades matematicas que hacen mas estables T
y eficientes los calculos numéricos.

Por esos mismos motivos, es habitual encontrar matrices cuadradas cu-
yas filas y columnas son ortogonales dos a dos y ademas de norma uni-
dad. Estas son las llamadas “matrices unitarias”, o si todas sus entradas
son reales, matrices ortogonales. Esta seccién se dedicara a la definicion
y el estudio de las propiedades de estas matrices y de un tipo particular
de matriz ortogonal denominado matriz de giro con importantes aplica-
ciones en fisica y en mecanica como, por ejemplo, los cambios de sistema
de coordenadas.

5.3.2 Matrices unitarias

Definicion 5.3.1 — Matrices unitarias

Una matriz U € C™*" se denomina unitaria si cumple:

v'u=uu" =1 (5.140)

O, equivalente, si su inversa coincide con su transpuesta conjugada:

vt=u" (5.141)

Ejemplo 5.3.1 Las siguientes matrices de orden dos son unitarias, co-
mo se puede comprobar:

1 0
U, = (0 _1> (5.142)
1 1
U, = \/15 @ (5.143)
V2 V2
1—i —1-—1
U; = 1%1 1_2“ (5.144)
2 2
La siguiente matriz de orden tres es también unitaria:
—1
v (5.145)

S

Il
SIS
Sl-slLe
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Como consecuencia directa de la Definicién 5.3.1, las filas y las colum-
nas de una matriz unitaria de orden n forman bases ortonormales de C"
respecto al producto escalar usual, Definicion 5.1.7, y la norma candnica
que este define, Definicién 5.1.8.

La siguiente proposicion muestra que las matrices unitarias conservan
tanto los angulos entre los vectores transformados por la matriz como
sus longitudes, y que toda matriz en C"*"™ que conserve los angulos en-
tre pares de vectores transformados y sus longitudes es una matriz uni-
taria:

Proposicion 5.3.1 — Conservacioén del producto escalar entre vecto-
res transformados por matrices unitarias

Sea la matriz U € C™"*™, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. U es unitaria.
2. U conserva el producto escalar usual.

¥ %,y € C, (U, Uy) = (%,7) (5.146)

3. U conserva la norma canonica de los vectores complejos.
Vel |Ux|=|x| (5.147)

Demostracion:

Para comprobar que las afirmaciones [(1) -+ (3)] son equivalentes se de-
mostrara: 1) Que toda matriz unitaria conserva el producto escalar usual.
2) Que toda matriz que conserva el producto escalar usual conserva tam-
bién la norma canénica. 3) Que toda matriz que conserva la norma cano-
nica de los vectores complejos es unitaria.

» (1) = (2): SeaU € C™ ™ una matriz unitaria, por la Definicion 5.1.7
del producto escalar usual, se tiene, V X,y € C™:

*
(Ux, Uy) = (Uy)"Ux ® FU'"Ux =7 R =7"3x = x,7) (5.148)
Aplicando en (x) la propiedad 4 de la Proposicion 2.2.3.

P (2) = (3): Sien el razonamiento anterior se fijaX = y, y teniendo en
cuenta que, por la Definicién 5.1.8, la norma canénica de un vector
complejo es la raiz cuadrada de su producto escalar usual consigo
mismo, se tiene:

Juz| = (0%, 0%) = /&%) = | (5.149)

» (3) = (1): Supéngase que U € C™ " es una matriz que cumple
|[UR| = |X| para todo X € C. Por la definicion de la norma canénica
de un vector complejo, Definicion 5.1.8:

lUz| = VX'U"Uz = Vx"x = %] (5.150)

La identidad X"U"Ux = x"x implica que U"U = I, por lo que U es
una matriz unitaria.

O

Observacion 5.3.2 El concepto de
unitariedad de una matriz cuadrada
puede generalizarse a los isomorfis-
mos, Definicion 3.1.7, de la siguien-
te manera: Se dice que un isomorfis-
mo f entre dos espacios euclidianos
E'y F sobre el cuerpo C es una apli-
cacioén unitaria si conserva tanto las
normas candnicas como los produc-
tos internos entre los elementos trans-
formados. Es decir, si cumple || f(x) —
£ = x =y ¥ x,y € E. A estos
operadores se les suele llamar “isome-
trias”.

Si una aplicacion entre espacios en C
es una isometria, sus matrices asocia-
das son unitarias, y viceversa.
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Ejercicio 5.3.1 1 Calcular estos deter-
minantes.

Observacion 5.3.3 Notese que todas
las matrices ortogonales en R™*" son
matrices unitarias en C"*". De hecho,
las matrices ortogonales pueden defi-
nirse como aquellas matrices en C"*"
que son unitarias y tienen todos sus
coeficientes reales.

Proposicion 5.3.2 — Determinante de una matriz unitaria

El determinante de una matriz U € C™*" unitaria tiene mddulo uno:
|det(U)| =1
Demostracion:

Aplicando la Definicion 5.3.1 de matriz unitaria, las propiedades 1 y 3
de la Proposicién 2.3.1, y la Definicién C.6.1 de médulo de un niimero
complejo, se obtiene:

1 = det(I) = det(U"U) = det(U")det(U) =
= det(U")*det(U) = det(U)*det(U) = (5.151)
= |det(U)|? = |det(U)| = 1

O

Como consecuencia de su unitariedad (de ahi su nombre) de sus deter-
minantes y de las propiedades de la Proposicién 5.3.1, estas matrices
transforman los puntos de K" sin deformar las figuras geométricas, ni
agrandarlas ni disminuir su tamafio. A este tipo de transformaciones se
las llama “unitarias” en C y “ortogonales” en R".

Ejemplo 5.3.2 Las tres matrices del Ejemplo 5.3.1 tienen determinante
unitario. Puede comprobarse 1 que:

det(U,) = —1 (5.152)
det(U,) = —i (5.153)
det(U) = 1 (5.154)
det(U,) = —i (5.155)

5.3.3 Matrices ortogonales

Definicién 5.3.2 — Matrices ortogonales

Una matriz € R™*" se dice ortogonal si cumple:

Q'0=00"=1 (5.156)

O, equivalentemente, si su inversa coincide con su transpuesta:

Qo'=0" (5.157)
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Ejemplo 5.3.3 Las siguientes matrices de orden dos son ortogonales,
como se puede comprobar:

1 0
Q, = (0 1) (5.158)
=2 V2
L=z 3 (5.159)
2 2
1 V3
0. =[(2z 2 (5.160)
2 2
La siguiente matriz de orden tres es también ortogonal:
1 0 0
Q=0 2 £ (5.161)
0 ﬁ =Vv2
2 2

Como consecuencia directa de la Definicién 5.3.2, las filas y las colum-
nas de una matriz ortogonal de orden n forman bases ortonormales de
R™ respecto al producto escalar de vectores reales, Definicion 5.1.3, y la

norma canodnica o euclidiana que este define, Definicion 5.1.4.

La siguiente proposicién muestra que las matrices ortogonales, al igual
que las unitarias, conservan tanto los angulos entre los vectores transfor-
mados por la matriz como las longitudes de estos. Ademas, toda matriz
en R™*™ que conserve tanto los dngulos entre pares de vectores transfor-

mados como sus longitudes es una matriz ortogonal.

Proposicion 5.3.3 — Conservacion del producto escalar entre vecto-
res transformados por matrices ortogonales

Dada una matriz Q € R™*", las siguientes afirmaciones son equivalen-
tes:

1. Q es ortogonal.

2. Q conserva el producto escalar.

VX, ¥ €R" (Q%,Qy) = (X,¥) (5.162)
3. Q conserva la norma euclidiana de los vectores reales.
vxeR", |Qx| = x| (5.163)

Demostracion:

Para comprobar que las afirmaciones [(1) - (3)] son equivalentes se de-
mostrara 1) Que toda matriz ortogonal conserva el producto escalar real.
2) Que toda matriz que conserva el producto escalar real conserva tam-
bién la norma euclidiana. 3) Que toda matriz que conserva la norma eu-

clidiana de los vectores reales es ortogonal.

Observacion 5.3.4 Al igual que las
matrices unitarias, Observacion 5.3.2,
el concepto de matriz ortogonal tam-
bién se puede extender a otros ope-
radores: se dice que un isomorfismo
f, Definicién 3.1.7, entre dos espacios
euclidianos E'y F sobre el cuerpo R es
una aplicacién ortogonal o una “iso-
metria real” si conserva tanto las nor-
mas canoénicas como los productos in-
ternos entre los elementos transfor-
mados. Es decir, si cumple | f(x) —
fWl=lx—vylvxyeE.

Si una aplicacién entre espacios en R
es una isometria, sus matrices asocia-
das son ortogonales, y viceversa.
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Ejercicio 5.3.2 1 Calcular estos deter-
minantes.

P (1) = (2): Sea Q € C™ ™ una matriz ortogonal, por la definicién

del producto escalar de vectores reales, Definicion 5.1.3, se tiene,
VX, yeER™

(Q%, Qy) = (Q%)'Qy ® X'QQy =Xy =%y = (X,7) (5.164)

Aplicando en (x) la propiedad 4 del producto matricial, Proposicién
2.2.3.
(2) = (3): Si en el razonamiento anterior se fijaX = ¥, y teniendo en

cuenta que la norma euclidiana de un vector real es la raiz cuadrada
de su producto escalar consigo mismo, Definicidén 5.1.4, se tiene:

1x] = V/{Q%, Q%) = V/(x.%) = [X]| (5.165)

(3) = (1): Supdéngase que Q € R™ "™ es una matriz que cumple
|QX| = ||IX|| para todo X € R. Por la definicién de la norma euclidia-
na de un vector real, Definicién 5.1.4:

19x] = \/@ = Vg = x| (5.166)

La identidad itQtQi = X'% implica que QtQ = I, por lo que Q es
una matriz ortogonal.

O

La Proposicion 5.3.2 establece que el determinante de una matriz unita-
ria es siempre unitaria. Teniendo en cuenta que las matrices ortogonales
pueden definirse como aquellas matrices unitarias que tienen todos sus
coeficientes reales, Observacién 5.3.3, esto implica que el determinante
de una matriz ortogonal tiene dos unicos valores posibles: 1 y —1.

Proposicion 5.3.4 — Determinante de una matriz ortogonal

El determinante de Q so6lo puede valer 1 6 —1.
Demostracion:

Aplicando la Definicién 5.3.2 de matriz ortogonal, la propiedad 1 de la
Proposicién 2.3.1, y la propiedad 3 de la Proposicién 2.3.1:

1 = det(I) = det(Q"Q) = det(Q")det(Q) = det(Q)det(Q) =

(5.167)
= det(Q)? = det(Q) = +1

O

Ejemplo 5.3.4 Puede comprobarse 1 que las tres matrices del Ejemplo
5.3.3 tienen determinante unitario:

det(Q,) = —1 (5.168)
det(Q,) =1 (5.169)
det(Q,) = —1 (5.170)
det(Q,) = —1 (5.171)
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5.3.4 Matrices de giro

De acuerdo con la Proposicion 5.3.3, las matrices ortogonales mantienen
invariante la norma de los vectores transformados y los dngulos relati-
vos entre estos. Si ademas su determinante es igual a uno, estas matri-
ces tienen una interpretacién geométrica muy interesante: el producto
Qx V X € R™*!, siendo Q una matriz ortogonal, genera un vector que es
el resultado de girar X un cierto angulo alrededor de un cierto eje de giro
en el espacio R". Estas son las llamadas “matrices de giro en R™”. A con-
tinuacion, se definiran las matrices de giro y se mostrara coémo calcular
matrices de giro en R? y en R? dados un angulo y un eje de giro.

Definicion 5.3.3 — Matriz de giro

Se dice que G € R™*" es una matriz de giro si es ortogonal y su deter-
minante es igual a uno.

5.3.5 Matrices de giro en R?

Todas las matrices de giro de orden dos tienen la forma:

G < COsp —sen ) (5.172)
seny  cosy

con ¢ € [0,2m7).

El producto matricial de G por un vector X € R?*! efecttia un giro del
vector en sentido contrario a las agujas del reloj con centro en el origen
de coordenadas del plano euclidiano R? y con un angulo de giro igual a
|o]. Al ser G ortogonal, conserva los angulos relativos entre los vectores
que transforma, asi como sus longitudes (Figura 5.5).

Ejemplo 5.3.5 Sustituyendo ¢; = m/4 en la férmula (5.172) se obtiene

la matriz: Y /3
(V22 —V2)2
G, (\/M oh ) (5.173)
Que es una matriz que transforma vectores de R? girandolos sobre el
plano euclidiano un angulo igual a /4 rad en sentido antihorario con

centro de giro en el origen de coordenadas.

Si se sustituye ¢, = 7/6 y @3 = 27/3 se obtienen las matrices:

Vv3/2 —1/2
Gy, = ( 19 \/§/2> (5.174)

—1/2 —/3/2
Gy = (\/5/2 Y ) (5.175)

El transformado por G, del vector X = (1,0)! es igual al vector
(v/3/2,1/2)¢, vector unitario cuyo angulo respecto de X medido en sen-
tido antihorario es de /6 rad.

171
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Figura 5.5: La matriz de giro en R? con
@ = /4 transforma vectores en R? gi-
randolos 7/4 rad en sentido contrario a
las agujas del reloj. El eje de giro es per-
pendicular al plano e intersecta el origen
de coordenadas. Se muestra un ejemplo

con los vectores canénicos € y €.

Figura 5.6: Al girar un vector cualquie-
ra en R? un angulo de || rad alrededor
de un eje de giro cuyo vector director
es U se dibuja un semicono, o un cono
si |¢] > 27, que tiene su vértice coinci-
dente con el origen de coordenadas y su
generatriz coincidente con el vector X. E1
sentido de giro es antihorario respecto a
la direccién de T, siguiendo la regla de la

mano derecha.

Observacién 5.3.5 1 El producto vec-
torial, o cruzado, de dos vectores X =
(1,29, 23).7 = (y1,Y2,¥3) en R?
se define como:

g & e

Xxy=det|x; x5 x3

Yi Y2 Y3
(5.176)
Donde €, , €, €5 son los tres vectores
canénicos de R3. El vector resultante
es perpendicular al plano que contie-
ne los dos vectores multiplicados, y si
estos son unitarios y ortogonales, el
vector resultante también es unitario.

5.3.6 Matrices de giro en R®

Dada una recta en R3 que corta el origen de coordenadas de este espa-
cio y cuya direccion viene dada por el vector director unitario U, y dado
un angulo ¢ € [0,27), la aplicacién G que asocia a cada vector de R?
su girado un angulo ¢ alrededor de la recta o eje de giro L[(u)] es una
transformacién lineal cuyas matrices asociadas son matrices de giro en
R? (Figura 5.6).

A continuacién se mostrara como calcular la matriz asociada a la trans-
formacién G respecto de la base canénica de R* dado el vector director
1 € R3 del eje de giro y un angulo (. Se inicia construyendo una base
ortonormal B = (1,v,w) de R con U y dos vectores columna Vv y W
ortogonales a U y unitarios que cumplan:

W=ux¥v, (5.177)

donde el simbolo x denota el producto vectorial {. Estos tres vectores
columna conforman la siguiente matriz de cambio de la base canénica a
la base B:

Q = (Ujv|w) € R™*" (5.178)
La matriz de giro alrededor del vector U expresada en la base (T, v, W) pue-
de interpretarse como una matriz de giro alrededor del eje local z’ (cuya
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direccidén viene dada por T) sobre el plano definido por ejes cartesianos
locales x” e 3. Se trata de la matriz:

1 0 0
G =] 0 cosp —sengp (5.179)

0 senp cosyp

Efectuando un cambio de base de la matriz G™ a la base canénica, Proposi-
cién 3.3.1, se obtiene la expresion genérica de la matriz de giro alrededor
de U respecto de la base canonica de R:

1 0 0
G = (uv|w) ( 0 cosp —senp ) (uv|w)! (5.180)
0 senyp cosyp

Ejemplo 5.3.6 Dado el vector unitario @ = (1/v/2,1/+/2,0)* € R?, dos
vectores también unitarios que forman junto con u una base ortonor-
mal de R® y que ademas cumplen W = @xvsonv = (1/v/2,—1/v/2,0)
y W = (0,0, 1)%. Con estos tres vectores se construye la siguiente ma-
triz de cambio de base:

1
%
= 0 (5.181)
0

Sustituyendo ¢ = /4 en la identidad (5.180) se tiene:

1 0 0 Ly o2l =
1 —1 t \35\@1 2\1/5 1+2\/§
G=Q|0 5 7 |Q=| & 3 5 (5.182)
0 1 1 1 1 \/5
V2 V2 ) ) 5

Que es la matriz de giro en R? respecto de la base canénica de R? co-
rrespondiente a un giro /4 rad en sentido antihorario alrededor del
eje de giro definido por el vector @ = (1/v/2,1/+/2,0)".
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5.4 Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

5.4.1 Introduccién

Las bases ortogonales y ortonormales, Definicién 5.2.4, tienen propieda-
des que las hacen muy deseables de entre las infinitas bases que un espa-
cio o subespacio vectorial tiene. Una ventaja de estas bases es su estabili-
dad, que las hace muy aptas para la computacion numérica. Los motivos
de esta estabilidad son analizables con métodos del algebra lineal, pero
su estudio se deja para textos especializados en calculo numérico. Otra
ventaja de disponer de una base ortogonal B = (uy, ... u,,) de un espacio
o subespacio V' dotado de un producto interno (-, -) es que descomponer
un elemento cualquiera de V' en combinacién de los de B es tan simple
como aplicar la formula:

<ui7 ui>

< v, u,
X:Z;)\iui, A = {v, u;) (5.183)

Donde cada término de la suma es la proyeccion ortogonal de x sobre el
subespacio en dimension uno engendrado por el i-ésimo elemento de la
base ortogonal B.

Afortunadamente, todo espacio o subespacio admite bases ortogonales y
ortonormales, y toda base de un espacio o subespacio puede convertirse
en una base ortonormal del mismo. En este apartado se vera como.

5.4.2 El proceso de Gram-Schmidt

Dada una base B = (uy, ... u,,) no ortonormal de un espacio o subespacio
vectorial V' = L[B] de dimensién n dotado de un producto interno (-, ) y
de la norma canénica || - | = 1/(, -), se comienza normalizando el primer
elemento de la base respecto de la norma canoénica:

uy

9 = (5.184)

Juy |

La proyeccién ortogonal de u, sobre q, es (uy, q,)q,- Siau, se le substrae
su proyeccion ortogonal sobre q, se obtiene:

(ig =Ug — <u2a q1>q1 (5185)
q, es ortogonal a q;:
<(f27q1> = <u2 - <u27q1>q15q1> = <u25q1> - <u27q1><q17q1> =
= (uy,q;) — (Ug,q,) = (5.186)
=0

Y si se normaliza G, se obtiene el elemento:

q
q, = 2

= — (5.187)
g, |

Que engendra, junto con q , un subespacio en dimension dos que coin-
cide con el generado por los dos primeros elementos de B (Figura 5.7)
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pues, de acuerdo con el Teorema 1.3.1, si a un elemento de una base se
multiplica por un coeficiente no nulo o se combina linealmente con otros
elementos de la base, se obtiene una base diferente del mismo espacio o
subespacio:

L[(qlqu)] = L[(u17u2)] (5.188)

Témese ahora el tercer elemento de la base 5. denotado uj;. Restandole
sus proyecciones ortogonales sobre los dos elementos de la nueva base
previamente calculados, q, y q,, se obtiene:

613 =uz — <u37q1>q1 - <u31 q2>q2 (5'189)
q, es ortogonal a q, y q,:

(Q3,9;) = (ug — (u3,9,)q; — (U3,9,)q,:9;) =
<u > <L13,q1><q1, q1> - <U3,q2><q2, q1> =

(5.190)
= <u3aq1> <u37q1>70:
=0
<q37q2> = <u3 <u37q1>q <u37q2>q27q2> =
= <u > <u37q2><q15 q2> - <u37q2><q27 q2> = (5'191)
<u37q2> <u3’q2> =
=0

Normalizando 513 se tiene un tercer elemento que es, ademas de ser uni-
tario y ortogonal a q, Y 9, genera junto con estos un subespacio en
dimensién tres que coincide con la clausura lineal de los tres primeros
elementos de B:

L[(qlaqgﬁq:g)] = L[<u17u2’u3)] (5192)

Si se sigue este proceso iterativamente desde i = 3 hasta n se acabara
por obtener una base ortonormal (q,, ...q, ) del espacio o subespacio V,
justo como se deseaba:

Ll(q,,--q,)] =L[(uy,...u,)] (5.193)

A este algoritmo se le conoce como el “proceso de Gram-Schmidt”:

Teorema 5.4.1 — Proceso de Gram-Schmidt

Dada una base B = (u;,u,,...u,,) de un espacio o subespacio V' de
dimension n dotado de un producto interno (-, -) y de la norma canéni-
cal | =+/(,-),lafamilia ortonormal ordenada (q,,q,, .--q,) cuyos
elementos se calculan aplicando el siguiente proceso iterativo:

q, = uy/fuy |

('12 : Uy — <u27 q1>q17 9y = Fb/”ﬁz” (5.194)

n—1

§, =, = X a e, 4, =8 /I

Tiene la misma clausura lineal que B, por lo que constituye una base
ortonormal de V.
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Figura 5.7: Al restarle a U, su proyec-
cién ortogonal sobre U; se obtiene un
vector denotado ﬁ2 que es ortogonal a Uy
y que esta contenido en el plano que de-
finen U, y U, (y por tanto, en el subespa-
cio L[(W;, Uy)]). Normalizando T, y a2 se
obtienen dos vectores ortogonales y uni-
tarios cuya clausura lineal coincide con

L[(u;,0y)]-

% =U;-<Up g >

% Gla LlanG]=L[U U]

Ejemplo 5.4.1 La base de R? formada por los vectores:

T, = (2,—1,0)! (5.195)
u, = (3,1,—1)t (5.196)
u; = (25,0,1)* (5.197)

Puede transformarse en una base ortonormal de R? aplicando el proce-
so de Gram-Schmidt, Teorema 5.4.1. En primer lugar, se normaliza u;,
obteniendo el primer vector de la nueva base:

g, =1/|m) =1/v5- (2,-1,0)" (5.198)
A1, se le sustrae su proyeccion ortogonal sobre q :

~

qg = ﬁ2 — <ﬁ27ql>ql =

1 (5.199)
= (3,1, 1)t —5 (2, —1,0)t = (1,2, —1)t
Y el vector resultante se normaliza, dando lugar a qy:
QQ = (:12/”ag|| = 1/\/6 . (17 27 _1)t (5'200)

Por dltimo, se le resta a U sus proyecciones ortogonales sobre q, y q,:

=

(_13 =3 — <ﬁ3,(_11>q1 - <ﬁ3’(_12>q2
= (25,0, 1)t — % - (2, —I,O)t — % - (1,2, —l)t = (5.201)
=(1,2,5)

Y se normaliza el resultado, obteniendo asi el tercer vector de la nueva
base:

q.3 = (:13/“%13“ = 1/\/% (17 2, 5)t (5'202)

La familia ordenada (g, ,q,,q,) C R? es la base ortonormal buscada.
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5.4.3 Una aplicacién del método de Gram-Schmidt: la
factorizacion QR

A continuacién se utilizara el proceso de Gram-Schmidt para demostrar
que toda matriz cuadrada de rango completo puede factorizarse en el
producto de una matriz unitaria, u ortogonal si es real, por una matriz
triangular superior.

Si A € K™*™ tiene rango completo, sus columnas forman una base de
K", B = (1,,U,, ... u,). Dicha base puede ortogonalizarse por el proceso
de Gram-Schmidt, obteniéndose una base ortonormal de K™ denominada
B, = (q,,qy,--q,)- Las ecuaciones de (5.194) muestran que los vectores
de B pueden ponerse en funcién de los de B,:

||ﬁl||q1 =1
Uy, q,)q, + Uy —(U5,q,/)q,q, = U
< 2 q1>q1 H 2 < 2 q1>q1“q2 . 2 (5'203)

n—1,_ n—1,_

Zizl <un7q1>qz + Hﬁn - Zizl <un7q2>ql||qn = ﬁn

La propiedad 1 de la Proposicién 2.2.5 nos dice que cada columna del
producto matricial entre dos matrices equivale a una combinacién lineal
de las columnas de la primera matriz. Aplicandola, las n ecuaciones de
(5.203) pueden escribirse como una tinica ecuacién matricial:

OR = (q, [y - [q, R = (T[T, ] ... [0,,) = A (5.204)
Donde:
oy | (U,,q,) (u,q,)
R | O Im— (3T, (8.,) (5.205)
0 0 e, = 00 (W, )T

Se demuestra asi el teorema que rige la factorizacion QR para matrices
cuadradas de rango completo:

Teorema 5.4.2 — Factorizacion QR de matrices cuadradas de rango
completo

Toda matriz A € K"*" de rango completo puede descomponerse en
el producto de una matriz unitaria (u ortogonal, si A es real) por una
matriz triangular superior cuyos coeficientes en la diagonal principal
son escalares reales positivos:

A= QR (5.206)
Ambas matrices son de orden n.

La demostracion anterior muestra ademas cémo llevarla a cabo. Otro mé-
todo para calcular R a partir de A y Q es despejarla del producto QR:
A=QR=R=0QA.

Observacién 5.4.1 La factorizacién
QR de una matriz no tiene ninguna
relacion con los codigos QR o Quick-
Response.
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Ejemplo 5.4.2 La matriz:

2 3 25
A=]-1 1 0|eRr¥3 (5.207)
0 —1 1

Es de rango completo, por lo que se puede factorizar como el producto
de una matriz ortogonal por una matriz triangular superior. Las tres
columnas de A forman la base (u;,U,,u;) de R3. Esta base se habia
ortogonalizado En el Ejemplo 5.4.1, obteniendo una base ortonormal
de R? formada por los vectores:

O = % -(2,-1,0) (5.208)
q,= % -(1,2,-1) (5.209)
q; = L (1,2,5)" (5.210)

Estos vectores conforman cada una de las columnas de Q:

2/vV5  1/V/6  1/v/30
Q= _1/\/5 2/\/6 2/\/% e R3%3 (5.211)
0 -1/v6 5/V30

Los coeficientes de la matriz triangular superior R pueden despejarse
de las féormulas empleadas en el proceso de Gram-Schmidt, ecuaciones
[(5.198) - (5.202)], o bien puede calcularse la matriz R despejandola de
la identidad A = QR, teniendo en cuenta que Q es ortogonal:

5/vV5 5/v5 50/v5
A=QR=R=0Q'A=| 0 6/V6 24/V6 (5.212)
0 0 30/4/30

La descomposicion QR puede aplicarse sobre cualquier matriz, sea esta
cuadrada o rectangular, con la unica condicién de que su nimero de co-
lumnas sea menor o igual que su nimero de filas:

Teorema 5.4.3 — Factorizacion QR de matrices en K™*" con n < m

Toda matriz A € K™*" de rango r < n y con n < m puede descom-
ponerse en el producto de una matriz Q € K”™*" de columnas ortogo-
nales y unitarias por una matriz triangular superior R de orden n con
coeficientes reales positivos o nulos en la diagonal principal: A = QR.

Dicha descomposicion puede también llevarse a cabo aplicando el méto-
do basado en Gram-Schmidt descrito arriba sobre r columnas de la matriz
que formen una base de Im A, y después, buscando n — r vectores colum-
na unitarios cualesquiera que formen junto con los anteriores una base
ortonormal (g, ...q, ) de K”. Los r < m primeros vectores de esta base
formarian una base ortonormal de Im A.
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5.5 Teorema de la proyecciéon ortogonal.
Matrices de proyeccioén ortogonal

5.5.1 Introduccion

La propiedad V' = H @ H~ que cumple todo subespacio H C V' y
su suplementario ortogonal H+ implica que todo elemento v € V se
puede descomponer en la suma de un elemento en H més otro en H*:
v=x+y, x € H y € H". Ademas, por la Proposiciéon 1.4.4, esta
descomposicion es unica: existe una Unica pareja de elementos x € H y
y € H' cuya suma es V. En esta seccién se demostrara que el elemento
x € H de la descomposiciéon v = x + y es, de todos los elementos de H,
el mas cercano en distancia euclidianaav € V.

El elemento x € H no es otro que la proyecciéon ortogonal de v sobre
H. En este apartado se definird una matriz que se llamara “de proyeccién
ortogonal sobre H” y que permitira calcular la proyeccion ortogonal de
cualquier vector del espacio euclidiano de vectores de n componentes
reales o complejas, sobre un subespacio H cualquiera de K".

5.5.2 Teorema de la proyeccion ortogonal

Sea V un espacio vectorial dotado de un producto interno (-, -) y de la
norma euclidiana o candnica || - | = /(-,-), por la caracterizacion de la
suma directa, Proposicién 1.4.4, para todo H C V se cumple V = H @
Ht e v=x+y,veV,xe€ H, yc H". Ademas, esta descomposiciéon
es unica. En cuanto a la distancia, si se escoge cualquier elemento z de
H, se cumple la siguiente desigualdad:

*

v —z> = |(v—x) + (x—2)|*> =

" (5.213)
= v —xI? +x—z|* > v —x]|?

La igualdad en el paso (x) se da en virtud del teorema de Pitagoras, ya
que los elementos v —x y x —z son ortogonales entre si, pues v—x € H*
yx—z€ H.

Asi, se demuestra que la descomposicién v = x +y produce un elemento
X € H denominado proyeccién ortogonal de v sobre H cuya distancia
euclidiana a v es minima respecto a cualquier otro elemento contenido
en H (Figura 5.8).

Teorema 5.5.1 — Teorema de la proyeccion ortogonal

Dado un subespacio H de un espacio vectorial V dotado de un produc-
to interno (-, -) y de la norma euclidiana o canénica | - | = /(:, ), cada
elemento v € V tiene univocamente asociada una pareja de elementos
x € H,y € H* tal que v = x +y. Ademas, para todo z € H se cumple:

d(v,2) = v — 2] > |v — x| = d(v,x) (5.214)
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Figura 5.8: Representacion en el espacio
euclidiano del Teorema 5.5.1 de la pro-
yeccion ortogonal y de su demostracion,
ecuacién (5.213). Dados ¥ € R? y un
subespacio M C R3, la descomposicién
de ¥ en suma de un vector en M denota-
do X mas otro vector en M denotado ¥
es Unica. Al vector X se le llama “proyec-
cién ortogonal de ¥ sobre M” y es, de
todos los vectores contenidos en M, el
de menor distancia euclidiana respecto a
v.

Definicién 5.5.1 — Proyeccién ortogonal de un elemento de V' sobre
un subespacio

El elemento x € H dela descomposicionv =x+y, ve V,xe€ H,y €
H* recibe el nombre de proyeccion ortogonal de v sobre H. A este se
le denotara Pyv.

De acuerdo con el Teorema 5.5.1, la distancia euclidiana entre v € V y su
proyeccion ortogonal sobre H C V es minima de entre todos los vectores
de H. Esta propiedad motiva definir la distancia entre un elemento v €
V' y un subespacio H C V como la distancia entre v y su proyeccién
ortogonal sobre H:

Definicién 5.5.2 — Distancia euclidiana entre v € V y un subespa-
cioHCV

Dado un subespacio H de un espacio euclidiano V, se define la distan-
cia euclidiana entre H y v € V como

d(v,H) = min d(v,x) = ||v— Pyv|

5.5.3 Calculo de proyecciones ortogonales

Considérense un espacio vectorial euclidiano V' de dimensiéon n y un
subespacio H de V' de dimensién m < n. Mediante el proceso de Gram-
Schmidt, Teorema 5.4.1, toda base de H puede transformarse en una base
ortogonal de este mismo subespacio que se denotara B;; = (u, ... u,,).

La base B,, obtenida puede completarse anadiéndole, en virtud del Teo-
rema 1.3.4 de completacion de bases y el proceso de Gram-Schmidt, Teore-
ma 5.4.1, n—m elementos ortogonales entre si y respecto de los elementos
contenidos en 3,,, obteniéndose asi la base ortogonal de V' siguiente:

B: (ulv"'umvunH—l’"'un) (5215)

Los n — m elementos afadidos formarian una base ortogonal de H -+
By = (u,,,1,...u,). Asi, por el Teorema 5.5.1 de la proyeccién orto-
gonal, todo v € V puede representarse como combinacién lineal de los
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elementos de la base ortogonal B y al hacerlo, se desprende la descompo-
sicion de v en suma de un elemento en H mas otro elemento en H*:

7zu+z

U, i= m+1

m

V=X+y= Z

En consecuencia, la proyeccion ortogonal de v € V' sobre el subespacio
H C V puede calcularse como la suma de las proyecciones ortogonales
de v sobre los elementos de una base ortogonal de H.

u = Pyv+ Py.v (5.216)

Ejemplo 5.5.1 Dada la base ortogonal del espacio euclidiano R*:

1\ /0 0
B(ul,uQ,u3)< of,.l1],| 1 ) (5.217)
0 1 —1

Y el vector v = (1,1,—1)" € R3, definase H como la clausura lineal
de los dos primeros vectores de B, M = L[(u;,1u,)] C R3. El vector
U3 es ortogonal tanto a T; como a U,, por lo que cualquier vector de
R? que sea proporcional a U3, A\U; V A € R, es ortogonal al conjunto
de los vectores contenidos en la clausura lineal de U, y u,, por lo que
L[u;] = H*.

Aplicando el teorema de la proyeccion ortogonal:
V=X+V,X€H, yeE H ©X=PyV, y= P,V (5.218)

La proyeccion ortogonal de vV sobre H puede calcularse como:

By = <<11‘/1”l:1>>u1 + <<u‘;’7l:122>> = (1,0,0)! (5.219)

Mientras que la proyeccion ortogonal de v sobre H+ queda:

PHLV = Sv’ﬁ3>

o ﬁ3>*3 =(0,1,-1)t=v— Py (5.220)

5.5.4 Matrices de proyeccion ortogonal: definicion y
propiedades

Sea V un espacio de vectores de n componentes en el cuerpo K dotado del
producto escalar usual, Definicién 5.1.7, y de la norma euclidiana, Defini-
cién 5.1.8, se demostrara que es posible calcular la proyeccién ortogonal
de un vector columna v € K™ cualquiera sobre un subespacio H C K"
pre-multiplicandolo por una matriz cuadrada a la que se denominara ma-
triz de proyeccioén ortogonal sobre H.

Se parte de la formula que permite calcular la proyeccion ortogonal de ¥
sobre H, PV, dada una base ortogonal de H:

- =z <v7ﬁz>7 _ - <v7ﬁ1>7
Pt = Y Ty T & Tl o220
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Aplicando las Definiciones 5.1.7 y 5.1.8 del producto escalar usual y de
la norma euclidiana y reordenando los términos de la ecuacion anterior,
(5.221), para expresarla como el producto de una matriz cuadrada por un
vector columna, se obtiene:

(5.222)

Los productos ﬁiﬁ? son todos reales, por lo que Py es una matriz real

conocida como la “matriz de proyeccién ortogonal sobre H”.

Definicién 5.5.3 — Matriz de proyeccién ortogonal sobre un subes-
pacio en K"

Sea H un subespacio en K" de dimension m < n, se dice que Py €
R™*™ es la matriz de proyeccion ortogonal sobre H si para todo v € K",
P,V es la proyeccion ortogonal de v sobre H. Dicha matriz tiene la si-
guiente féormula:

i=1 ”ﬁz H2 i=1 ﬁ?ﬁi

Donde (4, ...U,,) es una base ortogonal de H.

Ejemplo 5.5.2 Dada la base B = L[(U;,1,,T;)] de R? del Ejemplo
5.5.1, definase el subespacio H = L[(u;,U,)] C R®. La matriz de
proyeccion ortogonal sobre H puede calcularse aplicando la ecuacion

(5.5.3) y con esta, puede obtenerse la proyecciéon ortogonal del vector
v=(1,1,—1)! € R3 sobre H:

o,u u,u, Lot
Py=r_to+22=1(0 1/2 1/2|=
o2 o, 0 1/2 12 (5.223)

= P,v=(1,0,0)!

Por otra parte, la matriz de proyeccién ortogonal sobre H- y la pro-
yeccion ortogonal de ¥ sobre H* son:

e (00 0
Ppo=—22=10 1/2 -1/2|=
1] 0 —1/2 1/2 (5.224)

= PHLV = (07 1, _1)t
Es facil comprobar que:

V=P, +Py =(1,0,00"+(0,1,—1)" = (1,1,—-1)* (5.225)
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En funcién de las caracteristicas del subespacio H C K", pueden propo-
nerse formulaciones alternativas a la de la Definicién 5.5.3 para calcular
la matriz de proyeccioén ortogonal sobre H. A continuacion se enumeran

algunas de ellas.

1. Si el subespacio H es de dimension uno engendrado por un vector
U € K™ no nulo, su matriz de proyeccién ortogonal asociada queda:

ﬁh

2. Sise normalizan los vectores de una base ortogonal de H aplicando
q, = ,;/|u;| para todo i = 1, ... m, la matriz de proyeccién ortogo-

nal sobre H queda Z:L qiqf. Asi, por la propiedad 3 de la Propo-

sicion 2.2.5, dada una base ortonormal (q, ...

q,,) de H, la matriz

de proyeccidén ortogonal sobre H puede escribirse como el produc-
to de la matriz de columnas ortogonales y unitarias (q, [q,| ... |q,,)

con su adjunta:

Py = (q,[q,l - 19,,)

L | —qQ" (5.227)

Ejemplo 5.5.3 Sea la base ortonormal de R?:

B= (q17q27q3) = ( (0
0

0 0
) 7(1/v5) ,( 1/v2 ) ) (5.228)
1/v2 —1/V2

Definase el subespacio M C R? y su suplementario ortogonal como:

H=1[(q,,q,)]
H* =L[(g,)]

(5.229)
(5.230)

Aplicando la expresion (5.227) para calcular la matriz de proyeccién
ortogonal sobre cada subespacio se obtiene:

1 0

Py =3, +9,3, = (0 1Ni) (é s 1 )

111 212 /\/§ 1/\/5
0 1/v2 (5.231)
1 0 0
= (0 1/2 1/2)
0 1/2 1/2
0

~1/v2 (5.232)

0
=10
0

0 0
1/2 —1/2)
-1/2  1/2
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3. Supdngase que el subespacio H C K™ de dimensioén n es la imagen

Observacién 5.5.1 + Se requiere que de una matriz A € K™*", m < n cuyo rango coincide con n . Sus
A € K™ tenga rango completo por columnas, denotadas Uy, ... U,,,, formarian una base del subespacio
columnas, r(A) = n, porque de lo . ., , . .
: : H. A continuacién, se demostrara que la matriz de proyeccién or-
contrario, de acuerdo con la propie- . - ;
dad 6 de la Proposicién 3.4.4, la matriz togonal sobre H puede obtenerse a partir de la matriz A mediante
A" A no serfa invertible. la formula: L
Py =A(A"A) A" (5.233)

La base B = (uy,...1,,) que constituyen las columnas de A pue-
de transformarse mediante el proceso de Gram-Schmidt, Teorema
5.4.1, en la base ortonormal (q,, ... q, ) de H. Constriyase una ma-
triz Q cuyas columnas sean los vectores ortogonales y unitarios
(qQ;s---q,,)- Por el Teorema 5.4.3 de la descomposicion QR, las ma-
trices A y Q estan relacionadas entre si a través de la identidad
A = QR, donde R € K™ es una matriz triangular superior de
orden n. Despejando Q:

A=QR=Q=AR" (5.234)

Sustituyendo la identidad (5.234) en (5.227) y recordando que QhQ =
I, se obtiene:

P, =QQ" = (AR™) (ARfl)h = AR (R_1>hAh -
= A (RhRf1 A=A (RthQR)A Al = (5.235)
A ((QR)h (QR))_1 AP = A (A}LA)A A"

Demostrandose asi la expresion (5.233). Esta permite calcular la
matriz de proyeccién ortogonal sobre la imagen de una matriz A
de rango completo cuyo nimero de columnas sea menor o igual
que su numero de filas.

Ejemplo 5.5.4 La matriz:

11
A=|1 —1]|eR¥»? (5.236)
1 -1

Tiene rango completo por columnas, pues r(A) = 2 = n. Por tanto,
sus columnas forman una base de su imagen. Dendtese M = Im A. La
matriz de proyeccién ortogonal sobre H puede calcularse a partir de
la matriz A aplicando la férmula (5.233):

Py=A(AA) "AT— AL —( ) AN =
1 (5.237)

=10 1/2 1/2
0 1/2 1/2
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Las matrices de proyeccién ortogonal cumplen las siguientes propieda-
des:

Proposicion 5.5.2 — Propiedades de las matrices de proyeccion orto-
gonal

Sea Pj; la matriz de proyeccion ortogonal sobre un subespacio H de
K™

1. Py es hermitica e idempotente.
h 2

Y toda matriz P € R™ "™ que sea hermitica e idempotente es
matriz de proyeccién ortogonal sobre su imagen.

2. La imagen y el nucleo de P son suplementarios ortogonales el
uno respecto al otro.

ImP, = (kerPy)* (5.239)
y en consecuencia, H+ = ker P;.

3. La matriz de proyeccién ortogonal sobre H' puede calcularse
como:

Ejercicio 5.5.1 1 Demostrar las pro-
piedades de la matriz de proyeccién
Py, =1—-Py (5.240) ortogonal enumeradas en la Proposi-
cién 5.5.2.

Su demostracion se deja T al lector.

Ejemplo 5.5.5 La matriz:

1 0 0
P,=10 1/2 1/2 (5.241)
0 1/2 1/2

Es una matriz de proyeccioén ortogonal sobre cierto subespacio H C
R3,y como tal, cumple las siguientes propiedades:

1. Simetria e idempotencia, propiedad 1 de la Proposicion 5.5.2:

t

1 0 0

P, =0 1/2 12| =Py, (5.242)
0 1/2 1/2
1 0 0 1 0 0

PL =10 1/2 12| |0 1/2 1/2| =P,  (5.243)
0 1/2 1/2) \o 1/2 1/2

2. Relacién entre su imagen y su nucleo, propiedad 2 de la misma
proposicion:

ImP, =L[((1,0,0)%,(0,1/2,1/2)")] = M (5.244)

ker P, = L[((0,—1,1)!)] = H*+ (5.245)
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3. Relacion entre Py; y Py, propiedad 3 de la misma proposicion:

0 0 0
Ppo=|0 1/2 —1/2|=1-Py, (5.246)
0 —1/2 1/2

5.5.5 Resumen

. La proyeccién ortogonal de v € V sobre un subespacio H de V es
aquel elemento cuya distancia euclidiana a v es la menor de entre
todos los elementos contenidos en H.

. La descomposicion de un elemento de V' en la suma de un elemen-
to perteneciente a un subespacio H mas otro perteneciente a su
suplementario ortogonal H es Unica.

. Si de la descomposicioén anterior se descarta el sumando pertene-
ciente a H* se obtiene un operador lineal que asocia a cada ele-
mento de V' su proyeccioén ortogonal sobre H.

. Si V = K", el operador anterior admite una representacién matri-
cial denominada matriz de proyeccién ortogonal sobre H.

. La imagen de la matriz de proyeccioén ortogonal sobre H coincide
con el subespacio sobre el que proyecta. Es decir, con H; y su na-
cleo es el suplementario ortogonal de H.

. La matriz de proyeccion ortogonal sobre H C K™ es simétrica e
idempotente, y toda matriz simétrica e idempotente es matriz de
proyeccion ortogonal sobre su subespacio imagen.
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5.6 El problema de minimos cuadrados

5.6.1 Introduccién

Muchos problemas que surgen en Ingenieria se formulan como un siste-
ma lineal cuyas soluciones constituyen la solucién al problema. Si el siste-
ma es compatible, su solucioén o soluciones se pueden calcular mediante
métodos como el mostrado en el apartado 4.4.2; pero puede acontecer
que el sistema sea incompatible, en cuyo caso no admitiria solucién. Es-
to suele suceder por exceso de restricciones, o bien por errores de medida
o de redondeo en los coeficientes del sistema.

En el caso de que el sistema sea incompatible, es natural buscar un sub-
conjunto de vectores de K™ que minimicen el error |[b — AX|. A estos
vectores se les denomina soluciones de minimos cuadrados, o pseudoso-

luciones, del sistema incompatible AX = b.

5.6.2 Soluciones de minimos cuadrados de un sistema

Si el sistema lineal AX = b con matriz de coeficientes A € K™*" y vector
de coeficientes independientes b € K™ es incompatible, no existe ningin
T € K" tal que At = b, por lo que la distancia euclidiana entre b y la
imagen de X por A cumple d(b,AX) = |b — AX| > 0 VX € K" El
problema a resolver ser4 el de encontrar un conjunto de vectores U € K"
tales que la distancia d(b, At) = |b — Ati|| alcance un minimo global.

El subconjunto {AX : X € K™} C K™ constituye, de acuerdo con el punto
1 de la Definicién 3.4.1, la imagen de A. Por el Teorema 5.5.1 de la proyec-
cién ortogonal, el vector de Im A cuya distancia euclidiana a b es minima
es justamente la proyeccion ortogonal de b sobre Im A. Por tanto, el vec-
tor U que minimiza la norma euclidiana |b — AX| es aquel cuya imagen
por A es proyeccién ortogonal de b sobre Im A (Figura 5.9),

min [b— A%| = min d(b,A%) = [b— B ab|  (5.247)
XeKn XeKn

Con este razonamiento se concluye que U € K" minimiza la distancia
|b — AX|, si y solo si, AT = P, b. Por tanto, encontrar los vectores
donde |[b — AX]|| alcanza el minimo global equivale a resolver el sistema
AX = P, »b, sistema siempre compatible y que tiene, de acuerdo con el
Teorema 4.3.1 de Rouché-Frobenius, una o infinitas soluciones en funcién
del rango de la matriz de coeficientes A. AlosX € K" tales que la distancia
|b — AX| alcanza un minimo global se les llama “soluciones de minimos
cuadrados” o “pseudosoluciones” del sistema.

Definicion 5.6.1 — Solucién de minimos cuadrados de un sistema li-
neal

Se denomina soluciéon de minimos cuadrados o pseudosolucion del sis-
tema de ecuaciones lineal AX = b a cualquier solucién del sistema
Ai = ‘PImAb'

187
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Figura 5.9: Si b ¢ Im A, el sistema AX =
bes incompatible, Teorema 4.3.1. Pero si
b se sustituye por su proyeccién ortogo-
nal sobre Im A, el sistema se vuelve com-
patible, siendo las soluciones de ese nue-
vo sistema vectores de K™ cuya imagen
por A se encuentra a una distancia eucli-
diana minima de b.

3
=
[

MA

1

b-Peab € (MA)

>

O

r

Ejemplo 5.6.1 El sistema AX = b definido por la matriz de coeficientes:

11
A=|1 -1 (5.248)
1 -1

Y el vector de coeficientes independientes b = (0,1,0)* es incompati-
ble, pues b ¢ Im A.

Sustituyendo b por su proyeccién ortogonal sobre ImA se obtie-
ne un sistema compatible cuyas soluciones son las soluciones de

minimos cuadrados del sistema AX = b. Este sistema es:

/1 0 0\ /0 0
AX=Pyb=10 1/2 1/2|[1|=]1/2 (5.249)
0 1/2 172/ \0o 1/2

Este sistema es compatible determinado, puesr(A) = 2 =ny P, b €
Im A. Su Unica solucién, que es la solucion de minimos cuadrados del
sistema AX = b, es el vector u = (1/4,—1/4)" € R%.

5.6.3 Vector residuo de un sistema lineal incompatible

Se define el vector residuo de un sistema incompatible como el vector
que resulta de sustraer a b su proyeccién ortogonal sobre Im A. De acuer-
do con la ecuacion (5.247), este vector coincide con la diferencia entre
b y la imagen por A de una cualquiera de sus soluciones de minimos
cuadrados.

Definicion 5.6.2 — Vector error de un sistema incompatible

Se define el vector residuo de un sistema AX = b incompatible (b ¢
Im A) como:
r=b— P b=b—AucK”

Donde u € K" es cualquier solucién de minimos cuadrados del sistema.

El modulo del vector residuo del sistema es precisamente la distancia
entre b € K" y la imagen de Im A, d(b,ImA).
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Ejemplo 5.6.2 El sistema del Ejemplo 5.6.1 esta caracterizado por un
vector residuo igual a:

r=b— B, .b=(0,1,0)" —(0,1/2,1/2)* = (0,1/2,—1/2)*

5.6.4 Sistema de ecuaciones normales asociado a un
sistema lineal

Un modo alternativo T de obtener las soluciones de minimos cuadrados
de un sistema incompatible, equivalente al mostrado en el apartado 5.6.2
anterior, es encontrar el vector o vectores X € K" cuya imagen por A sea
ortogonal al vector residuo b — AxX (Figura 5.9):

(b — AX,AX) =0 (5.250)
Aplicando la Definicién 5.1.7 del producto escalar usual:
(b — A%, A%) =x"A" (b — A%) =X"A"b —X"'A"Ax =
=x"(A"b—A"A%) =0 (5.251)

El vector nulo 0 es solucién de un sistema de ecuaciones, si y solo si,
b = 0, pues el producto de una matriz no nula por un vector, o matriz,
no nulo es siempre no nulo. Ademas, es necesario que b # 0 para que
un sistema lineal sea incompatible, por lo que puede asumirse que X #
0 en la identidad (5.250) y queda que x cumple la condicién (5.250) de
ortogonalidad entre b — AX y AX, si y solo si:

A" —A"AX =0 (5.252)

Es decir, siy solo si es solucion del sistema A"Ax = A"b. Como resultado,
las soluciones de minimos cuadrados de un sistema de ecuaciones linea-
les AX = b coinciden con las soluciones del sistema lineal A"Ax = A"D,
lo que motiva la siguiente definicion:

Definicidén 5.6.3 — Sistema de ecuaciones normales asociado al siste-
maAx=>b

Dado un sistema lineal AX = b, su sistema de ecuaciones normales
asociado es el siguiente:

AAx = A"

Este sistema es siempre compatible, pues ImA" = Im(AhA) = A"b €
Im AhA, y sus soluciones son, como se ha demostrado arriba, las solucio-
nes de minimos cuadrados del sistema AX = b.

Observacion 5.6.1 f En el campo de
la simulacién numérica, a esta meto-
dologia para resolver el problema de
minimos cuadrados ortogonalizando
el residuo b — AX con la imagen de
A se la conoce como el “método de
Galerkin”. Es muy ttil para encon-
trar soluciones aproximadas de ecua-
ciones diferenciales no lineales como
las que rigen la mecanica del sélido
elastico o la mecanica de fluidos.
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Observacién 5.6.2  Mas concreta-
mente, la matriz AT esla “inversa por
la izquierda” de A, pues A* A es clara-
mente igual a la matriz identidad pero
AA™ no tiene por qué serlo (lo serfa,
siy s6lo si, A fuese cuadrada).

Si A € K™*™ es una matriz de ran-
go completo por filas, r(A) = m,
su “inversa por la derecha” es la ma-
triz A* = A"(AA™)~1, que cumple
AAT =1

Observacién 5.6.3 % Aqui, los su-
perindices no representan potencias,
sino el nimero asignado a cada varia-
ble independiente medida durante un
experimento.

Proposicion 5.6.1 — Soluciones de un sistema de ecuaciones norma-
les

T € K™ es solucién de minimos cuadrados del sistema AX = b, siy solo
si, U es solucion de su sistema de ecuaciones normales asociado.

Si A tiene rango completo por columnas. Es decir, si r(A) = n, la pro-
piedad 3 de la Proposicién 2.2.5 garantiza que la matriz A"A € K™ sea
invertible, y la solucién de minimos cuadrados X se podria despejar de la
ecuacion (5.6.3):

x=(A"A)1A"D (5.253)
A la matriz (AhA)_lAh se le suele conocer con el nombre de “pseudoin-
versa de A” o “inversa de Moose-Penrose” .

Definicién 5.6.4 — Pseudoinversa o inversa de Moose-Penrose

Dada una matriz A € K™*" de rango completo por columnas, a la
matriz:
At = (A"A)1A"

Se la suele conocer como pseudoinversa, o inversa de Moose-Penrose,
de A.

Ejemplo 5.6.3 Elsistema AX = b definido por la matriz de coeficientes:

1 1
A=[1 -1 (5.254)
1 -1

Y el vector de coeficientes independientes b = (0, 1,0)" tiene el siguien-
te sistema de ecuaciones normales asociado:

ta— At 3 —1 Zq . 1
S ey [ 5 By

Su tinica solucién es el vector t = (1/4, —1/4)%,1a solucién de minimos
cuadrados del sistema AX = b.

(5.255)

5.6.5 Una aplicacién de los minimos cuadrados: el
problema de la regresion lineal

Imaginese que en un experimento se realizan m mediciones de una va-
riable “dependiente” y en funcién de n variables denotadas z*, 2 ... 2"
+ a las que se denominaran “variables independientes” del sistema. El
problema de los minimos cuadrados puede aplicarse para estimar los pa-
rametros de un modelo matematico que represente el sistema fisico en el
que se realiza el experimento, suponiendo como hipétesis que la depen-
dencia de la variable y en funcion de las n variables independientes es

lineal:

y=0,2" +0,2%+ ...+ 0, 2" +b (5.256)
1 2 n
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En cada una de las m mediciones de la variable dependiente y se fijan
distintos valores de las n variables independientes, dando lugar a las n+1-
uplas (z1,2%, ... 20, 9,), (21,23, ... 2%, 9,), ... (x},, 22, ... 2%, 7,,). Debi-
do, por un lado, a errores en la medicioén de y, y por otro lado a la inexac-
titud de la hipotesis de linealidad, asi como a la presencia de factores
incontrolables que influyen en el experimento, cada medicién viene per-
turbada por un error € que hace que el modelo matematico (5.256) no se
cumpla de manera exacta, de modo que:

g=0,2' + 0,22 + ...+ 0, 2" +b+e (5.257)

Siendo el error una variable aleatoria que suele distribuirse de manera

normal (o gaussiana) con media . y varianza o?.

Sustituir los valores de las variables dependientes e independientes de
cada una de las mediciones en la expresion (5.256) da lugar a las m ecua-
ciones siguientes:

U =012t + 023+ ..+ 0,27 +b+ e

U = 0128 + 022 + ...+ 0,28 +b+e
y.z 1T T Va3 2 2 (5.258)

@m = elxvln + 02x3n +o+ ena:?n, + b + €m

Los parametros del modelo (5.256) pueden estimarse a partir de las m
mediciones resolviendo el siguiente problema: encontrar los estimadores
del modelo 64, ... 0,,, b € R tal que la suma de los cuadrados de los errores
de medicién durante el experimento sea minima:

min " €7 (5.259)

N o
N Pt =11
01,.0,,0eR "

donde ¢; = 6,2} + 0,22 + ...+ 6, 2" +b— 7, Vi=1,..m.

Resolver el problema (5.259) equivale a minimizar la norma euclidiana
del vector b — AX, donde A, b y X son, respectivamente, la matriz de
coeficientes, el vector de coeficientes independientes y el vector soluciéon
(6,,...0,,,b)" del sistema lineal:

0 -
o B oea oy (B
T B R Bl (5.260)
: : : : 0 A:
oot oo 1 \%) g,

Este sistema de ecuaciones lineales es compatible, siy sélosi,e; =0 Vi =
1,...m, lo que en la practica no sucede nunca. Su solucién de minimos
cuadrados, que si no hay ensayos redundantes es Unica, contiene los esti-
madores 51, én,?) del modelo que representa el sistema fisico conside-
rado.
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5.6.6 Resumen

1. Los sistemas de ecuaciones lineales incompatibles no admiten solu-

cidén exacta, pero es siempre posible encontrar al menos un vector
cuya imagen por A tenga una distancia euclidiana minima respec-
to del vector de coeficientes independientes del sistema. A estos
vectores se les llama “pseudosoluciones” o “soluciones de minimos
cuadrados” del sistema.

. Por el Teorema 5.5.1 de la proyeccién ortogonal, el vector de Im A

cuya distancia al vector de coeficientes independientes b del siste-
ma es minima es su proyecciéon ortogonal sobre Im A. Por tanto,
para encontrar las soluciones de minimos cuadrados de un sistema
puede sustituirse b por su proyeccién ortogonal sobre Im A y resol-
verse este nuevo sistema.

. La solucidn o soluciones de minimos cuadrados pueden obtenerse

también resolviendo el sistema de ecuaciones normales asociado al
sistema original.



Diagonalizacion de matrices
cuadradas

6.1 Introduccion a la diagonalizacion de
matrices cuadradas

6.1.1 Introduccién

Después de la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, la otra apli-
cacion estrella del algebra lineal es la llamada diagonalizaciéon de matri-
ces pues, como razonaremos mas adelante, en ella se basan los métodos
de resolucién de muchos problemas de fisica, matematicas e ingenieria.
Aunque es posible diagonalizar matrices rectangulares mediante su des-
composicion en valores singulares, este texto introductorio se centrara
en la diagonalizacién de matrices cuadradas, que se fundamenta en la
buisqueda de una base B del espacio E tal que la matriz asociada a un
endomorfismo lineal f : E — E respecto de 3 sea diagonal.

Tras introducir y definir el problema de diagonalizar una matriz cuadra-
da, se definiran los conceptos de valor y vector propio, polinomio carac-
teristico y subespacio propio, asi como sus propiedades, se enunciara la
condicidén necesaria y suficiente que ha de cumplir toda matriz cuadra-
da para que sea diagonalizable y se propondra un procedimiento anali-
tico para llevar a cabo dicha diagonalizacién. Por ultimo, en la secciéon
de diagonalizacidn unitaria, se mostrara que las matrices normales y las
matrices reales simétricas pueden diagonalizarse de una manera especial
debido a la ortogonalidad entre sus subespacios propios asociados.

6.1.2 Matrices diagonalizables

Recuérdese que, por la Definicion 3.3.2, dos matrices cuadradas A, B son
semejantes si existe alguna matriz P invertible tal que:

B=P 'AP (6.1)

Dada una matriz A € K"*", podria plantearse el problema de encontrar
una matriz D semejante a A que sea diagonal, y una matriz P que relacio-
ne ambas matrices. A esto se llama diagonalizar una matriz A. Si existe
dicha matriz diagonal, se dice que A es diagonalizable.

Definicion 6.1.1 — Matriz cuadrada diagonalizable

Una matriz cuadrada A es diagonalizable si es semejante a alguna
matriz diagonal. Es decir, si existe alguna matriz P invertible tal que
P ' AP es diagonal.

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

Introduccion a la diago-
nalizacién . ....... 193
Valores y vectores pro-

pios . ........... 196
Polinomio caracteristico

y subespacios propios de

una matriz . . ... ... 199
Diagonalizacién de matri-
ces y sus propiedades . 205

Diagonalizacion unitaria 216
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Figura 6.1: Los vectores V;, Vo, V5 € R3
son vectores propios de una cierta matriz
real cuadrada A. Sus transformados por
A son vectores proporcionales a v, vy
y V3 con factores de proporcionalidad
iguales, respectivamente, a Ay, Ay ¥ A3.
Estos coeficientes son los valores pro-
pios asociados a cada vector propio. En
este ejemplo, el transformado de V5 por
A tiene sentido opuesto respecto a V3. Es-
to sucede cuando A3 < 0.

6.1.3 Interpretacion geométrica de la diagonalizaciéon

Estos son algunos motivos por los puede ser deseable diagonalizar una
matriz:

1. Las matrices diagonales tienen todos sus elementos nulos salvo los

de la diagonal, por lo que estas matrices ocupan menos memoria de
ordenador y es mucho mas sencillo operar con ellas. Por ejemplo,
sistemas de ecuaciones con matrices de coeficientes diagonales tie-
nen sus ecuaciones desacopladas.

. Tanto los elementos de la diagonal de D como las columnas de la

matriz P tienen un significado fisico: su calculo proporciona infor-
macioén sobre la aplicacion lineal f que representa A. Este signifi-
cado fisico es evidente cuando se ve que:

P'AP=D=AP=PD =

At (6.2)
S AT 7)) = (7] 7)) .

A

n

Los vectores columna V,,¥,, ... ¥,, son vectores cuya direccion se
mantiene invariante al ser transformados por la matriz A. A estos
vectores se les conoce como “vectores propios de la matriz A”.
Las imagenes de cada v, son proporcionales a los vectores ¥, con
un factor de proporcionalidad A; € K. A cada uno de estos escalares
se le conoce como el “valor propio asociado a cada vector propio
de A” (Figura 6.1).




6.1 Introduccion a la diagonalizacion

6.1.4 Aplicaciones de la diagonalizacién en la ingenieria

A veces, cuando se emplean matrices para modelizar sistemas fisicos, sus
valores y vectores propios proporcionan una informacién sobre los sis-
temas fisicos modelados que permite resolver problemas de ingenieria
como los siguientes:

1.

El calculo de modos de vibracion de edificios, maquinas, etc. y sus
frecuencias de resonancia. Es decir, aquellas en las que sus ampli-
tudes de vibracion se maximizan.

. La estimacion de las direcciones de fractura de componentes me-

canicos bajo diferentes tipos de solicitacién mecanica: traccion, fle-
xi0n, torsion, etc.

El estudio de la estabilidad de sistemas dindmicos de toda clase: sis-
temas de control y regulacion automatica, sistemas quimicos, eco-
sistemas donde conviven varias especies, etc.

El disefio de motores de busqueda en Internet como el algoritmo
PageRank de Google ©.

La descomposicion de sefiales de audio, video, etc. en sus compo-
nentes fundamentales para su analisis o para su filtrado.

Analisis masivo de datos (big data). Un ejemplo es la elaboracion
de listas de recomendacién personalizadas en sitios web, que se ba-
sa en diagonalizar una gran matriz.

La resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales para
la simulacién de sistemas dinamicos como los del punto 3.

6.1.5 Resumen

1.

Una matriz cuadrada A es diagonalizable si entre sus matrices se-
mejantes existe alguna que sea diagonal. Diagonalizar una matriz
consiste en encontrar una matriz semejante a esta que sea diagonal.

Los elementos de la diagonal principal de una matriz diagonal se-
mejante a A son los valores propios de A. Las columnas de una
matriz de cambio de base que convierte la matriz A en una matriz
diagonal semejante a esta son vectores propios asociados a cada
valor propio de A.

. Cualquier vector propio de una matriz A se convierte, al ser trans-

formado por A, en otro vector con su misma direcciéon y con su
longitud multiplicada por su valor propio asociado.

La diagonalizacién de matrices aparece en la resolucién de nume-
rosos problemas de ingenieria.
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6.2 Valores y vectores propios

6.2.1 Introduccién

Como se ha mostrado en el apartado 6.1.3, los valores propios de una ma-
triz constituyen los elementos de una matriz diagonal cualquiera que sea
semejante a ella, mientras que los los vectores propios asociados a cada
valor propio constituyen las columnas de una matriz de cambio de base
que transforma la matriz inicial en una matriz diagonal semejante. Por
tanto, para llevar a cabo la diagonalizacion de una matriz sera necesario
calcular tanto sus valores propios como un conjunto de vectores propios
asociados a cada valor propio.

En este apartado, se aportaran definiciones rigurosas de los conceptos
de valor propio, vector propio, espectro y radio espectral de una matriz
cuadrada, y se demostrara que vectores propios asociados a autovalores
distintos son siempre linealmente independientes entre si.

6.2.2 Definicién de valor y vector propio de una matriz
cuadrada

Definicién 6.2.1 — Valores y vectores propios de una matriz cuadrada

Sea A una matriz cuadrada de orden n, se dice que:

1. El escalar A € K es un valor propio o autovalor de la matriz A si
existe algiin vector v no nulo perteneciente a K™ tal que AV = Av.

2. El vector no nulo v € K" es un vector propio o autovector de la
matriz A si existe un escalar A (su autovalor asociado) en K tal
que AV = A\V.

Ejemplo 6.2.1 Considérese la matriz:

A= <(2) _44) (6.3)

Y los vectores v, = (1,0)! y v, = (2, —1). Se tiene que:

AV, =A-(1,0)t = (2,00t =2 (1,0t =27, (6.4)
AV, =A-(2,—1)f = (8,—4) =4-(2,—-1)' =4.7, (6.5

Por lo que v; y ¥, son vectores propios asociados, respectivamente, a
los valores propios A\; =2y A\, = 4.

A continuacién, se demostrara que vectores propios asociados a autova-
lores distintos son siempre linealmente independientes. Sea ¥; un vector
propio de una matriz A cuadrada de orden n, en virtud del punto 2 de
la Definicion 6.2.1, este ha de ser distinto del vector nulo, por lo que el
conjunto {V; } es una familia libre.
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Ahora supdngase que {V,,¥,,...V,.} es una familia libre formada por
r < n vectores propios de A. Tomese otro vector propio de A denota-
do v, distinto de todos los contenidos en la familia. Por la Definicién
1.2.3, para que los r + 1 autovectores fuesen linealmente independientes
estos habrian de cumplir:

OV + Vg + o 1V, =08 oy, F0 (6.6)
pre-multiplicando la expresion oV, + ayVy + -+ + .1V, por A:

OzlAVI + QQAVQ + A + arJrlAv,"Jrl ==

=NV + Vo + o g A1V, = 0 (6.7)

Sustrayendo la identidad o, ¥, + ay¥Vy + -+ + @, 1V, ,; = 0 multiplicada
por A, ala expresion (6.7):

a1 (A = A1)V +ag(Ag — A g) Vo + -

= (6.8)
-t ar(/\r - )‘T+1)Vr =0

Sih, 1 FNVi=1..ry\—X, #0Vi=1,..r Ademas,los vecto-
res vy, ...V, forman por hipétesis una familia libre. Por tanto, la identidad
(6.8) se cumple, siy solo si, a; = @y = ... = o, = 0. Sustituyendo en
(6.6) se tiene:

ar+lvr+1 = 6 (69)

Por la Definicion 6.2.1, punto 2, de vector propio, v,,; # 0, por lo que
a1 = 0y seconcluye que los vectores v, ... ¥,., ¥,., | forman una familia
libre.

Se acaba de demostrar por induccion la siguiente proposicion:

Proposicion 6.2.1 — Independencia lineal de autovectores asociados
a autovalores diferentes

Sivy,¥,, ...V, son r vectores propios de una matriz A cuadrada asocia-
dos a r valores propios A;, A,, ... A, distintos dos a dos, dichos vectores
son linealmente independientes.

Ejemplo 6.2.2 La matriz A del Ejemplo 6.2.1 tiene el vector propio
v, = (1,0)? asociado a A\; = 2 y el vector propio v, = (2, —1)* asocia-
do a A, = 4, entre otros. Cada uno de estos dos vectores propios esta
asociado a un valor propio distinto. La Proposicién 6.2.1 establece que
vectores propios asociados a autovalores distintos son siempre lineal-
mente independientes entre si. Como puede verse facilmente, estos lo
son.

Ejemplo 6.2.3 Considérense ahora la matriz:

—2 —4 2
B=|-2 1 2 (6.10)
4 2 5
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Observacion 6.2.1 | Se describira un
método para su calculo en el apartado
6.4.8.

Y los vectores:

w, = (2,1,-1)* (6.11)
Wy = (2,—3,—1) (6.12)
wy = (1,6,16)" (6.13)
Puede comprobarse que W; es vector propio asociado a A; = —5, W,

es vector propio asociado a A, = 3 y W5 es vector propio asociado a
A3 = 6. Cada uno de estos dos vectores propios esta asociado a un valor
propio distinto. La Proposicion 6.2.1 establece que vectores propios aso-
ciados a autovalores distintos son siempre linealmente independientes

entre si. Como puede verse facilmente, estos lo son.

6.2.3 Espectro y radio espectral

Definicion 6.2.2 Sea A una matriz cuadrada, se llama:

1. Espectro de A al conjunto de todos sus valores propios.

2. Radio espectral de A, y se denota p(A), al maximo de los médulos

de los valores propios.

Ejemplo 6.2.4 Los valores propios de la matriz:

1 0 O
0 =l

C= 1
0 1 1

Sonl+1i,1—iy1 f. Por tanto, su espectro es el conjunto:

{1+i,1—-i,1} cC
Y su radio espectral es:

p(A) = max{v2,v2,1} = V2

(6.14)

(6.15)

(6.16)
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6.3 Polinomio caracteristico y subespacios
propios de una matriz cuadrada

6.3.1 Introduccion

Como se vio en en apartado 2.4.5, los valores y vectores propios definidos
en el apartado anterior son los ingredientes necesarios para diagonalizar
una matriz. En esta nueva seccidn, se mostrard una manera analitica de
calcular los valores y vectores propios de una matriz A, asi como y pro-
piedades adicionales de estos.

Concretamente, los valores propios de una matriz cuadrada coinciden
con las raices de un polinomio definido en funcién de esta llamado “po-
linomio caracteristico de la matriz”, mientras que los vectores propios
asociados a cada autovalor de una matriz forman subespacios vectoriales
conocidos como “subespacios caracteristicos” o “propios” de la matriz.

6.3.2 Subespacio caracteristico o propio

Segun la Proposicion 6.2.1, vectores propios asociados a autovalores dife-
rentes son linealmente independientes entre si. Si los autovectores estan
asociados al mismo valor propio, es muy facil demostrar, aplicando la
Definiciéon 6.2.1, punto 2, de vector propio, que cualquier combinacién
lineal de ellos es también vector propio asociado al mismo autovalor (Fi-
gura 6.2). Sean V4, V, autovectores de A asociadosa A\, V a, 8 € K

A - (av; + fV,) = aAV, + BAT, = @AV, + SAV, = (6.17)
=X (av, + BV,) ’

Lo que permite enunciar la siguiente proposicion:

Proposicion 6.3.1 — Relacion entre autovectores asociados al mismo
autovalor

Sean v, , v, vectores propios de A asociados al mismo autovalor ), cual-
1) V2

quier vector combinacion lineal de estos av; + [5V,, con a, 8 € K dis-

tintos de cero, es también vector propio de A asociado al mismo valor

propio A.

Ejemplo 6.3.1 )\ = 0 es uno de los autovalores de la matriz:

1 2 -1
A=|-1 —2 1 (6.18)
2 4 -2

Dos vectores propios asociados a A = 0 son v, = (2,—1,0)! y v, =
(0,1,2)%

AV, =0-7, (6.19)

(6.20)

|
(=] ]|

AVQZO'VQ
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Figura 6.2: V| y V, son vectores propios
de cierta matriz cuadrada asociados al
mismo valor propio A. Cualquier combi-
nacién lineal de estos, por ejemplo su su-
ma V; + V,, es también un vector propio
de la misma matriz asociado al mismo au-
tovalor.

Ejercicio 6.3.1 { Calcular el nicleo
de la matriz A, ecuacion (6.18).

Cualquier combinacién lineal de ¥; y v, cumple:
A(av, + V5) = @AV, + BAV, = -0+ 3-0=0 (6.21)

Por lo que av; + 6V, ¥ a, B € R es también vector propio de A asociado
a A = 0 (excluido el vector nulo, que por definicion no puede ser nunca
vector propio.)

Como consecuencia de la Proposicion 6.3.1 y de la Definicion 1.2.6, el
conjunto de todos los vectores propios asociados a un determinado valor
propio constituye, junto con el vector nulo, un subespacio vectorial al
que se denominara “subespacio caracteristico” o “propio” de la matriz
asociado al susodicho valor.

Definicién 6.3.1 — Subespacio caracteristico o propio

Si A es valor propio de una matriz A cuadrada, se denomina subespacio
caracteristico, o propio, de A asociado a A al conjunto formado por
todos los vectores propios de A asociados a A, junto con el vector nulo.

Ejemplo 6.3.2 Los vectores v, = (2,—1,0)" y v, = (0,1, 2)" de R son,
como se ha visto en el Ejemplo 6.3.1 vectores propios de la matriz A,
ecuacion (6.18) asociados al autovalor A = 0. Por la Proposicion 6.3.1,
cualquier combinacion lineal de estos dos vectores es también vector
propio de A asociado a A = 0.

Puede comprobarse 1 que el subespacio L[(V;,V,)] es precisamente
ker A. De hecho, todo vector que cumple AV = 0 (salvo el vector nulo)
es autovector asociado al valor propio A = 0.

Para calcular el subespacio propio de una matriz cuadrada asociado a
alguno de sus autovalores, nétese que si v es vector propio asociado a A,
se cumple:

AV=XAXV= IW—AV=0= (AN—A)V=0 (6.22)

Por lo que ¥ perteneceria al nicleo de la matriz (A\[ — A).
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Se concluye que el subespacio propio de A € K™*" asociado al valor
propio A coincide con ker(AI — A), de forma que:

VvekerN[—A) & AV = )\V (6.23)

Por el Teorema 3.4.5 del rango-nulidad, dim ker(A\I — A) > 0, si y sélo si,
existen vectores v € K" no nulos tal que (\I— A)v = 0, por lo que A € K
es valor propio de A, si y solo si, r(A\l — A) < n. Esta tltima condiciéon
puede aplicarse para calcular los valores propios asociados a cualquier
matriz cuadrada.

Ejemplo 6.3.3 La matriz B, ecuacion (6.10) del Ejemplo 6.2.3, tiene en-

tre sus valores propios el escalar real A = —5, ya que:
-3 4 2
r(=5I—-B)=r| 2 -6 -2 |=2<3=n (6.24)
—4 -2 -10

Su subespacio propio asociado coincide con el nucleo de la matriz
ker(—5I — B):

-3 4 —2 2
ker(—5I—B)=ker| 2 -6 —2 | =L l( 1 ) 1 (6.25)
—4 -2 -10 —1

6.3.3 Polinomio caracteristico

Por el Corolario 3.4.6, el determinante de la matriz Al — A es cero, si y
solo si, (Al — A) < n, por lo que el determinante de esa matriz puede
emplearse para calcular los valores propios de A:

A—ay,  —Qy ... —aq,
— A— . =
N-Al=| Gz T | (6.26)
—Qn1 —ap2 A Apn

Los ceros del polinomio resultante de evaluar este determinante coinci-
den con sus autovalores. A este polinomio se le conoce como “polinomio
caracteristico de A”.

Definicion 6.3.2 — Polinomio caracteristico de una matriz cuadrada

Se llama polinomio caracteristico de A € K™*", y se denota por yx,, al
polinomio de grado n definido como:

Xa(A) = [AL—A|
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Ejemplo 6.3.4 El polinomio caracteristico de la matriz B, ecuacién
(6.10) del Ejemplo 6.2.3, es:

A+2 4 o2
XgA) =|A[—B|=det| 2 X—-1 =2 |=
A (6.27)

=3 —4X2 - 27X+ 90
Ejercicio 6.3.2 T Calcular los subes-
pacios propios de B, ecuacion (6.10),

| Las raices de xg(\), que coinciden con sus valores propios, son A\; =
asociados a Ay =3y A3 = 6.

—5, A =3y A; =67

El polinomio caracteristico x , de una matriz cuadrada A € K™*" cumple
estas propiedades:

Proposicion 6.3.2 — Propiedades del polinomio caracteristico

1. El coeficiente de grado n — 1 de x, coincide con el opuesto de la
traza de A, o sea, con —trA = —(aq; + a9y + - + a,,,,)-

Xa(A) = (A —ay)(A—ag) .. (A—ay,) +- =
= A" —trA - A" + (términos de grado menor que n — 1)
(6.28)

2. El término independiente de y, es igual a:
Xa(0) = det(—A) = (—1)™ det(A) (6.29)

3. Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteris-
tico.

Las propiedades 1 y 2 son faciles de comprobar para los casos n = 2y

n = 3 (el caso n = 1 es trivial) desarrollando el determinante de A — Al
Ejercicio 6.3.3 I Demostrar, aplican- en funciéon de A € K y reordenando términos ¥, siendo A una matriz
do las formulas del determinante co- genérica con coeficientes en K. Demostrar que toda matriz A, sea cual sea
rrespondientes, que el polinomio ca- . , .
A T . su orden, cumple estas dos propiedades es mas engorroso y se deja fuera
de orden dos o tres cumple las propie- del alcance de este libro. El lector interesado encontrara demostraciones

dades 1y 2 de la Proposicion 6.3.2. completas en otros manuales de 4lgebra lineal.
Demostracion: (solo de la propiedad 3)

Si A,B € K™*™ son semejantes, existe alguna matriz P € K™*" invertible
tal que B = P~ ' AP, Definicion 3.3.2. Sustituyendo B y aplicando la Defini-
cién 6.3.2 de polinomio caracteristico y las propiedades del determinante,
Proposicion 2.3.2, se tiene:

xg(A) = [NI—B| = |]\I- P 'AP|

=P (A —A)P| =

) (6.30)
=[P A=Al [P|
= [AL— Al = xa(A)
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Ejemplo 6.3.5 Los valores propios de la matriz B, ecuacion (6.10) del
Ejemplo 6.2.3, son \; = —5, Ay = 3y A3 = 6. El determinante de B es
det(B) = —90, por lo que el término independiente de xy(\) es:

(—1)" - det(B) = (—1)3 - (—90) = 90 (6.31)

La traza de B es tr(B) = 4, por lo que el coeficiente del término de
grado n — 1 es igual a:
—tr(B) = —4 (6.32)

La igualdad de los polinomios caracteristicos de matrices semejantes,
punto 3 de la Proposicion 6.3.2 junto con el punto 1 de la Proposicién

6.3.2 y el punto 2 de la Proposicién 6.3.2, implican lo siguiente:

Corolario 6.3.3 — Traza y determinante de matrices cuadradas seme-
jantes

Dos matrices cuadradas semejantes tienen igual traza y determinante.
Ademas, toda matriz A cuadrada cumple:

det(A) = M Ay ..\, (6.33)
tr(A) = A + Ay + o+ A, (6.34)

Donde A; Ay, ... A, son las n raices del polinomio x4 ().
Ejemplo 6.3.6 Los valores propios de la matriz B, ecuacion (6.10) del

Ejemplo 6.2.3, coinciden con las raices de xz(A) y son Ay = —5, A\, =3
y A3 = 6. El producto de estas coincide con el determinante de B:

det(B) = —90 = A\ A\, A4 (6.35)
Mientras que la traza de B es:

Ejemplo 6.3.7 Como se vio en el Ejemplo 3.3.3 del apartado 3.3.4, las
matrices:

0 1 —1

A=1]1 0 0 (6.37)
00 —1
-1 0 0

B=|2 o0 -1 (6.38)
1 -1 0

Son semejantes. Por lo que se cumple T que x5 (A) = xg(A), det(A) =
det(B) y tr(A) = tr(B).

Ejercicio 6.3.4 1 Comprobar estas
tres igualdades calculando las trazas,
los determinantes y los polinomios ca-
racteristicos de ambas matrices.
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6.3.4 Resumen de los ultimos apartados

1. Familias de vectores propios de una misma matriz asociados a au-
tovalores distintos dos a dos son siempre familias libres.

2. El conjunto de los vectores propios asociados a un mismo autova-
lor, junto con el vector cero, forman un subespacio llamado “subes-
pacio caracteristico” o “propio”.

3. Todos los valores propios de una matriz son raices de su polinomio
caracteristico asociado.

4. Dos matrices semejantes tienen polinomios caracteristicos idénti-
cos, y como consecuencia, sus valores propios, trazas y determinan-
tes coinciden.



6.4 Diagonalizacion de matrices y sus propiedades

6.4 Diagonalizacion de una matriz cuadrada.
Propiedades de la diagonalizacion.
Polinomios de matrices. Teorema de
Cayley-Hamilton

6.4.1 Introduccién

Si una matriz cuadrada A € K"*" es semejante a una matriz diagonal
D, la identidad AP = PD mostrada en la ecuacion (6.2) significa que la
i-ésima columna de P es proporcional a la i-ésima columna de AP. En
consecuencia, el i-ésimo elemento de la diagonal principal de D es un
valor propio de A que tiene entre sus vectores propios asociados la i-
ésima columna de P. Se tiene que las n columnas de P forman una familia
libre, pues de lo contrario P no seria invertible, y componen una base de
K™ formada por vectores propios de A.

En esta seccidn, se enunciara la condicién necesaria y suficiente que debe
cumplir una matriz cuadrada A para que sea diagonalizable, y en el caso
de que A lo sea, el modo en el que se construyen las matrices D y P tras
haber calculado sus valores propios y sus subespacios caracteristicos.

6.4.2 Multiplicidad geométrica y algebraica

Para estudiar si una matriz cuadrada es o no diagonalizable, es necesario
conocer la multiplicidad geométrica y la multiplicidad algebraica de cada
uno de sus autovalores. En este apartado, se definen ambos conceptos y
se demuestran sus propiedades fundamentales.

Definicion 6.4.1 — Multiplicidades algebraica y geométrica de un au-
tovalor

Se dice que el valor propio A de A € K™*™ tiene:

1. Multiplicidad algebraica igual a m si tiene multiplicidad m como
raiz de x,.

2. Multiplicidad algebraica igual a o si dimker(A\I — A) = o.

La multiplicidad geométrica de cada valor propio de una matriz cuadrada
cualquiera no puede exceder nunca su multiplicidad algebraica, como se
demostrara a continuacion.

Proposicion 6.4.1 — Acotacion de las multiplicidades algebraica y
geométrica de un autovalor

La multiplicidad geométrica de cada uno de los autovalores de una
matriz A cuadrada es menor o igual que su multiplicidad algebraica
correspondiente.
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Dicho de otra forma, supdéngase que el polinomio caracteristico de A €
K™= se factoriza como:

XA = (A =A™ o (A= A (6.39)

Siendo \;, i = 1,...,r los r < n valores propios distintos dos a dos de
A, ym;, i = 1,..,r la multiplicidad algebraica de cada uno de ellos.
Entonces, se verifica:

1<o,<m;Vi=1,..,r (6.40)

Demostracion:

Sea A € K™*™ una matriz cuyos autovalores son A\,... A, 7 < n con
A; # A;jsii # j. Escogase su i-ésimo valor propio, \;, y constriyase
una matriz semejante a A que tenga \; entre sus valores propios, con
una multiplicidad algebraica m, igual o mayor a la dimension o, de su
subespacio propio asociado. Sea 13 una base de K™ cuyos o; primeros
vectores formen una base del subespacio propio ker(\,I— A). Si P es una

matriz cuyas columnas son los vectores de la base B en el mismo orden,

se tiene:
1 _(NB
P AP = ( 0 C ) (6.41)

Donde I denota la matriz identidad de orden o,. Por la propiedad 3 de la
Proposicion 6.3.2, el polinomio caracteristico de la matriz P~' AP, que es
igual a (A — \,;)7xc(A), ha de coincidir con el de A. Si C no tuviese \;
entre sus valores propios, las multiplicidades algebraica y geométrica de
A; como autovalor de A coincidirian, es decir, o; = m,. Si A, fuese valor
propio también de C, la multiplicidad geométrica de A, como autovalor
de A seria mayor que la algebraica, es decir, o, > m,. En todo caso, o;
no puede exceder nunca m,. Repitiendo este razonamiento para cada i =
1,...7 se demuestra la Proposicion 6.4.1.

O

Ejemplo 6.4.1 El polinomio caracteristico de la matriz B, ecuacion
(6.10), es x5 (A) = A3 —4A? —27A+90. Las raices de este polinomio son
sus valores propios, A\; = —5, A\, = 3y A3 = 6, todos con multiplicidad
algebraica igual a uno. Los subespacios propios asociados a cada uno
de estos autovalores son:

3 4 -2 2
ker(—5I—B) =ker| 2 -6 —2 =L ( 1 ) =
4 —2 —10 1 (6.42)

=L[(vy)]
5 4 —2 2
ker(3I—B) =ker | 2 2 -2 :Ll( -3 )‘|=
4 2 2 1 (6.43)
= L[(V,)]
8§ 4 -2 1
ker(6I—B) =ker| 2 5 —2 =Ll< 6 )1:
4 2 1 16 (6.44)

= L[(¥v3)]
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Todos estos subespacios tienen dimensiéon unidad, por lo que las mul-
tiplicidades geométricas de los tres valores propios son también igual
a uno. Ninguna de ellas excede la multiplicidad algebraica de su auto-
valor correspondiente.

6.4.3 Caracterizacion de una matriz diagonalizable

Si todos los autovalores de A € K™*" se encuentran en el cuerpo K y tie-
nen multiplicidad algebréaica unidad, el nimero de valores propios perte-
necientes a K distintos dos a dos seria de n por el teorema fundamental
del algebra, Teorema C.4.1. A cada uno de los n autovalores se le puede
asociar un vector propio. Por la Proposicién 6.2.1, autovectores asociados
avalores propios distintos son linealmente independientes, por lo que los
n autovectores formarian una base de K”. Como se habia visto en el apar-
tado 6.1.3, toda matriz P que diagonaliza A € K™*" esta formada por n
vectores propios de A linealmente independientes que forman una base
de K™. Con este razonamiento, se obtiene una condicion suficiente, pero
no necesaria, para que una matriz cuadrada sea diagonalizable en K.

Proposicion 6.4.2 — Condicion suficiente para que una matriz cua-
drada sea diagonalizable

Si todos los valores propios de A pertenecen a K y tienen multiplicidad
algebraica unidad, la matriz es diagonalizable en K.

Ejemplo 6.4.2 Todos los valores propios de la matriz B, ecuacion (6.10)
del Ejemplo 6.2.3, son reales y tienen multiplicidad algebraica unidad,
por lo que es diagonalizable en R.

Ejemplo 6.4.3 Los valores propios de la matriz real C, ecuacion (6.14)
del Ejemplo 6.2.4,son Ay = 1 +1i, Ay = 1 —iy A3 = 1. Dos de sus
autovalores pertenecen a C, por lo que la matriz no es diagonalizable
en R.

Supéngase ahora que A tiene valores propios con multiplicidad algebrai-
ca mayor que uno. Si, a pesar de ello, todos los autovalores pertenecen a
K y la suma de las multiplicidades geométricas es igual a n, seria posible
encontrar n vectores propios en K" linealmente independientes entre si
de entre los subespacios propios de A, y estos formarian una base de K.
Con esos n vectores se podria construir una matriz P de cambio de base
que diagonalizase A.

Si alguno de los valores propios de A tuviese una multiplicidad geométri-
ca menor que la algebraica o no perteneciese al cuerpo K, la suma de las
multiplicidades geométricas de los autovalores pertenecientes a K seria
menor que n, no existiria ninguna base de K™ compuesta por vectores
propios de A, y no se podria construir una matriz P que diagonalizase A
en K.
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En conclusion, la condicion necesaria y suficiente que toda matriz cua-
drada debe cumplir para ser diagonalizable es la que enuncia la siguiente
proposicion:

Proposicion 6.4.3 — Condicion necesaria y suficiente para que una
matriz cuadrada sea diagonalizable

Una matriz A cuadrada de orden n es diagonalizable en K si y sélo si
la suma de las multiplicidades geométricas de los valores propios de A
pertenecientes al cuerpo K es igual a n.

Ejemplo 6.4.4 Una matriz P que diagonaliza la matriz B, ecuacion
(6.10) del Ejemplo 6.2.3, es:

2 2 1
P=[%v)=|1 -3 6 (6.45)
-1 —1 16

Donde v, V5, V5 son, respectivamente, vectores propios asociados a los
autovalores de la matriz, ya calculados en el Ejemplo 6.4.1: —5, 3 y 6.
Las columnas de la matriz P forman una base de R?, asi que r(P) = 3
y esta es invertible.

Ejemplo 6.4.5 La matriz:

D= <_01 21> (6.46)

Tiene el polinomio caracteristico:

A+1 2

Xc(A) = det(A\[— C) = det ( 0 A+l

) =(A+1)2  (6.47)

La tnica raiz de x(\) es A = —1. Su multiplicidad algebraica es dos.
El subespacio propio asociado a este Gnico autovalor de C es:

sy 3) ()] e

o =1 < 2 =m, por lo que C no es diagonalizable.

6.4.4 Propiedades de la diagonalizacion

Toda matriz A € K™*" cuadrada cumple las siguientes propiedades en
relacidn a sus valores y vectores propios:

Proposicion 6.4.4 — Propiedades de la diagonalizacion de matrices

1. Una matriz cuadrada real puede no ser diagonalizable en R y
serlo en C. Esto sucede cuando el espectro de la matriz contiene
autovalores con parte imaginaria no nula, pero todos ellos,
tanto los reales como los complejos, cumplen la condicion de la
Proposicion 6.4.3.
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2. Si A es una matriz real cuadrada de orden n, y A € K es valor
propio de A, su conjugado A* € K es también valor propio de
A,y siv € K" es un vector propio de A asociado a )\, V' € K"
lo es respecto del autovalor A\* pues, por la propiedad 3 de la
Proposicion C.5.1:

AV =)V = (AV)* = (\V)" = AV = \'V (6.49)

Ademas, si A es una matriz real de orden impar, al menos uno de
sus autovalores debe ser real.

3. Si A es una matriz real cuadrada de orden n, A € K es un valor
propio de A, y v € K" es un vector propio de A asociado a A:

a) A € K es un valor propio de A’, pues:
det(AI — A) = det(Al — A)f = det(AL—A")  (6.50)

b) A* € K es un valor propio de A" y V' € K" es un vector
propio de A" asociado a \*, pues:

Ax = Xx = (Ax)* = (\x)* = A'x* = \*x* (6.51)
c) A* € K es un valor propio de A", pues:
det(\I — A) = det(\ — A)" = det(\'I— A")  (6.52)

d) A € K es un valor propio de A~ y ¥ € K" es un vector
propio de A ' asociado a A7, pues:

Ax=Xx=x=A "dx=Alx=Ax (6.53)

e) \¥ € K es un valor propio de A" y v € K" es un vector
propio de A asociado a A*, pues:

Ax = Xx = Afx = AF Tax = A" A2k = . = AFx (6.54)

4. Si A € K™ es diagonalizable, A’, A*, A", A y A¥ V & €
N, &k # 0, también lo son. En efecto:

. . . t .
a) Las matrices que diagonalizan A" son las inversas de las
transpuestas de las matrices que diagonalizan A.

D= (P 'AP)! = P'A'(PT!) = PPA'(P") ! (6.55)

Donde se aplica que (A™')" = (AY)™!, ya que
(ATHA" = (ATA) =1= (A7) = (A")L.

b) Las matrices que diagonalizan A" son los conjugados de las
matrices que diagonalizan A.

D* = (PT'AP)* = (P ')*A'P* = (P")!A'P*  (6.56)
Donde se aplica que (A ')* = (A"
(AT)A = (ATA) =1= (A7) = (A")"

)7L, ya que
1
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Ejercicio 6.4.1 T Calcular los valores
propios y los subespacios caracteristi-
cos de la matriz C.

. . . h .
c) Las matrices que diagonalizan A" son las inversas de las
transpuestas conjugadas de las matrices que diagonalizan

A
D' =D" = (P 'AP)" =P"A"(P 1) = (6.57)
=phA (P! (6.58)
Donde se aplica que (A™')" = (Ah)*l, ya que
(A™HhA" = (ATA) =T = (ATHh = (AN L

d) Las matrices que diagonalizan A" son las mismas que dia-
gonalizan A.

diag(A\7!, ..\ =D ' = (P 'AP) ! = (6.59)
=P 'a'p (6.60)

° ° 0 k ° °
e) Las matrices que diagonalizan A" son las mismas que dia-
gonalizan A.

diag(\, .. AE) = D* = (P~'AP)" =
- (P’IAP) (P*IAP) (P*IAP) - (6.61)
=P lAfP

Ejemplo 6.4.6 Los valores propios de la matriz real C, ecuacién (6.14)
del Ejemplo 6.2.4,son \; = 1 +1i, \, = 1 —iy Ay = 1. Esta matriz
no es diagonalizable en R, pero si es diagonalizable en C, ya que todos
su valores propios tienen multiplicidad algebraica unidad. Una matriz
que diagonaliza C T es:

0 0 1
P=|1 10 (6.62)
—i i 0

Ejemplo 6.4.7 Los dos valores propios de la matriz real C del Ejem-
plo 6.2.4 con parte imaginaria no nula son uno el conjugado del otro:
A1 = A3, mientras que su otro autovalor es real: A; € R. Un vector
propio asociado a A\; = 1 +ieselv; = (0,1, —i)’, y un vector propio
asociadoa A, =1 —1i= X} es v, = (0,1,1)* = v]. Todos los vectores
propios asociados al autovalor real Ay = 1 € R, como por ejemplo
v, = (1,0,0)%, son reales.
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6.4.5 Polinomios de matrices cuadradas

Al resultado de evaluar un determinado polinomio con coeficientes es-
calares sobre una matriz cuadrada se le conoce como “polinomio de una
matriz”. Esta es su definicion:

Definiciéon 6.4.2 — Polinomio de una matriz cuadrada

Dados una matriz A cuadrada y un polinomio:
Py =) aX (6.63)
=0

con \ € Ky coeficientes en el cuerpo K, se define la matriz P(A) como
la obtenida sustituyendo en la expresion del polinomio las potencias
de X por potencias de A. Es decir:

P(A) =Y a,A' =ajl+ a;A+ a,A* + -+ a, A" (6.64)
i=0

Considerando por convenio que A’ =1
Ejemplo 6.4.8 Se tiene la matriz B, ecuacion (6.10) del Ejemplo 6.2.3, y

el polinomio P()\) = A2 + 3\ + 2. El resultado de evaluar el polinomio
P sobre B es, de acuerdo con la Definicién 6.4.2, la matriz siguiente:

16 —4 4
P(B)=B*+3B"'+2B =B’ +3B+2[=| 4 18 14
20 2 54

Los valores y vectores propios de A y P(A) estan relacionados entre si,
para todo polinomio P, del modo que dictan las propiedades que se enu-
meran a continuacion:

Proposicion 6.4.5 — Propiedades del polinomio de una matriz cua-
drada

Para todo polinomio P y matriz cuadrada A se cumplen:
1. Si A, es valor propio de A, P(),) es valor propio de P(A).
2. Los vectores propios de A son también vectores propios de P(A).

3. Toda matriz P que diagonaliza A diagonaliza también P(A). Da-
da la identidad P"' AP = D, con D diagonal:

P 'P(A)P = P(D)
Siendo P(D) también diagonal.

Se deja al lector 1 la demostracion de las tres propiedades de la Proposi-
cién 6.4.5.

Ejercicio 6.4.2 T Demostrar estas

propiedades aplicando la Definicion
6.4.2 del polinomio de una matriz cua-
drada.
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Ejercicio 6.4.3 + Calcular los subes-
pacios propios de P(B).

Observacion 6.4.1 I En Matematicas,
a un operador que hace cero un ele-
mento determinado se le suele llamar
“aniquilador”, o “anulador”, de dicho
elemento. Por lo que también puede
decirse que el operador aniquilador
que caracteriza a toda matriz cuadra-
da es su polinomio caracteristico.

Ejemplo 6.4.9 Los valores propios de la matriz B, ecuacion (6.10) del
Ejemplo 6.2.3, son A; = —5, A, = 3y A3 = 6. Los de P(B), ecuacién
(6.4.8), son:

P(A\) =(—5)2+3-(=5) +2=12 (6.65)
P(Xy) =324+3-3+2=20 (6.66)
P(\;) =62 +3-6+2=>56 (6.67)

Puede comprobarse T que los subespacios propios de P(B) asociados a
P(\;), P(Xy) y P(A3) coinciden, respectivamente, con los subespacios
propios de B asociados a A;, Ay y A3, por lo que cualquier matriz que
diagonaliza B también diagonaliza P(B).

6.4.6 Teorema de Cayley-Hamilton

Una propiedad muy interesante de las matrices cuadradas es que, para
toda A € K™*™, el resultado de evaluar su polinomio caracteristico y ()
sobre esta es siempre la matriz nula.

Teorema 6.4.6 — Teorema de Cayley-Hamilton

Toda matriz A cuadrada cumple:

xa(A) =0

En otras palabras, toda matriz A cuadrada satisface su propio polinomio
caracteristico .

Demostracion:

Se demostrara el teorema unicamente para las matrices diagonalizables.
Dada una matriz A € K"*" diagonalizable cuyo polinomio caracteristico
factorizado es:

XaA)=A=2)™ . (A=X)", r<mn, \; # Ajs @ *+3j (6.68)
Evaluando x, sobre A, se obtiene:
Xa(A) = (A= D™ . (A= \D™ (6.69)

Segun la propiedad 3 de la Proposicion 6.3.2, dos matrices semejantes
tienen el mismo polinomio caracteristico. La matriz diagonal D es seme-
jante a A, por lo que se cumple:

Xp(A) =A=A)™ . (A=A)" = (6.70)

= xp(@D) =D —=A\I)™ .. (D—X\I)™ =P 'y, (AP (6.71)

Cada una de las matrices D — A1, D — A\, ... D — AL asi como sus m;-
ésimas potencias, es diagonal. Ademas, los coeficientes de sus diagonales

principales correspondientes a cada uno de los autovalores Aq,... A, se
hacen cero al restarles )\, ... A, por lo que son matrices nulas por bloques.
1> T
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Multiplicando sucesivamente estas r matrices se obtiene la matriz nula,
por lo que xp(A) = O. Sustituyendo este resultado en la ecuacion (6.71),
puede verse que esta implica que x,(A) = O.

O

La demostracion del teorema de Cayley-Hamilton para matrices no diago-
nalizables requiere de la llamada “forma canonica de Jordan” de la matriz,
que se encuentra fuera del alcance de este libro. El lector interesado en-
contrara la demostracién completa del teorema en numerosos libros de
algebra.

Ejemplo 6.4.10 Las matrices B, C, D de los Ejemplos 6.2.3, 6.4.5 y 6.2.4
satisfacen su propio polinomio caracteristico:

xg(A) =B* —4B® —27B + 90I = 0 (6.72)
Xc(A) =D? —3D* +4D — 21 = 0 (6.73)
xo(A) =(C+1)2=0 (6.74)

6.4.7 Valores propios de las matrices hermiticas,
antihermiticas y unitarias

Recuérdese que, por el punto 3 de la Definicion 2.1.16, una matriz A es
hermitica si cumple A=A Supéngase que ¥ es valor propio de A aso-
ciado al valor propio A. Aplicando la Definicién 5.1.7 del producto escalar
usual:

(AV,V) = V'AV = XV = \[7)2 (6.75)
7,AV) = (AV)" v = V'A"Y = ¥ AV = \¢'v = A2 (6.76)

Comparando las ecuaciones (6.75) y (6.76) y aplicando la propiedad 2,
Proposicion 5.1.5, de simetria hermitica del producto escalar usual, la po-
sitividad de la norma, punto 1 de la Definicién 5.1.10, y la propiedad 3 de
la Proposicién C.5.1 del conjugado del producto de ntimeros complejos,

se tiene:
AFI? = A1) = X (901)* = X*||9)? (6.77)

Por tanto:
A=\ (6.78)

Condicién que se cumple, si y solo si, A tiene parte imaginaria nula: A € R.
Se acaba de demostrar lo siguiente:

Proposicion 6.4.7 — Autovalores de una matriz hermitica
Si A es hermitica, todos sus valores propios son reales.
Por el punto 4 de la Definicion 2.1.16, las matrices antihermiticas cumplen

A" = —A. Como en la demostracién anterior, se supone que V es valor
propio de A asociado al valor propio A y se aplica la Definicion 5.1.7 del
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producto escalar usual a (Av,V) y (v, AV), obteniéndose:
(AV,V) = V"AV = XV = \|7]? (6.79)
7, A7) = (AV)" v = ¥'A"v = VAV = —\T'T = - A[v|2  (6.80)

Por la propiedad 2 de simetria hermitica del producto escalar usual, Pro-
posicion 5.1.5, se tiene:

AP = (A1) = =2 (I9)°)" = —A* |9 (6.81)
Por tanto:
A= —=\* (6.82)

Identidad que se cumple, si y s6lo si, la parte real de A es nula, por lo que
los autovalores de una matriz antihermitica son imaginarios puros.

Proposicion 6.4.8 — Autovalores de una matriz antihermitica

Si A es antihermitica, todos sus valores propios son imaginarios puros.

Por ultimo, supdngase que la matriz cuadrada A es unitaria. Por la Defi-
nicién 5.3.1 esta cumpliria AA" = A"A = 1. Por la Proposicién 5.3.1, una
manera equivalente de definir las matrices unitarias de orden n es como
el conjunto de las matrices cuadradas que cumplen, vV X € K™:

Il = flAx] (6.83)

Si ¥ es vector propio de una matriz unitaria A asociado al autovalor A,
sustituyendo en la ecuacion (6.83) y aplicando la Definicion 6.2.1, punto
2, de vector propio, se cumple:

IVl = AV = [Av] = A - [¥]] (6.84)
De lo que se deduce que |A| = 1. Es decir, todo autovalor A de una matriz
unitaria tiene médulo unidad:

Proposicion 6.4.9 — Autovalores de una matriz unitaria

Si A es unitaria, todos sus valores propios tienen méodulo unidad.

6.4.8 Diagonalizacion analitica de una matriz cuadrada

De todo lo visto hasta ahora sobre la diagonalizacion, se deduce el si-
guiente procedimiento para diagonalizar matrices cuadradas de manera
analitica:

1. Se calculan las raices Aq, ... A, del polinomio caracteristico de A,
Xa(A) = det(AI — A), y sus multiplicidades algebraicas. Estos son
los valores propios de la matriz.

2. Se calculan las multiplicidades geométricas de los r valores propios
A, dimker(\,I—A) Vi = 1,...r. A es diagonalizable si y sélo si
ambas multiplicidades coinciden para cada J;.

3. Si A resulta diagonalizable, se obtiene una base del subespacio pro-
pio asociado a cada autovalor, ker(\,J—A) Vi=1,...r.
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4. La matriz D es una matriz diagonal que se puede denotar como
diag()\q, ... A,), donde cada \; se repite en D un nimero de veces
igual a su multiplicidad. La columna i-ésima de P es un vector pro-
pio asociado al autovalor \;, Vi = 1,...n, de los contenidos en las
bases calculadas en el paso anterior.

6.4.9 Resumen

1. Una matriz cuadrada es diagonalizable, si y sélo si, las multiplici-
dades algebraicas de todos sus valores propios coinciden con sus
multiplicidades geométricas.

2. Si una matriz cuadrada es diagonalizable, también lo son su trans-
puesta, su conjugada, su transpuesta conjugada, su inversa, cual-
quier potencia de esta y el resultado de evaluar un polinomio sobre
esta matriz.

3. Toda matriz cuadrada satisface su propio polinomio caracteristico.

4. Las matrices hermiticas tienen todos sus valores propios reales. Las
matrices antihermiticas tienen todos sus valores propios imagina-
rios puros. Los valores propios de las matrices unitarias tienen to-
dos médulo unidad.



216

6 Diagonalizacion de matrices cuadradas

6.5 Diagonalizacion unitaria y ortogonal.
Teorema espectral. Descomposicién
espectral de una matriz

6.5.1 Introduccién

Por un lado, vectores propios asociados a un mismo valor propio de
A € K™ forman, junto con el vector cero, un subespacio llamado “carac-
teristico” o “propio”, Definicién 6.3.1, de modo tal que, por la Proposicién
6.2.1, autovectores asociados a valores propios distintos son linealmente
independientes entre si.

Por otro lado, de acuerdo con el punto 2 de la Definicién 6.2.1, cada vector
propio v de una matriz A cuadrada est4 asociado a un tnico valor propio
de la matriz A. En consecuencia, la interseccién de subespacios propios
asociados a valores propios distintos produce el subespacio nulo de K":
Vi, j, i F

ker(\,I—A) Nker(A\,I—A) = {0} (6.85)
Si ademas la matriz A es diagonalizable, la unioén de bases de todos sus
subespacios propios produce una base de K™. Por el teorema de Grass-
mann, esto implica que los r subespacios propios de A forman suma di-
recta y que su suma es igual a K”:

K* =ker(MI—A)@ker(AI—A) @ ... dker(N\,I—A) =

= Eb ker(\,I—A) (6:86)
i=1

En esta seccion se estudiara bajo qué condiciones los r subespacios pro-
pios asociados a una matriz cuadrada A diagonalizable son ortogonales
dosados:Vi,j, i #+j

ker(\,I— A) L ker(\;I— A) (6.87)

O dicho de otro modo, las condiciones que han de cumplirse para que
vectores propios de una misma matriz A asociados a valores propios
distintos dos a dos de una misma matriz A sean ortogonales entre si:
Vi, i FJ

(vi,¥;) =0 (6.88)
Si esto se cumpliese, seria posible encontrar n vectores propios de A que
formen una base ortonormal de K", y de este modo, construir una matriz
de cambio de base unitaria, Definicién 5.3.1, que diagonalice A:

U 'AU=U"AU=D (6.89)

6.5.2 Semejanza y diagonalizacion unitarias

Definicién 6.5.1 — Matrices unitariamente semejantes

Se dice que dos matrices cuadradas A, B son unitariamente semejantes
si existe una matriz unitaria U tal que B = U"AU.
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Definicion 6.5.2 — Matriz unitariamente diagonalizable

Se dice que la matriz A € K"*" es unitariamente diagonalizable si
existe una matriz unitaria U € K™*" tal que U"AU es diagonal.

6.5.3 Semejanza y diagonalizacién ortogonales

Definicion 6.5.3 — Matrices ortogonalmente semejantes

Se dice que dos matrices cuadradas reales A,B son ortogonalmente

. L. . t
semejantes T si existe una matriz ortogonal Q tal que B = Q"AQ. Observaciéon 6.5.1 + Dos matrices
ortogonalmente semejantes cumplen

una relacién de congruencia, Defini-

Definicion 6.5.4 — Matriz ortogonalmente diagonalizable cién 3.3.3.

Se dice que A € R™*™ es diagonalizable ortogonalmente si existe una
matriz ortogonal Q € R"*" tal que QAQ es diagonal.

La diagonalizacion ortogonal puede interpretarse como un caso particu-
lar de diagonalizacion unitaria en la que A es una matriz real, unitaria-
mente diagonalizable y cuyos valores propios son reales. Los autovec-
tores asociados a estas matrices tienen sus coeficientes reales y pueden
formar bases ortonormales de R”.

6.5.4 El teorema espectral

Una matriz A € K"*™ hermitica cumple, de acuerdo al punto 3 de la
Definicién 2.1.16, A" = A. Témense dos valores propios distintos de A
denotados A, A, y dos vectores propios ¥, , V, asociados a cada autovalor.
Por la definicion 6.2.1 de valor y vector propio:

AV, = \,V, (6.90)
AV, = AoV, (6.91)

Si se desarrolla el producto A, (v,,V,) aplicando la Definicién 5.1.7 del
producto escalar usual y la Proposicion 5.1.5, se obtiene:

_ _ _ ha B _p o h
A (V1. Vo) = (N7, Vo) = (AT}, Ty) = 73AV, = VAV, =
= (sz)hv1 = (Vi,AVy) = (v}, Ag¥y) = (6.92)
wm =
= A3(V1, Va) = Ag(Vy, V)
Demostrandose que A\ (V{,V,) = Ay(V;,V,). En el paso (%) se ha con-
siderado la hipétesis de hermiticidad de A, y en (*x) se ha aplicado la
Proposicion 6.4.7 segin la cual los valores propios de las matrices hermi-
ticas son siempre reales.

Si Ay # Ay, laidentidad A\ (V,V5) = Ay(Vy,¥,) se cumple, si y solo si,
(V1,V5) = 0, demostrandose que vectores propios de una matriz hermi-
tica A asociados a autovalores distintos son siempre ortogonales y que,
por tanto, es posible construir una base ortogonal de K" compuesta por
n vectores propios de A y una matriz unitaria que la diagonalice.
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Ejercicio 6.5.1 T Demostrar, aplican-
do la Definicién 6.5.5 de matriz nor-
mal, que las matrices unitarias, her-
miticas y antihermiticas, Definiciones
5.3.1y 2.1.16, son matrices normales.

Teorema 6.5.1 — Teorema espectral para matrices hermiticas

Toda matriz hermitica es unitariamente diagonalizable.

El teorema anterior proporciona una condicién suficiente, pero no nece-
saria, para que una matriz cuadrada sea unitariamente diagonalizable. De
hecho, existen matrices no hermiticas que son unitariamente diagonali-
zables. La condicion necesaria que ha de cumplir una matriz cuadrada
para ser unitariamente diagonalizable se estudiara tras definir las llama-
das “matrices normales”.

Definicion 6.5.5 — Matrices normales

Se dice que la matriz A € K™*™ es normal si cumple la condicién

A"A = AA"

Se propone al lector T demostrar que las matrices unitarias, hermiticas y
antihermiticas son matrices normales.

. . h h .2 . . ey
La identidad A"A = AA", ecuacién (6.5.5) proporciona una condicién
no solo suficiente, sino también necesaria, para que una matriz cuadrada
sea unitariamente diagonalizable:

Teorema 6.5.2 — Teorema espectral
Una matriz cuadrada es unitariamente diagonalizable, si y solo si, es

normal.

Como consecuencia de este teorema, todas las matrices unitarias, hermi-
ticas y antihermiticas son unitariamente diagonalizables, asi como mu-
chas otras que, sin ser unitarias, hermiticas o antihermiticas, cumplen la
identidad (6.5.5).

Demostracion:

Para demostrar este teorema se emplea la llamada “descomposicién de
Schur” de una matriz cuadrada. Aunque esta fuera del alcance de este
libro, se puede comprobar que toda matriz A cuadrada se puede factorizar
de la forma:

A=U"TU

Donde U es una matriz unitaria y T es una matriz triangular superior.
Multiplicando A por su adjunta y aplicando (6.5.4):
AA" = U"TUU"TU)! = U"TUUT"U = UMTT"U  (6.93)
A'A = U"TU)"U"TU = U"T'UU"TU = U"T"TU (6.94)

SiT es diagonal, TT" y T"T también lo son, y ademas, se cumple TT" =
T, por lo que se cumple:

AA" =UMTT'U = U'T"TU = A"A (6.95)

Demostrandose que toda matriz unitariamente diagonalizable es normal.
Para demostrar el converso de esta proposicion se razona asi: supoéngase
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que AA" = A"A. Comparando la expresion (6.93) con la (6.94) se obtiene
la identidad:
v'TT"U = U"T"TU = TT" = T"T (6.96)

El cumplimiento de la identidad TT" = T"T implica que T es diagonal
de modo que toda matriz normal es unitariamente diagonalizable. Queda
asi demostrado el teorema espectral.

O
Ejemplo 6.5.1 La matriz cuadrada real:
1 1 0
A=|0 1 1 (6.97)
1 0 1

Es normal, pues cumple la identidad A"A = AA". Sus autovalores son:

1 1
A==+ —i 6.98
1 1
A - — —i 6.99
T2 23 (6.99)
Ay =2 (6.100)

Todos tienen multiplicidad algebraica unidad, por lo que la matriz es
diagonalizable en C. Una matriz que la diagonaliza es la siguiente:

1/v/3  1/V/3 1/V3
U= (o) =| 1/v3 1/v3 1/V3 (6.101)
—1/vV/3 —1/V/3 1/V3

Donde u,, U, y U; son vectores propios asociados a \;, Ay y A5 respec-
tivamente. Estos forman una familia ortonormal respecto al producto
escalar usual en C? y la norma canénica en C3, por lo que U es una ma-
triz unitaria, U"AUes diagonal, y la matriz A es, en base a la Definicién
6.5.2, una matriz unitariamente diagonalizable.

Por lo que respecta a las matrices cuadradas reales, como consecuencia
del Teorema 6.5.2, las matrices ortogonales, simétricas y antisimétricas
son todas ellas unitariamente ortogonales. A continuacion, se estudiara
qué condicion o condiciones ha de cumplir una matriz cuadrada real pa-
ra que sea diagonalizable ortogonalmente en el sentido de la Definicién
6.5.4. Para ello, es necesaria la version real de la descomposicion de Schur,
que asegura que toda matriz real cuadrada A puede factorizarse como:

A=0Q'TQ (6.102)

Donde T es una matriz real triangular superior y Q es una matriz ortogo-
nal. Supéngase que T es una matriz real diagonal. En ese caso, T = T y
se tiene:

A=0Q'TQ = Q'T'Q = (Q'TQ)t = A* (6.103)

Por lo que A seria una matriz real simétrica. Esto implica que toda ma-
triz ortogonalmente diagonalizable es real simétrica. Para demostrar el

Ejercicio 6.5.2 T Demostrar, aplican-
do las Definiciones 2.2.3 y 2.1.13 del
producto matricial y de la transpues-
ta conjugada, que las inicas matrices
triangulares que cumplen la identidad
AA"™ = A" A son las matrices diago-
nales.
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Figura 6.3: Vectores pertenecientes a
subespacios propios distintos de una
misma matriz real simétrica A de orden
dos, v; € ker(MI—A), 7y € ker(A,I—
A), Ay # )\,, son ortogonales entre si.
Ademas, la suma directa de ambos subes-
pacios llena todo el espacio R?, lo que
permite construir una base ortonormal
de R? formada por vectores propios de
A y una matriz ortogonal que la diago-
nalize.

reverso de esta proposicion, supoéngase que A es simétrica. Entonces:
A=0Q0'TQ = A"= (Q'TQ)! =Q'T'Q=A (6.104)

Lo que implica que T = T*. Al ser T una matriz triangular, esta identidad
s6lo puede cumplirse si T es diagonal. Por tanto, toda matriz real simétri-
ca es ortogonalmente diagonalizable. Se concluye que la simetria es una
condicidén necesaria y suficiente para que una matriz real sea ortogonal-
mente diagonalizable.

Teorema 6.5.3 — Teorema espectral para matrices reales simétricas

Una matriz real cuadrada es unitariamente diagonalizable, si y solo si,
es simétrica.

ker (A, 1-A) ker (M 1-A)

(6.105)

Son A\; = —1 con multiplicidad m; = o; = 2, y A\, = 2 con multiplici-
dad m, = 0, = 1. Una matriz que la diagonaliza es:

-1/vV2 -1/v6 1/V3
0 2/V/6  1//3

Donde q,,q,,q, son autovectores asociados, respectivamente, a
A1; A1, Ag. Estos forman una familia ortonormal respecto al producto
escalar en R? y la norma euclidiana, por lo que Q es una matriz orto-
normal, Q°AQ es diagonal, y A es, en base a la Definicién 6.5.4, una
matriz ortogonalmente diagonalizable.

6.5.5 Descomposicion espectral de una matriz real
simétrica

Acaba de demostrarse que a toda matriz A € R"*" simétrica se le puede
asociar una matriz ortogonal Q = (q,|...[q, ) que la diagonalice, donde
los g, son vectores propios unitarios de A que forman una base ortonor-
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mal de R". Despejando A de la expresion D = Q'AQ y aplicando dos
veces la propiedad 3 de la Proposicion 2.2.5, se obtiene una expresion
de la matriz A como combinacion lineal de matrices de proyeccion orto-
gonal sobre los subespacios de dimension uno que cada columna de Q
genera:

D=Q'AQ = A=0Q-diag(),,..\,)- Q" => \gg  (6.107)
=1

El coeficiente escalar en cada término de la combinacién lineal es el va-
lor propio \; asociado a cada vector propio ;. Si se agrupan aquellos
términos que comparten el mismo factor comun A;, i = 1...,r, se obtie-
nen matrices de proyeccion ortogonal sobre cada uno de los subespacios
propios de A:

1
q

A= <>\i qjq;) - Z AiPrer(x,1-a) (6.108)
’ j =1

Donde Py, 1_4) denota la matriz de proyeccion ortogonal sobre el subes-
pacio propio asociado a un autovalor A, cuya multiplicidad es o,, mien-
tras que r representa el nimero de valores propios distintos de A.

Se concluye que toda matriz real simétrica puede descomponerse en una
combinacién lineal de las matrices de proyeccién ortogonal sobre sus
subespacios propios.

Teorema 6.5.4 — Descomposicion espectral de una matriz real simé-
trica

Toda matriz real simétrica A puede expresarse como:

A= Z AiPker(AiI—A)
i=1

K2

Ejemplo 6.5.3 Los subespacios propios de la matriz:

B= (6.109)

— = O

1
0
1

S ==

Asociados a sus valores propios, A\; = —1y A, = 2, son:

—1 —1\ \
ker(—I—B):L[(ql,qQ)]zL[< 1], -1 ) (6.110)
0 2) /]

1 -
ker(21-B) =1L[(q,)] =L l( 1 ) (6.111)
1 J

221
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Las matrices de proyeccién ortogonal sobre cada subespacio son:

(2 -1 -1
Pker(flfB) = (_11(_13 + ?1251; = 3 -1 2 -1 (6.112)
1 -1 2
L[ 11
Prorzis) =85 =3 (1 1 1 (6.113)
11 1

De modo que, en virtud del Teorema 6.5.4 de la descomposicién espec-
tral:

B= _Pker(flfB) +2- Pker(QIfB) = _ql(_ltl - (_12(_1; +2- (_lgc_lg (6'114)

Multiplicando ambos miembros de la identidad (6.5.4) por X € R", se
obtiene la expresion:

AX = Z APrern,1-m)X = MPrera 1 a)X -+ APy g X (6.115)
j=1

Que implica que la imagen de un vector cualquiera de R™ por una ma-
triz A real simétrica de orden n puede descomponerse en combinaciéon
lineal de las proyecciones ortogonales de X sobre los subespacios propios
de A, con los valores propios de A como coeficientes de la combinacién
lineal.

A\
RV @

fery-/-A)

(_\-MX

Figura 6.4: La imagen de ¥ € R? por -pker
la matriz real simétrica A del Ejemplo
6.5.4 puede escribirse como combinacién
lineal de las proyecciones ortogonales de
X sobre los subespacios propios de A, con
coeficientes escalares iguales a los valo-
res propios asociados a cada subespacio: ker(2I-A)
A =—1lyXy =2
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Ejemplo 6.5.4 Como se ha visto en el Ejemplo 6.5.3:

= — Prer(c1-B) + 2 * Prer(21-8) =
0 ex(-1-B) er(21-F) (6.116)

0 1
B=|1 0
1 1
== 3,8 ~ %0, + 2+ 3,7
Para todo X € R? se cumple:
BX = —Pe;(1-8)X + 2 Prero1-p)X (6.117)
Como ejemplo, se calcula la imagen por A de X = (1,2, 1)
1 —1 4
1 1
1 ! 4

3

2
3

6.5.6 Descomposicion espectral de una matriz normal

El Teorema 6.5.5 de descomposicién espectral puede extenderse al con-
junto de las matrices normales, Definicion 6.5.5, sean estas reales o com-
plejas. De acuerdo con teorema espectral, Teorema 6.5.2, una matriz cua-
drada es normal, si y sélo si, es diagonalizable unitariamente. Es decir,
si 'y solo si, esta puede descomponerse de la forma A = UDU", con D
diagonal y U unitaria. Las columnas de U = (q| ... |q, ) forman una ba-
se ortonormal de K™ compuesta por vectores propios de A. Esto ultimo
implica, por un razonamiento analogo al del apartado 6.5.5 anterior, que
si A es normal, se puede descomponer en la suma de las matrices de pro-
yeccion ortogonal sobre cada uno de sus subespacios propios, ponderada
por los valores propios asociados a cada subespacio:

T T

_ _h r
qjqj) = E :)‘iPker(AilfA) (6.119)
i=1

i=1 =1

Lo que permite enunciar una version mas general del Teorema 6.5.2.

Teorema 6.5.5 — Descomposicion espectral de una matriz normal

Toda matriz normal A puede expresarse como:

A= Z )‘iPker(AiIfA)
i=1

Por ultimo, como consecuencia del teorema de descomposicion espectral,
al igual que sucedia con las matrices reales simétricas, la imagen por una
matriz A € K™*™ normal de un vector X € K" puede descomponerse en
combinacién lineal de las proyecciones ortogonales sobre los subespacios
propios de la matriz, con coeficientes iguales a los autovalores asociados
a cada subespacio, ecuacion (6.115).

Observacién 6.5.2 Es muy importan-
te recordar que si un subespacio es-
ta contenido en C", su matriz de pro-
yeccion ortogonal asociada se formu-
la mediante la transpuesta conjugada,
denotada con el superindice “h”. No
basta con so6lo transponer, como suce-
de en el caso real.
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6.5.7 Resumen

. Una matriz cuadrada es unitariamente diagonalizable si existen ma-

trices unitarias que la diagonalicen.

. Una matriz cuadrada real es ortogonalmente diagonalizable si exis-

ten matrices ortogonales que la diagonalicen.

. Una matriz cuadrada es unitariamente diagonalizable, si y sélo si,

es una matriz normal.

. Una matriz cuadrada real es ortogonalmente diagonalizable, si y

sOlo si, es simétrica.

. Toda matriz normal puede descomponerse en una combinacion li-

neal de matrices de proyecciéon ortogonal sobre sus subespacios
propios, con coeficientes iguales a sus valores propios correspon-
dientes.



Formas bilineales y cuadraticas

7.1 Definiciones y propiedades de las formas
bilineales y cuadraticas. Matriz de Gram de
una forma bilineal o cuadratica

7.1.1 Introduccion

Los polinomios con coeficientes y variables independientes reales P, @
y R definidos como:

P(z,y) = P(X) = 2% + 212 (7.1)
Qlz,y) = Q(X) = a? + 2y — day (7.2)
R(z,y,2) = R(X) = 2% —y? + 2% + 22y — 202 — y2 (7.3)

Tienen todos sus términos de segundo grado. Polinomios como estos son
expresables matricialmente mediante la forma %' A%, donde X € R" es un
vector columna que contiene las variables independientes del polinomio,
y A € R™" es una matriz real simétrica que contiene sus coeficientes
escalares y que caracteriza univocamente el polinomio.

A la funcién que asigna a cada n-upla de variables independientes el va-
lor X AX se le conoce como “forma cuadratica asociada a la matriz A”.
Las formas cuadraticas son casos particulares de una familia mayor de
operadores llamados “formas bilineales” que se definiran al inicio de esta
seccion.

Mas adelante, tras presentar la definicién de forma cuadratica, se demos-
trara la relacion existente entre las cotas maxima y minima de una forma
cuadratica, los vectores en los que se alcanzan, y los valores y vectores
propios de la matriz A que caracteriza la forma cuadratica.

7.1.2 Definicion y propiedades de las formas bilineales.
Matrices de Gram

Definicion 7.1.1 — Formas bilineales

Dado un espacio vectorial V' sobre el cuerpo K, se llama forma bili-
neal a una funcién B : V x V K que es lineal en cada uno de sus
argumentos tomados por separado:

B(A\x; + AgXq,¥) = A B(x1,Y) + A B(Xa,y) (7.4)
B(Xv >\1Y1 + )\QYQ) = AlB(Xa Y1) + )‘2B(Xa YQ> (7.5)

Donde x,y,X;,Xs,Y;,y, son elementosen V, y Ay, Ay € K.

7.1

7.2

7.3

Definiciéon de forma

bilineal y cuadratica .. 225
Cocientes de Rayleigh.
Clasificacion de matrices
reales simétricas . ... 233

Clasificacion y estudio de
las formas cénicas . .. 240
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Definicion 7.1.2 — Formas bilineales simétricas

Se dice que una forma bilineal B definida en el espacio V' es simétrica
si esta cumple:

B(XﬂY) = B(Y, X)

Para toda pareja de elementos x,y € V.

Dados un espacio vectorial V' de dimensién n y una forma bilineal B(x,y)
definida en V, tdmese una base del espacio V' denotada B = (u,...u,,)
y evaliiese B en todas las parejas posibles de elementos de la base B
obteniendo, Vi,j=1,...n

a;; = B(u;,u;) € K (7.6)
A la matriz A € K"*" formada por todos los coeficientes escalares a,;
obtenidos de esta manera se le llama “matriz de Gram de la forma bilineal
B respecto a la base B”.

Definiciéon 7.1.3 — Matriz de Gram de una forma bilineal

A la matriz A € K"*" cuyos coeficientes, denotados a,;, son las image-
nes por la forma bilineal B(x,y) : (x,y) > K definida en V' de todas
las parejas posibles de elementos de una base B = (uy, ... u,,) de V:

Vi, j=1,..n, a;; = B(u;,u;) €K

i) g

Sean [x]® = (zq,...2,)" e [y]® = (y;,...y,)* los vectores de coordena-

das de una pareja de elementos cualesquiera de V' respecto de la base B,
aplicando las Definiciones 1.3.6 y 1.3.7 se obtienen las descomposiciones
siguientes:

X =xuy + - +z,Uu, (7.7)
Yy =yu +-+y,u, (78)

Sustituyendo en B(x,y) y aplicando la bilinealidad del operador B, ecua-
ciones (7.4) y (7.5), y la Definicién 7.1.3 de matriz de Gram:

B(Xv Y> = B(zlul +e LUy, YUy e ynun) =
=1y; - B(uy,uy) + -+ 2y, - B(ug,u,) + -

+xnyl 'B(un7u1)+"'+xnyn'B(unvun) = (79)
=LYy Ay T Ty Gy =

t
= ([x]®) Aly)®

Se concluye que, dados un espacio V' y una base B de V, toda forma
bilineal B en V puede definirse univocamente mediante su matriz de
Gram A asociada, y que laimagen por B de cualquier pareja de elementos
X,y € V puede calcularse mediante la expresion:

t

B(x,y) = ([x]°) Aly]® (7.10)
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Proposicion 7.1.1 — Expresion de una forma bilineal mediante una
matriz de Gram

Sean la forma bilineal B en el espacio vectorial V, una base Bde V' y
la matriz de Gram A asociada a B respecto de la base B, si cumple:

t

B(x,y) = ([x]P) Aly]®

Para toda pareja de elementos x,y € V.

Ejemplo 7.1.1 Definase la forma bilineal real B, (%,¥), X,y € R?, co-
mo aquella cuya matriz de Gram asociada respecto de la base candnica

de R3 es:
0o 1 2
A=|—2 1 <1 (7.11)
3 5 0

B, puede expresarse como:

B (x,y) :itA?: (21, 29, 23) (_2 L -1
3 5 0

o

)
~
N

Y1
Ys (7.12)
Ys

Ejemplo 7.1.2 Definase la forma bilineal compleja B, (X,y), X,y €
C?, como aquella cuya matriz de Gram asociada respecto de la base

canénica de C? es:
5
B= (_i _12> (7.13)

B, puede expresarse como:

B,(%,y) = X'BY = (24, 2,) (_21 _12) (Z;) (7.14)

Ejemplo 7.1.3 Definase la forma bilineal real B;(X,¥), X,V € R?, co-
mo aquella cuya matriz de Gram asociada respecto de la base candnica

de R3 es:
0 1 1
c=[1 01 (7.15)
1 1 0

C es una matriz real simétrica, por lo que B; puede expresarse como:

0 1 1 Y1
B3(§vy):itCV:($1 Lo 173) 1 01 Y2 | = 16
11 0/ \y (7.16)

=¥'CX = By(¥,%)

Por lo que B5(X,y) es una forma bilineal simétrica.

227
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En la siguiente proposicién se enumeran dos propiedades fundamentales
que cumplen las formas bilineales:

Proposicion 7.1.2 — Propiedades de las formas bilineales

Toda forma bilineal B : V' x V' = K cumple:
1. B(x,0) = B(0,y) = 0.

2. B(*Xa Y) = B(Xa *Y) = 7B(X7 Y)

Para toda pareja de elementos x,y del espacio vectorial V,
Demostracion:

1. Porlapropiedad 3 dela Proposicion 1.1.3,0 = 0-x; +0-x5 V%, Xy €

V, por lo que:
B(x,0) =0 B(x,y,) +0- B(x,y,) =0 (7.18)
2. Por la propiedad 4 de la Proposiciéon 1.1.3, —x = (—1) - x Vx € V,
por lo que:
B(*X7Y) = (71) : B(Xv Y) = 7B(Xa Y) (7.19)
B(x,—y) = (=1)- B(x,y) = =B(x,y) (7.20)
O

7.1.3 Cambios de base de una forma bilineal

Sea B una forma bilineal en un espacio vectorial V, por cada base de V'
se obtiene una matriz de Gram distinta que caracteriza B. Dendtese AP
y AP alas dos matrices de Gram asociadas a una misma forma bilineal
B respecto de las bases By B’. Por la Proposicién 7.1.1:

t t

B(x,y) = ([x]%) A®ly]® = (x]?)

Llamando P, a la matriz de cambio de base de B a B, las coordenadas
de dos elementos x,y € V respecto de cada base estan relacionadas por
las expresiones:

7

A" [y)® (7.21)

[x]8 = P [x]? (7.22)
[y]® = Pg [y]¥’ (7.23)

Sustituyendo (7.22) y (7.23) en la expresion (7.21) se obtiene:

B(x,y) = (P[5 ) AP [y)? =

'\t pB \t A BpB / I\t B (7.24)
= ([x]%)" (P )'A"Pp [y]® = ([x]") A” [y]®

/

De lo que se deduce que dos matrices de Gram asociadas a la misma
forma bilineal respecto de bases distintas estan asociadas entre si por la
siguiente relaciéon de congruencia, Definicién 3.3.3:

AP = (PB,)tAPPE, (7.25)
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Proposicion 7.1.3 — Cambio de base de una forma bilineal

g B B’ o g ala
Dos matrices de Gram A~ y A” asociadas a la misma forma bilineal
B respecto de las bases By B’ estan relacionadas entre si mediante la
siguiente relacion de congruencia:

AP = (P5)APPE,

Donde P5, es la matriz de cambio de base de B a B8’.

Ejemplo 7.1.4 Sean la forma bilineal real B; del Ejemplo 7.1.1 y la
matriz de cambio de base de la base canonica a cierta base B’:

1 0 —1
P=|0 1 1 (7.26)
2 0 -1

La matriz de Gram de B, (X, y) respecto de la base B’ es:

10 11 3
B=PBP=| -4 1 4 (7.27)
—11 -5 3

Con esta nueva matriz de Gram, B, puede expresarse como:

B(%,5) = (") ByI¥ (7.28)

7.1.4 Las formas bilineales en los espacios R"

De ahora en adelante, se supondra que V' es un espacio de vectores reales
de n componentes R” y que X,¥ € R”. Sea B una forma bilineal que
asocia a cada pareja de vectores en R™ un escalar real:

BEX,y):R*xR* =R (7.29)

Aplicando la Proposicion 7.1.1, pueden calcularse los coeficientes a;; =
B(g;,€;) de la matriz de Gram A € R™*" de B respecto de la base cano-
nica de R”, denotada (€, ... €,,), obteniéndose asi la siguiente expresiéon
de la forma bilineal B:

B(X,y) = X'Ay (7.30)

Si B fuese una forma bilineal simétrica, esta cumpliria, de acuerdo con la
Definicién 7.1.2, la propiedad B(X,y) = B(Y,X), y en tal caso la matriz A
seria una matriz real simétrica.

Ejemplo 7.1.5 Las formas bilineales B; y B; de los Ejemplos 7.1.1 y
7.1.3 son ambas formas bilineales en R3. Estas asocian a cada pareja
de vectores de tres componentes reales un escalar en el cuerpo de los
numeros reales. Sus expresiones en funcién de sus matrices de Gram
respecto de la base canénica de R? vienen mostradas en los ejemplos
citados.
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7.1.5 Definicion de forma cuadratica

Las formas bilineales simétricas en R™ son funciones que asocian un es-
calar real a cada pareja de vectores de n componentes reales mediante el
producto X' Ay, siendo A una matriz real simétrica. Si se hacen coincidir
los vectores X,y evaluados de manera que X = y V X € R”, la forma
bilineal se transforma en una funcién de una sola variable en R™ deno-
minada “forma cuadratica™:

Definicion 7.1.4 — Formas cuadraticas
Se define la forma cuadratica asociada a la matriz real simétrica A €

R™*™ como la funcién Q(X) : R™ — R definida como

Q) =X'AX

Ejemplo 7.1.6 La matriz real simétrica que define la forma bilineal
B;(%,y) del Ejemplo 7.1.3 respecto de la base canénica de R? tiene
asociada la forma cuadratica Q(X) siguiente:

0 1 1 T,
Q(i) = ith = (1?171‘2,1'3) 1 01 Lo
1 1 0) \ay

Esta es una funcién que asocia un escalar real a cada vector de R®.

Al contrario que las formas bilineales que, por la Definicién 7.1.1, son
lineales en cada una de sus componentes de entrada, las formas cuadra-
ticas no se consideran como tales:

Proposicion 7.1.4Sea () : R” +— R una forma cuadratica, V X €
R™, V « € R, se cumple:

Q(ax) = a? - Q(X)

Demostracion:

Por aplicacién directa de la Definicion 7.1.4, sustituyendo X por oX V X €
R™, ¥ a € Ry para toda matriz real simétrica A € R"*".

O

7.1.6 Acotacion de las formas cuadraticas

Dada una forma cuadratica Q(X) asociada a la matriz real simétrica A,
si A € R es un valor propio de A, y X € R" es un vector propio de A
asociado a A\, Q(v) adopta el siguiente valor:

QF) = VAV = VAT = \v'7 = A7) (7.31)
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Lo que permite enunciar esta proposicion:

Proposicion 7.1.5 — Evaluacién de una forma cuadratica en un vec-
tor propio

Sea @ : R” — R una forma cuadratica caracterizada por la matriz real
simétrica A, siV € R" es un vector propio de A:

Q@) = Alv|?
Siendo A su valor propio asociado.

En lo siguiente, se utilizara este resultado para acotar superior e inferior-
mente las imagenes por la forma cuadratica (X) de los vectores de R” en
funcién de los valores propios de la matriz real simétrica A que lo carac-
teriza. Por el teorema espectral para matrices reales simétricas, Teorema
6.5.3, es posible encontrar una matriz ortogonal Q € R™*" tal que:

Q'AQ =D (7.32)

Donde D es una matriz diagonal que contiene los valores propios de A
ordenados de mayor a menor a mayor a lo largo de su diagonal princi-
pal:

D - diag(Aml’n, “ee )‘méx) (7.33)
Sustituyendo X por Qy, con y € R?, se obtiene:
“tas _ otet =t g =
X AX = AQy =¥ -diag( Ay - Amax) Y =
yQAQy =7 - diag(Auin )y (7.34)

= >‘min|y1|2 +oet >‘méx|yn|2

La suma |91 ]2 + - + Apax|¥n|? €std acotada superiormente por esta
otra: A\ (|y]? + - + |y,,|?) para todo § € R™, por lo que:

XAX < A ([91* + - + (9 *) (7.35)

La matriz Q, al ser ortogonal, cumple la propiedad 3 de conservacion de
la norma euclidiana de los vectores transformados, Proposicién 5.3.3, es
decir, |[y| = |Qy| = |X| ¥V X € R™. Por lo que la identidad (7.35) puede
reescribirse como:

X AX < A IV1? = A% (7.36)

max
Asi pues, X'AX < A4, ||?> ¥ X € R™. En virtud de la Proposicién 7.1.5,
la cota superior A, |X|? se alcanza, si y sélo si, X es vector propio de A
asociado a su méaximo autovalor. De manera anéloga, a suma A, |y, |* +
“ + Amax|Un | esté acotada inferiormente por esta otra: A, (|y; |2 + -+ +
|y,,1?), lo que lleva a la identidad:

TAX > AR VX €R? (7.37)

Alcanzéandose la cota inferior ) ||X|?, si y solo si, X es vector propio de

A asociado a su minimo autovalor.
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Se acaba de demostrar el siguiente teorema:

Teorema 7.1.6 — Acotacion de las formas cuadraticas

Sean A\, ¥ Api los autovalores minimo y maximo de la matriz real
simétrica A € R"*", para todo X € R" se verifica:

)‘minHKHQ < itAi < )‘méx”i“2

Alcanzandose las cotas inferior y superior, si y sélo si, X es vector pro-

pio asociado a A_;, ¥ A4, respectivamente.

Ejemplo 7.1.7 Los valores propios de la matriz C del Ejemplo 7.1.3
son \; = —1y \, = 2. Un vector propio asociado a \, es ¥, = 1/v/2 -
(—1,1,0). Un vector propio asociado a A\, es Vo, = 1/4/3 - (1,1,1)%.
Ambos son unitarios respecto de la norma euclidiana. Véase que:

VY = M7 P=-1-1=-1 (7.38)

Ademas, V X € R3:
RI? < %R < 2 )P (7.40)
Y si X tiene norma euclidiana unidad:

—1<XCx<2 (7.41)
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7.2 Cocientes de Rayleigh. Clasificacion de
matrices reales simétricas. Criterio de
Sylvester

7.2.1 Introduccién

A toda matriz real simétrica se le puede asociar un operador llamado
“cociente de Rayleigh” que se diferencia de las formas cuadratica tGnica-
mente en la presencia de un factor que normaliza el vector de entrada.
Tras definirlo formalmente, se mostrara que el cociente de Rayleigh aso-
ciado a una matriz real simétrica cualquiera se encuentra acotado supe-
rior e inferiormente por los autovalores maximo y minimo de la matriz
que lo define. Finalmente, se clasificaran las matrices reales simétricas
en funcién de los valores que acotan sus formas cuadraticas asociadas y
se propondra un criterio para comprobar si una matriz real simétrica es
definida positiva.

7.2.2 Definicion de cociente de Rayleigh

Definicion 7.2.1 — Cocientes de Rayleigh

Se llama cociente de Rayleigh asociado a la matriz real simétrica A €
R™*" ala funcién R : R™\ {0} — R * definida, para todo X # 0, como:

 xXAX
RE) =T

Claramente, al igual que las formas cuadraticas, Proposicion 7.1.4, los
cocientes de Rayleigh no son funciones lineales en X € R”.

Ejemplo 7.2.1 El cociente de Rayleigh R (X) cuya matriz caracteristica
es la matriz C del Ejemplo 7.1.3 puede expresarse como:

. 01 1\ [z
RX) = =5 (,9,23) |1 0 1| |y
I~ 11 0/ \a;

Donde [%|? = 22 + 23 + 3.

7.2.3 Acotacion de los cocientes de Rayleigh

Obsérvese que si V es un vector propio de A asociado al autovalor A se

tiene: . . )
. VAV ¥ A
[

(7.42)

Observacion 7.2.1 1 La notacién

R™ \ {0} puede leerse como “el con-
junto formado por todos los vectores
de R™ a excepcion del vector nulo”,
donde “\” representa la diferencia de
conjuntos, Definicién A.2.6. El vector
nulo se excluye del dominio de los co-
cientes de Rayleigh porque el cociente
de un escalar por cero es una opera-
cién no definida.
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Ejercicio 7.2.1 + Calcular los valores
propios y los subespacios caracteristi-
cos de la matriz C que caracteriza el
cociente de Rayleigh definido por la
ecuacion 7.2.1.

Lo que permite enunciar la siguiente proposicion:

Proposicion 7.2.1 — Evaluacién de una forma cuadréatica en un vec-
tor propio

Sea R : R™ = R un cociente de Rayleigh caracterizada por la matriz
real simétrica A, si Vv € R" es un vector propio de A:

R(¥) = A

Siendo A su valor propio asociado.

Ejemplo 7.2.2 Uno de los valores propios de la matriz que caracteriza
el cociente de Rayleigh R(X) definido en el Ejemplo 7.2.1 es A = 2
+. Un vector propio de A asociado a este autovalor es v = (1,1,1).
Evaluando R (X) en V se obtiene:

VAV 6

==—=2=)

"OCRE s

El Teorema 7.1.6 de acotacion de las formas cuadraticas garantiza que
V X # 0 se cumple:
b oA—
A
XAX

minS Hi”2 — “‘max (743)

Y la continuidad de la funcién R en su dominio garantiza que R alcanza
todos los valores del intervalo cerrado [\, Apsx] C R, 0 dicho en otras
palabras, que para todo ¥ € [Ain, Amax] €Xiste al menos un X € R™ tal
que R(X) = v.

Teorema 7.2.2 — Acotacion de los cocientes de Rayleigh

Sean A, V Amix l0s autovalores minimo y maximo de la matriz real
simétrica A € R"*", para todo X € R™ se verifica:

—t A
< XAX

min = || = ‘max
1>

A

Alcanzandose las cotas inferior y superior si X es vector propio asocia-
do a A, ¥ Amax Tespectivamente.

Ejemplo 7.2.3 Los valores propios de la C del Ejemplo 7.1.3 son —1 y
2, por lo que las imagenes de su cociente de Rayleigh asociado estan
acotadas por la identidad siguiente para todo X # 0:

1<RE <2

7.2.4 Clasificacion de matrices reales simétricas

Los signos y valores de las imagenes de una forma cuadréatica (o de un
cociente de Rayleigh) pueden adoptar en funcion de X € R” vienen deter-
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minados, en base al Teorema 7.1.6, por los de los autovalores de la matriz
simétrica que la define. Debido a la presencia de las formas cuadraticas y
los cocientes de Rayleigh en tantos modelos de la fisica y en algunos algo-
ritmos numéricos y matematicos, resulta de interés clasificar las matrices
reales simétricas, y por extension al caso complejo, las matrices hermiti-
cas (cuyos valores propios son, por la Proposicidén 6.4.7, siempre reales)
en base a los signos de sus valores propios, asi como a la existencia o no
de autovalores nulos.

Definicion 7.2.2 — Clasificaciéon de matrices reales simétricas

Dada una matriz A real simétrica, se dice que:

1. A es semidefinida positiva si %'AX > 0 V X € R". Es decir, si sus
autovalores sean todos positivos o nulos (A, > 0).

a) En particular, A es definida positiva si X’'AX > 0 V X €
R™, X # 0. Es decir, si sus autovalores son todos estricta-
mente positivos (A, > 0).

2. A es semidefinida negativa si X'AX < 0 V X € R™. Es decir, si sus
autovalores sean todos negativos o nulos (A, < 0).

a) En particular, A es definida negativa si ¥AX < 0 VX €
R™, X #+ 0. Es decir, si sus autovalores sean todos estricta-
mente negativos (A, < 0).

3. A esindefinida si existen vectores X, ¥ € R” tales que X'AX > 0 e
¥'Ay < 0. Es decir, si A posee autovalores tanto positivos como
negativos.

Ejemplo 7.2.4 Los valores propios de la matriz C del Ejemplo 7.1.3 son
—1 y 2. A tiene autovalores positivos y negativos. Por el punto 3 de la
Definicién 7.2.2, es indefinida.

7.2.5 El criterio de Sylvester

A continuacion, se demostrara una condicién necesaria y suficiente para
que una matriz real simétrica sea definida positiva. Esta condicion pue-
de aplicarse para reconocer aquellas matrices reales simétricas que son
definidas positivas o definidas negativas sin necesidad de calcular explici-
tamente sus valores propios. Con un pequefio cambio en la condicioén que
mas adelante se justificar, el criterio de Sylvester podra ser también apli-
cado para identificar matrices reales simétricas definidas negativas.

Sea A, la matriz cuadrada de R** cuyas filas y columnas coinciden con
las ¢ primeras filas y columnas de A. Si A es definida positiva, también
lo es cada una de las ¢ submatrices de A denotadas como A;, 1 <i <mn,
puesto que, para todo vector X; = (21, ... 7;) € R’ no nulo, aplicando la
Definicidén 7.2.2 de matriz definida positiva, punto 1a, se tiene que:

ifAzij = (zy,...7;,0...0)A(zq, ... 7;,0,...0)' > 0 (7.44)

Pues xAx' >0V X # 0.

Como indica el Corolario 6.3.3, el producto de los autovalores de una
matriz cuadrada coincide con su determinante. Esta propiedad implica

235



236

7 Formas bilineales y cuadraticas

que si se cumple (7.44) V i = 1,...n, todos sus valores propios serian
positivos, por lo que A seria definida positiva.

El reverso de esta proposicion puede demostrarse por induccién: el caso
i = 1 es trivial. Ahora, supéngase que A, es definida positiva, en cuyo
caso det(A;) > 0y det(A;) >0V j=1,..4y supéngase también que
det(A;,;) > 0. La matriz A, puede escribirse en funcion de A; como
una matriz por bloques:

A v
A = (th dl) (7.45)

Donde d es una constante real, y ¥; es un vector de i componentes reales.
SeaX; ; unvector de i+1 componentes reales cuyos ¢ primeros coeficien-
tes forman el subvector X, de i vectores reales y cuyo tltimo componente
se denota como x,,; € R. Es decir:

v (% t
Xip1 = (X3 @ipq) (7.46)
st _
La forma cuadratica X; A, X; ; puede desarrollarse como:

= e i e 9
Xip1Ai X = GAX, + 0, 0%V, + 2,0V, Hd o, ]f =

I ) L (74)
= (X; + o) A;(X; + ) + |7, 4|7 (d = VA7V

— —1_—
Donde ¢ =X, A; V,.

El determinante de una matriz cuadrada por bloques puede calcularse
mediante la siguiente féormula:

det (‘é g) — det(A) - det(D — CA™'B) (7.48)
Aplicando (7.48) a la matriz A, ;, ecuacion (7.45), se obtiene lo siguien-

te:
det(A;,,) = det(A,) - det(d — v'A;'7;) (7.49)

La positividad de det(A;) y la hipétesis de que det(A,, ;) > 0 implican:
d—vIA7'Y, >0 (7.50)

Que a su vez implica la positividad de la forma cuadratica desarrollada
en la ecuacion (7.47):

XA Xy >0 (7.51)
Y asi, en virtud del punto 1a de la Definicion 7.2.2, se concluye que A, ;
es una matriz definida positiva, demostrandose que toda matriz real si-
métrica que cumpla det(A;) > 0V i = 1,2,...n es definida positiva.

Teorema 7.2.3 — Criterio de Sylvester

Una matriz real simétrica A € R™*" es definida positiva, si y solo si,
det(A;) > 0 para todo ¢ = 1, ... n, donde:
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Si se aplica la propiedad 1 de la Proposicién 6.4.5 a una matriz A cuadrada,
se tiene que si A es valor propio de A, —A\ es valor propio de —A, por lo
que si la matriz real simétrica A es definida positiva, —A seria definida
negativa. Esto permite enunciar una version del criterio de Sylvester para
matrices definidas negativas:

Corolario 7.2.4 — Criterio de Sylvester para matrices definidas ne-
gativas

Una matriz real simétrica A € R"*" es definida negativa, si y sdlo si,
det(A;) < O paratodoi =1,...n.

Ejemplo 7.2.5 Los menores de la matriz:

2 -1 0
B=|-1 2 0 (7.52)
0 0 1

Son:

IB,| =det(2) =2>0

-1 2
By| =det(B) =3 > 0

IB,| = det ( 2 _1) —3>0 (7.53)

Por lo que B es definida positiva. De hecho, sus dos valores propios son
numeros reales positivos: Ay = 1y A, = 5.

7.2.6 Una aplicacion practica del cociente de Rayleigh: el
método de la potencia

En este apartado, se describira un algoritmo iterativo para el calculo de
valores y vectores propios muy sencillo de implementar numéricamente
en un ordenador y que esta basado en el cociente de Rayleigh de una ma-
triz cuadrada no necesariamente simétrica ni real. Por lo razonado en el
apartado 6.4.3, si una matriz A cuadrada de orden n es diagonalizable, es
posible construir una base 3 de K" formada por n vectores propios de A
denotados U, U,, ... T,,. Los vectores de la base se ordenan de modo que
A1l > |A1] > ... > |)\,|, donde A, es el autovalor correspondiente al ele-
mento i-ésimo de BB. Tomese un vector (columna) X, € K”. Su expresion
como combinacion lineal de los vectores de B es:

Ry = 10, + Loty + - + 2,7, (7.54)

Con coeficientes escalares z, ... z,, € K.

Pre-multiplicando X, por la matriz A se obtiene:

:Xl
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Y si se vuelve a pre-multiplicar por A:

AR, = AX, = 2,V AT, + Ty ATy + - + 2, A, AT, =
= 2,0\, + 200, + -+ 2, M2, = (7.56)

Pre-multiplicando el vector X, por A k veces:

A%, = A%, | = 2, AFT, 4 2,050, 4 -+ 2, AFT, =
0 k—1 71 141 27242 n"‘n“n (757)

Y dividiendo por la k-ésima potencia del autovalor con mayor médulo de
la matriz, conocido también como el autovalor “dominante”:

A'% A VF
/\'fo =n(5) (7.58)

Las Proposiciones C.8.2 y C.9.2 establecen que el médulo del producto de
numeros complejos es el producto de sus modulos, y que el mdodulo de
su cociente es el cociente de sus médulos, por lo que lim;,_, . (\;/\;)* =
0 ¥ i > 1, mientras que (\;/\;)* = 1 V¥ k > 0. En consecuencia:

Afx, _ Ao\ P
()
1 ! (7.59)
A k k—o0
et xn<>\—") U, —
1

Se concluye que, dadas una matriz cuadrada de orden n diagonalizable
y un vector columna X, en K", pre-multiplicando el vector por A repe-
tidas veces se obtiene una secuencia de vectores en K", X;,X,, ... X, que
converge a un vector propio de A asociado a su autovalor dominante:

Az, =%, (7.60)
A%, ~ A X, (7.61)

Siendo el valor de \; estimable mediante el cociente:

—hoA— —h—
X, AX A XX
EOXE _ AMXpXp
S = e & A (7.62)
XXk XXk

A este algoritmo se le conoce con el nombre de “método de la potencia”.

Para obtener los autovalores restantes Ao, ... A, de la matriz, asi como
vectores propios asociados a estos, puede aplicarse sobre A un procedi-
miento conocido como “deflacién”, descrito en libros especializados en
computacion numeérica. Otra posibilidad es la siguiente: sean un vector
columna inicial X, € K" y un escalar p € K, si el parametro p se encuen-
tra lo suficientemente cercano a alguno de los valores propios de A, su-
pongase que a \;, 1 < j < n, pre-multiplicar X, por la matriz (A — pI)~*
repetidas veces produce una secuencia de vectores que converge a un vec-
tor propio asociado al autovalor A; pues, por aplicacién de la propiedad
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4 de la Proposicion 6.4.4 y de la propiedad 3 de la Proposicion 6.4.5:

A € K es valor propio de A € K™ =

7.63
es valor propio de (A — pul)~* (7:63)

N 1
A

A este algoritmo para calcular de valores y vectores propios se le suele
llamar “método de la potencia inversa”, o también “iteracion inversa”.

7.2.7 Resumen de los ultimos apartados

. Una forma cuadratica es una aplicaciéon no lineal que asigna a un
vector de componentes reales un escalar real a través de una matriz
real simétrica.

. Cada forma cuadratica, al igual que su cociente de Rayleigh corres-
pondiente, esta acotada superior e inferiormente en funcién de los
autovalores maximo y minimo de su matriz simétrica asociada.

. De acuerdo a lo anterior, las matrices reales simétricas se pueden
clasificar segun los signos de los autovalores que forman su espec-
tro. Esta clasificacion determina los signos que pueden tener las
formas cuadréaticas construidas con estas matrices.

. Una matriz real simétrica es definida positiva, si y sélo si, todos
los menores construidos desde el primer elemento de su diagonal
principal tienen un determinante mayor que cero.
. Una matriz real simétrica es definida negativa, si y sélo si, todos
los menores construidos desde el primer elemento de su diagonal
principal tienen un determinante menor que cero.
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Figura 7.1: Centro, ejes, longitudes de
los semiejes y focos (F} y Fy) de una
elipse. La elipse puede definirse, o bien
como la interseccion entre un cono y un
plano dispuesto con una inclinacién me-
nor a la de la generatriz (Figura 7.1a), o
bien como el conjunto de todos los pun-
tos del plano euclidiano que cumplen la
identidad l; +15 = 2a, donde [, y I, son
las distancias a cada foco de la elipse (Fi-
gura 7.1b). La distancia entre cada foco y

el centro de la elipse es igual a Va2 — b2.

7.3 Aplicacion de las formas cuadraticas a la
clasificacion y el estudio de las curvas
cOnicas

7.3.1 Introduccion

Una aplicacion interesante de las formas cuadraticas es la representacion
matematica y el estudio de las llamadas “formas cénicas™: la elipse, la hi-
pérbola, la parabola, y todos sus casos degenerados. Como se vera en esta
seccion, el calculo de los valores y vectores propios de la matriz simétrica
presente en la ecuacion de una cdnica permiten determinar tanto el tipo
de conica del que se trata como sus propiedades geométricas.

7.3.2 Las curvas cOnicas

Las curvas conicas, o secciones conicas, son curvas que resultan de inter-
sectar un cono con un plano. Los tipos mas conocidos de conicas son:

1. La elipse, cuya ecuacion implicita reducida es:

(x_x0>2 (y—yo)2
a? + b2

-1 (7.64)

Zo 'Y Yo son las coordenadas del centro de la elipse, mientras que a
y b son las longitudes de sus semiejes.

Como caso particular, si a = b se tiene una circunferencia de radio
a cuya ecuacion reducida es (z — )% + (y — y,)? = a>.

(@

2. La hipérbola, cuya ecuacién implicita reducida es una de las dos

siguientes:
(z — x0)? _ (y — ¥o)? -1
a? b2
7.65
W-w? _@—w? 769
a2 b2 B

Dependiendo de su orientaciéon. En esta ecuacion, z, y y, son las
coordenadas de su centro, mientras que a y b son las longitudes de
sus semiejes.
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@

3. La parabola, cuya ecuacion implicita reducida es una de las dos
siguientes:

y—yo = a(z — x)?

x— x5 =aly —yp)? (7.6

Dependiendo de su orientacion. z, y y, son las coordenadas de su
centro y a es un parametro de forma que determina la derivada
segunda de la curva.

o

S LL

O

(a) (b)

Las tres ecuaciones caracteristicas [(7.64) --- 7.66)] de cada uno de los
tres tipos fundamentales de cénicas son faciles de identificar. Pero si la
conica esta girada y/o su centro no coincide con el origen de coordenadas,
los ejes x e y ya no coinciden con sus ejes de simetria y las ecuaciones
caracteristicas se vuelven méas complicadas de identificar.

Figura 7.2: Centro, ejes, longitudes de
los semiejes y focos (F; y F5) de una hi-
pérbola. La hipérbola puede definirse, o
bien como la interseccién entre un cono
y un plano dispuesto verticalmente (Fi-
gura 7.2a), o bien como el conjunto de to-
dos los puntos del plano euclidiano que
cumplen la identidad !, — I, = 2a, don-
de I, y I, son las distancias a cada foco
de la hipérbola (Figura 7.2b). La distancia
entre cada foco y el centro de la hipérbo-

la es igual a Va? + b2.

Figura 7.3: Centro, directriz y foco F' de
una parabola. La parabola puede definir-
se, o bien como la interseccién entre un
cono y un plano dispuesto con una incli-
nacién igual a la de la generatriz (Figu-
ra 7.3a) o bien, como el conjunto de to-
dos los puntos del plano euclidiano cuya
distancia a una recta llamada “directriz”
coincide con su distancia a un punto de-
nominado “foco” (Figura 7.3b). La cons-
tante a de la ecuacién implicita de una
parabola es la mitad de la distancia en-
tre el foco y la directriz.
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Figura 7.4: Al realizar el cambio de varia-
ble (z,y)! = Q(X,Y)?!, se sustituyen
las coordenadas (z,y) de la conica (en
negro en la figura) por un nuevo sistema
de coordenadas (X, Y) (en azul en la fi-
gura) que tiene sus ejes de abscisas y or-
denadas paralelos a los ejes de simetria
de una conica que, en el ejemplo ilustra-
do, es una elipse. La matriz A de la conica
en el nuevo sistema de coordenadas sera
una matriz diagonal.

En general, la ecuacién general de la cénica en (x, y) tiene forma de po-
linomio de segundo grado en dos variables:

1172 4 20152y + agoy? + by + boy + ¢ =0 (7.67)

El objetivo de esta seccion es, dada la ecuaciéon de una conica, aprender
a identificar de qué tipo de conica se trata y sus parametros geométricos
fundamentales.

7.3.3 Clasificacion y estudio de conicas

Comiéncese escribiendo la ecuacion (7.67) de forma matricial, observan-
do que sus tres primeros términos constituyen una forma cuadratica aso-
ciada a una matriz real simétrica A:

ol ) (G)rsa () remo oo

Con el cambio de variable (z,y)! = Q(X,Y)!, donde Q es la matriz or-
togonal que diagonaliza A, se sustituyen los ejes x e y por otros nuevos
paralelos a los ejes de simetria de la conica, de modo que la ecuacion
(7.69) se transforma en la siguiente:

(X,Y)QtAQ< if ) + (by,b5)Q ( if ) +c=0= (7.69)

é(X,Y)(i\)l ;\)2)(;()4—@1,«:2)(;()4—0_0 (7.70)

Esta ultima expresién puede escribirse como:

MX2+AY2 4+, X4+, Y +¢c=0 (7.71)
1 2 1 2

Donde A; y A, son los valores propios de A = ( e )

Ao Qg2
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Completando cuadrados en la expresion (7.71), se obtiene una ecuacién
de la conica en la forma reducida:

2 2
_4a _ %) _
Al(X 2A1> +>\2(Y %) d=
Cl 2 02 2
(X—55)  (Y—-3%)
d/A\ d/Aq

(7.72)

=1 (7.73)

Pudiéndose extraer de ella las longitudes de los semiejes de la codnica,
a =+/d/X\; yb=+/d/\,, vy obtener el centro de la cénica simplemente
deshaciendo el cambio de coordenadas:

t
t_of L C2
(l'o,yo) - Q (2)\1a 2)\2) (7~74)

En funcién de los valores de A, y \,, se puede clasificar la conica y extraer
los parametros geométricos que las caracterizan:

1. Si los autovalores A; y A, son no nulos y del mismo signo, A es
definida positiva o definida negativa, y la conica es de tipo eliptico:
una elipse, un punto o el conjunto vacio. Si A; y d tuviesen igual
signo, la curva seria una elipse; si A; y d tuviesen distinto signo,
ningtin punto del plano euclidiano R? cumpliria la ecuacién carac-
teristica, o en otras palabras, el conjunto de puntos del plano que
conformarian la curva se trataria del conjunto vacio @. Si d = 0,
uno y s6lo un punto del plano euclidiano cumpliria la ecuacién ca-
racteristica: el centro de la conica (z, y;).

2. Silos autovalores A; y A, es no nulos y de distinto signo, A es inde-
finida, y la cénica es de tipo hiperbdlica: una hipérbola o dos rectas
secantes. Si d # 0, la curva se trataria de una hipérbola, mientras
que si d = 0 esta consistiria en dos rectas que se cortarian en el
centro (zq, yg)-

3. Sialguno de los valores propios A; y A, es nulo, A es semidefinida
positiva o negativa, y la conica es de tipo parabolico. Por ejemplo,
si A, = 0 la ecuacion (7.73) se reduciria a:
MX?P 4+ X+eY+e=0 (7.75)
Completando cuadrados en X se obtendria una ecuacién de la for-
ma:

MXZ+eY +d=0 (7.76)

Si ¢y # 0, la curva representada por la ecuacion consistiria en una
parabola. Si ¢, = 0, los puntos de R? que satisfarian la ecuaciéon
formarian dos rectas paralelas de ecuaciones X = +e las cuales a
su vez podrian ser dos rectas reales, dos rectas complejas (en C?) o
dos rectas coincidentes en una sola.

Observacién 7.3.1 Las curvas coni-
cas se pueden extender a los espacios
R™, con n > 2, mediante las llama-
das “superficies cuadraticas”. Estas se
caracterizan por ecuaciones implici-
tas que tienen la misma forma que
la expresion (7.68), con una matriz
A € R™ "™ real simétrica y el vector
de coordenadas X € R™. En funcién
de los valores propios de A, la super-
ficie puede ser:

1. Un elipsiode: si A es definida
positiva o negativa.

2. Un hiperboloide: si A es inde-
finida.

3. Un paraboloide: si A es semi-
definida positiva o negativa.

Algunas leyes fisicas, como el princi-
pio de minima accidn, se expresan en
funcién de los puntos estacionarios
de una superficie cuadratica que re-
presenta propiedades del sistema co-
mo la energia y el momento que con-
tiene.
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Ejemplo 7.3.1 Considérese la curva conica cuya ecuacioén implicita es
el polinomio de segundo grado en dos variables:

622 + 9y? — 4wy +4x — 18y +4=0 (7.77)

En adelante, se mostrara como clasificar dicha conica y estudiarla, cal-
culando su centro, sus ejes de simetria y sus radios. Expresando la iden-
tidad (7.77) en forma matricial:

TAX bR+ =

:(x,y)< _62 —92 ) < gyg ) 418 ( Z ) tu_g T

Los valores propios de A son A\; = 5y A\, = 10. Al ser positivos,
la curva es eliptica. Dos vectores propios unitarios asociados a cada
autovalor son, respectivamente, q, = 1/v5-(—=1,2)ty q, = 1//5 -
(2,1)¢. Estos tienen las direcciones de los ejes de simetria de la elipse.
Una matriz ortogonal que diagonaliza A es:

o=@ =7 (5 1) (7.79)

Aplicando el cambio de variable (z,y)! = Q(X,Y)?, se obtiene la for-
ma matricial de la elipse en el nuevo sistema de coordenadas:

(X,Y) ( if ) o %(—40,—10) ( ); ) +4=0 (7.80)

Completando cuadrados en X y en Y, la ecuacion (7.80) se reduce a:

2 ’ 1 :
wlx-=) +5[r-=1] =5=
( \/5?[ ( \/52 (7.81)
(X =2/Vv5)? (Y —1/v5)*>

De la forma reducida de la elipse en el sistema X, Y, ecuacion (7.81),
se deduce que los radios mayor y menor de la elipse son 1y 1/+/2.

1

Por ultimo, para obtener el centro de la elipse, se transforma el
vector (2/4/5,1/1/5), que es el centro de la elipse en el sistema de
coordenadas (X,Y), al sistema inicial de coordenadas (z, y):

0% ) ml)-0) o
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7.3.4 Resumen

1. Hay tres clases fundamentales de conicas: la elipse, la parabola y
la hipérbola. Las tres son facilmente identificables por sus ecuacio-
nes cuando las curvas estan centradas en el origen de coordenadas,
pero la identificacion se complica si se encuentran giradas y trasla-
dadas sobre el plano.

2. Para identificar la cénica a partir de la ecuacion cuadratica que la
caracteriza, asi como sus propiedades, habra que efectuar un cam-
bio de variable, o de coordenadas, de modo tal que la ecuacion se
transforme en otra méas simple que permita identificar inmediata-
mente el tipo de conica.

3. Una forma de realizar este cambio de coordenadas es diagonalizar
ortogonalmente la matriz real simétrica presente en la forma cua-
dratica que define la conica.

4. Si esa matriz es definida positiva o negativa, se tratara de una elip-
se. Si es indefinida, de una hipérbola. Si uno de los valores propios
es nulo, de una parabola.

5. Una vez obtenido el centro de la conica en el nuevo sistema de coor-
denadas, se pueden calcular sus coordenadas respecto del sistema
de referencia inicial deshaciendo la transformacion geométrica.
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Fundamentos de légica y conjuntos

El objetivo de este apéndice es dotar al lector de los fundamentos en 16-
gica, teoria de conjuntos y razonamiento matematico necesarios (y su-
ficientes) para la comprension de todo el contenido de este libro. Para
distinguir los conjuntos de las proposiciones logicas, los primeros se de-
notaran mediante letras mayusculas cursivas como P, Q) o R T; mientras
que las segundas se representaran mediante letras mayusculas caligrafi-
cas como P, Qo R.

A.1 Elementos de logica

Las proposiciones se definen como aquellas afirmaciones que pueden ser
verdaderas o falsas, pero no ni verdaderas ni falsas, ni verdaderas y falsas
al mismo tiempo. Por ejemplo, la afirmacién “Pepe tiene un coche” puede
ser verdadera o falsa, pero no puede ser verdadera y falsa a la vez, pues
no se puede poseer un coche y no poseerlo al mismo tiempo, ni puede no
ser ni verdadera ni falsa, o bien se tiene un coche, o bien no se tiene.

Las palabras afirmacién y enunciado se suelen emplear como sinénimos
de proposicion, aunque esos dos términos tienen un significado mas ge-
neral que puede englobar sintagmas cuya veracidad o falsedad no puede
ser probada de manera empirica y logica por tratarse de juicios de valor.
Por ejemplo, la afirmacién “Juana es lista” es una apreciacion subjetiva
que no es ni verdadera ni falsa desde un plano objetivo, por lo que no
seria una proposicion.

Las proposiciones, al igual que los nimeros, pueden combinarse median-
te operaciones para obtener nuevas proposiciones cuya veracidad o fal-
sedad dependeré de la veracidad y falsedad de las proposiciones que las
componen. Tres operaciones logicas elementales que se definen a conti-
nuacion son la suma, el producto y la negacioén:

Definicion A.1.1 — Suma, producto y negacioén logica

Sean P y Q dos proposiciones logicas, se definen:
1. Su suma, como una nueva proposiciéon denotada:

PAO (A1)

Que es verdadera si ambas son verdaderas, y falsa si al menos
una de ellas es falsa. El simbolo “A” se lee como la conjuncién “y”.

A.1 Elementos de logica . . 247

A.2 Teoria basica de conjun-

tos ... . ... 253
A.3 Técnicas fundamentales
de demostracion . . .. 259

Observacion A.0.1 T Salvo los con-
juntos de los niimeros naturales (N),
enteros (Z), racionales (Q), reales (R)
y complejos (C).
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2. Su producto, como una nueva proposicion denotada:
PV (A.2)

Que es verdadera si al menos una de ellas es verdadera, y falsa si
ambas son falsas. El simbolo “V” se lee como la conjuncién “o”.

Sea P una proposicion logica, se define:

3. Su negacion, como una nueva proposiciéon denotada:
—P (A.3)

Que es verdadera si P es falsa, y falsa si P es verdadera. El sim-
bolo “—” se lee como la conjuncién “no”.

Ejemplo A.1.1 Dadas las proposiciones:

1. x es un numero racional.

2. x es un numero real.
Supéngase que x = 1/2. La proposicion:
2 es un numero racional A x es un nimero real (A4)
Seria verdadera, pues el numero 1/2 es tanto real como racional.
Supéngase ahora que = = /2. La proposicién:
2 es un numero racional A x es un nimero real (A.5)
Seria falsa, pues el niimero v/2 no es racional. Pero las proposiciones:

Z no es un nimero racional A z es un nimero real (A.6)

2 es un namero racional V 2z es un nimero real (A7)
si que serian verdaderas, pues v/2 que es un nimero real.

Una proposicion como las del Ejemplo A.1.1, que dependa de una variable
o indice z, puede ser:

1. Verdadera para cualquier valor de z.
2. Verdadera s6lo para algunos valores de x.
3. Verdadera para un unico valor de .

4. Falsa para todo valor de z.

Para enunciar la veracidad o falsedad de una proposiciéon en funcion de
una variable de acuerdo con la clasificacién anterior, se emplean los lla-
mados “cuantificadores”:



Definicién A.1.2 — Cuantificador universal y cuantificador existen-
cial

Sea P(x) una proposicion que depende de un indice o variable z, se
definen:

1. El cuantificador universal V (“para todo”), que indica que P(z)
es verdadera en cada uno de los posibles valores que x puede
adoptar:

P(z)V x (A.8)

2. El cuantificador existencial 3 (“existe”), que indica la existencia
de al menos un valor de z tal que T P(z) es verdadera:

Jz:P(x) (A.9)

Si P(z) es verdadera para un unico valor de x, se escribe
3!z : P(x),leyéndose “I!” como “existe un unico”.

Si P(z) no es verdadera para ningun valor de x, se denota
B : P(z), leyéndose “3” como “no existe”.

Ejemplo A.1.2 Denotese P(z) a la proposicion:
2x es un ndmero par. (A.10)

Sea N el conjunto de todos los niimeros naturales, la proposiciéon P(x)
es verdadera para todo valor de z en el conjunto N. Esto se enuncia
matematicamente asi:

Px)VzeN (A.11)

Considérese ahora la proposicion:
Q(x) = x es un numero par. (A.12)

Sélo son pares los nimeros naturales divisibles por dos, por lo que
Q(z) es verdadera solo para algunos valores de N, escribiéndose:

Jz eN: Q(x) (A.13)
Por ultimo, es facil comprobar que la proposicion:
R(z) = 2z + 1 es un nimero par. (A.14)
Es falsa para todo valor de N, por lo que puede escribirse:

Az eN:R(z) (A.15)

Ademas de la suma y el producto, otra relaciéon que se puede establecer
entre dos proposiciones es la implicaciéon simple. Esta se da cuando la
veracidad de una proposicion conlleva automaticamente la veracidad de

otra proposicion.
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Observacion A.1.1 T En Matemati-
cas, el sintagma “tal que” suele repre-
sentarse mediante los dos puntos “:”
(la notacion empleada en este texto),
mediante el simbolo “\” (barra inver-
tida) o con el simbolo “|” (barra verti-

cal).
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Definicion A.1.3 — Implicacién simple

Si una proposicion Q se cumple siempre que se cumple otra proposi-
cién denotada P, se escribe:

P=Q
Y se dice que:
1. Si P entonces Q.
2. P implica Q.
3. P es condicion suficiente para que se cumpla Q.

4. Q es condicion necesaria para que se cumpla P.

Ejemplo A.1.3 Siz es un nimero natural, z es un niimero entero, pues
el conjunto de los nimeros enteros incluye a todos los naturales, por
tanto:

2 es un namero natural = =z es un nuimero entero.

Ejemplo A.1.4 Consideremos las proposiciones:

1. Pepita saca un cinco en algebra.
2. Pepita aprueba algebra.
La implicacion:
Pepita saca un cinco en algebra = Pepita aprueba algebra (A.16)

Es claramente verdadera.

Definiciéon A.1.4 — Converso, inverso y contrapositivo de una impli-
cacion simple

Dadas dos proposiciones P y Q que cumplen la implicacion:
P=0 (A.17)

Se llama:

1. Converso (o reciproco) de P = Q, a la implicacién:
Q=7P (A.18)
2. Inverso (o reverso) de P = Q, a la implicacion:

~P = —Q (A.19)



3. Contrapositivo de P = Q, a la implicacion:

-Q =P (A.20)

En general, la veracidad o falsedad del converso y el inverso de una im-
plicaciéon entre dos proposiciones depende no soélo de la veracidad o fal-
sedad de las proposiciones presentes en la implicacion, sino también de
su naturaleza, mientras que la veracidad o falsedad del contrapositivo de
una implicacion tiene una relacion univoca f con la veracidad o falsedad
de las proposiciones presentes en la aplicacion. Todo esto puede verse en

los siguientes ejemplos:

Ejemplo A.1.5 Se habia razonado en el Ejemplo A.1.3 que:

2 es un namero natural = z es un nimero entero. (A.21)
El converso de esta implicacion es la proposicion:

2 es un numero entero = z es un nimero natural. (A.22)

Pero no todos los niimeros enteros son naturales (concretamente, los
enteros negativos) por lo que esta tltima proposicion es falsa. El inver-
so (o reverso) de la implicacion (A.21) es:

2 no es un numero natural = x no es un nimero entero. (A.23)

Pero los nimeros enteros negativos no pertenecen al conjunto de los
numeros naturales, por lo que esta proposicion también es falsa.

Sin embargo, el contrapositivo de la implicacion (A.21):
Z no es un nimero entero = z no es un numero natural  (A.24)
Si que es una proposicion verdadera. Por ejemplo, los ntimeros 1/2, 7
y 1 4+ i no son enteros, por lo que tampoco son naturales.
Ejemplo A.1.6 El converso de la implicacién (A.16):
Pepita aprueba algebra = Pepita saca un cinco en algebra (A.25)

Es falso, pues es posible aprobar algebra con, por ejemplo, un seis. Esto
ultimo es un “contraejemplo” que permite demostrar la falsedad de la
implicacion (A.25). El inverso de la implicacion (A.16):

Pepita no saca un cinco en algebra = (A.26)
= Pepita no aprueba algebra i

Tampoco es verdadero por la misma razén por la que era falso el con-
verso, porque con una nota mayor que cinco se hubiese aprobado al-
gebra igualmente.
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Observacién A.1.2 + El vocablo “uni-
voco” significa en este contexto “que
depende de una tnica cosa, y no de
otras”.



252 | A Fundamentos de logica y conjuntos

Sin embargo, el contrapositivo de la implicacién (A.16):

Pepita no aprueba algebra =

: . . (A.27)
= Pepita no saca un cinco en algebra

Si es verdadero, pues si Pepita hubiese sacado un cinco habria aproba-
do.

En los Ejemplos A.1.5 y A.1.6, se ha visto que, tanto las implicaciones
enunciadas, (A.21) y (A.25) como sus contrapositivos, (A.24) y (A.27),
eran proposiciones verdaderas. Esto no es una coincidencia. Mediante
el uso de “tablas de verdad” es posible demostrar que, en general, toda
implicacién es equivalente a su contrapositivo. Es decir, que si es verda-
dera una relacién de implicacidén entre dos proposiciones, también lo es
el contrapositivo de esa implicacién.

Proposicion A.1.1 — Equivalencia entre una implicacién simple y su
contrapositivo

Si P y Q son dos proposiciones tales que la implicaciéon P = Q es
verdadera, su contrapositivo. Es decir, la implicacion:

Es también verdadera, y viceversa; si ~Q = —P es verdadera, también
lo es P = Q. Por tanto, toda implicacion es equivalente a su contrapo-
sitivo.

Sin embargo, una implicacién simple y su converso no son siempre equi-

valentes. Si lo fueran, se tendria una relacion de implicacién doble en la
que P implicaria @, y viceversa.

Definicién A.1.5 — Implicacion doble

SiP= Qy Q= P, puede escribirse:

P« Q
Y decirse que:

1. P, siy sdlo si, Q.
2. Q,siy sélo si, P.
3. P es condicion necesaria y suficiente para que se cumpla Q.
4. Q es condicion necesaria y suficiente para que se cumpla P.

5. Py Q son equivalentes.



A.2 Teoria basica de conjuntos

Ejemplo A.1.7 Consideremos las proposiciones:

1. Pepita saca al menos un cinco.

2. Pepita aprueba algebra.
La implicacion:

Pepita saca al menos un cinco = Pepita aprueba algebra  (A.28)
Es verdadera, asi como la implicacion:

Pepita aprueba algebra = Pepita saca al menos un cinco, (A.29)

Pues con una nota menor que cinco se suspenderia, por tanto, ambas
proposiciones son equivalentes y puede escribirse:

Pepita aprueba algebra < Pepita saca al menos un cinco. (A.30)

La distincion entre implicacion simple, Definicion A.1.3, e implicacion
doble, Definicién A.1.5, es vital para una adecuada comprension y apli-
cacién de numerosos conceptos matematicos, como muestra el siguiente
ejemplo:

Ejemplo A.1.8 Se habia razonado en el Ejemplo A.1.3 que la implica-
cién:

x es un namero natural = x es un nimero entero. (A.31)

Es verdadera, mientras que su converso es falso, Ejemplo A.1.5. Consi-
dérese ahora la implicacion:

2 es un numero natural =
, . (A.32)
= I es un numero entero no negativo.

El converso de esta ultima implicacion si que es verdadero, ya que el
conjunto de todos los nimeros naturales (incluyendo el cero) coincide
con el conjunto de todos los niimeros enteros no negativos. Por tanto,
puede escribirse:

T es un numero natural <
P . (A.33)
< I es un numero entero no negativo.

A.2 Teoria basica de conjuntos

Definicién A.2.1 — Conjuntos finitos e infinitos. Conjunto vacio

Se llama conjunto a una coleccién de objetos distintos dos a dos y sin
ordenacion preestablecida denominados elementos del conjunto.
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Observacién A.2.1 En una definicion
intensiva de un conjunto, es comun
separar por comas todas las condicio-
nes logicas que han de cumplirse para
que un elemento pertenezca a este, en
lugar de utilizar el operador “A”.

Un conjunto se dice finito si contiene un numero finito de ele-
mentos, y se dice infinito si contiene infinitos elementos.

Se llama conjunto vacio, y se denota por @, al conjunto que no
contiene ningun elemento.

Un conjunto de objetos matematicos puede definirse de dos maneras
distintas: especificando explicitamente todos los elementos que lo con-
tienen, o bien enunciando una condicion légica que un elemento ha de
cumplir para que pertenezca al conjunto. Por ejemplo, el conjunto que
contiene todos los niimeros pares menores o iguales que 10 puede defi-
nirse explicitamente asi:

A=1{0,2,4,8,10} (A.34)
O implicitamente, mediante la condicién:

A={neN:n <10 A n=2c para algin c € N} (A.35)

Es decir, como el conjunto formado por todos los nimeros naturales “tal
que”, Observacion A.1.1, estos son menores o iguales que 10 y ademas se
pueden descomponer de la forma n = 2¢ para algin ¢ natural. Al primer
modo de definir un conjunto (A.34) se le denomina “definicién extensiva”,
mientras que al segundo modo (A.35) se le denomina “definicion intensi-
va” o “por comprension”, Observacion A.2.1.

En cualquier caso, los conjuntos no ordenados se definen siempre me-
diante corchetes, {-}. Al no preestablecerse ningtn orden entre sus ele-
mentos, el conjunto A definido en la ecuacién (A.34) coincide con el con-
junto:

A=1{2,0,10,6,8} (A.36)

A.2.1 Relaciones entre conjuntos y elementos

Un elemento matematico respecto de un conjunto de objetos puede cum-
plir una relacién de pertenencia si este se encuentra entre los objetos del
conjunto, o de no pertenencia si no se encuentra entre los elementos de
dicho conjunto. De forma similar, si se tienen dos conjuntos de objetos,
estos pueden ser disjuntos (si no tienen ningin elemento en comun), ani-
dados (si uno de ellos esta contenido en el otro) o intersecantes (si com-
parten al menos una parte de todos los objetos que los componen).

Definicion A.2.2 — Relaciones entre conjuntos y elementos

Sea FE un conjunto y a un elemento del mismo, se dice que “a pertenece
a E” y se escribe:
aclE

En caso contrario, se escribe a ¢ FE.
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Ejemplo A.2.1 Sea F el conjunto de todos los gatos, se tiene que:

Garfield € £ (A.37)
Pequefio ayudante de Santa Claus ¢ E (A.38)
Ejemplo A.2.2 El nimero z = —2 pertenece al conjunto de los nu-

meros enteros, pero no al de los nimeros naturales, por lo que puede
escribirse:

re”l (A.39)
x &N (A.40)

Definicién A.2.3 — Relaciones entre conjuntos

Sean FE, F' dos conjuntos, se dice que:

1. “F esta contenido en F”, denotandose:
ECF (A.41)

Si todo elemento de E pertenece a F'. En este caso, se dice que
E es un subconjunto de F.

2. “E'y F son iguales”, denotandose:
E=F (A.42)

Si todo elemento de E pertenece a F'y viceversa, si todo elemen-
to de F pertenece a E. Es decir, si:

(ECF)AN(FCE) (A.43)
En caso contrario, se escribe E # F.
3. “FE esta contenido o es igual a F”, denotandose:
ECF (A.44)
Si,obien E C F,obien E = F":
(EC F)V(E =F) (A.45)
4. “F no esta contenido en F”, denotandose:
E¢F (A.46)

Si E contiene elementos que no pertenecen a F.
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Ejemplo A.2.3 El conjunto de todos los gatos blancos F’ es un subcon-
junto del conjunto de todos los gatos E. Es decir:

FCFE

Pues todos los gatos blancos son, obviamente, gatos.

Ejemplo A.2.4 Todos los nimeros enteros son nimeros naturales, pe-
ro no todos los nimeros naturales son nimeros enteros, por lo que
puede decirse que el conjunto de los niimeros naturales esta “conteni-
do” en el de los nimeros enteros:

NCZ (A.47)

No todos los nimeros enteros son naturales, por lo que Z no se encuen-

tra contenido a N:
7ZZN (A.48)

Razonando de un modo analogo en cada uno de los cinco conjuntos de
numeros mencionados en la Observaciéon A.0.1, se deduce la siguiente
relacion de anidacion entre estos:

NCZCcQcRcC (A.49)

A.2.2 Operaciones entre conjuntos

Aligual que las proposiciones logicas, secciéon A.1, los conjuntos también
pueden operarse los unos con los otros para construir nuevos conjuntos.
A continuacién se definen la unidn, la interseccién y la diferencia en-
tre conjuntos, y el complementario de un conjunto. Las propiedades que
cumplen estas operaciones se dejan fuera del alcance de este libro, pero
pueden consultarse en manuales de matematicas mas avanzados o espe-
cializados en teoria de conjuntos.

Definiciéon A.2.4 — Union de conjuntos

Se define la unién de dos conjuntos E'y F' (Figura A.1) como:

EUF={a:a€EVacF}

La unién entre £'y F' es aquel conjunto cuyos elementos se encuentran
oen F,o0en I, 0 en ambos.

Figura A.1: Diagrama de Venn de los con-
juntos Ay By de suunién, AU B. AUB
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Definicién A.2.5 — Interseccion de conjuntos. Conjuntos disjuntos

Se define la interseccion de dos conjuntos E y F' (Figura A.2) como:

EnNnF={a:a€ ENa€F}

Si ENF = @ se dice que F'y F son disjuntos.

La interseccion entre £y F' es aquel conjunto cuyos elementos se en-

cuentran tanto en £ como en F.

Ejemplo A.2.5 Sea E el conjunto de todos los gatos, y sea F' el con-
junto de todos los perros, su unién, E U F, es el conjunto de todos los
animales que son perros o gatos, mientras que, por lo que respecta a
su interseccion:

ENF=9

Pues un animal no puede ser perro y gato a la vez.

Ejemplo A.2.6 La unién de los conjuntos F = {perro, gato, pez} y
F = {gato, vaca}, denotada E U F, es el conjunto formado por los ele-
mentos pertenecientes o bien a £, o bien a F', o bien a ambos conjuntos
ala vez:

E U F = {perro, gato, pez, vaca} (A.50)

Su interseccion, que se denota FN F, es el conjunto formado por aque-
llos elementos que E'y F tienen en comun, o sea, el elemento “gato”
en este ejemplo en particular:

ENF = {gato} (A.51)

Ejemplo A.2.7 El conjunto de los nimeros enteros puede descompo-
nerse en la unioén de tres conjuntos: el de los nimeros enteros positivos,
denotado Z*; el de los enteros negativos, denotado Z—, y el conjunto
{0} que contiene sélo el nimero cero:

Z=7+uZ-U{0} (A.52)

Figura A.2: Diagrama de Venn de los con-
juntos Ay By de suintersecciéon, AN B.
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Los conjuntos Z* y Z~ son disjuntos, mientras que la interseccion de
N y Z coincide con N al pertenecer todos sus elementos a Z:

ZtNZ =@ (A.53)
NNZ=N (A.54)

Definicién A.2.6 — Diferencia de conjuntos

Se define la diferencia entre los conjuntos E y F' (Figura A.3) como:

E\NF={a€E:a¢F}

La diferencia entre E'y F' es el conjunto que contiene aquellos elementos
de E que no se encuentran en F.

A\B

A

Figura A.3: Diagrama de Venn de los con-
juntos Ay By de su diferencia, A \ B.

Definicién A.2.7 — Complementario de un conjunto respecto de otro

Dado un conjunto E y otro conjunto F' contenido o iguala E, F C E,
se define el complementario de F' respecto a E (Figura A.4), denotado
Fe, F’, 0 c¢(F), como:

Fe=FE\F={acE:a¢F}

El complementario de F respecto de E es el conjunto que contiene aque-
llos elementos de E que no se encuentran en F.

AC

plementario del conjunto A respecto de

Figura A.4: Diagrama de Venn del com- B
B, Ac.
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Ejemplo A.2.8 Sea G el conjunto de todos los perros negros, su com-
plementario respecto al conjunto F' de todos los perros es el conjunto:

G '=F\G

Es decir, el conjunto de todos los perros que no son negros.

Ejemplo A.2.9 El complementario del conjunto de los nimeros natu-
rales respecto del conjunto de los niimeros enteros es igual al conjunto
de los enteros negativos:

Ne=Z\N=27~

Definicién A.2.8 — Producto cartesiano de conjuntos

Dados dos conjuntos F, F' se define su producto cartesiano F x F' co-
mo el conjunto de todas las tuplas o pares ordenados de elementos
pertenecientes, respectivamente, a 'y F*:

ExF={(z,y):x€FE, ye F} (A.55)

Dados n conjuntos £, E, ... E,, se define su producto cartesiano E; x
E, x ... x E, como el conjunto de todas n-uplas o tuplas formadas
por una secuencia de n elementos pertenecientes, respectivamente, a
E\,E,, ... .E,:

E, x..xE,={(z,...x,) 2, € E;Vi=1,..n} (A.56)

Para diferenciar las tuplas de los conjuntos, que de acuerdo con la Defi-
niciéon A.2.1 no son ordenados ni admiten repeticiones de sus elementos,

las tuplas se denotan mediante paréntesis en lugar de corchetes: ().

Ejemplo A.2.10 El conjunto R x R = R? contiene todos los pares orde-
nados de ntimeros reales, por ejemplo (1, —2) y (—,1/2). Al tratarse
de tuplas ordenadas, ¥V a,b € R

(a,b) # (b, a)

A.3 Técnicas fundamentales de demostracion

La base del pensamiento matematico es el pensamiento deductivo: a un
objeto o coleccién de objetos se le asignan unas propiedades axiomaticas
que se consideran verdaderas, y de esos axiomas T se deducen de manera
légica otras proposiciones y relaciones entre los objetos. Un ejemplo muy

sencillo viene dado por el siguiente silogismo:

Observacién A.3.1 + Alos “axiomas”
se les puede denominar también “pos-
tulados” o “premisas”.
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1. Axioma mayor: todos los hombres son mortales.
2. Axioma menor: Socrates es un hombre.

3. Conclusién: Socrates es mortal.

De las dos premisas 1y 2 se deduce que Sdcrates, por ser un hombre, es
un ser mortal.

Otro silogismo es el siguiente:

1. Axioma mayor: ningtin héroe es un cobarde.
2. Axioma menor: algunos soldados son cobardes.

3. Conclusién: algunos soldados no son héroes.

Porque, por la premisa mayor, una condicién necesaria para ser héroe es
no ser cobarde, pero algunos soldados lo son.

En general, el razonamiento matematico cumple la siguiente estructura
deductiva:

1. Se define formalmente un objeto o coleccion de objetos asignando-
le unos axiomas.

2. De esos axiomas se derivan mediante el razonamiento légico nue-
vas propiedades de esos objetos o relaciones entre ellos:

a) Proposiciones: afirmaciones que se deducen directamente de
un conjunto de axiomas.

b) Teoremas: afirmaciones mas importantes que las proposicio-
nes y habitualmente mas dificiles de demostrar.

c) Corolarios: una consecuencia directa de un teorema para un
caso especifico.

d) Lemas: proposiciones secundarias ttiles para demostrar un
determinado teorema.

En lo que sigue, se describiran las técnicas de razonamiento logico més
extendidas para demostrar légicamente la veracidad de proposiciones,
lemas, teoremas y corolarios matematicos a partir de un conjunto de
axiomas, premisas o proposiciones previamente enunciadas y demostra-
das.

A.3.1 Demostracion directa

Se trata del método mas simple para demostrar el cumplimiento de una
proposicion a partir de unas premisas iniciales o de otras proposiciones
previamente demostradas. Consiste en aplicar estas de manera secuencial
hasta probar la veracidad de lo que se desea demostrar.

Como ejemplo, se mostrara como a partir de las cuatro propiedades axio-
maticas de los grupos, puntos 1 a 4 de la Definicién B.1.1, puede deducirse
que, dado un par (F, x) con estructura de grupo, a cada elemento de F le
corresponde una Unica inversa respecto del operador “«”. Supéngase que
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un elemento a € E tiene dos inversas que se denotardn a™! y a—!. Apli-

cando sucesivamente las diversas propiedades axiomaticas de los grupos

sobre a~ !

—

2
a! :a_l*iga_l*(a*&_l) =

(A.57)

—
|

—
>
|

—
—
=

2 (a

En el paso (1) se aplica la propiedad axiomatica de la presencia del ele-
mento identidad, punto 3 de la Definicién B.1.1. En (2) se aplica la pro-
piedad de existencia de inversa, punto 4 de la misma definicién. En (3)
se aplica la propiedad asociativa, punto 2. En (4) se aplica de nuevo la
propiedad de existencia de inversa, punto 4. Finalmente, en (5) se aplica
la propiedad de existencia del elemento identidad, punto 3.

La conclusién a la que se llega es que a—! = ! para todo a € E, demos-

trandose que cada elemento de F le corresponde una y sélo una inversa
respecto del operador “x”.

A.3.2 Demostracion por induccion

Este método puede aplicarse para demostrar la veracidad de proposicio-
nes que dependen de un indice o variable k para cada uno de sus posibles
valores, siendo este un niimero natural que puede o no incluir el cero. En
el primer caso, k perteneceria al conjunto N = {0, 1, 2, ...} de los nimeros
naturales, mientras que en el segundo caso, k perteneceria al conjunto de
los ntimeros naturales positivos Nt = {1,2,3,...}.

Asumiendo que k es una variable que toma valores de entre el conjunto
N, el método de la induccién tiene su base en el siguiente teorema:

Teorema A.3.1 — Principio de la induccion matematica

Sea P(k) una proposicion que es funcién de un indice natural k €
N, N={0,1,2,...}. Si se cumplen estas dos afirmaciones:

1. P(0) es una proposicion verdadera.

2. Para todo k& > 0, la veracidad de P(k) implica la veracidad de
Pk+1).

Se tiene que la proposicién P(k) es verdadera para todo k € N.

Si la variable k tomara valores de entre el conjunto N*, el teorema ante-
rior seguiria siendo valido. Solamente habria que cambiar P(0) por P(1)
y la condicién k£ > 0 por k > 1.

En resumen, el método consiste en lo siguiente: se comienza demostran-
do que el “caso base” P(0) se cumple, y a continuacion se prueba que, pa-
ra cualquier valor de k mayor que cero, el cumplimiento de P(k), que se
asume por hipdtesis, implica el cumplimiento de la proposiciéon P(k+1).
A esto tltimo se le llama “paso inductivo”.

El principio de induccién matematica puede aplicarse para demostrar la
veracidad de la siguiente férmula para la suma finita de k términos que
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Observacioén A.3.2 El simbolo ”) %
llamado “sumatorio”, sirve para repre-
sentar de forma abreviada sumas de
términos que dependen de una varia-
ble llamada “indice” desde un valor
inicial de este hasta un valor final. Por
ejemplo, la ecuacion (A.58) represen-
ta una suma compuesta por k térmi-
nos que son funcién de la variable
n € N. En cada sumando, n adop-
ta un valor diferente desde 1 hasta k.
Si k fuese infinito, el sumatorio repre-
sentaria una serie infinita.

Otro simbolo similar a este es el lla-
mado “productorio”, denotado como
’IT", que representa abreviadamente
productos en lugar de sumas.

varian desde 1 hasta k:

k
1
S 1+2+...+k:7k(k; ) (A58)

n=1

3
Il

paratodo k € N, k> 1.

1. Caso base, k = 1: simplemente sustituyendo & = 1 en la expresién
(A.58) se demuestra que el caso P(1) se cumple. Es decir que la
formula (A.58) es verdadera para k = 1:

1

1(1+1 1-2 2

Zn = g = — =—-=1= P(1) es verdadera. (A.59)
2 2 2 2

2. Paso inductivo, k > 1: se comprueba que la veracidad de P(k) im-

plica la veracidad de P(k + 1) sea cual sea el valor de k. Asumiendo

que la formula (A.58) se cumple en el caso k, se sustituye & por k+1

y se reordenan términos, obteniendo:

k+1

dn=(1+2++k)+(k+1)=

n=1
_k(k+1) _kk+1)  2(k+1) (A6
_T+<k+1)_ 5 T3 = (A0

_ @R+ _ (B )(k+1)+1)

2 2

Asi, se comprueba que la veracidad del caso k implica que la for-
mula (A.58) se cumple también en el caso k + 1.

Con este razonamiento, puede darse por demostrada la identidad (A.58).

A.3.3 Demostracion por contraposicion

Esta técnica permite demostrar implicaciones simples del tipo P = Q
aplicando la equivalencia entre toda implicacién simple y su contraposi-
tivo, Proposicion A.1.1:

(P= Q)< (—-Q= —P) (A.61)

Es un método util en casos en los que el contrapositivo resulte mas facil, o
incluso trivial de demostrar en relacién con la implicacion original. Puede
aplicarse, por ejemplo, para demostrar que la proposicién:

x -y no es divisible por 5 = ni x ni y son divisibles por 5 (A.62)
Es verdadera V z,y € N. Su contrapositivo es la implicacién:
x 6 y es divisible por 5 = z - y es divisible por 5 (A.63)

Supodngase que z es divisible por 5. En tal caso, = podria factorizarse como
x = bc para algiin ¢ € N. Multiplicando ambos miembros de la identidad
x = 5c por el nimero natural y se obtiene zy = 5cy, de lo que se con-
cluye que el producto xy también es divisible por 5. Invirtiendo los roles



A.3 Técnicas fundamentales de demostracion

de x,y y repitiendo el razonamiento anterior se termina de demostrar
por deduccién directa la implicaciéon (A.63) para toda pareja de valores
x,y € N, proposicién que equivale a la implicacion (A.62) que se deseaba
probar.

A.3.4 Demostracion por contradiccion: reduccion al
absurdo

Este método consiste en probar la veracidad de una proposicién P demos-
trando que el no cumplimiento de P conlleva consecuencias absurdas o
légicamente contradictorias. Esto puede esquematizarse de manera 16gi-
ca mediante el siguiente esquema:

-P=(Q=-9) (A.64)

La reduccion al absurdo puede emplearse para demostrar que el nimero
v/2 no es un niimero racional. Es decir, v/2 ¢ Q. Supéngase que v/2 es un
numero racional. En ese caso, podria escribirse:

V2= % (A.65)

Para alguna pareja de valores a,b € Z mutuamente primos, o sea, sin
factores comunes mayores que uno. Reordenando y elevando al cuadra-
do:

W2 =a= (bV2)? =a® = 20> = a? (A.66)

El término 2b? es evidentemente par, por lo que a? es también par. Si a?
es par, también lo es a, y este podria factorizarse como a = 2¢ para algin
¢ € Z. Sustituyendo en la expresion (A.66) y elevando al cuadrado:

20% = (2¢)% = 2b% = 4c? = b2 = 22 (A.67)
Por un razonamiento analogo al aplicado sobre la identidad 2b% = a?, se
tiene que b es par. Asi, se concluye que si fuese posible escribir v/2 como
un cociente a/b, a y b deberian ser ambos ntimeros pares, por lo que ten-
drian 2 como factor comun, de tal forma que seria imposible encontrar
dos niimeros enteros mutuamente primos cuyo cuadrado de su cocien-
te sea igual a dos. Esta contradicciéon implica que /2 no es un niimero
racional.

A.3.5 Demostracion constructiva

Se trata de un método consistente en demostrar la existencia de un obje-
to matematico con unas propiedades determinadas proponiendo un mé-
todo para crear ese objeto con las propiedades deseadas. El proceso de
Gram-Schmidt, Teorema 5.4.1, y la factorizacion QR, Teorema 5.4.2, son
ejemplos de demostraciones constructivas contenidos en este libro.
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A esta clase de demostraciones pertenecen las llamadas “demostraciones
por contraejemplo”, que como su nombre indica consisten en demostrar
la falsedad de una proposicién o de una implicacién aportando un caso
en el que esta no se cumpla. Un ejemplo trivial es el siguiente: para de-
mostrar que la proposicién “todos los niimeros primos son impares” es
falsa, puede hacerse notar que el nimero dos es par y al mismo tiempo
primo, pues sus Unicos divisores son los nimeros uno y dos.
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Cuando se definen conjuntos de objetos matematicos y operaciones en-
tre sus elementos, es comin encontrar que operaciones que no tienen
ninguna relacion entre si comparten propiedades como, por ejemplo, la
propiedad conmutativa, la asociativa y la distributiva. Esto motiva que
se definan conjuntos y operaciones matematicas de manera abstracta y
axiomatica, sin necesidad de describir los elementos que los conforman
ni de formular las operaciones que los relacionan, limitandose a enunciar
una serie de premisas de las que se puedan derivar por deduccién logica
todas sus propiedades y caracteristicas.

Tres de estas generalizaciones son los grupos, los anillos y los cuerpos.
En cada una de ellas, se establece una lista de axiomas que se han de
cumplir para que un conjunto de elementos dado, junto con una o va-
rias operaciones matematicas, sea considerado un grupo, un anillo o un
cuerpo. Partiendo de esos axiomas, se pueden deducir propiedades que
objetos matematicos y operaciones muy diferentes entre si comparten
sin necesidad de considerar las caracteristicas individuales de los objetos
estudiados ni las formulas de cada operacion.

B.1 Grupos

Definiciéon B.1.1 — Grupo. Grupo conmutativo o abeliano

Dado un conjunto F y una operacién “+” entre elementos de F, se dice
que el par (E, %) tiene estructura de grupo si el operador “x” cumple
al menos las cuatro propiedades siguientes:

1. Propiedad de clausura: V a,b € E
axb€eFE (B.1)

2. Propiedad asociativa: V a,b,c € E
(axb)xc=ax(bx*c) (B.2)

3. Existencia del elemento identidad: existe un elemento en E lla-
mado elemento identidad y denotado ¢, tal que, V a € E

axi=1i*%xa=a (B.3)

B.1 Grupos
B.2 Anillos
B.3 Cuerpos
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4. Existencia de inversa: a cada a € F le corresponde un elemento
inverso, denotado a~! y perteneciente también a F, tal que

axal=al*xa=1 (B.4)

Si ademas el operador “+” cumple la siguiente propiedad:

5. Propiedad conmutativa: V a,b € E

axb=bxa (B.5)

Se dice que el grupo (F, x) es conmutativo o abeliano.

Estos son algunos ejemplos:

1.

El conjunto Z de los nimeros enteros, junto con su suma, forman
el grupo (Z,+), que ademas es abeliano, pues por el punto 5 de
la Definicién B.1.1 la suma de nimeros enteros es conmutativa. El
elemento identidad de la suma de enteros, punto 3 de la misma defi-
nicion, es el cero, 0 € Z, mientras que el inverso de x € Z respecto
de la suma, punto 4, es —z V x € Z. Las tuplas (Q,+), (R,+) y
(C,+) también constituyen grupos abelianos.

. El producto de niimeros enteros no cumple el cuarto axioma, punto
4 de la Definicion B.1.1, de existencia de la inversa, pues ningin ele-
mento de Z, a excepcién de x = 1, admite inversa respecto del pro-
ducto: no existe ninginz ™! € Z, z # ltalquex-z ! =271z =1,
donde 1 es el elemento identidad del producto de enteros, punto 3
de la misma definicién. Por tanto, el par (Z, -) no constituye un gru-

po.

. Los pares (Q,-), (R,-) y (C,-) tampoco constituyen grupos, pues
no todos los elementos de Q, R y C admiten inversa respecto del
producto. En concreto, no existe ningun x tal que 0 - x = 1, por
lo que no se cumple el punto 3 de la Definicién B.1.1. Sin embargo,
los pares (Q \ {0},-), (R\{0},-) y (C\ {0}, -) si que forman gru-
pos porque, excluido el cero, todos sus elementos admiten inversa
respecto del producto.

Conjuntos de matrices con m filas y n columnas junto con la su-
ma matricial, Definicién 2.2.1, forman grupos abelianos denotados
(Km>*m +). El elemento identidad es en este caso la matriz nula
con m filas y n columnas, Definicion 2.1.8, mientras que el elemen-
to inverso asociado a cada matriz A € K™*" es su opuesto —A,
Definicién 2.1.11.

Las propiedades axiomaticas 1 a 5 de la suma de elementos de un
espacio vectorial, Definicion 1.1.1, coinciden con las de los grupos
abelianos, puntos 1 a 5 de la Definicién B.1.1, por lo que puede
decirse que el par (V,+), donde V es un espacio vectorial y “+”
representa la suma de elementos en V, forman un grupo abeliano.

Conjuntos de matrices cuadradas de igual orden y con rango ma-
ximo, Definicién 3.4.6, junto con el producto matricial, Definiciéon
2.2.3, forman grupos no abelianos debido a la propiedad 1 de no con-



mutatividad del producto matricial, Proposicién 2.2.3. El elemento
identidad del producto matricial es la matriz identidad, Definicién
2.1.7, mientras que el elemento inverso asociado a cada matriz cua-
drada de rango maximo respecto del producto matricial es su ma-
triz inversa, Definicién 2.5.1.

7. Otro ejemplo de grupo muy curioso es el conjunto de todos los
movimientos que se pueden realizar sobre las caras de un cubo de
Rubik junto con el operador de concatenacioén, o combinacién, de
movimientos. Gracias a la teoria de grupos, que es el campo de la
matematica que estudia las propiedades que se derivan por deduc-
cién légica de los axiomas 1 a 5 de grupo, Definiciéon B.1.1, se sabe
que es tedricamente posible resolver cualquier cubo de Rubik, sea
cual sea su configuracion de partida, con un niimero igual o menor
de 20 movimientos.

B.2 Anillos

Definiciéon B.2.1 — Anillo. Anillos asociativo y conmutativo. Anillo
con identidad

Dado un conjunto E y dos operaciones “+” (cominmente llamada su-
ma o adicién) y “-” (cominmente llamada producto o multiplicacién)
entre elementos de F, se dice que la terna (E, +, -) tiene estructura de
anillo silos operadores “+” y “-” cumplen al menos las tres propiedades
siguientes:

1. (E,+) tiene estructura de grupo abeliano, Definicion B.1.1, con
un elemento identidad (cominmente llamado neutro o cero)
denotado 0 y un inverso aditivo para cada a € E (habitualmente
llamado opuesto) denotado —a.

2. Propiedad de clausura del operador “”: V a,b € F
a-beE (B-6)

3. Propiedad distributiva del operador “-” respecto del operador “+”
por la derecha y por la izquierda: V a,b,c € E

a-(b+c)=a-b+a-c (B.7)
(a+b)-c=a-c+b-c (B.3)

Si ademaés el operador “” cumple la siguiente propiedad:

4. Propiedad asociativa del operador “-: V a,b,c € E
(a-b)-c=a-(b-c) (B.9)

Se dice que el anillo (E, +, ) es asociativo.

B.2 Anillos

267



268

B Grupos, anillos y cuerpos

Si el operador “-” cumple la siguiente propiedad:

5. Propiedad conmutativa del operador “”: V a,b € E
a-b=b-a (B.10)
Se dice que el anillo (E, +, -) es conmutativo.

Y si “-” cumple la siguiente propiedad:

»

6. Existencia del elemento identidad respecto de la operaciéon “”:
existe un elemento en £ llamado elemento identidad, o unidad,
y denotado 1 (no necesariamente coincidente con el elemento
neutro de F asociado a la operaciéon “+”) tal que, Va € E

a-1=1-a=a (B.11)

Se dice que (E, +, -) es un anillo con identidad.

Algunos ejemplos son:

1. Los conjuntos Z, Q, R y Q, junto con la suma y el producto habitua-
les en estos conjuntos, constituyen anillos asociativos, conmutati-
vos y con identidad.

2. Laterna (K™, +, -) formada por el conjunto de todas las matrices
cuadradas de orden n en el cuerpo K con las operaciones de suma
de matrices, Definicion 2.2.1, y producto matricial, Definicién 2.2.3,
constituye un anillo asociativo y con identidad pero no conmuta-
tivo, pues el producto matricial no lo es por la propiedad 1 de la
Proposicion 2.2.3. El elemento identidad de este anillo es la matriz
identidad de orden n, Definicién 2.1.7.

3. Debido a la correspondencia entre matrices cuadradas e isomorfis-
mos, punto 1 de la Definicién 3.1.7, dado un espacio vectorial V'
cualquiera, la terna (f : V = V, 4, o) también constituye un anillo
asociativo, con identidad y no conmutativo, siendo “+” la suma de
aplicaciones, ecuacion (1.23), y siendo o la composiciéon de aplica-
ciones, Definicién 3.5.1.

B.3 Cuerpos

Definiciéon B.3.1 — Cuerpo

Dado un conjunto E y dos operaciones “+” (comunmente llamada su-
ma o adicién) y “-” (comunmente llamada producto o multiplicacién)
entre elementos de E, se dice que la terna (E, +, ) tiene estructura
de cuerpo si (E, +, -) es un anillo con identidad tanto asociativo como

conmutativo, puntos 1 a 6 de la Definicién B.2.1, y si el operador
también admite inversa. Es decir, si se cumple la siguiente propiedad:

7. Existencia de inversa multiplicativa: a cadaa € F, a # 0, donde
0 denota el elemento neutro asociado a la operacién “+”, pun-
to 1 de la Definicién B.2.1, le corresponde un elemento inverso,
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denotado a~! y perteneciente también a F, tal que:
a-al=at-a=1 (B.12)

Donde 1 representa el elemento identidad, o unidad, asociado al
operador “”, punto 6 de la Definicién B.2.1.

El axioma 4 de existencia de inversa aditiva, y el axioma 1 de existencia
de inversa multiplicativa, B.1.1, permiten definir dos nuevas operaciones
cominmente denominadas “sustracciéon” y “division”:

Definicion B.3.2 — Sustraccién y divisiéon de elementos de un cuerpo

Dados un cuerpo (E, +, -) y dos elementos a, b € E, se definen:

1. La sustraccion entre a y b como aquel elemento = € E que cum-
ple x+b = b+2z = a. Es decir, como la suma entre a y el opuesto
de b.

r=a—b=a+(-b) (B.13)

2. La division entre a y b, con b # 0, como aquel elemento z € E
que cumple x - b = b - x = a. Es decir, como el producto entre a
y la inversa multiplicativa de b.

c=2—q.p1 (B.14)
b

Los anillos (Q,+,-), (R,+,-) y (C,+,-) cumplen la propiedad 7 de exis-
tencia de inversa respecto del producto, Definicién B.2.1, por lo que cons-
tituyen cuerpos a los que se denota, respectivamente, con los simbolos Q,

Ry C. Respecto alos nimeros que contienen cada uno de estos conjuntos,
recuérdese que:

1. El conjunto Q de los nimeros racionales esta formado por todos los
cocientes posibles entre nimeros enteros no necesariamente divi-
sibles entre si.

2. El conjunto R de los niimeros reales esta formado por la union del
conjunto Q con el conjunto formado por aquellos nimeros que, a
pesar de no poderse expresar como el cociente de dos nimeros ente-
ros, son limites de sucesiones de niimeros racionales. Dos ejemplos
son los numeros 7 y e, que pueden expresarse como las siguientes
series infinitas:

e =D
77_4-712:02n+1 (B.15)
e= i % (B.16)

n=0

A ndimeros como estos se les conoce como “ntimeros irracionales”.
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El conjunto de los niimeros complejos, asi como sus operaciones asocia-
das de suma y producto, se definen en el Apéndice C.

Sin embargo, el anillo (Z, +, -) no puede constituir un cuerpo porque no
cumple la propiedad de existencia de inversa respecto del producto, como
ya se habia razonado en el Ejemplo 2 del apartado B.1.



El cuerpo de los nimeros complejos

C.1 Introduccion

Los llamados “nimeros complejos” son un artificio propuesto por prime-
ravez en el siglo XIV por pioneros como el matematico italiano Gerolamo
Cardano para garantizar que todos los polinomios tuviesen raices. Como
ejemplo, considérese el siguiente polinomio:

P(z)=2%—-1 (C.1)

Claramente, si = es igual a 1 6 —1, el polinomio vale cero: P(z) = 0,
por lo que estas son las dos raices del polinomio, que por supuesto son
numeros reales.

Considérese ahora el siguiente polinomio:

Q(r)=2%+1 (C.2)
Igualando Q(x) a cero y espejando la incognita x, se tiene que x es raiz
del polinomio si cumple:

?+1=0=2>=-1=2=Vv-1¢R (C.3)
No existe ningiin nimero real cuyo cuadrado sea igual a —1, por lo que
Q(x) no tiene raices en R. Si existiese un cuerpo de escalares que incluye-
se todos los nimeros reales y que contuviese al menos un elemento cuyo
cuadrado fuese igual al numero real —1, la ecuaciéon Q(x) = 0 tendria
soluciones en ese cuerpo, y el polinomio Q(z) si que tendria raices. Aqui
es donde entran en juego los niimeros complejos.

Pero estos nimeros son mucho méas que un simple artificio para expresar
raices de polinomios. Sus propiedades, especialmente su relacién con las
funciones ondulatorias, han hecho de ellos una herramienta de enorme
utilidad para la modelizacién y la resolucién de problemas en matemati-
ca aplicada, fisica e ingenieria. Se explicara por qué al finalizar la seccién.
Antes, se definiran el conjunto de los niimeros complejos, unas operacio-
nes de suma y producto que dotan al conjunto de los nimeros complejos
de una estructura de cuerpo, Definicién B.3.1, los conceptos de méddulo,
conjugacion y argumento de un ntimero complejo y las formulas de Euler
y de Moivre, asi como el calculo de raices de nimeros complejos.
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C.2 Definiciéon de nimero complejo

A continuacion, se definiran los nimeros complejos como elementos de
un conjunto al que se denotara C.

Definiciéon C.2.1 — El conjunto de los nimeros complejos

El conjunto de los nimeros complejos se define como:

C={z:2z=a+bia,beR, i?=i-i=—1}

Es decir, es el conjunto de todos los elementos que se pueden representar
de la forma a+bi, donde a, b son parametros escogidos de entre el conjun-
to de los niimeros reales, mientras que i es un elemento denominado “uni-
dad imaginaria” que cumple la propiedad axiomatica i? =i -i = —1.

A esta forma de representar un nimero complejo se la llama “forma bi-
noémica”:

Definiciéon C.2.2 — Forma binémica de un nimero complejo

A la expresion del nimero complejo z € C como a + bi, donde a,b € R
e i denota la unidad imaginaria, Definicién C.2.1, se le conoce como
forma bindmica de z.

A los parametros reales a, b que caracterizan un numero complejo z se
les llama, respectivamente, parte real e imaginaria de z:

Definicién C.2.3 — Parte real e imaginaria de un nimero complejo

Sea z un nimero complejo cuya forma binémica es a + bi, a,b € R, se
llama:

1. Parte real de z, y se denota Re z, al coeficiente a € R:
Rez=a (C.49)
2. Parte imaginaria de z, y se denota Im z, al coeficiente b € R:

Imz=1» (C.5)

Todo nimero complejo z = a + bi queda determinado univocamente
por los dos ntimeros reales (a, b) que lo definen. Asi, puede identificarse
geométricamente el conjunto de los nimeros complejos con el plano R?,
de modo tal que a cada nimero complejo se le asocia un tnico punto
en R?; y viceversa, a cada punto en R? le corresponde un tinico nimero
complejo z.

Proposiciéon C.2.1 — Relacién biunivoca entre C y R?

Un nimero complejo z € C queda determinado univocamente por su
parte real a = Re z y por su parte imaginaria b = Im z, por lo que es
posible establecer una relacion biunivoca entre cada elemento z € Cy
el punto (Re z,Im z) = (a, b) del plano euclidiano R?.
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b=ImZf---—""""""4

— >
a=ReZ X

En virtud de esta proposicién, puede decirse que C y R? son conjuntos
equivalentes (Figura C.1) o, utilizando la nomenclatura de la Definicion
3.1.7, isomorfos.

C.3 Suma y producto de nimeros complejos

Como se vera a continuacién, la suma y el producto de numeros comple-
jos se asemeja a la suma y producto de binomios.

Definicién C.3.1 — Suma de nimeros complejos

Se define la suma z+w de dos nimeros complejos z = a+bi, w = c+di
como el numero complejo dado por:

z+w=(a+bi)+ (c+di)=a+c+bi+di
=(a+c)+ (b+d)i

La suma de nimeros complejos se efectiia agrupando sus partes reales
e imaginarias. Por la equivalencia entre C y R? que establece la Proposi-
cién C.2.1, sumar nimeros complejos puede visualizarse como la suma
de vectores en el plano euclidiano mediante la regla del paralelogramo.

Definicién C.3.2 — Producto de nimeros complejos

Se define el producto z - w de dos nimeros complejos z = a + bi, w =
¢ + di como el numero complejo dado por:

2w = (a+bi)(c+ di) = ac + adi + cbi + bdi* =
= (ac — bd) + (ad + bc)i

La multiplicacién de numeros complejos tiene, al igual que la suma, una
interpretaciéon geométrica que se estudiard méas adelante, en el apartado
C.8.

Figura C.1: Representacién del nimero
complejo z = a + bi como un punto
del plano euclidiano R? con coordenadas
a = Re z,b =1Im z. A larepresentacién
grafica de un niimero complejo como un
vector fijo en R? se la suele conocer en
fisica e ingenieria como el fasor de z.

Observacion C.3.1 El simbolo pro-
ducto “-” se suele omitir por simplici-

dad.
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Observacion C.3.2 T Gracias a esta
propiedad, se puede definir la resta de
dos niimeros complejos z y w como
z—w=2z+(—w)=z+(-1) w.

Observaciéon C.3.3 I De esta pro-
piedad se deriva la operacion cocien-
te entre dos nimeros complejos z y
w. Se presentara en el apartado C.7,
tras haber definido con mayor deteni-
miento la inversa de un nimero com-
plejo.

Proposicion C.3.1 — Propiedades de la suma y del producto de nu-
meros complejos

Tanto la suma como el producto de nimeros complejos cumplen las
siguientes propiedades V z, w,u € C:

1. Propiedad de clausura de la suma y del producto.

z+weC (C.6)
zw e C (C.7)

2. Propiedad conmutativa de la suma y del producto.

zHw=w+ 2z (C.8)
2W = Wz (C.9)

3. Propiedad asociativa de la suma y del producto.

(z+w) +u=z+(w+u) (C.10)
(zw)u = z(wu) (C.11)

4. Propiedad distributiva del producto respecto a la suma.

z(w+u) = zw + zu (C.12)

(w+u)z = wz + uz (C.13)

5. Existencia de elementos identidad respecto de la suma y del pro-
ducto: Vz € C

z2=24+0=0+2 (C.14)

z=z-1=1-2 (C.15)

Donde 0 = 0+ 0-i, 1 = 1+ 0 - i son, respectivamente, el
elemento identidad de la suma y del producto.

6. Existencia del elemento opuesto respecto de la suma | denotado
—z2Vz2zeC, z=a+bi

J =zszd(=2)=—=24+2=0 (C.16)
Siendo —z = —a + (—b)i = —a — bi.

7. Existencia del elemento inverso respecto del producto & denota-
dozl:VzeC, 240

JzleCizzl=212=1 (C.17)
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Se deja como ejercicio 1 para el lector la demostracién de estas propie-
dades.

Ejercicio C.3.1 T Demostrar que la
suma, Definicion C.8.1, y el producto,
Definicion C.3.2, de numeros comple-
jos cumplen estas propiedades.

C.4 El cuerpo de los nimeros complejos

Las propiedades 1 a 7 de la suma y el producto de nimeros complejos,
Proposiciéon C.3.1, dotan al conjunto de los niumeros complejos de una
estructura de cuerpo, Definicion B.3.1. Por ello, de ahora en adelante se
hablar4 de C como del cuerpo de los nimeros complejos:

Definiciéon C.4.1 — El cuerpo de los nimeros complejos

Se llama cuerpo de los niimeros complejos a la terna (C, +, -), donde C
es el conjunto de los nimeros complejos, Definiciéon C.2.1, y los simbo-
los “+” y “-” representan las operaciones suma y producto de ntimeros
complejos, Definiciones C.3.1y C.3.2.

Notese que el conjunto de los niimeros reales R est4 contenido en C: es el
subconjunto formado por todos los nimeros complejos cuya parte imagi-
naria es nula. Es decir, que cumplen Im z = 0, con las mismas operaciones
de suma y de producto que los niimeros complejos, que son equivalen-
tes a la suma y el producto de nimeros reales. Por ello, puede decirse
que el cuerpo de los nimeros complejos C, con las operaciones de su-
ma y producto de nimeros complejos, Definiciones C.3.1 y C.3.2, es una
“extension” del cuerpo de los nimeros reales R.

Por otro lado, si z € C tiene parte real nula y parte imaginaria no nula,
se dice que z es un nimero imaginario puro.

Volviendo al polinomio Q(x) = z2 + 1, despejando z de la ecuacion
cuadratica Q(x) = 0, ecuacién (C.3), se tiene que x es raiz de Q(x), si
y sélo si, su cuadrado es igual a —1. Por definicion, el cuadrado de la
unidad imaginaria, Definiciéon C.2.1, es precisamente —1, por lo que las
dos raices (complejas) de Q(z) son:

22 +1=0=>2>=—-1=z=4icC (C.18)

En general, todos los polinomios con coeficientes reales o complejos tie-
nen raices en C, y ademas, el nimero de raices complejas de un polinomio
coincide siempre con su grado.

Teorema C.4.1 — Teorema fundamental del algebra

Sea P(z) = a,z" +a, 12" '+ + a;x + a, un polinomio con coefi-
cientes en C, P(z) tiene exactamente n raices.

Se omite la demostracioén de este teorema aparentemente tan simple por
requerir para su comprension de conocimientos profundos en analisis de
funciones complejas.
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Ejercicio C.5.1 | Demostrar que el
conjugado de un numero complejo,
Definicion C.5.1, cumple estas propie-
dades.

C.5 Conjugacion de nimeros complejos

Definiciéon C.5.1 — Conjugado de un nimero complejo

A cada nimero complejo z = a + bi se le asocia el numero z* dado por:
z'=a+(—l)i=a—0bi
A z* € C se le denomina conjugado de z.

De acuerdo con esta definicion, conjugar un nimero complejo consiste
en cambiar de signo su parte imaginaria. Por la equivalencia entre el
conjunto de los nimeros complejos y el plano euclidiano, conjugar un
numero z € C equivale a calcular el simétrico del fasor de z respecto del
eje de abcisas (Figura C.1).

Proposicion C.5.1 — Propiedades del conjugado de un niimero com-
plejo

La conjugacion de nimeros complejos cumple las siguientes propieda-
desV z,w € C:

1. El operador conjugacion es su propio inverso.
() ==z (C.19)
2. El conjugado de la suma coincide con la suma de los conjugados.
(z+w)* =2+ w* (C.20)

3. El conjugado de la producto coincide con la producto de los con-
jugados.
(zw)* = z*w* (C.21)

4. La parte real de z € C puede expresarse en funciéon de su conju-
gado como:
1
Rez = i(z +2%) (C.22)

5. La parte imaginaria de z € C puede expresarse en funcion de su
conjugado como:

Imz = 7(2’ —2%) = i (C.23)

La demostracion de estas propiedades se deja como ejercicio T al lector.

C.6 Moédulo de un niimero complejo

Definiciéon C.6.1 — Médulo de un niimero complejo

Se define el médulo de un nimero complejo z = a + bi como el escalar

real no nulo:
|2l = Vz-2* = Va? + b2
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El médulo de z = a+bi € C coincide con la longitud de la representacion
grafica de z en el plano euclidiano, el fasor de z (Figura C.1). Es decir,
con la norma euclidiana del vector (a,b), Definicién 5.1.4. Por ello, las
propiedades del médulo que se enumeran a continuacién son deducibles
tanto de su definiciéon como de las propiedades de la norma, Definicién
5.1.10:

Proposicion C.6.1 — Propiedades del médulo de un nimero complejo

El médulo cumple las siguientes propiedades V z,w € C:

1. El médulo de un ntimero complejo coincide con el de su conju-
gado.
2] = |2 (C.24)

2. El médulo del producto coincide con el producto de los médulos.
|2w] = |2||w] (C.25)

3. El cuadrado del médulo de un nimero complejo coincide con el
producto de este por su conjugado.

2(2%) = |2|? (C.26)

4. El médulo cumple las desigualdades triangulares:

[Re z| < |z| < |Re z| + |Im 2| (C.27)
[Imz| < |2| < |Rez| + |Im 7] (C.28)
|z +w| < |z + |w (C.29)

Ademas, si w # 0:

z+w| = |z| + |w| <=
2wl = el 0
S z=awparaalgina € R, a >0

Su demostracion se deja como ejercicio 1 al lector.

C.7 Inversa y cociente de nimeros complejos

Definiciéon C.7.1 — Inversa de un nimero complejo

Se dice que 27! € C es la inversa del nimero complejo z si:

La propiedad 7 de la Proposicién C.3.1 garantiza que cada z € C distinto
de cero tenga una inversa que ademas es Unica para cada z.

Ejercicio C.6.1 T Demostrar que el
modulo de un nimero complejo, De-
finicion C.6.1, cumple estas propieda-

des.
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Observacion C.8.1 T Al argumento
de un numero complejo se le suele lla-
mar también “fase”.

Las propiedades del médulo y de la conjugacién, Proposiciones C.6.1 y
C.5.1, pueden aplicarse para calcular la inversa de un nimero complejo
cualquiera z = a + bi distinto de cero:

1 2 N

- = = — .z
C.31
1 (a — bi) 1 (C31)

a+bi (a+ bi)(a — bi) T a2 102 + (abl)

La propiedad 7 de existencia de inversa multiplicativa, Proposicién C.3.1,
permite definir la divisiéon de nimeros complejos de la siguiente forma:

Definicién C.7.2 — Divisién de niimeros complejos

Se dice que z/w € C es el cociente de los nimeros complejos z y w
(con w # 0) si cumple:

A z se le llama dividendo, o numerador, del cociente; mientras que a w
se le denomina divisor, o denominador, del cociente.

El cociente entre z y w, con w # 0, puede calcularse de modo sencillo
mediante una estrategia similar a la propuesta en la ecuacién (C.31) para
el calculo de inversas:

SN TR
- Zidbi - EZIZBEZ - Zg = i 7 (a+bi)(c—di)  (C33)

C.8 Argumento y forma trigonométrica de un
numero complejo

Debido a la correspondencia biunivoca entre nimeros complejos y vec-
tores en R? (Figura C.1), todo niimero complejo z = a + bi distinto de
cero se puede caracterizar por un valor real § que representa el angulo
del fasor de z respecto del eje de abcisas del plano euclidiano. De este
modo, z se podria escribir de la siguiente forma:

z=a-+bi=|z|cosf+ |z|senf -i=

. (C.34)
=|z| - (cos @ +isen?)

A 6 € R se le conoce como “argumento de 2”.

Definiciéon C.8.1 — Argumento de un nimero complejo

Se dice que el numero real 6 es argumento, o fase T, de z € C, z # 0,
si este cumple la identidad:

z=a+bi=|z|(cos® +isenh)

Donde |z| es el mddulo de z, Definiciéon C.6.1,y 6 € R es un argumento
de z.
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La siguiente proposicion muestra dos propiedades fundamentales del ar-
gumento de un nimero complejo. Su demostracién T se deja al lector.

Proposicion C.8.1 — Propiedades del argumento Ejercicio C.8.1 f Demostrar estas
dos propiedades del argumento a par-

Dado z € C: tir de la Definicion C.8.1, ayudandose
de la forma trigonométrica (C.8.1) de

1. Si 6 es un argumento de z, —0 lo es de z*. un nimero complejo si fuese necesa-

rio.

2. Si 6 es un argumento de z, también lo es § + 27k V k € Z.

Véase que, debido a la ciclicidad de los 4ngulos, propiedad 2 de la Pro-
posicion C.8.1, a cada z # 0 se le pueden asignar infinitos argumentos.
Para evitar esta redundancia, se caracteriza el argumento de los nimeros
complejos mediante valores contenidos en ciertos intervalos de R.

Definiciéon C.8.2 — Argumento principal y polar

Sif € Resunargumentode z € Cy:

1. § € (—m, 7], se dice que 6 es el argumento principal de z.

2. 0 € ]0,2m), se dice que § es el argumento polar de z.

Conocido el médulo y un argumento de z € C, es posible expresarlo
mediante la llamada “forma trigonométrica™:

Definicién C.8.3 — Forma trigonométrica de un niimero complejo

Se llama forma trigonométrica de z € C a la expresion:
|z| - (cos O +isenb)

Donde |z| eselmddulo de 2,y § € R es un argumento de z, Definiciones
C.6.1yCJ8.1.

Esta forma de representar un niimero complejo enfatiza ain mas la co-
rrespondencia biunivoca entre los conjuntos C y R? (Figura C.2).

Ahora, apliquense las formulas del seno y del coseno de la suma de an-

gulos:
sen(f + ) = cosfsenp + senf cos (C.35)
cos(f + p) = cosfcosp — senfsen (C.36)
Y
T (ab)
I
1
9 I
Q% I
A° !
0 . . o ,
\ | Figura C.2: Equivalencia entre el médu-
6=atan (L) I lo y el argumento del nimero complejo
\ a’ z = a + bi, y la longitud y el angulo res-
pecto del eje de abcisas de su representa-

a X cién fasorial en R2.
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Al producto de dos numeros complejos escritos en forma trigonomeétrica.
Se obtiene:
zw = |z||w| - (cos @ +isenf)(cosp + isenp) =
= |z||w| - [cos @ cos ¢ — sen O sen p+
| I.I |- @ ® €37)
+1- (cosfsenp + senfcosy)] =

= [2l|w] - (cos(6 + ¢) + isen(6 + )

De este resultado se concluye que el producto de nimeros complejos
tiene la siguiente interpretacion geométrica: el médulo del producto de
numeros complejos es el producto de sus moédulos, y el argumento del
producto es la suma de sus argumentos.

Proposicion C.8.2 — Producto de dos niimeros complejos en forma
trigonométrica

El producto de dos numeros complejos:

z=|z| - (cos +isen ) (C.38)
w = |w| - (cosp +iseny) (C.39)

Tiene la siguiente forma trigonométrica:

zw = |z||w| - (cos(0 + ¢) +isen(f + ¢)) (C.40)

C.9 Identidad de Euler

La propiedad enunciada en la Proposiciéon C.8.2 sugiere que tal vez sea
posible expresar un nimero complejo cualquiera z = |z|- (cos§ +isen6)
de la forma z = |z|e!, pues el producto de funciones exponenciales cum-
ple esta misma propiedad:

2w = |z|€l? - |w|el? = |z||w|et O+ (C.41)

Para demostrar que, efectivamente, z se puede expresar de esta forma,
supoéngase que |z| - (cos § + isen ) = |z|e?. Es decir, que:

cosf +isenf = e (C.42)

Tanto el seno como el coseno pueden expresarse mediante unas series

infinitas conocidas en el analisis infinitesimal real como “polinomios de
Taylor”:

SC2 SC4 o0 (71)n
=]1-—"—4 - = 2n C.43
o8t 2 " ; ; @n) " (C43)
f£3 z° o0 (71)n )
— =N pom C.44
SenT =TT 5 T g ;(Qn—f—l)!x (C.49)
T=1+ +x2+m3+ ixn (C.45)
e = €T —_— —_— e — —_— .
2 6 n!



Sustituyendo = = 6 en las expresiones (C.43) y (C.44), x = if en la ecua-
cioén (C.45), y sumando, se demuestra la igualdad (C.42). A esta se la suele
conocer con el nombre de “identidad de Euler” en honor del matematico
que la descubrié.

Teorema C.9.1 — Identidad de Euler

Para todo 6 € R se cumple:
VO ER, € =cosf+isend
Donde i es la unidad imaginaria, Definicion C.2.1.

Asi pues, cualquier nimero complejo no nulo puede expresarse de la for-
ma:
z=|z1e VO ER (C.46)

Expresion que se conoce como “forma exponencial de z”.

Definiciéon C.9.1 — Forma exponencial de un nimero complejo

Se llama forma exponencial de z € C a la expresion:
| Z| elf
Donde |z| es el médulo de z, Definiciéon C.6.1,y 6 € R es un argumento

de z, Definicién C.8.1.

La posibilidad de representar nimeros complejos en forma exponencial
puede ser empleada para demostrar facilmente 1 que el cociente z/w de
dos niimeros complejos z y w (con w # 0) tiene médulo igual al cocien-
te de los mddulos de z y w, y argumento igual a la diferencia entre los
argumentos de z y w.

Proposicion C.9.2 — Cociente de dos nimeros complejos en forma
trigonométrica

El cociente de dos numeros complejos:

z=|z| - (cos@ +1isen@) (C.47)
w = |w| - (cosp +iseny) (C.48)

Tiene la siguiente forma trigonométrica:

Z - Il (cos(8 — @) +isen(d — ¢)) (C.49)

w fwl

C.10 Formula de De Moivre

Sea z un numero complejo expresado en forma exponencial, si se eleva a
la enésima potencia (con n € Z), se obtiene:

2" = (|2]€)" = |z|mein? (C.50)
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Ejercicio C.9.1 1 Demostrar la Propo-
sicién C.9.2 con la ayuda de la identi-
dad de Euler, representando z y w en
forma exponencial, y de las propieda-
des de las potencias.
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Resultado que puede ser expresado en forma trigonométrica como:
2" = |z|™ - (cos @ +isen )™ = |z|™ - (cosnf + isennh) (C.51)

A esta dltima expresion se la conoce como “férmula de De Moivre”.

Proposicion C.10.1 — Férmula de De Moivre
La enésima potencia de un numero complejo z cualquiera puede expre-
sarse en forma trigonométrica como:

2" = |z|™ - (cosnf + isennf)

Donde |z| es el moédulo de z, Definicion C.6.1, y 8 € R es un argumento
de este, Definicion C.8.1.

C.11 Raices cuadradas y enésimas de un
nimero complejo

Definicion C.11.1 — Raiz cuadrada de un nimero complejo

Se dice que w € C es raiz cuadrada del numero complejo z si z = w?.

Siw = |w|e!’ es una raiz cuadrada de z = |z|e!®, debe cumplir:
J2lei® = (fulei®)? = [w]e (€52)

De este resultado se deduce que |z| = |w|? y que 3 = &. Por tanto, todos
los niimeros complejos que son raices cuadradas de z tienen modulo igual
a+/|z], y por lo que respecta a los argumentos de las raices cuadradas de
z, se tiene que si « es un argumento cualquiera de z, sus raices cuadradas
han de tener como argumento cualquiera de los valores contenidos en el
conjunto:

{5:ﬁ:§+lmv1cez} (C.53)
En total, cada z € C, z # 0, tiene dos raices cuadradas distintas.

El resultado anterior puede generalizarse para todon € Z, n < 1:

Definiciéon C.11.2 — Raiz enésimas de un nimero complejo

Se dice que w € C es la raiz enésima del nimero complejo z si z = w™,
siendon € Z, n < 1.

w es la raiz enésima de z € C si cumple:
|2 = |w|™ (C.54)

2
B=2 4k paraalgink € Z (C.55)
n o on

En total, cada z € C, z # 0, tiene n raices enésimas distintas.



C.12 Los numeros complejos en la ingenieria | 283

En la Figura C.3, se representan graficamente las tres raices ctbicas dis-
tintas dos a dos de z = —1. El resultado de elevar al cubo cualquiera de
ellas es el nimero —1.

YA

A

C.12 Los numeros complejos en la ingenieria

Los fenémenos fisicos ondulatorios en una dimension se suelen expresar
matematicamente como una suma de sinusoides:

z(t) = iAk cos (% + cp) = (C.56)
k=1
—§A17kcos (%) —|—§A27,€sen (%) (C.57)

Donde ¢ es una variable independiente (generalmente real), A;, A; v
A, i, son constantes, 1" es el periodo de las oscilaciones, y ¢ es un angulo
de desfase.

Si una oscilacién es puramente sinusoidal, los términos de la ecuacion
(C.57) con periodo menor que 7" son nulos para todo instante ¢. Si se
descartan, queda la siguiente expresion:

x(t) = Acos (% + np) = A, cos (%) + A, sen (%) (C.58)

Operar con funciones trigonométricas es, en general, muy engorroso y
requiere recordar y aplicar relaciones trigonométricas como las formulas
de los cosenos y senos del angulo doble y mitad, o de la suma, ecuaciones
(C.35) y (C.36), o diferencia de angulos, entre muchas otras.

Figura C.3:Las representaciones fasoria-
les de las tres raices ctbicas complejas
de z = —1, denotadas wy, wy y ws.
La linea discontinua representa una cir-
cunferencia de radio unidad con centro
el origen del plano euclidiano. Todos los
z = a+ bi € C que cumplen |z] = 1
tienen su representaciéon en R? conteni-
da en esta circunferencia.
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Afortunadamente, la identidad de Euler, Teorema C.9.1, permite represen-
tar fenémenos ondulatorios de forma mas simple y compacta mediante
formulas que contienen exponenciales complejas en lugar de funciones
trigonométricas, pues:

Ae(%"'ﬁaﬁ + Ae_(%+90>i
2

L t
Re Ae!T7¥" = A cos ( + <p) (C.59)

Al ser mas sencillo operar con exponenciales que con funciones trigo-
nométricas, muchos modelos fisicos y matematicos que rigen sistemas
oscilatorios contienen nimeros complejos en sus formulaciones y des-
cripciones. Por poner un ejemplo, el electrotecnia suelen emplearse nu-
meros complejos para caracterizar las resistencias eléctricas de circuitos
y maquinas de corriente alterna. A esos valores se les conoce como “im-
pedancias”. Las partes reales de las impedancias representan resistencia
térmica de efecto Joule, mientras que las partes imaginarias representan
la presencia de efectos parasitarios, o bien de inductancia si son positivas,
o bien de capacitancia si son negativas, que alteran el flujo de la corrien-
te. También es comin el uso de la llamada “notacion de fasor” (Figura
C.1) para caracterizar la amplitud y la fase de una tension o corriente
alterna.

Otras aplicaciones de los niimeros complejos en ingenieria son:

1. En mecanica: para representar fuerzas variables en el tiempo y es-
tudiar su efecto sobre las vibraciones y el ruido de las maquinas y
las estructuras.

2. En electronica: para disefar filtros y amplificadores de sefial.

3. En fisica cuantica: para representar funciones de onda de particu-
las subatémicas y en la ecuacion de Schrédinger.

4. En ecuaciones diferenciales: para saber si la dindmica de un sistema
fisico es estable o inestable, asi como los periodos y las frecuencias
de las oscilaciones de dicho sistema en el tiempo.

5. En automatizacion: para el disefio y ajuste de los sistemas de con-
trol, el analisis de su estabilidad y la determinacion de sus caracte-
risticas.
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C.13 Resumen

1. El cuerpo de los nimeros complejos es una extension del cuerpo
de los nimeros reales que permite que todo polinomio pueda tener
al menos una raiz.

2. Todo polinomio de grado n con coeficientes reales o complejos tie-
ne n raices complejas (teorema fundamental del algebra).

3. Cada numero complejo es univocamente representable por un pun-
to en el plano R2.

4. A cada numero complejo se le puede asociar su conjugado y viene
caracterizado por su parte real, su parte imaginaria, un médulo e
infinitos argumentos.

5. Conocidos el modulo y alguno de los argumentos de un numero
complejo, este se puede representar en forma trigonométrica y ex-
ponencial.

6. Multiplicar dos nimeros complejos equivale a multiplicar sus mo-
dulos y sumar sus argumentos. Dividirlos equivale a dividir sus
modulos y restar sus argumentos.

7. Cada nimero complejo tiene n raices enésimas distintas dos a dos.
Los argumentos de las raices de z € C son divisores de los argu-
mentos de z y forman poligonos regulares sobre el plano R2.

8. A pesar de llamarse complejos, el propdsito de estos nimeros es
facilitar la resolucion de problemas que se presentan en fisica y en
ingenieria.
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