El analisis grafico de equilibrio de arcos, bovedas y edificios.
Un esquema de su desarrollo historico

Santiago Huerta
Universidad Politécnica de Madrid

Resumen

El anélisis grafico de equilibrio se remonta a los inicios de la teoria de arcos. Visto en retrospectiva, parece obvio pues so6lo hay que em-
plear la ley de composicion de las fuerzas, descubierta por Stevin a fines del siglo xvi. Sin embargo, tuvieron que pasar dos siglos y medio
hasta que, a mediados del siglo x1x, la combinacion del concepto de linea de empujes con las herramientas graficas, permitio a arquitectos
e ingenieros analizar, primero arcos, y luego ctpulas, bovedas espaciales, y edificios complejos. Estos métodos graficos fueron considera-
dos entonces aproximados o incorrectos por la concentracion en el analisis elastico. El profesor Heyman demostr6 en los afios 1960 que el
empleo de métodos de equilibrio, con una condicion de resistencia del material (la fabrica tiene que trabajar a compresion), conduce a solu-
ciones seguras. Hoy dia el analisis de equilibrio es “moderno” y la teoria clasica elastica es “antigua”, aunque se formalice con complicados
programas de ordenador. La historia es interesante en si misma, pero quiza también arroje luz sobre la resistencia que existe hoy dia contra
el empleo de estos métodos de equilibrio
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The graphic analysis of the equilibrium of arches, vaults and buildings. An outline of its historical development
Abstract

The graphical analysis of equilibrium goes back to the beginnings of the theory of arches. In retrospect, it seems obvious, since one only
has to use the law of composition of forces, discovered by Stevin at the end of the 17™ century. However, it took two and a half centuries
before, in the middle of the 19" century, the combination of the line of thrust concept with graphical tools enabled architects and engineers
to analyse first arches, then domes, spatial vaults, and complex buildings. These graphical methods were then considered approximate or
incorrect because of the concentration on elastic analysis. Professor Heyman demonstrated in the 1960s that the use of equilibrium methods,
with a material strength condition (masonry must work in compression), leads to safe solutions. Today, equilibrium analysis is ‘modern” and
classical elastic theory is ‘old’, even if it is formalised with complicated computer programs. The story is interesting in itself, but perhaps it
also sheds light on the resistance that exists today against the use of these equilibrium methods.

Keywords: equilibrium of arches; vaults.

INTRODUCCION

El desarrollo de la teoria cientifica de arcos y bove-
das de fabrica se conoce bastante bien. La memoria de

desde sus origenes hasta la actualidad. El tema es inte-
resante en si mismo, pero es de gran importancia pues

Poncelet de 1852 sigue siendo una buena referencia
y los libros sobre la historia general de la teoria de
estructuras de Timoshenko (1953), Heyman (1998),
Benvenuto (1991) y Kurrer (2018), permiten seguir
esta historia particular dentro del marco general y
guiaran al lector a articulos especializados. Las fuen-
tes estan recogidas en el libro de Becchi y Foce (2002).
La vision general esta clara, pero faltan por estudiar
enfoques concretos. Este articulo se centra en el ori-
gen y evolucion de los analisis graficos de equilibrio
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el profesor Heyman demostro6 en los afios 1960 que el
Teorema de la Seguridad valida el empleo de métodos
de equilibrio que cumplan la condicién del material:
la fabrica tiene que trabajar a compresion. La segu-
ridad de la estructura depende, pues, de la geometria.
Este enfoque del equilibrio fue seguido por los anti-
guos constructores, que usaron reglas de proporcion
que llevaban a formas estables (Huerta 2004). En este
articulo nos centramos en la busqueda grafica de estas
soluciones. Se vera que las “herramientas” estuvieron

Afio 2024, Vol. 04
https://doi.org/10.4995/rdhc.2024.23120



2 Santiago Huerta

disponibles desde los inicios, pues para conocer la
transmision de los empujes en un arco basta con apli-
car la ley de composicion de las fuerzas (descubierta
por Stevin a finales del siglo xv1). Que se tardaran mas
de dos siglos hasta la popularizacion del analisis gra-
fico de equilibrio mediante el empleo de técnicas de
composicion de fuerzas (primero), y después con el
empleo combinado de los poligonos funiculares y de
fuerzas, es un “fenémeno” que requiere estudio.

PRIMEROS ANALISIS DE EQUILIBRIO: LA CATENARIA
Y EL POLIGONO FUNICULAR

El analisis de equilibrio de arcos, esto es el empleo
de las ecuaciones de equilibrio por métodos graficos,
empieza muy pronto. De hecho, se podria considerar
que la afirmacién de Robert Hooke (1635-1703) es-
tableciendo una analogia del equilibrio de cables con
los arcos es el primer analisis de equilibrio y la imagen
del cable colgante es un “grafico” de la transmision
de las fuerzas a lo largo del cable (Hooke 1675). En
la Figura 1 se ilustra el principio. Como se vera, esta
idea genial de Hooke es la base del analisis de equili-
brio de las estructuras de fabrica. La idea fue recogida
ya por Gregory (1697) quien, ademas de repetir la idea
de Hooke, “so6lo la catenaria es la forma de un ver-
dadero y legitimo arco” afiade de forma crucial “Y si
arcos de otras formas se sostienen, es porque hay una
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Figura 1. “Como cuelga el hilo pesante, asi, pero invertido
se sostendra el arco rigido” (Hooke 1675).

catenaria dentro de su espesor. Y no se sostendrian si
fueran muy delgados, y compuestos de partes pulidas”
(Heyman 2004).

Un cable ligero que soporta pesos toma una forma
poligonal y antes que Hooke diversos autores usaron
la imagen de los cables en equilibrio para estudiar la
composicion de fuerzas. Leonardo de Vinci (1452-
1519) ya realizd numerosos ensayos con cables tratan-
do de descubrir la ley de composicion de las fuerzas,
Figura 2. Leonardo se concentra en el equilibrio de
tres fuerzas concurrentes y no dibuja ningtin cable con
cargas puntuales.

Figura 2. Ensayos de Leonardo da Vinci tratando de
descubrir la ley de composicion de fuerzas (Straub 1952).

Algunos autores, en especial Duhem (1905) piensan
que Leonardo llegd a descubrir la ley de composicion
de fuerzas, pero en general se atribuye su descubri-
miento a Simon Stevin (1548-1620) que lo publica en
su obra De Beghinselen der Weeghconst (Principios
del arte de pesar) de 1586. Stevin usa el plano incli-
nado en su demostracion, asi como la imposibilidad
del movil perpetuo (que no demuestra). El dibujo
de la “maquina” imaginaria que emplea figura en el
frontispicio de su libro y esta grabado en su tumba; en
vez del paralelogramo Stevin utiliza el triangulo para
componer las fuerzas, Figura 3 (a). En esta primera
edicion, como Leonardo, se limita al equilibrio de tres
fuerzas concurrentes. En un apéndice a la edicion de
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1605 publica los primeros dibujos de la composicion
de fuerzas en un cable que soporta pesos, que forma
el después llamado “poligono funicular” Figura 3 (b).

Figura 3. (a) Composicion de fuerzas: demostracion, y
aplicacion a un sdlido (Stevin 1605). (b) Equilibrio de un
cable con cargas verticales (Stevin 1605).

PRIMEROS ANALISIS DEL EQUILIBRIO DE ARCOS EN
EL SIGLO XVIII

Francia: La Hire, Varignon, Couplet

Tuvieron que pasar casi cien afios para que se renovara
el interés en el equilibrio de los cables y su analogia
con los arcos. Philippe de La Hire (1640-1719) en su
Traité de mécanique de 1695 se ocupa del equilibrio
de los cables y recupera, de manera independiente,
la idea de Hooke. Ademas, por primera vez, aparece
el poligono de fuerzas. La Hire plantea dos proble-
mas. El primero es: “Suponiendo que una cuerda no
pesa, calcular los pesos que deben aplicarse a todas
sus partes para que, al tirar de ellas conjuntamente,
adopte la forma curva deseada” (La Hire 1695, 455),

Figura 4 (a). El poligono de fuerzas aparece girado (el
polo en C y los radios vectores CA, CF, etc.) y super-
puesto al dibujo del funicular.

El segundo problema es: “Calcular la carga que se
debe dar a cada piedra o dovela, como las llaman los
obreros, con las que se forman arcos o bovedas, para
que todas puedan permanecer en equilibrio, aunque
sus lechos, o superficies donde se tocan, estén infini-
tamente pulidos y puedan deslizarse unas contra otras
sin ningun obstaculo” (La Hire 1695, 456).

(b)

Figura 4. Empleo de poligonos funiculares y de fuerzas para
el estudio del equilibrio de cables y arcos (La Hire 1695).

La Hire reconoce que en la realidad este deslizamiento
entre las piedras no se produciria, pero estima que la
construccidn permite tener una idea de qué peso dar a
cada piedra en la parte superior del arco. El arranque,
con tangente vertical, requeriria una carga infinita. La
construccion de La Hire permitio el proyecto de ar-
cos de seccion variable y fue recogida, primero por
Frézier (1738, 11, 166), y después en numerosos trata-
dos de construccion del siglo xvin y principios del xix.

Pierre Varignon (1654-1722) también estudi6 la
composicion de fuerzas. En un primer libro Projet
d’une nouvelle mécanique de 1687 se centra, como
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Stevin, en la composicion de fuerzas concurrentes
—cables que tiran de un mismo nudo— usando el
paralelogramo de fuerzas. Hasta su muerte en 1722 es
evidente que continuo sus investigaciones. En su obra
postuma Nouvelle Mécanique ou Statique, publicada
en 1725 por sus discipulos, se observa una notable
evolucion, Figura 5. Por primera vez aparecen dibu-
jados cables en equilibrio con cargas puntuales que
toman forma poligonal; es un ejercicio de composi-
cion sucesiva de fuerzas, que ya estaba en La Hire,
pero que se manifiesta aqui con claridad. De hecho,
Varignon fue consciente de la importancia de su enfo-
que y acufla un nuevo término, la machine funiculaire,
que situa al mismo nivel de las maquinas clésicas (la
palanca, el plano inclinado, la cuia y el torno); tam-
bién acufia la expresion polygone funiculaire. En la
Figura 5 se recoge parte de una de las laminas de este
libro y en ella se puede seguir la evolucion de su pen-
samiento. Las Figs. 88y 89 proceden evidentemente
de La Hire (Figura 4 mas arriba). En las Figs. 90, 91 y
92, de manera crucial, se dibuja por separado el poli-
gono de fuerzas como construccion auxiliar para ha-
llar las fuerzas en el cable. Varignon no da un nombre
especifico a esta construccion que, como veremos, no
vuelve a aparecer hasta el siglo xix.

Plan. . Torm. I pao. 2id,
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Figura 5. Construcciones de la machine funiculaire. Por
primera vez aparecen poligonos funiculares y de fuerzas
dibujados por separado (Varignon 1725).

Los escritos de Varignon no tuvieron aplicacion al cal-
culo practico de fuerzas en estructuras, ni de cables, ni
en arcos. La siguiente aplicacion del poligono funicu-
lar siguiendo el enfoque de La Hire se debe a Couplet.
En su primera memoria sobre el empuje de las bove-
das de 1729, centrada en el estudio del equilibrio de un
sistema de dovelas sin rozamiento, vuelve aplicar el
poligono funicular y, superpuesto (y girado para hacer
las fuerzas perpendiculares a las juntas) el poligono de
fuerzas. Couplet lo aplica a un arco y, por primera vez,
al estudio de la platabanda o arco plano (Huerta 2012).
Pero quiza lo més significativo es su dibujo de una
linea de empujes dentro de un arco, componiendo las
fuerzas en cada dovela, que no coincide con la linea
media del arco, Figura 6. Dado que no hay rozamien-
to, los valores de las fuerzas en la juntas, que conver-
gen en el punto R, vienen dados por la interseccion de
las rectas correspondientes con la linea horizontal SA,
siguiendo el método de La Hire (a quien cita). Es la
primera representacion de una trayectoria de empujes
en un arco, formando un antifunicular. El empuje DQ
sobre la junta del arranque So permite calcular el es-
tribo. Couplet no menciona a Varignon ni el término
“funicular”.

Figura 6. Trayectoria de empujes en un arco con dovelas sin
rozamiento (Couplet 1729).

La influencia de Varignon se refleja en el estudio
de los poligonos funiculares que aparece en algunas
obras de la segunda mitad del siglo. Por ejemplo,
Charles-Etienne-Louis Camus (1699-1768) dedica un
libro de sus Elémens de méchanique statique (tercera
parte de su curso de matematicas) de 1752 a la ma-
chine funiculaire y dedica un capitulo a los polygons
funiculaires. Charles Bossut (1730-1814) en su Traité



El analisis grafico de equilibrio de arcos, bovedas y edificios. Un esquema de su desarrollo historico 5

élémentaire de méchanique statique de 1772 (que
luego incorpora a su Cours de mathématiques) trata
también los poligonos funiculares. Ambos autores tu-
vieron gran influencia posterior. Lo mas siginificati-
vo para el presente articulo es que en ambos casos no
aparece la construccion del poligono de fuerzas que
propuso Varignon, como tampoco aparece en ninguna
otra publicacion del siglo xvir en Francia.

En Francia, el interés por los poligonos funicula-
res y de fuerzas solo reaparece a principios del siglo
xix. Dos jovenes ingenieros franceses, Gabriel Lamé
((1795-1870) y Emile Clapeyron (1799-1864) co-
menzaron su carrera en los afios 1820 en la Escuela de
caminos de San Petersburgo, fundada por Agustin de
Betancourt. Alli, interesados en el proyecto de puentes
colgantes, publican el primer articulo sobre poligonos
funiculares (Lamé y Clapeyron 1826) donde exponen
de manera general las relaciones graficas entre los po-
ligonos funiculares y de fuerzas (Bénard 2009). El ar-
ticulo no tuvo en su momento ninguna influencia. Los
ingenieros prefirieron el laborioso enfoque analitico
para trazar las cadenas de los puentes colgantes (véa-
se, por ejemplo, Michal (1841)).

Inglaterra: Stirling, Emerson, Robison

En Inglaterra la idea de Hooke de analizar arcos como
cables invertidos persiste a lo largo del siglo xvii.
Pero los analisis se concentran en la resolucion de pro-
blemas matematicos aplicando las técnicas del calculo
infinitesimal inventado por Newton el siglo anterior.
Asi, James Stirling (1692—1770) al final de su libro de
1717 sobre las curvas de tercer grado, Lineae tertii or-
dinis Neutonianae, se plantea el problema de como hay
que disponer un conjunto de esferas para que estén en
equilibrio formando un arco, usando este ejemplo para
demostrar la propiedad de la catenaria. Para explicar
el problema muestra graficamente el equilibrio en un
dibujo, Figura 7 (a). Esta Figura ejercié una gran in-
fluencia posterior: inspiré a Giovanni Poleni para su
analisis de la ctipula de San Pedro (Poleni 1748) que
realizé mediante un modelo colgante (Heyman 1999).
(Lo mas original del analisis de Poleni es que la cade-
na colgante discurre libremente entre el trasdos y el
intradés de la cipula.) También influyé en matemati-
cos e ingenieros ingleses de la segunda mitad del siglo

XVIII, como William Emerson (1701-1782) quien en
su Doctrine of Fluxions (1743), libro muy popular con
varias ediciones posteriores, se propone el problema
de hallar la carga necesaria para equilibrar un arco de
forma cualquiera (el “problema de La Hire” que vimos
antes, pero a quien Emerson no menciona). Emerson
parte del equilibrio de un antifunicular, que explica
con detalle mostrando la composicion de fuerzas vér-
tice a vértice Figura 7 (b); pero Emerson quiere em-
plear el célculo infinitesimal e imagina que el nimero
de lados del poligono se hace infinito y las cargas de-
finidas por una carga repartida variable.

Figura 7. (a) Disposicion de un sistema de esferas formando
un arco en equilibrio (Stirling 1717); (b) Poligono
antifunicular en equilibrio con fuerzas verticales (Emerson
1743).

en 1772 Charles Hutton (1737-1823) publica sus
Principles of Bridges en el que aplica las ideas y mé-
todos de Emerson a los problemas del proyecto de
puentes. Como dice en el subtitulo: “Containing the
Mathematical Demonstrations of the Properties of the
Arches, the Thickness of the Piers, the Force of the
Water against them, etc.” (Contiene las demostracio-
nes matematicas de las propiedades de los arcos, el
espesor de los estribos, la fuerza del agua contra ellos,
etc.). Hutton repite la Figura 7 (b) de Emerson con el
antifunicular mostrando la descomposicion de fuerzas
en cada vértice. En realidad, Hutton, como Emerson
y el resto de autores ingleses esta preocupado por en-
contrar el arch of equilibration, el arco equilibrado
o catenaria invertida (Ruddock 1978). Hay dos pro-
blemas basicos: 1) dada la curva de intrados, hallar
qué carga hay que afiadir para que esté en equilibrio
formando un arco, Figura 8 (a); 2) definido el trasdds
(normalmente una linea horizontal, pero puede ser
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cualquier curva) hallar la curva de intrad6s de manera
que la carga, definida por la distancia vertical entre
las curvas de intradds y trasdos, equilibra el arco del
intrados, Figura 8 (b). En todos los casos las fuerzas
tiene que seguir el perfil del intradds (un antifunicular
de infinitos lados).

(b)

Figura 8. Los dos problemas principales de la equilibration
theory: (a) Encontrar la curva de trasdos para un intrados
dado; y (b) encontrar el intradds para un trasdés dado
(Hutton 1772).

En general, podemos decir que los ingenieros ingleses,
quiza llevados por el deseo de aplicar el nuevo analisis
diferencial e integral inventado por Newton, estaban
mas preocupados por resolver problemas matematicos
que por solucionar problemas practicos.

A finales del siglo XVIII John Robison (1739—
1805), ingeniero y profesor en la Universidad de
Edimburgo, publica una serie de articulos en la ter-
cera edicion de la Encyclopedia Britannica que cons-
tituyeron un gran avance para la teoria de estructuras
en Gran Bretafia (Yeo 2001). En particular, en su ar-
ticulo “Roof”, de 1796, formula por primera vez la
hipotesis de articulacion para el analisis de entrama-
dos de cubierta, que luego aplicaria con toda gene-
ralidad en el articulo “Carpentry”, en el suplemento
de 1800 (Robison 1800b), en el que realiza el primer
analisis de un entramado de nudos articulados (Huerta
2010).

Estudia también el equilibrio de un sistema de vigas
en equilibrio formando una cubierta poligonal (man-
sardas). En el analisis parte de la idea de un sistema de
barras colgantes articuladas en sus extremos, Fig. § en
la Figura 9. Robison dedica una larga “proposicion”
en al estudio del caso general de una mansarda asi-
métrica, Fig. 10 en Figura 9. Emplea pricipalmente
métodos algebraicos, calculando los édngulos etc. No

obstante, de forma crucial, para obtener las fuerzas
en las barras, realiza la construccion del poligono de
fuerzas, que superpone a la Figura —redescubre de
forma independiente la idea de Varignon casi un siglo
mas tarde. Robison es consciente de la importancia
de su solucion que, dice, contiene toda la teoria de la
construccion de arcos, pues cada barra puede consi-
derarse como una dovela y en ambos casos todo se
mantiene en equilibrio: “This proposition is very frui-
tful in its practical consequences. It is easy to perceive
that it contains the whole theory of the construction of
arches, for each stone of an arch may be considered as
one of the rafters of this piece of carpentry, since all is
kept up by its mere equilibrium.” (Robison 1796, 472)

Figura 9. Equilibrio de un conjunto de vigas articuladas en
sus extremos formando una mansarda (Robison 1796).

En su articulo “Arch” publicado también en el
Suplemento de la Enciclopedia (Robison 1800a), ya
expone su descubrimiento de una manera sencilla y di-
recta. Este articulo supuso un gran avance en el enten-
dimiento del funcionamiento de los arcos. Robison es
el primero que permite que los empujes se aparten del
perfil del intradés del arco. Para analizar el problema
utiliza un modelo colgante compuesto por una serie de
imanes, Fig. 6 en la Figura 10. Si los contactos entre
las piedras son en puntos, la linea que los une, inverti-
da, formara un arco en equilibrio bajo su propio peso;
pero este equilibrio serd inestable y el arco seria in-
capaz de soportar cualquier pequefia carga adicional.
Pero, continia Robison, si en las secciones de, fg, bi
el contacto, en vez de un punto, tiene un cierto espe-
sor, al afiadir una pequefia carga, el arco de equilibrio,
que cambia de forma ligeramente, continuara pasando
dentro de este espesor. Robison rompe aqui con la pre-
suncion, admitida como un dogma hasta entonces, de
que la curva de equilibrio coincide con el intradds: el
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arco de equilibrio puede moverse dentro del espesor
de las juntas del arco real, manteniendo la direccion
de las fuerzas normales a la junta (sigue suponiendo
que no hay rozamiento). Recupera al cabo de mas de
un siglo la idea de Gregory (1697) aplicada por Poleni
(1748) en el analisis de San Pedro de Roma. (Robison
no cita a ninguno de los dos.)

A continuacion propone la construccion que habia
deducido para el proyecto de cubiertas en mansarda
(Fig. 8 en la Figura 10) para célculo de los empujes
en los arcos. Para explicarlo, simplifica la Figuray
la aplica a un arco poligonal simétrico. Para el arco
ABCDE en equilibrio las cargas verticalesen B, Cy D,
deben estar en la proporcion que se obtiene trazando
paralelas a los lados del arco (poligono) por un pun-
to (elige arbitrariamente el punto B por economia del
dibujo; una de las paralelas coincide con la “dovela”
B(C) y trazando una recta vertical cualquiera, 0S, las
fuerzas tienen que ser proporcionales a los segmentos
OC, CR, RS. Se demuestra, ademas, que la compo-
nente horizontal de las fuerzas se mantiene constante
a todo lo largo del arco: “the thrust at any angle, if
estimated in a horizontal direction, is the same throu-
ghout, and may be represented by any horizontal line
BT” (Robison 1800a, 18). Es la primera vez que se
afirma explicitamente la constancia de la componente
horizontal de los empujes a lo largo de un arco some-
tido a cargas verticales.

Figura 10. Fig. 6, conjunto de piedras imantadas que
cuelgan de sus extremos. Fig. 8, poligono de fuerzas de un
arco poligonal (Robison 1800a, Lam. I).

Robison considera luego el caso general cuando el
perfil del arco es una curva continua. Dedica bastan-
te espacio a deducir las expresiones algebraicas para
el equilibrio (sin rozamiento) para un arco definido
por dos curvas cualesquiera de trasddés e intrados,

obteniendo la expresion para el caso de trasdos ho-
rizontal (ya obtenida por Emerson y Hutton). Afirma
que con esto cree haber explicado suficientemente la
teoria del equilibrio de arcos (sin rozamiento), una de
las partes mas delicadas de la ciencia matematica, so-
bre la que se han escrito libros y que todavia ocupa a
los estudiosos. Esta parte del articulo de Robison tie-
ne una influencia en trabajos ingleses posteriores, por
ejemplo Hutton en la revision de su tratado de puentes
incluida en sus Tracts de 1812, incluye ya dibujos ins-
pirados en Robison y, curiosamente, separa el poligo-
no de fuerzas del antifunicular, Figura 11.

Figura 11. (a) Equilibrio de arcos empleando el poligono
funicular. (b) Arco de equilibrio proyectado con la ayuda de
un poligono de fuerzas. El intradds A-I es el punto de partida
(Hutton 1812).

A continuacion, Robison demuestra que esta “deli-
cada parte de la ciencia matematica” esta en com-
pleta contradiccion con los hechos. Cita varias evi-
dencias y contradicciones. Por ejemplo, segin esta
teoria, cuando un arco tiene arranques con tangente
vertical requiere de una carga infinita para mante-
ner el equilibrio (como ya afirmé La Hire en 1695)
y sin embargo los puentes de los romanos con arcos
semicirculares han resistido el paso de los siglos.
Buscando la explicacion a esto, examina primero
el papel de la “cohesion” (resistencia a traccion),
que rechaza si se compara esta resistencia con las
enormes fuerzas que se desarrollan en los puentes.
Concluye finalmente que la unica fuerza que expli-
ca estos fenémenos es la fuerza del “rozamiento”
entre las piedras. Para confirmar esto se refiere a
la forma del colapso de los arcos. Si se carga un
arco en la clave con un gran peso el arco colapsa
dividiéndose en una serie de segmentos, que agru-
pan un conjunto de dovelas, cuyo espesor permite
trazar una linea recta en su interior (Huerta 2012).
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De esta manera, el arco de dovelas se convierte
en un arco poligonal, al que pueden aplicarse las
consideraciones de equilibrio anteriores (Robison
1800a, 20-21).

Robison tiene noticia detallada del hundimiento de
un puente en “arco de considerable tamafio” por un
testigo presencial y la emplea para explicar la forma
en que se hundi6. Tras diversos movimientos y frac-
turas locales, se observo el descenso de la clave y el
ascenso de los rifiones, hasta que el arco finalmente se
hundi6. Robison confirmé la forma de colapso reali-
zando ensayos sobre modelos pequefios de arcos de
dovelas de tiza. Por supuesto, esta forma de colapso
ya habia sido demostrado mucho antes en Francia por
Danyzy en 1732. No obstante, lo que importa aqui no
es el descubrimiento del efecto del rozamiento en el
colapso de los arcos, sino que Robison explica este
colapso con la transmision de las fuerzas dentro del
arco. Esto es completamente original y abre el camino
al concepto de “linea de empujes”, la curva que no
coincide necesariamente con el perfil del arco (esto
es imposible en los arcos planos) y que representa la
transmision de las fuerzas dentro del arco.

LA TRANSMISION DE LAS FUERZAS DENTRO DEL
ARCO: EL CONCEPTO DE “LINEA DE EMPUJES”

Es ciertamente impresionante ver que costd mas de
un siglo liberar el arch of equilibration, el arco de
equilibrio, de la “camisa de fuerza” de la curva de
intradds. Robison preparé el camino para que, final-
mente, Thomas Young (1773-1829) formulara en
1817 el concepto general de “linea de empujes” (que
llama curve of equilibrium). El detalle de la invencion
de este concepto por Young se ha descrito con deta-
lle en otra parte (Huerta 2005). La idea de linea de
empujes fue formulada después, independientemente
de Young, por Méry ([1729] 1768, 1740) en Francia,
Gerstner (1831) en la Austria de los Habsgburgo vy,
con una descripcion matematica completa, Moseley
(1835, 1838) en Inglaterra (Kurrer 1997, 2018).

Lo que nos importa aqui, en este estudio del anali-
sis grafico del equilibrio de arcos a lo largo de la his-
toria, es que el dibujo de la “linea de empujes” es una
representacion grafica de las ecuaciones de equilibrio
y cdémo el trazado geométrico de esta curva, que se

desarrolla a lo largo del siglo x1x increment6 exponen-
cialmente la comprension del funcionamiento de los
arcos y bovedas, y, finalmente, de edificios enteros.
En lo que sigue, veremos el desarrollo del trazado gra-
fico de lineas de empujes.

Young

Thomas Young calcula las lineas de empujes analitica-
mente, integrando la ecuacion diferencial de equilibrio
y calculando después analiticamente las ordenadas de
la curva. En su articulo “Bridge” para el Suplemento
de la cuarta edicion de la Enciclopedia Britanica, par-
tiendo de las ideas de Robison, que libera la trayec-
toria de fuerzas internas de la “tirania” de la curva de
intrados, desarrolla toda la teoria de arcos, obteniendo
incluso soluciones para arcos asimétricos, calculando
la distribucion de tensiones, y teniendo en cuenta las
variaciones de temperatura: una teoria completa que
se adelanta unos 50 afios al resto de autores. Young
es, ademas, el primero en dibujar la linea de empujes
para un puente real, el puente de Waterloo en Londres,
Figura 12.

I g r i
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Figura 12. Linea de empujes (dibujada a la derecha) dentro
del arco del puente de Waterloo en Londres (Young 1817).
Notese como se separa de la linea media del arco.

El articulo de Young, publicado anénimamente en
la Enciclopedia, que manejaba ideas completamente
nuevas y estaba escrito en un lenguaje de muy dificil
comprension, no ejercio ninguna influencia posterior.
Pero eso ni impide que deba recibir el reconocimiento
historico que merece.
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Gerstner

Josef Gerstner (1756—1832), matematico e ingenie-
ro, parte como los autores ingleses del problema del
equilibrio de un sistema de vigas que forman una cu-
bierta poligonal. En un primer libro Einleitung in die
statische Baukunst, (Introduccion a la construccion
equilibrada) de 1789 realiza célculos similares a los de
Emerson, Hutton o Robison, en la hipdtesis del equi-
librio sin rozamiento; en este libro ya aparecen el po-
ligono antifunicular y el poligono de fuerzas. Pero es
en el primer volumen de su Handbuch der Mechanik
(1831), al cabo de cuarenta afios, cuando extrae las
consecuencias de la existencia del rozamiento y dibu-
ja, timidamente, lineas de empujes, Figura 13. (Kurrer
1990,1991) Con mucha mayor extension aplica sus
ecuaciones al problema del “arco invertido”, el puente
colgante, que desde principios del siglo XVIII empez6
a sustituir al arco de fabrica para salvar grandes luces.

Figura 13. Fig. I, equilibrio de cubierta poligonal con el
paralelogramo de fuerzas en cada nudo. Fig. 2, analisis
de equilibrio empleando el poligono de fuerzas Fig. 6,
aplicacion a una curva continua; proyecto de una boveda de
cafion con estribos. Fig. 11, dibujo de lineas de empujes que
se separan de la directriz del arco (Gerstner 1831).

Moseley

Henry Moseley (1801-1872), matematico y astroéno-
mo, profesor de filosofia natural y mecanica aplicada
en la Universidad de Cambridge, estudio la linea de

empujes siempre empleando el célculo infinitesimal,
definiéndola de una manera completamente general
como la linea de interseccion de las resultantes por un
sistema de superficies de corte (planas o curvas). El
estudio se concreta en el estudio del equilibrio de un
sistema de bloques en contacto seco y directo y con-
duce a largas ecuaciones que con frecuencia ocupan
varias lineas. Moseley conocia la teoria de colapso de
Coulomb (1773) y demuestra que el empleo de lineas
de empujes lleva a los mismos resultados, permitiendo
interpretar los mecanismos de colapso. Sus primeros
articulos sobre la teoria general de arcos (Moseley,
1835, 1838) se refieren a casos ideales, completamen-
te generales. Sus dibujos de lineas de empujes den-
tro de arcos y pilares en el espacio son enormemente
atractivos, pero de poca utilidad para los ingenieros.
Realiz6 intentos de hacer mas accesibles sus métodos,
en tratados generales de puentes (Moseley 1838) y de
mecanica aplicada (Moseley 1843), pero, al parecer,
no tuvieron repercusion en la practica —aunque ins-
piraron a los siguientes estudiosos sobre el equilibrio
de arcos (Fig. 14).

Méry

La contribucion de Edouard Méry (1805-1871) es
mucho mas clara y accesible que las anteriores. De
nuevo, desarrolla su teoria de lineas de empujes de
manera independiente. Ya en 1829 la aplica al estudio
de la estabilidad de bovedas reales en Brest, pero esta
memoria manuscrita no se publica hasta 1862. Su ar-
ticulo de 1840 “Mémoire sur I’équilibre des votites en
berceau”, memoria sobre el equilibrio de bovedas de
cafion, publicado en los Annales des ponts et chaus-
sées tuvo una gran influencia posterior. Méry explica
claramente el concepto de linea de empujes e indica
un método analitico-grafico para dibujar estas lineas
para arcos simétricos. En la Fig. 4, Figura 15, para ha-
llar el punto de paso de la resultante por la junta Cc,
para un empuje horizontal en un punto de la clave p,
de un valor dado, se traza una horizontal hasta el pun-
to k situado en la vertical del centro de gravedad del
segmento de boéveda Beeb. Se forma el paralelogramo
kspr. Tomando segementos proporcionales al empuje
horizontal, kp, y al peso del segmento ks, la diago-
nal kr es el empuje resultante que corta a la junta Cc
en el punto vy, un punto de la linea de empujes. En la
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Fig. 5

Fig. 16

ol Wasle, dpohictzaral Bibrary. 59. Bigh Halberr.

Figura 14. Teoria general de las lineas de empujes (Moseley 1838).

Figura se repite el proceso para la junta a4. El proce-
dimiento es muy sencillo y la tnica dificultad estriba
en que hay que ir calculando los centros de gravedad
para cada una de las secciones. Méry no da detalles
sobre como realiza esta operacion.

Fie. 4.

Figura 15. Fig. 4, trazado de lineas de empujes. Fig. 5,
lineas de empuje minimo y empuje maximo (Méry 1840).

Al dibujar lineas de empujes en un arco de espe-
sor suficiente resulta que es posible dibujar infinitas
lineas de empujes. No obstante, hay dos posiciones
extremas: la linea de minimo empuje y la maximo em-
pujes, que aparecen dibujadas en la Fig. 5, Figura 15.

Méry demuestra una comprension completa del
analisis de arcos o bovedas de cafidon empleando li-
neas de empujes. Sabe que cuando la linea de empujes
toca el borde de la fabrica se puede formar una grieta
de articulacién y que cuando su niimero es suficien-
te se puede formar un mecanismo de colapso. Como
Moseley, relaciona la teoria de equilibrio de lineas de
empujes con la de colapso por formacion de articula-
ciones. Entiende, como lo hizo Couplet en 1730, que
el arco limite, el arco de minimo espesor que contie-
ne una linea de empujes, es el punto de partida del
proyecto. El espesor de un arco real debera ser mayor
para obtener seguridad. Por otra parte, quiere probar la
bondad de su teoria comparando los dibujos de lineas
de empuje en arcos limite con los resultados de los
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Figura 16. Calculo de arcos limite mediante lineas de empujes y comparacion con los resultados de los ensayos de Boistard

y del analisis de colapso de Audoy (Méry 1840).

ensayos realizados por Boistard hacia 1800 sobre mo-
delos grandes, de 2,60 m de luz, Figura 16. Encuentra
una concordancia perfecta. También compara sus re-
sultados con los obtenidos analiticamente por Audoy
en 1820 usando la teoria de Coulomb.

Finalmente, Méry plantea por primera vez el anali-
sis de la estabilidad de un “edificio”, una boveda apo-
yada sobre un pilar y conectada por un arbotante a un
estribo. Méry no usa estos términos pero, sin duda,
es el analisis de la seccion de una iglesia gotica. Es

(b)

Figura 17. (a) Analisis de colapso de una bdoveda con un
contrarresto formado por arbotante y estribo (Méry 1840);
(b) Mecanismo de colapso.

la primera vez que se intenta este tipo de analisis y
Meéry emplea las lineas de empujes para entender el
proceso a seguir. En la Figura 17 (a) Méry expresa ha
dibujado las lineas de empujes en la situacion de co-
lapso, que se ha redibujado exagerando el movimiento
Figura 17 (b).

Difusion del concepto de linea de empujes. Primeros
trazados graficos

La idea de la linea de empujes, el estudio de la trans-
mision de las cargas dentro del arco supuso un avan-
ce extraordinario. Hemos visto que el tratamiento de
Young y de Moseley fue eminentemente matematico,
pero ambos vieron que la linea de empujes se po-
dia mover libremente dentro del espesor del arco. A
Young, no le preocupd en sus andlisis sobre el pro-
yecto de Telford de un arco de 600 pies de luz y en su
aplicacion a puentes reales. Moseley, por el contrario,
si se planteo cual, entre las infinitas posibles, seria la
“verdadera” linea empujes. Aplicando su principio de
minima reaccion, afirmo que la linea “real” o “verda-
dera” seria aquélla que produce un empuje minimo.
En Francia, Méry, al mismo tiempo que Moseley, es-
tablecio los limites entre los que se podria mover: era
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posible calcular el empuje minimo, que correspondia
a la posicion mas peraltada, y el empuje maximo con
el minimo. Pero su estudio se concentré después en
obtener los espesores limite, valor que podia ser cal-
culado con exactitud.

Los siguientes desarrollos se dedican principal-
mente al estudio del trazado de la linea de empujes. El
método grafico resultd casi obligado: las ecuaciones
diferenciales de equilibrio eran largas (en los articu-
los de Moseley ocupan con frecuencia varias lineas)
y su integracion exacta resultaba imposible salvo para
casos muy sencillos. Méry propuso una construccion
grafica, pero no dio ejemplos de su aplicacion. Se ba-
saba en la constancia de la componente horizontal de
empuje en arcos sometidos a cargas verticales. Se su-
ponia un cierto empuje horizontal en la clave y se iban
considerando distintas secciones. El punto de paso de
la resultante se obtenia componiendo graficamente el
empuje horizontal con el peso aplicado en el centro de
gravedad correspondiente. La complicacion estribaba
en hallar los sucesivos centros de gravedad de los blo-
ques definidos por las secciones.

Esta propiedad de la constancia de la componente
horizontal del empuje. Es la base del articulo que el
ingeniero inglés William Henry Barlow (1812-1902)
publica en 1846 con un titulo explicito: “On the
Existence (practically) of the line of equal Horizontal
Thrust in Arches, and the mode of determining it by
Geometrical Construction,” sobre la existencia en la
practica de la linea de empuje horizontal constante.
Barlow emplea ensayos sobre diversos modelos, muy
ingeniosos, para demostrar la existencia de esta linea.
Explica su método de trazado basado en la constancia
del empuje horizontal, Figs. 6, 7 en Figura 18. Como
Meéry traza las lineas de empuje maximo y minimo,
pero también traza lineas intermedias, Figs. 9, 99
Figura 18, aunque sin entrar, como Moseley, en cual
es la verdadera linea de empujes. Como Méry aplica
su método grafico para obtener arcos limite, pero a
dieferencia de éste Barlow explica el trazado que apa-
rece dibujado sobre cada arco, Figs. 10-12, Figura 18.

En el mismo afio de 1846 otro inglés, George Snell
(1820-1893), arquitecto, educado en la Institution
of Civil Engineers, publica un largo articulo “On the
Stability of Arches”, sobre la estabilidad de los arcos.
En él aparece el primer dibujo de una linea de empujes
dentro de un arco, en realidad medio arco, mostrando

Figura 18. Trazado geométrico de lineas de empujes (Barlow
1846).

claramente la composicion de las fuerzas, aplicando
la ley del paralelogramo en cada una de las dovelas;
se trata de un antifunicular pero Snell no lo menciona,
Figura 19.
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Figura 19. Trazado de la linea de empujes aplicando el
paralelogramo de fuerzas en cada dovela (Snell 1846).
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Figura 20. Analisis de equilibrio del puente de Pont-y-Prid
de 43 m de luz (Snell 1846).

En el articulo aplica el mismo método a distintos ar-
cos, combinando en la parte superior el enfoque de
Barlow y en la parte inferior componiendo las fuerzas
en cada novela. Se ocupa también de arcos con carga

asimétrica: la primera vez desde el articulo pionero
de Young (1817), que trat6 el problema analiticamen-
te. Finalmente, hace un analisis grafico del puente
Pont-y-Prid, el de luz mas grande en Inglaterra en
aquella época (43 m), Figura 20.

Lineas de empujes y generacion de las formas de
arcos

La potencia de la idea de linea de empuje se demuestra
en la interpretacion de la idoneidad de ciertas formas
de arcos. Asi, Moseley (1839) muestra la mejor ade-
cuacion de los arcos apuntados para soportar grandes
cargas en su clave, realizando un expresivo dibujo,
Figura 21 (a). En 1849 Eduard Hatzel, un oscuro ar-
quitecto-funcionario, dibuja diversas lineas de em-
pujes, Figura 21 (b), que discurren libremente por el
espesor de los arcos; discute, ademas, las ventajas del
arco apuntado y de la necesidad del relleno, dibujando
la linea de empujes para el caso del arco apuntado sin
carga en la clave y con carga en la clave, Figs. 8, 9 en
Figura 21 (b).

En el decenio siguiente, en 1857, Hermann
Scheffler (1820—-1903), ingeniero, matematico y fisico
aleman, publica su tratado sobre bovedas y muros de

165 Uber de Techinik in specieller Bezichung auf dic A
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Figura 21. Arcos apuntados y lineas de empujes: (a) Capacidad de carga, Moseley (1839). (b) Adecuacion por carga en la

clave Hatzel (1847).
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contencion, Theorie der Gewélbe, Futtermauern und
eisernen Briicken. Respecto a los arcos, sigue la teoria
de Moseley (tradujo al aleman su manual de 1843) y la
desarrolla con detalle. Emplea principalmente méto-
dos analiticos, pero aplica también métodos semi-gra-
ficos que, como los de Méry y Barlow, basados en la
constancia del empuje horizontal en la clave. Sobre
la “verdadera” linea de empujes, acepta la teoria de
Moseley: es aquella que produce el empuje minimo.
Como Barlow aplica sus construcciones graficas al
calculo de arcos limite, Figura 22 (a). Quiza por pri-
mera vez, considera el empuje oblicuo del terreno
al calcular las bovedas de los tineles, Figura 22 (b).
Plantea también el equilibrio de bovedas de arista y
de ctpulas (Fuentes 2021a). Como ejemplo, aplica
su teoria a verificar la cipula de San Pedro de Roma,
Figura 22 (c). Su manual se tradujo al francés en
1864 (Scheffler 1864), y es a través de esta traduccion
por la que se debieron transmitir sus métodos al &mbi-
to francofono (y espaifiol).

En el decenio de 1860 se sabia que habia infinitas
lineas de empujes dentro de un arco de suficiente espe-
sor, y habia métodos sencillos para dibujar cualquie-
ra de ellas, imponiendo ciertas condiciones. Como se
ha visto, para un arco simétrico bastaba con fijar los

puntos de paso en la clave y en los arranques. Pero tra-
zar la linea de empuje minimo, de un interés evidente
pues se produce de forma natural al ceder ligeramente
los apoyos, requeria penosos tanteos.

Transformaciones geométricas de lineas de empujes

En 1861 un ingeniero inglés publica de forma anoni-
ma, un articulo sobre la estatica de los puentes, Statics
of Bridges (1861) donde, quizad por primera vez en
Inglaterra emplea los poligonos funicular y de fuer-
zas para dibujar las lineas de empujes. El desconoci-
do autor muestra una comprension extraordinaria del
equilibrio de los arcos, relacionando con claridad los
agrietamientos con las lineas de empujes, Fig. 15 en
la Figura 23. Nos interesa aqui, como muestra del in-
terés y utilidad de los métodos graficos, un ingenioso
método de su invencidn para trazar lineas de empujes
dentro de los arcos. El método se basa en la identidad,
para cargas verticales, entre el poligono funicular y el
diagrama de momentos flectores. El autor demuestra,
entonces, lo que después se llamaria propiedades pro-
yectivas de los funiculares en equilibrio con las mis-
mas cargas verticales. No entraremos en el detalle de

Figura 22. Scheffler (1857): (a) Equilibrio de arcos; (b) Empuje oblicuo del terreno en bovedas enterradas; (c) Analisis de la

ctpula de San Pedro de Roma.
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las deducciones que se han discutido en otra parte; nos
interesa solo el método geométrico. Parte de un funi-
cular en equilibrio con la cargas. Después, estirando
o contrayendo los espacios entre las lineas verticales
de accion de las fuerzas, consigue que el funicular se
convierta en una recta, Fig. /8 en Figura 23. A conti-
nuacion aplica la misma transformacion a las curvas
de intradés y de trasdds. Cuando se busca la linea de
empuje minimo se trata de la linea con maxima pen-
diente, que se hace tangente al trasdos y al intrados,
Figs. 21, 22 en Figura 23. Lo aplica también a arcos
con carga asimétrica. Este método, enormemente in-
genioso, pasd desapercibido. Fue sacado del olvido
por Fuller (1875) para simplificar el calculo elastico
de arcos. Heyman (1982) recuper6 su esencia geomé-
trica y la aplico a la obtencion rapida de los espesores
limites de arcos. Para un analisis mas extenso del mé-
todo, véase Huerta (2004).

K FedecbaCibd o 7 &

Figura 23. Dibujo de lineas de empujes usando la analogia
con el diagrama de momentos flectores (Statics of Bridges
1861).

LA “ESTATICA GRAFICA”

Diversos autores, principalmente arquitectos, empe-
zaron a usar métodos graficos de analisis de arcos,
repitiendo construcciones similares a las anteriores,
combinadas con calculos algebraicos o no, pero el
empleo de método grafico solo se generalizd gracias
al impulso de Karl Culmann (1821-1881) Profesor del
Politécnico de Zurich. La publicacion en 1866 de su
Graphische Statik, estéatica grafica, marco un hito en el

analisis de estructuras. Hay que precisar que la palabra
“Statik” en aleman significa calculo de estructuras;
las traducciones “estatica grafica”, “statique graphi-
que” o “graphic statics”, tienen un sentido restringido
al empleo de sélo las ecuaciones de equilibrio, que
no esta en el original, que contempla el empleo de
las ecuaciones del material y de compatibilidad, por
ejemplo, en el analisis elastico de arcos. La traduccion
correcta seria “Calculo grafico de estructuras”.

Culmann plante6 un ambicioso programa por el
cual practicamente todo el célculo de estructuras se
podria tratar con métodos graficos (Maurer 1998). En
el caso que nos ocupa maneja con claridad el poligono
funicular combinado con el poligono de fuerzas para
el trazado de lineas de empujes en arcos y estribos;
discute ademas los posibles planos de corte o de junta
(Figura 24). Consciente de la indeterminacion de la
posicion de la linea de empujes afirma, sin demostra-
cion, que la “verdadera” linea de empujes es aquella
que se aproxima mas a la linea media del arco. Lo im-
portante es que Culmann dio carta de validez y popu-
lariz6 los métodos graficos, aunque con el tiempo el
propio Culmann vio que no todo se podia tratar de for-
ma exclusivamente grafica y que con frecuencia habia
que combinar lo analitico y lo grafico.

Desde el decenio de 1870, y hasta bien entrado el
siglo xx, se publicaron innumerables manuales de es-
tatica grafica (Chatzis 2004). En general se centraban
en el problema el problema de hallar las fuerzas inter-
nas en entramados de barras. Este tipo de estructuras
revolucioné la construccion de cubiertas, puentes y
torres: la exposicion Universal de Paris de 1889 con-
sagro el dominio de este tipo estructural con dos ejem-
plos magnificos: la Galeria de Maquinas, con una luz
de 114 m, y la torre Eiffel con sus mas de 312 metros
de altura. El analisis de los entramados de barras se
basaba en las propiedades reciprocas de la geometria
del entramado y de sus poligonos de fuerzas en equili-
brio. Estas propiedades ya fueron formuladas por pri-
mera vez con toda generalidad por Maxwell (1864),
en un largo y dificil articulo. Este aspecto abstracto
de la estatica grafica aparece también en el tratado de
Culmann, sobre todo en el primer tomo de su segunda
edicion (Culmann 1875) que su muerte en 1881 le im-
pide completar (Maurer 1998). La tendencia a la abs-
traccidon geométrica se incrementa en otros tratados
posteriores. Véase por ejemplo el tratado del italiano
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Figura 24. Dibujo de lineas de empujes en arcos y bovedas de canon con la ayuda de los poligonos funicular y de fuerzas.
Notese la consideracion de distintos planos (hipotéticos) de junta (Culmann 1866).

Cremona (1872) que tuvo gran éxito y se tradujo a va-
rios idiomas. En Espafia el diagrama de Maxwell para
obtener las fuerza internas en entramados de barras se
conoce popularmente como “el cremona”.

En estos tratados de estatica grafica del ultimo cua-
tro del siglo xix el trazado de lineas de empujes en
arcos no siempre se exponia, quizd porque se consi-
deraban ya los arcos y bovedas de fabrica como algo
“pasado”, o quiza porque lo consideraban como algo
trivial. El unico desarrollo fue, quiza, la aplicacion de
las propiedades proyectivas de los poligonos funicu-
lares y de fuerzas para simplificar trazados basicos,
como por ejemplo, métodos para trazar un funicular
que pasa por tres puntos. Pero los trazados mas pri-
mitivos, semi-graficos, de Méry, Barlow o Scheffler
se siguieron usando para el caso de arcos simétricos
hasta entrado el siglo xx.

Primeros analisis de equilibrio de bévedas y
edificios

El siguiente salto cualitativo fue pasar del plano al es-
pacio, de los arcos y las bovedas de cafidn, a las cu-
pulas y bovedas de arista. Frézier en 1739 ya habia
explicado el enfoque: imaginar la boveda cortada en
arcos elementales “planos” y obtener el empuje de la
boveda espacial como la suma de los empujes de cada
uno de los arcos elementales. Frézier dio solamen-
te la idea y saco algunas conclusiones sencillas que
tuvieron gran repercusion posterior. Por ejemplo, su
idea de que el empuje de una clpula semiesférica es
la mitad del empuje de la boveda de cafién del mismo
perfil, aunque no es exactamente cierta, si es bastante
aproximada, va a favor de seguridad y se menciono en
sucesivos tratados. El gran arquitecto y constructor de
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bovedas, Rafael Guastavino padre utilizo esta simpli-
ficacion para calcular los empujes de sus grandiosas
cupulas y poder calcular asi la traccion en los zunchos
de hierro que los anulaban, Guastavino (1883, 2006),
Huerta (20006).

En 1748 Poleni aplic con toda claridad este enfo-
que de los cortes a la cupula de San Pedro de Roma,
si bien obtuvo la linea de empujes experimentalmente
mediante un modelo colgante, sin duda, al darse cuen-
ta de la enorme complejidad del calculo matematico
asociado (Lopez Manzanares 2023). Navier recogio
el enfoque en su Résumé des lecons (1826 y edicio-
nes sucesivas) y lo popularizé. En el decenio de 1870,
varios arquitectos e ingenieros se dieron cuenta de la
enorme libertad que daba la posible division de bo-
vedas y ctpulas espaciales en arcos elementales, y la
posibilidad de la obtencion de manera puramente gra-
fica de sus empujes. Como pioneros podemos citar a
Paul Planat en Francia, Wittmann en centroeuropa y
Eddy en América. Al mismo tiempo se desarrollaron
métodos analiticos. En 1858, Rakine en su Manual of
Applied Mechanics desarroll6 el analisis de membra-
na, algebraicamente, para ctipulas y obtuvo las ecua-
ciones de las tensiones internas. En 1866, Schwedler
hizo un desarrollo similar para calcular analiticamente
las fuerzas en su sus ctpulas de barras.

Francia: Planat. Primer estudio global de un edificio

Paul Planat (1839-1911), un ingeniero egresado de la
Ecole centrale, es quien por primera vez, en 1877, rea-
liza el analisis de equilibrio de un edificio completo.
Curiosamente, el objetivo no era este analisis sino expli-
car mediante la aplicacion de las formulas de la flexion
compuesta, las deformaciones que se observan habi-
tualmente en las grandes iglesias goticas, Figura 25 (a).
Para ello debe obtener los empujes en las secciones mas
importantes y realizar el analisis de equilibrio. No pare-
ce dar importancia a la audacia de su analisis, pero hay
que insistir en que es la primera vez que se acomete la
tarea de explicar el equilibrio de un edificio completo.
Planat imagina las bovedas de cruceria compuestas de
arcos elementales que cargan sobre los arcos cruceros,
que finalmente transmiten las cargas al sistema de con-
trarresto, formado por arbotantes y estribos exteriores.
No dibuja las lineas de empujes en los arcos elemen-
tales y se limita a hallar el empuje horizontal conside-
rando la “junta de rotura” a mitad de distancia entre los
arranques y la clave (un residuo de la antigua teoria de
La Hire-B¢élidor), Figura 25 (b). Aplica el mismo enfo-
que para hallar los empujes de los arbotantes y dibuja
el estado completo de equilibrio para el tramo completo
considerado, Figura 25 (c).

©

Figura 25. Analisis de equilibrio de una iglesia gotica (Planat 1877): (a) Deformaciones observadas; (b) Calculo de empujes
en las bovedas de cruceria y arcos de la nave; (¢) Equilibrio del tramo completo.
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Alemania: Wittmann y Gottgetreu. Analisis de bo-
vedas y cupulas

Wilhelm Wittmann (1845-1899), arquitecto y pro-
fesor en la Escuela Técnica de Munich, publico en
1879 (Wittmann 1879a) en la revista Zeitschrift fiir
Bauwesen, de gran difusion en Europa central, un ar-
ticulo sobre “Theorie der Gewdlbe”, teoria de las

bovedas, que luego rincluyé ampliado en su tratado
Statik der Bauconstructionen (Wittmann 1879b), meca-
nica de las construcciones. Wittmann explica el trazado
grafico de lineas de empujes, primero en arcos, después
en sistemas de arcos con sus estribos, bovedas de tune-
les (considerando el empuje del terreno), bovedas de
cruceria (con cortes paralelos a los arcos de cabeza o
perpendiculares al arco crucero), y, finalmente, ctpulas
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Figura 26. Analisis de equilibrio (Wittmann 1879a): (a) Bovedas de cruceria, cortes paralelos a los arcos de cabeza; (b)

Cupulas simples y dobles.
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Figura 27. Analisis grafico de equilibrio (Gottgetreu 1880): (a) Boveda de cruceria sobre estribos; (b) Cipula de San Pedro

de Roma.
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simples y dobles. Es la primera vez que se afrontaban
estos problemas graficamente, de manera sistematica y
en una forma sencilla aplicable por cualquier arquitec-
to ingeniero, con un simple conocimiento de las leyes
de la estatica. Wittmann no parece dar importancia de
descubrimiento a esos métodos que parecen haber es-
tado en el aire en aquella época. Cita a autores ante-
riores (Scheffler, Frauenholz, Heinzerling, von Ott) del
ambito centroeuropeo, pero ninguno de ellos se habia
ocupado de bovedas de arista o ctipulas.

Rudolf Gottgetreu (1821-1890), otro arquitecto mu-
niqués y profesor de dibujo en el Politécnico, debid lle-
var ya afios estudiando el analisis de equilibrio de arcos
y bdvedas cuando publicé en 1880 el primer tomo de
su Lehrbuch der Hohcbaukosntruktionen, Manual de la
construccion de edificios, dedicado a las construcctio-
nes en piedra (Gottgetreu 1880). En este tomo dedica
un largo apartado al analisis de la estabilidad de las bo-
vedas y sus estribos (Uber die Stabilitit der Gewdlbe
und deren Stiitzen) donde expone la construccion de
lineas de empujes en arcos y bovedas y ctpulas, con

la novedad de que las aplica a casos de apariencia real.
Asi, en el célculo de la boveda de cruceria dibuja lo
que puede ser una bdveda de cruceria real con sus con-
trafuertes de seccion variable, etc., Figura 27 (a). En el
caso de las cupulas tras explicar el trazado general lo
aplica al trazado de la linea de empujes en la cupula
de San Pedro de Roma, donde hace detallado, anali-
sis grafico que reproduce en una espléndida lamina,
Figura 27 (b).

Eddy. Analisis de ctipulas: estado de membrana

Desde el siglo XVIII se sabia que en la parte superior
de una ctpula se podian formar anillos de compresion
que permitian “dirigir” las fuerzas por la superficie
media. Bouguer (1734) ya encontrdé que, en una cu-
pula semiesférica, a partir de cierto angulo (52°) los
anillos se traccionaban. También se realizaron varios
intentos de hallar la forma matematica de la cupula de
forma ideal (Lopez Manzanares 2022). Todo ello llevo

e
TRAZADO DE LOS ENPUJES, RESISTENCIAS Y ESPESORES
DE LAS BOVEDAS, PILARES Y BOTARELES EN
LA YCLESIA DE S. JUAN.

Figura 28. Analisis grafico de ctpulas: (a) Eddy (1877); (b) Foppl (1881).
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a complicaciones matematicas que impedian su apli-
cacion practica. Rankine (1958) fue el primero en dar
una exposicion matematica sencilla para geometrias
simples (la esfera, el cono) de las ecuaciones de la
membrana, esto es, la solucion de equilibrio con todas
las fuerzas tangentes a la superficie media. Las formu-
las de Rankine se emplearon en el célculo de las pri-
meras cipulas de hormigon armado (Kohnke 1909).
Elingeniero americano Henry T. Eddy (1844-1921)
publico en 1877 sus New Constructions in Graphical
Statics donde incluye el primer método puramente
grafico para el andlisis de cupulas, ya sean de fabri-
ca o de metal, Figura 28 (a). Eddy sefiala que en las
cupulas de fabrica se puede tener un estado de mem-
brana en la parte superior, pero que pasado un cierto
angulo la superficie de empujes se tiene que separar
de la superficie media. El tratado fue traducido al ale-
man por August Foppl (Eddy 1880) quien expresa esta

propiedad con un expresivo dibujo en su tratado so-
bre bovedas (Foppl 1881), Figura 28 (b). Este método
de Eddy fue popularizado en el mundo anglosajon a
principios del siglo xx por Dunn (1904). El método
se empled para calcular el armado de las ctpulas de
hormigon (Kohnke 1909). A principios del siglo xx
se empled en el calculo de grandes cupulas de fabrica
(Fuentes 2021b).

PRIMERAS APLICACIONES AL ESTUDIO DE
ESTRUCTURAS HISTORICAS: EL CASO DE ESPANA

El analisis grafico del equilibrio se propagd con ve-
locidad por las distintas escuelas de arquitectura e in-
genieria en toda Europa. Con sorprendente rapidez se
aplicaron al analisis de estructuras historicas. Resulta
dificil hacerse una idea del alcance y los medios de esta

=,
TRAZADO DE 1.OS EMPUJES, RESISTENCIAS Y ESPESORES
DE LAS BOVEDAS, PILARES Y BOTARELES EN
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Figura 29. Saavedra (1860): (a) Analisis de arcos. Empleo de poligonos funiculares y de fuerzas; (b) Método grafico-analitico
para el calculo de empujes de una boveda de arista. Paredes Guillén (1878): (c) Aplicacion del método de Saavedra a la
iglesia de San Juan en Don Benito (Archivo Provincial de Caceres).
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difusion, pero hay casos concretos que son muy sigi-
nificativos. Nos limitaremos al caso de Espafia donde
estan documentados varios casos muy significativos.

El primero de ellos es un intento de analisis de una
seccion de una iglesia gotica en 1878 por parte del
arquitecto extremefio Vicente Paredes Guillén (1840—
1916). Paredes intenta aplicar el complicado método
grafico-analitico de Saavedra (incluido en los apéndi-
ces a la edicion espafola del tratado de estabilidad de
las construcciones de Michon (1860)) a calcular los
empujes de las bovedas de un proyecto para la iglesia
de San Juan en Don Benito, Badajoz, Figura 29. (Debo
el conocimiento de este trazado a José Sanchez Leal
(1) que me lo envid hace ya dos decenios.) No se con-
servan calculos y la iglesia construida es distinta, pero
es llamativo que un arquitecto, egresado en 1868 de la
Escuela de Arquitectura de Madrid, intentara un célculo
de este tipo.

Pero el hecho mas relevante es que en 1882 Juan de
Madrazo y Kunst (1829-1880), arquitecto egresado de
la Escuela de Arquitectura de Madrid en 1852, reali-
zara un analisis estatico de las bovedas de la catedral
de Leon. No hemos conseguido consultar la memo-
ria original pero los trazados graficos publicados por
Gonzalez Varas (1993, 2001) no dejan lugar a dudas
de que Madrazo conocia las técnicas de trazado de
Méry, Barlow, o Scheffler, que aprendi6 posiblemente
en la Escuela de Arquitectura, y que también cono-
cia el método de los cortes para el analisis de bove-
das de cruceria, Figura 30. Sin duda en la Escuela de
Arquitectura habia algiin profesor o profesores que
transmitié en época temprana los ultimos avances
en el analisis de equilibrio de arcos y bovedas. Esta
suposicion no la he podido comprobar por la escasez
de publicaciones sobre la ensefianza en la Escuela de
Arquitectura; solo hay descripciones generales que no

nnn

Figura 30. Analisis de equilibrio de los nervios que soportan las bovedas de la catedral de Leon (Madrazo y Kunst 1882.
Archivo General de la Administracion. Tomado de Gonzalez Varas (1993)).
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entran en el detalle de la ensefianza (Navascués 1994,
1996). Madrazo aplico el método de los cortes para el
calculo de los empujes que se transmitian a través de
los nervios. Posiblemente el empleo de esta técnica se
ve apoyado por las teorias de Viollet-le-Duc (1854),
que consideraba la plementeria como un elemento pa-
sivo, mientras que los arcos cruceros eran el elemento
activo que transmitia los empujes.

En el mismo decenio, en 1884, Adolfo Fernandez
Casanova (1843-1915), titulo de arquitecto en 1871,
realiza un estudio completo de la estabilidad uno de
los pilares torales de la catedral de Sevilla, dentro de
sus amplios trabajos y estudios de este monumento.
Como antes no he podido consultar la memoria y di-
bujos originales. La ilustracion que he reproducido
en la Figura 31 (a) esta tomada de Gomez de Cozar y
Gomez Terreros (2000). A pesar de la baja calidad, se
distingue claramente el trazado de lineas de empujes,
esta vez con la ayuda de poligonos de fuerzas (que
estaban ausentes en el analisis de Madrazo).

Finalmente, en 1889, Enrique Maria Repullés y
Vargas (1845-1922), titulo de arquitecto en 1869, rea-
liza un extenso estudio del equilibrio de la Basilica
de Avila que, al parecer, se encontraba en un estado
ruinoso (Alvarez Capra 1890). En la Figura 31 (b)

se reproducen los trazados graficos. Como Fernadez
Casanova, Repullés emplea el poligono de fuerzas
para trazar las lineas de empujes.

Como se ha dicho el estudio de la aplicacion de los
métodos graficos de equilibrio a casos de peritajes rea-
les esta por hacer. La dificultad radica en que, como
en los citados casos de Leon y Sevilla en Espafia, este
tipo de analisis no hayan sido publicados y se con-
servan inéditos en los archivos de las iglesias o cate-
drales, o de diversas instituciones. Sin embargo, estos
ejemplos confirman que, hacia 1890, los arquitectos e
ingenieros disponian ya de herramientas para el anali-
sis grafico, no ya de arcos y bovedas, sino también de
edificios completos.

LA DIFUSION DE LOS METODOS GRAFICOS DE
EQUILIBRIO HACIA 1900

El decenio de 1880 fue de extraordinaria actividad
en el desarrollo de analisis graficos de equilibrio
de arcos, bovedas y edificios. Durante estos afios,
en toda Europa, arquitectos e ingenieros descubrie-
ron la potencia del enfoque grafico y lo aplicaron
con mayor o menor rigor e ingenio al analisis de

Figura 31. (a) Equilibrio de uno de los pilares torales de la catedral de Sevilla (Fernandez Casanova, 1884. Cabildo de la
Catedral de Sevilla. Imagen tomada de Gémez Cozar (2000)); (b) Analisis de la estabilidad de la Basilica de Avila (Repullés

y Vargas 1889).
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edificios abovedados. En los manuales de estabilidad
de las construcciones (lo que hoy llamamos calcu-
lo de estructuras) hay siempre un apartado dedicado
al estudio grafico de arcos y bdvedas. Sin ninguna
pretension de hallar el “estado real” de la estructu-
ra —Ila solucion elastica que llevaba a sistemas de
ecuaciones imposibles de resolver— los arquitectos,
principalmente, y algunos ingenieros, podian realizar
estudios de equilibrio basados en un conocimiento
profundo de la construccion y aplicando las sencillas
técnicas de trazado de lineas de empuje que hemos
visto (Huerta 2008).

Por ejemplo, en Francia, el arquitecto Léon
Benouville (1860—-1903) publico en 1891, su anali-
sis de equilibrio de la catedral de Beauvais, como
parte del trabajo presentado en su concurso para ser
arquitecto diocesano (Benouville 1891), Figura 32.
Este analisis, comentado ya por Heyman (1968),
parte de un valor conocido del empuje de las bove-
das y establece el equilibrio a largo del sistema de

contrafuertes, arbotantes y estribos hasta llegar a la
base de los pilares y de los estribos exteriores. Es
significativo que Benouville no indique como ha cal-
culado el empuje de las bovedas; esto se debe con
toda probabilidad a que se consideraba ya entonces
como un método bien conocido. Benouville calcu-
la también las tensiones medias en la base del pilar
y se sorprende al hallar un valor de sélo 13 kg/cm?
(1,3 N/mm?), para unos pilares que soportan las bo-
vedas mas altas del gotico que alcanzan 48 m de al-
tura desde el suelo de la nave.

Pero hay dos personas clave en la difusion de los
analisis de equilibrio de arcos y bovedas: en Francia,
Paul Planat, de quien hemos visto su primer trabajo.
En Alemania, Karl Mohrmann. De manera diferente,
que veremos a continuaciéon, ambos autores, el pri-
mero ingeniero, el segundo arquitecto, fueron claves
en la difusion y desarrollo de estos métodos.

Etal reslauré.

Figura 32. Analisis de equilibrio del sistema de contrarresto de la catedral de Beauvais (Benouville 1891).
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Paul Planat: las consultas técnicas en la
Construction moderne

Probablemente sea Paul Planat, a quien mencionamos
antes por su pionero analisis de equilibrio de una igle-
sia gotica, quien haya contribuido méas a difundir los
métodos de analisis grafico de equilibrio en general, y
en particular los de estructuras abovedadas de fabrica.
Para ello empled su revista La construction moderne,
semanario ilustrado sobre arte, teoria aplicada, prac-
tica, ingenieria civil, industrias de la construccion.
Fundada por ¢l en 1885 la dirigi6 hasta su muerte en
1911 (Rimler 1911). Planat cre6 una secciéon sobre
“consultas técnicas” —que habia empezado antes en
La semaine des constructeurs coeditada con Cesar
Daly, y que abandon6 por diferencias de criterio— en
la que contestaba a problemas practicos enviados por
los suscriptores de la revista. Estas consultas aborda-
ban todo tipo de problemas practicos de calculo y pro-
yecto de estructuras. Aunque la mayoria se refieren a
las modernas estructuras de hierro, entramados o vigas
continuas, un numero significativo se refiere a estruc-
turas abovedadas de fabrica.

En 1887, poco después de iniciar la publicacion de
La construction moderne, Planat publica su Pratique
de la mecanique appliquée a la résistance des maté-
riaux, manual que gozo6 de gran difusion y tuvo, al
menos, cinco reimpresiones. El ultimo capitulo XV
esta dedicado las bovedas en general y hay un aparta-
do especifico sobre “Voites d’églises et arcs-boutants.
coupoles”, bovedas de iglesias y arbotantes, cupulas,
Figura 33. Su influencia en Espafia fue rapida: Marva
y Mayer en la segunda edicion de su Mecdnica apli-
cada a las construcciones publicada en 1894 (1* ed.
1888), ya incluye los analisis graficos de Planat y co-
pia las ilustraciones en su atlas.

Planat aplica siempre un enfoque de equilibrio ayu-
dado por construcciones graficas de lineas de empu-
jes. Muestra una preferencia por realizar la composi-
cion de fuerzas sobre el propio dibujo, empleando el
poligono de fuerzas en raras ocasiones. Resulta fas-
cinante hojear la revista a lo largo de los afos (hoy
en dia los nimeros correspondientes son facilmente
accesibles, por ejemplo, en Internet Archive) y ver la
enorme variedad de problemas que afronta. El analisis
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Figura 33. Casos de la Mécanique pratique (Planat 1887): (a) Empuje de una boveda de cruceria; (b). Equilibrio de béveda

y arbotante.
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Figura 34. Diversos ejemplos de “consultas técnicas” de Plana
de 1908; (c) Mayo de 1896; (d) Agosto de 1904.

se acompafia siempre de expresivos dibujos. En la
Figura 34 se muestra una seleccion de ejemplos toma-
dos casi al azar.

Planat incluy6 después estas consultas en sus li-
bros publicados en su coleccion “Bibliothéque de la
Construction Moderne”. Ademas del ya citado sobre
la practica de la mecanica aplicada, Planat publica una
Encyclopédie de I'architecture et de la construction
en seis volumenes (1888-1892) con ediciones poste-
riores sin datar. Ademas, publica una nueva edicion

t en La construction moderne. (a) Febrero de 1899; (b) Enero

en tres volumenes de la Pratique de la mécanique
appliquée; en el tercer volumen amplia considera-
blemente la seccion sobre “Voites, arcs-boutants et
contreforts”, incluyendo ejemplos extraidos de sus
consultas técnicas; son estos ejemplos los que permi-
ten fechar las ediciones que se publican sin indicar el
afio de edicion. Finalmente, publica otro manual titu-
lado L’art de bdtir, también en tres volimenes, esta
vez dentro de un “Cours de constructions civiles”, pu-
blicado por la Librairie de la construction moderne.
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Figura 35. Analisis de equilibrio de la iglesia de Castro Urdiales (Laredo 1908).

De nuevo va sin aflo pero el catalogo de la Biblioteca
Nacional Francesa lo fecha entre 1905y 1921. En el
tercer volumen la parte correspondiente a las bovedas
se ha ampliado considerablemente en relacion con la
Pratique y se incorporan numerosos casos extraidos
de las “consultas técnicas”. Es desesperante manejar
los libros de Planat producidos febrilmente durante
dos décadas. Pero es incuestionable que tuvieron una
importancia capital a la hora de divulgar los analisis
graficos de equilibrio.

En Espafia, por ejemplo, el andlisis realizado por
Eladio Laredo (1864—-1941) de la iglesia de Castro
Urdiales (Laredo 1908) estd claramente inspirado en
las obras de Planat, Figura 35.

Karl Mohrmann: las adiciones al manual de

Ungewitter

El estudio mas completo del equilibrio de estructuras
goticas esta contenido en las mas de 200 paginas que
Karl Mohrmann (1857—-1927) afiade sobre este tema a
la tercera edicion del manual de construccién gotica

de G. G. Ungewitter (1* edicion 1859, 2% con pocas
variaciones 1875). Mohrmann, arquitecto y profesor
de arquitectura en la escuela técnica de Hannover,
después catedratico en Riga y Hannover, convierte el
oscuro tratado de Ungewitter en un manual util, re-
ordenando su contenido, reescribiendo y afiadiendo
apartados completos. Las adiciones de Mohrmann
constituyen un tratado completo sobre la construccion
y el equilibrio de las estructuras goticas.

En cuanto al analisis de arcos y bdvedas explica
de manera sucinta el empleo de lineas de empuje y
expone su trazado con la ayuda del poligono de fuer-
zas. Considera la béveda de cruceria dividida en arcos
elementales y muestra la composicion de sus empu-
jes sobre el arco crucero. Discute también la eleccion
de los planos de corte, proponiendo una “regla”: los
arcos elementales deben coincidir aproximadamente
con la trayectoria que seguiria una bola rodando sobre
el trasdos de la plementeria, Figura 36. Todo esto de
manera clara y sucinta lo que sugiere de nuevo que
para 1890 estas técnicas eran un conocimiento comun
entre los arquitectos e ingenieros interesados en es-
tructuras goticas.
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Figura 36. Mohrmann (Ungewitter 1890): (a) Posibles cortes para el estudio de bovedas de cruceria; (b) Trazado de lineas de
empujes; (¢) Empuje de los arcos elementales y de los arcos cruceros.

Pero el analisis de Mohrmann va mucho mas alla.
No es posible en este espacio estudiar sus numero-
sas aportaciones, sus certeros comentarios, prueba
de un profundo conocimiento tedrico y practico.
Sefialaremos s6lo sus principales contribuciones en
el contexto de este articulo. Analiza de forma ge-
neral el equilibrio de la seccion tipica de una ca-
tedral Gotica, explicando técnicas sencillas para
obtener soluciones de equilibrio (Heyman 1967),
Figura 37 (a). Examina la variedad de empujes en
el arbotante y luego discute las posibles formas de
transmision de estos empujes a través del pilar de
la nave hasta llegar al suelo, mostrando claramente
la composicion de las fuerzas a lo largo del pilar,
Figura 37 (b). Estudia el efecto del viento en una
catedral y la influencia de la construccion de mu-
ros sobre arcos perpiafios en la transmision de estas
fuerzas, Figura 37 (c).

También analiza el equilibrio de iglesias de tres
naves a la misma altura, tipo salon, realizando in-
teresantes, comentarios sobre la necesidad y altura
de los rellenos. Otros elementos son también objeto
de su estudio detallado: los rosetones y ventanales
sometidos a la accidon del viento, asi como los pi-
naculos y las agujas goéticas. Mohrmann también

explica la forma de aplicar las féormulas de las re-
sistencia de materiales a la fabrica, un material que
no resiste tracciones, para los elementos sometidos
a compresion excéntrica: los pilares o contrafuertes
en su base. Elabora ademas completas tablas para
el calculo de los empujes de las bovedas. Estas ta-
blas fueron resumidas e incluidas por el profesor
Heyman en su libro El esqueleto de piedra (1999) y
son de gran utilidad. También elabora tablas para el
calculo rapido de estribos.

Mohrmann no da muchos detalles sobre los cal-
culos realizados, pero es evidente que, detras de
cada uno de sus esquemas de equilibrio, hay cal-
culos previos detallados y todos sus desarrollos de-
muestran una extensa experiencia en el trazado de
lineas de empujes y el estudio del equilibrio global
de la estructura gotica. No obstante, resulta sorpren-
dente que Mohrmann no hubiera publicado antes
nada sobre el equilibrio de arcos y bovedas; tampo-
co lo hace tras la publicacion de la cuarta edicion de
Ungewitter en 1901 (una mera revision, con pocas
adiciones, de la tercera). El resto de su trabajo pro-
fesional es el de un reputado profesor y arquitecto
de la escuela de Hannover con marcadas preferen-
cias por el estilo neo-roménico.
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Figura 37. Mohrmann (Ungewitter 1890): (a) Analisis de equilibrio simple de una iglesia gética; (b) Empujes en arbotantes.
Transmision de empujes por el pilar; (¢) Andlisis de la catedral de Estrasburgo.

La difusion de los analisis de equilibrio en los
manuales

En otros tratados de fines del siglo xix se publi-
can extensos analisis graficos de equilibrio, prin-
cipalmente en Alemania. Resulta imposible en este
espacio dar citar siquiera una lista de las distintas
contribuciones. Mencionaremos algunas. Quiza el
mas exhaustivo sea el de Carl Korner (1838-1907),
arquitecto y profesor en la Escuela Técnica de
Braunschweig, primera edicion en 1895, publicado
dentro del monumental Handbuch der Architektur
(una suerte de enciclopedia de la arquitectura y la
técnica de la construccion de edificios con mas de
100 volumenes). Korner estudia el equilibrio de
todo tipo de bdovedas, pero lo que en Mohrmann es
claridad y concision, en Koerner se convierte en un
texto farragoso excesivamente prolijo, dificil de
seguir y aplicar. No obstante, contiene numerosos
analisis que todavia hoy pueden ser muy utiles: por
ejemplo, su aplicacion del métodos de los cortes
a una boveda de cruceria destaca por su claridad,
Figura 38 (a). Dentro del mismo Handbuch der
Architektur Landsberg ya habia incluido en 1883 en
su Statik der Hochbaukonstruktionen (Estabilidad

de los edificios) un capitulo sobre “Gewdlbe”, bo-
vedas donde expone de manera concisa el enfoque
del equilibrio y el empleo del método de los cor-
tes. Combina analisis graficos y analiticos. El libro
tuvo varias revisiones en las sucesivas ediciones
del Handbuch. Merece mencion la nueva edicion
del tratado de Breymann por Otto Warth (1903),
que contiene un util compendio de la aplicacion de
los trazados de lineas de empujes de arcos, bovedas,
cupulas y edificios, junto a una descripcion deta-
llada de su construccion, Figura 38 (b). Hoy sigue
siendo un texto util.

En Francia, aparte de los ya citados trabajos de
Planat, en general, en los tratados se incluyen bre-
ves descripciones del trazado de lineas de empu-
jes en arcos, a veces usando el primitivo método
de Méry (que obliga a calcular sucesivamente los
centros de gravedad), otras usando las propiedades
de los poligonos funiculares y de fuerzas —en todo
caso, en los manuales franceses el empleo de lineas
de empujes se denomina siempre “el método de
Méry”. Podemos citar como ejemplo el tratado de J.
Dubosque (1920) (1* edicioén 1880, 6° 1920).
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Figura 38. Analisis de bovedas y edificios ahacia 1900: (a) Analisis de una boveda de cruceria (Korner 1895); (b) Equilibrio

de una iglesia gotica (Warth 1903).

EL ANALISIS GRAFICO DE EQUILIBRIO EN LA
PRIMERA MITAD DEL SIGLO XX

Es un hecho que hacia 1900, en toda Europa (y tam-
bién en América del norte, donde llegan los tratados
europeos y se publican otros), arquitectos e ingenie-
ros disponian de una teoria y unas herramientas gra-
ficas para el estudio del equilibrio de las estructuras
abovedadas de fabrica y que las aplicaban en el es-
tudio de estructuras historicas y también para el pro-
yecto de nuevas estructuras. Pero todos estos trabajos,
como toda la tradicion de la construccion abovedada,
fueron barridos por la llegada de la “arquitectura mo-
derna”. Esta nueva arquitectura no sélo se basaba en el
empleo de otros materiales (acero, hormigén armado)
y tipos estructurales (entramados de barras, porticos)

completamente diferentes de la fabrica; la arquitectura
moderna fue también en sus inicios “anti-historica”.
Por motivos que no podemos desarrollar aqui, es evi-
dente que tras la Primera Guerra Mundial, hubo una
determinacién de cortar con el pasado. Nunca antes
se habia producido un cambio como este. A lo largo
de milenios los cambios fueron formales, las técnicas
cambiaron, pero el material, la fabrica y las leyes que
lo rigen no cambiaron. No hay diferencia entre la es-
tructura de una pequeia iglesia pre-romanica una gran
iglesia tardo-barroca. El profesor Salvador Tarrago lo
resume en una frase: “Hay una ley no escrita de la
arquitectura moderna: esta prohibido construir arcos y
bévedas”. Con muy pocas excepciones (Le Corbusier
en unos pocos edificios) esta ley se siguid a rajata-
bla. Sin embargo, hubo que seguir manteniendo el



30 Santiago Huerta

patrimonio historico y algunos arquitectos siguieron
el camino equivocado y se empeflaron en seguir cons-
truyendo arcos y bovedas.

Lo que nos interesa aqui es el empleo de los méto-
dos de analisis grafico de equilibrio. Por supuesto, las
herramientas de equilibrio desarrolladas en la segun-
da mitad del siglo x1x se siguieron aplicando, a veces
con un alto grado de refinamiento, en el siglo xx. Los
teoricos de las estructuras despreciaron este enfoque
como burdo o aproximado, lejos del ideal del analisis
elastico, de la busqueda sin término del estado “real”
o “verdadero” de la estructura.

Esta etapa de transicion/desaparicion de la construc-
cioén abovedada estd por estudiar. Citaremos algunos
ejemplos para mostrar como se siguieron calculando y
construyendo arcos, bovedas y ctpulas. Por ejemplo,
el ingeniero W. H. Goodyear (1906) realiz6 un analisis
grafico completo para la capilla de la Universidad de
Columbia construida por Rafael Guastavino padre con
delgadas cupulas y bovedas tabicadas. Todos los cal-
culos se resumen en una sola lamina, Figura 39.

El maximo dominio del enfoque del equilibrio lo
encontramos en Gaudi y su discipulo Rubio y Bellver.
En el proyecto de los porticos de contrarresto del
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Figura 39. Analisis de equilibrio de la St. Paul’s Chapel en la Universidad de Columbia, construida con bovedas tabicadas

por Rafael Guastavino padre (Goodyear 1906).
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Figura 40. (a) Portico de contencion de tierras del Parque Giiell. Analisis de equilibrio ca.1900 (Rubié y Bellver 1813).
(b) Analisis de equilibrio de la fachada poniente de la Sagrada Familia (Rafols 1929).

parque Giiell, 1900-1914, Gaudi ya emplea el traza-
do grafico (componiendo las fuerzas sobre el propio
dibujo lo que muestra claramente la influencia de
Planat), Figura 40 (a), no solo para verificar una for-
ma establecida, como se habia hecho hasta entonces,
sino para proyectar nuevas formas; en este sentido,
se puede decir que Gaudi es el fundador del moder-
no proyecto de estructuras. El mismo método grafico
se aprecia en un andlisis de la fachada poniente de la
Sagrada Familia, Figura 40 (b). Para la estructura es-
pacial de la nave de la Sagrada Familia, una compleja
estructura con bdvedas y pilares inclinados en el es-
pacio, la simetria le permitié usar también métodos
graficos, Figura 41 (a), (b). También ejecuté modelos
fisicos de bloques con tamafio suficiente para fiables
al verificar la estabilidad del conjunto, Figura 41 (c).
Pero para otros casos, las catenarias compuestas de los
desvanes de la Pedrera o para la planta irregular de la
iglesia de la colonia Giiell, Gaudi se vio obligado a
emplear modelos colgantes a escala (Huerta 2003). En
el de la iglesia Giiell el modelo es a escala 1:20, escala
sugerida ya en el tratado de Mohrmann sobre modelos
colgantes de arcos y bovedas ver Graefe (2021).

Gaudi trabajo en la restauracion de la catedral de
Palma de Mallorca, y su ayudante Rubié y Bellver
realizé un estudio completo sobre el equilibrio de
esta compleja estructura. El articulo publicado en
1912 constituy6 el analisis mas exhaustivo sobre una
catedral godtica publicado hasta entonces (Rubid y
Bellver 1912). El analisis grafico de Rubio se ha estu-
diado en detalle en otra parte (Huerta 2019).

Los analisis graficos de equilibrio y “la academia”

En el siglo xix los estudiosos del gotico eran arqui-
tectos o ingenieros con una amplia experiencia sobre
los edificios abovedados. El caso de E.-E. Viollet-le-
Duc (1814-1879) es quiza el mas notable pues no soélo
analiz6 y dibujo, también restaurd y reconstruyo6 par-
tes abovedadas de edificios, midi6 sus deformaciones
y agrictamientos, y formuld una teoria racional que
incluia una interpretacion del funcionamiento estruc-
tural. Cuando Viollet-le-Duc, escribe su Dictionnaire
(1854-1868) el analisis grafico no se habia desarrolla-
do suficientemente para ser aplicado a las complejas
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Figura 41. Bovedas de la nave de la Sagrada Familia: (a) y (b) Analisis de equilibrio; detalle de los pilares. (Sugrafes 1923).

(c) Foto del modelo (Puig Boada 1929).

estructuras goticas; ¢€l, arquitecto, tampoco tenia la
formacion suficiente para aplicar siquiera el método
de Méry. No obstante, hemos visto que sus intuiciones
sobre el funcionamiento de las bovedas (nervios acti-
vos transmitiendo las cargas, plementeria como carga
pasiva) influyeron en analisis posteriores.

Auguste Choisy (1841-1909), ingeniero civil, el
gran continuador de las teorias racionales de Viollet-
le-Duc, aunque en su Histoire de [’architecture (1899)
evidencia un so6lido conocimiento de las estructuras
gbticas sblo hace afirmaciones cualitativas. Pero la se-
milla estaba sembrada. En 1902, Julien Guadet (1834—
1908), en sus Eléments et théorie de [l’Architecture,
dedica un capitulos a las iglesias abovedadas (Guadet
1902) y en ¢él, calcula y dibuja la forma 6ptima de un
arbotante. Esta idea ya estaba en Mohrmann y, por
supuesto, era muy querida por Gaudi quien pensaba
que los elementos debian seguir la direccion de las
fuerzas. El pensar en las formas posibles de equilibrio
liberd las mentes de algunos arquitectos y les ayudo a
considerar nuevas formas, Figura 42.

La critica contra las teorias de Viollet-le-Duc fue
iniciada por el ingeniero Victor Sabouret (1851-1937)
precisamente basada en argumentos estructurales (los
nervios goticos son decorativos y la plementeria so-
porta su propio peso y el de los nervios que “cuel-
gan” de ellas). Mas tarde, el arquitecto, Pol Abraham
(1891-1966) montd un ataque feroz a las teorias de
Viollet-le-Duc en su tesis doctoral, empezada en
1923, y leida en 1934 (Abraham 1934) usando, entre
otros, argumentos estructurales. Cita a Paul Planat, y
realiza algunos célculos graficos de equilibrio, mas o
menos correctos, algo sesgados en sus conclusiones.
(El debate sobre la funcion de los nervios, aunque es-
tructural, excede de los limites de este articulo; véase
Frankl (1960) y Huerta (2009)). Finalmente, dentro
del limitado niimero de académicos interesados en
los analisis graficos de la estructura gotica es preci-
so citar a Gerhard Rosenberg (1912-1995), arquitecto
judio-aleman que estudio en la Universidad Técnica
de Berlin y en 1933 emigré al Reino Unido con la
subida de Hitler al poder (Mackenzie-Hooson 2014).
En 1935 termino su tesis doctoral “Function in Gothic
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Figura 42. Proyecto de arbotantes y estribos: (a) St. Ouen en Rouen, Guadet (1902); (b) Mohrmann (1890).

Architecture” que se publico resumida al afio siguien-  las bovedas de St. Ouen en Rouen basandose en datos
te en el RIBA Journal (Rosenberg 1936). Rosenberg  tomados de Guadet (1902), discute la forma de los ar-
cita extensamente a Mohrmann (1890), que debi6 es-  botantes, y realiza un analisis de equilibrio de la ca-
tudiar en Berlin, y hace célculos de equilibrio sobre  tedral de Reims, Figura 43. Esto era inusual en los
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Figura 43. Anélisis de equilibrio sobre la estructura gética realizados por Rosenberg (1936): (a) Funcionamiento de un
arbotante; (b) Calculo del empuje en los nervios cruceros; (c) Diagrama de equilibrio de la catedral de Amiens.
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estudios del gético hacia 1930. Lo mas importante es
que “descubre” la obra de Mohrmann al mundo acadé-
mico anglosajon. Frankl (1960) lo cita y recomienda
su lectura por el analisis mecanico de bovedas.

Analisis de equilibrio en edificios histéricos

Hemos visto que ya en el Gltimo cuarto del siglo x1x
se realizan algunos analisis de equilibrio de catedrales
goticas. A lo largo de la primera mitad del siglo xx se
suceden los analisis de equilibrio. Resulta dificil, dada
la dispersion de las fuentes, muchas de ellas inéditas,
tener una idea de la difusion real que alcanzaron en los
distintos paises. Pero podemos citar brevemente algu-
nos ejemplos conocidos.

En Espaiia, en 1926 el arquitecto Ricardo Garcia
Guereta (1861-1936) publica un extenso estudio de
las torres de Teruel, incluyendo el analisis grafico de
sus bovedas y de la estabilidad de la torre, Figura 44.

En Alemania, el ingeniero de la construccion
George Riith (1880-1945) utiliz6 analisis grafi-
cos de equilibrio para dirigir sus intervenciones

de refuerzo en la catedral de Mainz (Riith 1928).
En Francia, el arquitecto Louis Barbier realizo
en 1930 un analisis de equilibrio de los absides
de las iglesias de Noyon y de Sait-Germain des
Prés. En Alemania, en 1933 el ingeniero Eberhard
Zorn dedica su tesis doctoral (Zorn 1933) al ana-
lisis de equilibrio de la iglesia de Sankt Martin en
Landshut en el que no se limita al estudio de las car-
gas verticales; también estudia el efecto del viento,
Figura 45 (a). La catedral de Xanten, en Alemania,
fue también destruida por los bombardeos durante
la Segunda Guerra Mundial. El ingeniero Martin
Grassnick participd en la reconstruccion de la ca-
tedral inmediatamente después de terminar la gue-
rra y escibi6é una tesis doctoral, publicada como
libro, en 1963, con un detallado estudio sobre sus
bovedas que incluye aspectos constructivos e his-
toricos junto a un exhaustivo analisis de equilibrio
de la estabilidad de un tramo completo de la cate-
dral, incluyendo los pilares, arbotantes y estribos,
Figura 45 (b).

CALCULO DI LA BOVEDA POR ARISTA I

(@ (b)

Figura 44. Analisis de bovedas y estabilidad de una torre (Garcia Guereta 1926): (a) Boveda de arista; (b) Boveda octogonal

de paiios; (c) Torre.
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Figura 45. Analisis de equilibrio de grandes iglesias alemanas: (a) St. Martin, Landshut (Zorn 1933); (b) Catedral de Xanten

(Grassnick 1963).

El ingeniero aleméan Klaus Pieper realiza tam-
bién analisis graficos de equilibrio para estudiar la
reconstruccion y el eventual refuerzo de las bove-
das de la Iglesia de Maria (Marienkirche) y de la
Catedral de Liibeck, destruidas por los bombardeos
(Pieper 1950), Figura 46. En la Marienkirche, la
estructura, gravemente dafiada, presentaba des-
plomes en los pilares de la nave de 0,52 m. Pieper
acepta la geometria deformada, incluyendo las pér-
didas de material, y realiza estudios graficos de
equilibrio que le permiten estudiar la estabilidad,
calcular las tensiones de trabajo de la fabrica y cal-
cular los tirantes necesarios para mejorar la estabi-
lidad. Lo mismo hace en su analisis de la catedral
de Liibeck. En 1969 el ingeniero aleman Jiirgen
Segger presenta si tesis doctoral sobre “La estati-
ca de las catedrales goticas”. En un largo apéndice
realiza un analisis detallado de las boévedas y arbo-
tantes de la catedral de Colonia.

MARIENKIRCHE CUBECK

Figura 46. Analisis de equilibrio de la nave de Ila
Marienkirche en Liibeck (Pieper 1950).



36 Santiago Huerta

VALIDEZ DEL ANALISIS GRAFICO DE EQUILIBRIO: EL
TEOREMA DE LA SEGURIDAD Y EL “ENFOQUE DEL
EQUILIBRIO” DE HEYMAN

Podriamos seguir, como se ha dicho es un campo
abierto de investigacion. Quiza lo mas notable es que
estos analisis graficos de equilibrio fueran ignorados
o despreciados por los tedricos de las estructuras que
no desistian en su intencion de aplicar el calculo elas-
tico a las estructuras de fabrica. El empleo de méto-
dos fotoelasticos primero (afios 1970-1980), y sobre
todo la llegada del método de los elementos finitos al
campo de la edificacion, reavivo la fantasia de encon-
trar el estado “real” o “verdadero” de la estructuras.
El principal difusor de estos enfoques fue el ingeniero
estadounidense Robert Mark (1930-2019) que publi-
c6 numerosos articulos y dos libros sobre la estructura
gotica.

Desde, digamos, finales de los afios 1980, el aba-
ratamiento de los calculos por ordenador, condujo a
un empleo casi indiscriminado de estos programas de
elementos finitos, completamente inadecuados para el
analisis de estructuras de fabrica. Como consecuencia
de este empleo inadecuado de programas de elemen-
tos finitos desde el decenio de 1990, estructuras que
habian sobrevivido durante siglos o milenios se con-
sideraron en peligro. Se pueden citar numerosos casos
(los mercados de Trajano, la catedral de Beauvais, el
acueducto de Segovia), que el lector puede seguir en
Internet, pero el espacio de este articulo no permite
proseguir con un tema que requiere un articulo espe-
cifico, bastante técnico, que se sale del ambito de esta
revista.

De forma crucial, en los afios 1960 el profesor
Jacques Heyman de Cambridge (1925— ) demostro
que la moderna teoria plastica o analisis limite, de-
sarrollada inicialmente para poérticos de acero, se
podia traducir para las fabricas, siempre y cuando el
material cumpla con ciertas condiciones de resisten-
cia: buena (infinita) resistencia a compresion, nula
resistencia a traccion y fallo por deslizamiento impo-
sible. (Heyman 1966) Si esto es asi, el Teorema de la
Seguridad del analisis limite afirma que si es posible
encontrar entre las infinitas soluciones de equilibrio,
una para que la que la estructura transmite las cargas
de forma confortable, la estructura es, al menos tan
segura como esa solucion encontrada por el analista.

Véanse las numerosas publicaciones de Heyman;
sobre todo Heyman (1995, 2008). El Teorema de la
Seguridad corta el nudo gordiano de la busqueda del
estado “real” o “verdadero” de la estructura: no existe
un estado real, sino infinitos posibles que cambian se-
gun pequefias, inevitables y esencialmente imprevisi-
bles, variaciones de las condiciones de contorno, pero
si es posible encontrar un estado de equilibrio satisfac-
torio, la estructura real también lo encontrara.

El principal corolario d el Teorema de la Seguridad
es lo que ha llamado el profesor Heyman “el enfoque
del equilibrio”. El andlisis de una estructura se pue-
de realizar usando sélo dos de los tipos de ecuaciones
fundamentales de la Teoria de Estructuras: las ecua-
ciones de equilibrio y las del material. No es necesario
hacer dudosas afirmaciones de compatbilidad, en par-
ticular sobre las condiciones de contorno.

El Teorema de la Seguridad valida todos los méto-
dos de analisis grafico de equilibrio que hemos estu-
diado en este articulo. Es mas, el analisis de equilibrio
a compresion, conduce a afirmaciones geométricas
(las fuerzas internas tiene que transmitirse por el in-
terior de la fabrica): si la estructura tiene una forma
correcta es tiene una seguridad suficiente. Las estruc-
turas historicas han sobrevivido porque los maestros
antiguos las construyeron con una forma correcta. De
hecho, el ejercicio de dibujar lineas de empujes en es-
tructuras historicas (o cualquier otro tipo de analisis)
es redundante. La mera supervivencia de la estructura
a largo de siglos o milenios es una prueba definitiva
de que sera posible encontrar soluciones de equilibrio
de suficiente seguridad, que podremos dibujar (si te-
nemos la habilidad y experiencia necesarias) las co-
rrespondientes lineas de empuje dentro del espesor de
los elementos.
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