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Resumen

En este TFG se estudia en detalle la teorfa de las ecuaciones diferenciales estocésticas,
asf como los aspectos preliminares necesarios para definirlas. En concreto, se definird el
movimiento Browniano (proceso de Wiener) y la integral estocéstica (integral de Itd) y se
analizardn sus principales propiedades.

Posteriormente, se estudiard la teorfa de existencia y unicidad para ecuaciones diferen-
ciales estocdsticas. Por tltimo, se aplicard dicha teoria a ejemplos y modelos basados en
ecuaciones diferenciales estocdsticas, analizando las correspondientes propiedades princi-
pales.

Palabras clave: Ecuaciones Diferenciales Estocésticas, Teorema de Existencia y Unici-

dad, Movimiento Browniano, Integral de Ito.






Abstract

In this final degree project, we study in detail the theory of stochastic differential
equations, as well as the preliminary concepts required to define them. Specifically, we
introduce Brownian motion (Wiener process) and the stochastic integral (Itd integral),
and analyze their main properties.

Subsequently, we examine the existence and uniqueness theory for stochastic differen-
tial equations. Finally, we apply this theory to examples and models based on stochastic
differential equations, analyzing their main properties.

Keywords: Stochastic Differential Equations, Existence and Uniqueness Theorem,

Brownian Motion, It6 Integral.
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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias se utilizan para modelar la evolucién de ciertos
sistemas dindmicos de forma determinista, es decir, una vez fijado el estado inicial del
sistema, su evolucion futura queda completamente definida. Sin embargo, en muchos
fendmenos reales, esta suposicion resulta demasiado idealizada: el entorno estd lleno de
factores inciertos y errores de medida que hacen insuficiente o imposible una modelizacién
puramente determinista.

Un ejemplo cldsico de comportamiento aleatorio en la naturaleza fue observado en
1827 por el botdnico escocés Robert Brown, quien noté que los granos de polen suspen-
didos en agua segufan trayectorias irregulares e impredecibles. Este fenédmeno, que hoy
conocemos como movimiento browniano, se debe a los choques constantes e irregulares
de las moléculas del fluido contra la particula. Aunque este comportamiento fue explicado
desde el punto de vista fisico por Einstein en 1905, no fue hasta 1923 cuando el matemdtico
estadounidense Norbert Wiener proporcioné un tratamiento matematico riguroso del

fenémeno, a través del llamado proceso estocistico de Wiener, aqui denotado por {B;},>o0.

Figura L.I. Simulacién de una trayectoria del proceso de Wiener en R3. Imagen extraida de

Wikipedia (https://es.wikipedia.org/wiki/Movimiento_browniano).


https://es.wikipedia.org/wiki/Movimiento_browniano

En la imagen se muestra una simulacién numérica de una trayectoria del proceso de
Wiener. Esta visualizacién permite apreciar cémo el camino seguido por el proceso es
irregular e impredecible en cada instante. El primer objetivo del trabajo va a ser estudiar la
construccién de este proceso estocdstico, la cual veremos en el Capitulo 3. Para ello serd
necesario utilizar unos conceptos de Probabilidad y Anilisis Real que recordamos en el
Capitulo 2.

Una vez introducido el proceso de Wiener, se pueden formular las ecuaciones diferen-
ciales estocésticas (EDEs), que permiten describir sistemas cuya evolucién estd sujeta tanto
a componentes deterministas como a perturbaciones aleatorias. Una EDE tipica se expresa

como

dX, = b(t, X;) dt + o (¢, X;) dB;,

donde dX;, representa la evolucién infinitesimal del sistema en el instante ¢, b(z, X;) dt
describe la evolucién determinista del sistema, y 7(# X;) dB, representa la perturbacién

aleatoria. Una solucién de la EDE se define como
t t
=t [ Hsx)des [ oax) B,
0 0

donde xp € R es la condicién inicial, el segundo término es una integral de Lebesgue
y el tercer término es una integral estocdstica, conocida como integral de It6. Nuestro
segundo objetivo, que abordaremos en el Capitulo 4, serd dar sentido a la integral de
Itd. Finalmente, en el Capitulo s se definird formalmente el concepto de solucién de una
EDE, se explorardn condiciones de existencia y unicidad, y se estudiarin algunos ejemplos
relevantes como la ecuacién de Ornstein-Uhlenbeck, ampliamente utilizada en finanzas, y
la ecuacion logistica, que modela el crecimiento poblacional bajo cierta incertidumbre.

La metodologfa de este trabajo ha sido recopilar, estructurar y demostrar toda la teorfa
esencial para entender las ecuaciones diferenciales estocésticas y ensefiar dénde se aplican
para modelar sistemas reales en los cuales la incertidumbre es una componente inevitable.
Para ello, se han utilizado maltiples fuentes, ya que ninguna aborda toda la teorfa de
forma completa y detallada, con el objetivo de reunir en este documento los elementos
fundamentales de la misma.

La motivacién de este trabajo nace del interés personal por los procesos estocdsticos y
su enorme potencial para representar fenémenos complejos en campos como las finanzas
o la biologfa. Frente al determinismo cl4sico, la teorfa estocdstica ofrece una perspectiva

mds rica, flexible y cercana a la realidad.



2

Conceptos previos

Antes de entrar en los temas principales de este trabajo, comenzaremos repasando
algunas ideas que nos van a ayudar a entender mejor los conceptos que introduciremos en
los siguientes capitulos, como el movimiento browniano, la integral de It6 y las ecuaciones

diferenciales estocdsticas.

2.1. Fundamentos de probabilidad y proce-

sos estocasticos.

Definicién 2.1 (o-dlgebra). Sea € un conjunto. Una coleccién F de subconjuntos de €2 se

denomina o-dlgebra si cumple:
s P €F,
» Si E € F, entonces también E£¢ € F,
= Si{E;}2, C F,entonces |2, E; € F.

El par (€, F) se denomina espacio medible.
Dada una familia S de subconjuntos de un conjunto Q, denotamos por 7(S) la o-
algebra generada por S. Es decir, la menor -dlgebra que contiene a S, o equivalentemente,

la interseccién de todas las o-dlgebras que contienen a S.

Observacion 2.2. En el caso en que Q = R, la 7-dlgebra asociada serd la o-dlgebra de Borel
B(R). Esta se define como la o-dlgebra generada por los subconjuntos abiertos de R, es
decir, la menor o—algebra que contiene todos los subconjuntos abiertos R. Los elementos

A € B(R) se denominan conjuntos de Borel.
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Definicién 2.3 (Espacio de probabilidad). Dado un espacio medible (€2, F), una funcién
P : F — [0,1] se denomina medida de probabilidad, o simplemente probabilidad, si

cumple:
» P(@)=0, P(Q)=1,
= (s-aditividad) Si {£;}2, € F es una familia de conjuntos disjuntos dos a dos,

@ E|= i P(E).
: =1

=1

entonces

P

La notacién |#) indica la unién disjunta.

En este caso, la terna (€, £ P) se denomina espacio de probabilidad.

Definido el concepto de espacio de probabilidad, veamos cémo se pueden relacionar

diferentes espacios medibles.

Definicién 2.4. Si tenemos un espacio de probabilidad (€, £ P), una funcién X : Q —

R se dice que es una variable aleatoria si es /-medible, es decir, si
XNA4)={weQ:X(w) € A} € F paratodo 4 € B(R).

Asociada a una variable aleatoria X : Q — R, la o-dlgebra generada por X, que se
denotard como Hy, es la menor o-dlgebra que contiene todos los conjuntos de la forma
XY(U),donde U C R es abierto, la cual se define como

Hy ::a({X_l(U) : UabiertoenR}). (2.1)
Proposicion 2.s. Se verifica que Hy = {X‘l(A) : A€ B(R)} .

Demostracion. Por definicién, Hy = o ({X TU):UCR abierto}). Ademis, la o-
dlgebra de Borel sobre R, B(R), es precisamente la o-4dlgebra generada por los conjuntos
abiertos de R.

B(R) = ¢ ({U C R : U abierto}).

La preimagen X ~1 conserva la estructura de o-ilgebra, es decir,
» X! (0) =0,
= X7 (A) = (XN A))S,

= X_l (Uf;Al) = Ule_l(Az')-
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Por tanto, se cumple que
o ({X71(U) : Uabierto}) = X' (¢ ({U C R : U abierto})) = X '(B(R)).
Finalmente, como X 1 (B(R)) = {X_I(A) 1A € B(R)} , se tiene que
Hy ={X7'(4) : 4 € BR)}.
Esto concluye la prueba. O

Definicién 2.6. Las variables aleatorias X, ¥ : (€, F) — (R, B(R)) son independientes
si paracada by € Hy y by € Hy donde Hy y Hy estdn definidas en (2.1), se verifica que

P(hx N by) = P(hx) - P(by).

Teorema 2.7.Sean X, Y : (Q, F) — (R, B(R)) variables aleatorias independientes y
f.g : R = R funciones medibles. Entonces, f(X) y g(Y) son independientes.

Demostracion. Como las variables aleatorias X e Y son independientes, sabemos por la

Definicién 2.6 que para cada by € Hx y by € Hy, se verifica que
P(bx N bhy) = P(hx) - P(by).

Las funciones /(X), ¢(Y): (2, F) — (R, B(R)) son variables aleatorias, ya que son
funciones medibles al ser /'y ¢ funciones medibles. Para comprobar que £(X) y ¢(Y) son

variables aleatorias independientes, observamos que
Hppoy =o({(f o X)TH(d) : 4 € BR)}) = o({X (7' (4)) : 4 € B(R)}) € Hx.
Esto se debe a que 71 (4) € B(R) porque f es medible. De manera similar,
Hyry = o({(go 1) (4) : 4 € B®)Y) = o({Y (g7 (4)) : 4 € B(R)}) € Hy.
En consecuencia, para by € Hrxy € Hxy by € Hy(y) € Hy,se cumple que
P(hx N hy) = P(hy) - P(hy).
Por tanto, f(X) y ¢(Y) son independientes. O

Observacion 2.8. Las funciones continuas son funciones medibles de Borel, por tanto el

teorema tambien se cumple para f'y ¢ continuas.
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Una vez entendido qué es una variable aleatoria, el siguiente paso es considerar colec-
ciones de estas variables indexadas por el tiempo. Esto nos lleva al concepto de proceso

estocastico.

Definicién 2.9 (Proceso estocdstico). Un proceso estocdstico es una familia de variables

aleatorias {X; },>0 todas ellas definidas sobre un espacio de probabilidad (€, £ P).

A continuacién estudiaremos la existencia de procesos estocdsticos partiendo de sus

distribuciones finito-dimensionales. Es decir, dada una familia
{Potyr, : B(R") = [0,1] : #1,25..., ¢, € [0,00), n € N}

de medidas de probabilidad, queremos determinar la existencia de un proceso estocdstico

{X;}+>0 definido en cierto espacio de probabilidad (€2, F; P), que satisface
P(Xfl € AI, th € Az, ey th € An) = Ptl,l‘z,...,t”(Al XAZ Xoee XAn),

para cualesquiera conjuntos de Borel 4; € B(R),7=1,...,7,yn € N.

La solucidn a este problema de existencia viene dada por el teorema de extensién de
Kolmogorov. La clave de este resultado estard en determinar el espacio de probabilidad
(Q, F, P) adecuado que garantice la existencia del proceso estocdstico en cuestion. Para
poder definir este espacio, necesitamos introducir algunos conceptos preliminares.

Introducimosla compactificacion de larectareal R, como el espacio topolégico (R, 7.),
donde R* := R U {oo} y una base de abiertos de 7, estd dada por todos los subconjuntos
abiertos de R y los subconjuntos de la forma R* \ K, donde K C R es cerrado y acotado
(estos ultimos se conocen como los entornos del punto o0). La o-dlgebra de Borel asociada

a este espacio topoldgico estd dada por
B(R*) ={ECR":ENRe B[R)}.

Introducimos el espacio producto cartesiano

RO = R,

t>0

junto con la topologfa producto asociada. Observamos que cada elemento x = (x;),>0 €

(R*)[0:2) ge puede considerar como la funcién

fx:[0,00) — RY,  £(2) = x,.
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Por tanto, podemos considerar (R*) [0.) como el espacio de todas las posibles funciones

f : [0, 00) — R*. Conviene recordar que una base de la topologfa producto en (R*) [0,00)

viene dada por los conjuntos cilindricos abiertos, es decir, los conjuntos de la forma

H U, dondeU; € 7,y U, = R" salvo para un niimero finito de indices .

t>0

Naturalmente, la s-algebra asociada a este espacio topoldgico, que denotaremos por
B((R*)[%®)), es 1a o-algebra generada por los conjuntos cilindricos abiertos. Gracias

a estos preliminares, podemos enunciar el teorema de extensién de Kolmogorov.

Teorema 2.10 (Teorema de Extensién de Kolmogorov). Consideramos una familia de

medidas de probabilidad
{Ptl,tz‘..,tn : B((R*)n) - [0) 1] DLty € [O) OO): n e N}
que satisface las siguientes condiciones de compatibilidad para cada n € N:

» Para toda permutacion o del conjunto {1,2,..., n}, y para todo 4; € B(R*), 1 <

i < m, se cumple que

Pr it (A1 X X Ay) = Py (A1) X oo X Ap1p)- (22)

.....

» Para todo m € N, se satisface

oty (A1 X X Ay) =Py, (A X XAy XR* X -+ XRY). (2.3)

s EntLoeeosIntm

Entonces, existe una medida de probabilidad P en el espacio medible
()10, B((R)10))

que satisface

P({(x[),zo e RHIO®) v ey, ..., x, eAn}) =P (A X xAd,), (2.4)

paratodoty,...,t, € [0,00),4; € B(R*),1</<nmynelN

La demostracién detallada puede consultarse en el Capitulo 10, Teorema 10.18, del li-
bro [Folgg]. Gracias a este teorema, podemos probar el teorema de existencia de procesos

estocasticos.



2.2. Conceptos de Analisis Real

Teorema 2.11 (Existencia de procesos estocdsticos). Consideramos una familia de medidas

de probabilidad

{Ptl,tzl..,tﬂ : B((R*)”) — [0, 1] b, 8, € [0, OO), n e N} (2.5)

que satisface las siguientes condiciones de compatibilidad (2.2)—(2.3). Entonces, existe un
espacio de probabilidad (&, E P) y un proceso estocdstico {X; };>0,

X[Z(Q,EP) _>R*)

tal que
P({X,€edy, ... X, €4,}) =Py 0, (A1 X -+ X Ay), (2.6)
paratodoty,...,t, € [0,00), 4; € B(R*),1<i/<nynelN

Demostracion. Como la familia de medidas (2.5) satisface las condiciones de compatibi-

lidad (2.2)—(2.3), por el teorema de extensién de Kolmogorov, Teorema 2.10, existe una

medidad de probabilidad P en el espacio medible
(@), B(@)1)

que satisface (2.4). Definimos el proceso estocdstico {X; };>0, como las funciones coorde-
nada en (R*)[%%) es decir,

X RO S R Xz =%
para cada# > 0. Entonces, (2.6) se cumple, porque, por (2.4),

P({th EAL "')Xtﬂ EAn}) = P({(xt‘)tzo € (R*)[O)oo) L Xy EAI, cees X, EAﬂ})

,,,,,

paratodot,...,t, € [0,00),4;, € BR*),1</<nyn€N. O

2.2. Conceptos de Analisis Real

Completada la teoria sobre los procesos estocdsticos, es necesario repasar varios concep-
tos de Anilisis Real. Estas ideas y resultados, ayudardn a definir el movimiento browniano,

construir la integral de Itd o demostrar el teorema de existencia y unicidad de las ecuaciones
diferenciales estocdsticas.
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2.2.1. Construccién abstracta de la integral de Lebesgue

En esta seccidn fijaremos el espacio de probabilidad (€2, £ P). Para la construccién
de la integral de Lebesgue para funciones medibles / : Q — R se siguen dos etapas. En

primer lugar, se comienza con la definicién de la integral para funciones simples.

Definicién 2.12 (Funciones simples). Sea {k;}7, C Ry {€;}”, C F una particién
disjunta del conjunto de medida €. Las funciones simples s : £ — R son funciones

medibles de la forma
s(x) = Y ki o, (),
i=1
donde yq, es la funcién caracteristica del conjunto Q.

Definicion 2.13 (Integral de funciones simples). La integral de Lebesgue de la funcién

simple s : Q — R, dada en la Definicién 2.12, con respecto a la medida P se define como

sdP = k; - P(Q)).
/ RS

A partir de esta definicién para funciones simples, se extiende la definicién de la integral

a funciones medibles no negativas.

Definicién 2.14 (Integral de funciones medibles no negativas). Sea f: Q — [0, o0]

medible. Definimos

/fdP::sup{/sdP:OSssﬁssimple}.
Q Q

Esta definicidn se justifica por el siguiente resultado clave:

Teorema 2.15. Para toda funcion medible no negativa f : Q — [0, oo, existe una sucesion
mondtona no decreciente de funciones simples no negativas {s, } nen, con s, : Q — [0, 00],
0 <51 £+ <5y < sy < oo £ ftalque

lim s5,(x) = f(x), paratodox € Q.

La demostracién se encuentra en el Capitulo 2, teorema 2.10 a) de [Folg9)].
Uno de los resultados mds importantes en Andlisis Real es el teorema de la convergencia

mondtona que enunciamos a continuacion.
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Teorema 2.16 (Convergencia monétona). Sea {f,, } nen, una sucesion de funcionesf,, - Q —

[0, o], medibles no negativas que verifica f; < fi1 para todoj € N, y sea

f(x) = lim f,(x) =supfu(x) paratodox € Q.

Entonces
/fdP = lim /fna’P
Q n—=00 JQ

La demostracién se encuentra en el Capitulo 2, teorema 2.14 de [Folgg].
Una vez definido el concepto de integral para funciones no negativas, vamos a extender
la definicién para funciones / : Q — R medibles con signo arbitrario. Dada una funcién

medible f : Q — R, definimos su parte positiva y negativa como

[T (x) = max{f (x), 0}, f(x) = max{—f(x), 0}.

Ambas funciones f* y /~ son medibles y no negativas, por lo tanto estin definidas sus

integrales y vienen dadas por

/f+dP = sup{/fdP:O <s"<f Jsimple},
Q Q

/f_dP = sup {/J_a’P :0<s” < f Jsimple}.
Q Q
Gracias a la descomposicién

f=H-1

se establece la definicién de la integral de Lebesgue para funciones medibles.

Definicién 2.17 (Integral de Lebesgue). Para una funcién medible /" : Q — R se define
la integral de Lebesgue de f como

/QfdP::/Qf*dP—/Qf‘dP.

Esta definicién es vilida siempre que al menos una de las dos integrales del lado derecho
sea finita. Decimos que /" es integrable si fg |f1dP < o0, es decir, si tanto fQ f+dP como
A) f~ dP son finitas.
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2.2.2. Conceptos de la teoria de la probabilidad

Dada una variable aleatoria X : (€, 5 P) — R, se define su esparanza y varianza por

E[X] := /QXdP, Var[X] ::/QlX—E[X]lzdP,

en el caso en que las integrales estén definidas.
En este punto, es importante introducir el concepto de medida imagen. Sea (&, 5 P)
un espacio de probabilidad, (€', 7) un espacio medible, y

0: (QEP) - (Q,F)

una funcién medible entre estos espacios. Entonces, ¢ induce una medida Py sobre (€2, F')
definida por:
Py(E) := P(¢_1 (E)), paratodoE € F'.

Esta medida Psp se interpreta como la distribucién inducida de P bajo .

Proposicion 2.18. Bajo la notacion anterior, dada o : (', F') — R medible, se cumple

/adP¢:/(a0¢)dP,
' Q

siempre que uno de los dos lados esté definido.

que

Demostracion. Primero, consideramos el caso particular en que # = yz con E € F'.

Entonces

[ wwapa=poe) = o7 )

Por otro lado,

[arto@) aP@) = [ o (@ dP@) = P7ED.
Q Q

/;{Edp Z/Q(EO¢dP.
(9)4 Q

Si 2 es una funcion simple dada por la Definicién 2.12, se obtiene por linealidad y la

Por tanto,

definicién para la integral de funciones simples, Definicién 2.13, que

[adre= Yk [ g, =Y tapa() = Y (o7 )
=1 =1 =1
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Y, a su vez,

/Q wodP = Z:; k; /Q 15 (2(w)) dP(w)

= S : 1 ) w) = Y ; “L(E)).
—;kz /Q;@, () (@) dP(w) ;k,P(gD (£7))

Por tanto, la igualdad se verifica para funciones simples. Si 2 es una funcién medible no
negativa, por el Teorema 2.15, se puede aproximar por una sucesién no decreciente de
funciones simples {, } - ;. Aplicando el teorema de convergencia mondtona, Teorema
2.16, obtenemos

/,ocdpgp: lim a, dPp = lim Qano¢dP:/an¢dP.

n—oo Q’ n—oo

Finalmente, para cualquier funcién « medible por la Definicién (2.17) se escribe como

a=a" —a ,dondea’, 2~ son funciones medibles no negativas, y se aplica la linealidad de

/adP :/aogpa’P.
/ Q

Con esto, queda concluida la demostracién. O

la integral para obtener

Una cosecuencia de la Proposicion 2.18 es la siguiente.

Corolario 2.19. Sea X : (Q, F, P) — R una variable aleatoria con esparanza y varianza
definidas. Entonces,

E[X] :‘/RdeX(x), Var|X] =/R|x—]E[X]|2 d Py (x).

Demostracion. Probemos solamente la identidad correspondiente a la esparanza puesto
que la de la varianza es andloga. Aplicando la Proposicién 2.18 cona : R — R, a(x) := x,

paracadax € Ry @ = X, obtenemos

E[X]:/QXdP:/Q(aco@dP:/RadPX:/RdeX(x).

Esto concluye la prueba. O

Ahora vamos enunciar el teorema del cambio de variable en la integral de Lebesgue, pero
antes es importante sefialar que en el espacio euclideo R” se puede construir una medida
canodnica, llamada medida de Lebesgue, que denotaremos como g, la cual generaliza el
concepto de longitud, 4rea, volimen, etc. de rectangulos a conjuntos generales de manera

consistente. Para una exposicién rigurosa de esta construccion, véase [Folgo]
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Teorema 2.20 (Cambio de variables de la Integral de Lebesgue). Seaz £ C R” un conjunto
abiertoy ¢ : E — R” un difeomorfismo de clase C*. Si f : $(E) — R es una funcion
medible de Lebesgue, entonces f o ¢ es medible sobre E. Ademds, si f > 0 o0 bien f es una
funcidn integrable sobre ¢ (E), se verifica que

Jfde = [Fopliecilas

La demostracién se encuentra en el Capitulo 2, teorema 2.47 de [Folgo].
Construida la integral de lebesgue y presentadas algunas de sus propiedades, vamos a

ver dos definiciones en las que interviene esta integral que nos serdn utiles mas adelante.

Definicién 2.2x (Distribucién normal o gaussiana). Sean ¢ € Ry ¢ > 0. Una variable
aleatoria X : Q — R definida sobre el espacio de probabilidad (€2, F; P), se dice que sigue

una distribucién normal de media ¢ y varianza o2, si cumple que

1 _ -w)?
Px(B) = P(X"Y(B)) = / ¢ 27 dx,
oN27 JB

para cada B € B(R). En este caso, se escribe
X ~ N(u 7).

Observar que, por el Corolario 2.19, obtenemos

1 _e=w?
E[X] :/deX(x):/x e 22 dx:‘u’
R R oV27w

y, ademis,

1 (=)
- 2
e 22 dx=o".
oV27w

Definicion 2.22 (Delta de Dirac centrada en y). Sea (R, B(R)) el espacio medible de los

Varlx] = [ (= apso = [ =g

numeros reales. La Delta de Dirac centrada en y € R es la medida de probabilidad

[u—y

, siy€r
9 : B(R) — {0,1}, E +— 9(E) =
0, siy¢F.

Para toda funcién medible f: R — R se cumple

/R FEd,@) = £O)
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2.2.3. Espacios [/

Ahora repasaremos algunos resultados que nos serdn ttiles y que involucran los espacios

I con1 < p < oo. Fijamos el espacio de probabilidad (€, £, P), y definimos
I’(Q EP) = {f Q- R|fesmedibley WA, < 00},
donde
1/p
171y = [ 1 are)

Cuando no haya confusién, utilizaremos la notacién abreviada L7 (P). Ademds, denotare-
mos simplemente I7(R”) = I7(R”, B(R"), #), cuando x sea la medida de Lebesgue en
R”.

Uno de los resultados fundamentales que utilizaremos de forma recurrente para justifi-

car el intercambio entre limite e integral es el Teorema de la Convergencia Dominada.
Teorema 2.23 (Convergencia Dominada). Sea {f;, },en C L'(P) tal que:

I nlglgo fa(w) = f(w) para casi todo w € €,

2. |/ (@)| < g(w) para todo n y casi todo w € Q, donde g € L' (P).

Entonces, f € L' (P) y se tiene que

lim /ﬁdp:/fdp.
n—=00 JQ Q

La demostracién se encuentra en el Capitulo 2, Teorema 2.24 de [Folgg].
A continuacidn presentamos dos desigualdades en los espacios I que se usardn fre-

cuentemente para acotar expresiones: la desigualdad de Holder y la de Minkowski.

Proposicién 2.2.4 (Desigualdad de Hélder). Supongamos quel1 < p < oo yquep™ +47" =
L Sif y g son funciones medibles en Q tales que f € LF(P) y g € L1(P) entonces

gl < I/, llgllg-

En términos z'ntegmles, la relacion anterior se escribe como

1/p 1/q
/ (@) g(@)| dP(w) < ( / v(wnﬁdp(w)) ( / Ig(w)lqu(w)) .
Q Q Q

La demostracién se encuentra en el Capitulo 6, Teorema 6.2 de [Folgg].
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Proposicién 2.25 (Desigualdad de Minkowski). Sean f, ¢ € LP(P), con1l < p < oo,

entonces
If +gll, < 11, + llglly

La demostracién se encuentra en el Capitulo 6, teorema 6.5 de [Folgo].
Aparte de las desigualdades anteriores, es importante recordar que en los espacios
LP(P) podemos trabajar con limites y aproximaciones dentro de estos espacios sin salirnos

de ellos.

Proposicion 2.26 (Completitud de 7). Para 1l < p < o0 el espacio L (P) es un espacio de

Banach; es decir, toda sucesion de Comchy en la norma IP converge en I2.

La demostracién se encuentra en el Capitulo 6, teorema 6.6 de [Foloo].
Finalmente, incluimos dos resultados sobre convolucién de funciones que nos serin

de utilidad mis adelante.

Teorema 2.27.Sean f € I?(R) conl < p < ooy € LY(R). Entonces, para casi todo
x € R, la funcion y — f(x — y) ¢(y) es integrable y se define la convolucion como

790 = [F=s0)d>
Ademds, se cumple que f + ¢ € LP(R) y

I1F* #llp < 11112 11l

La demostracién se encuentra en el Capitulo 4, Teorema 4.14 de [Brex].

Teorema 2.28.Sea ¢ € L'(R) tal que/R¢(x) de =18if € ’(R),con1 < p < oo,

entonces se cumple que
lim [f + ¢, 1y = 0
donde
¢, (x) =t 9(r %), xeR

La demostracién se encuentra en el Capitulo 8, teorema 8.14 a) de [Folgg].

2.3. Resultados auxiliares

En esta seccién recogemos algunas desigualdades e identidad que se utilizardn en los

capl'tulos siguientes para acotar términos que aparecerén en desarrollos y demostraciones.
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Proposicion 2.29 (Desigualdad de Gronwall). Sez u : [0, T] — [0, 00) una funcion

continua no negativa que mtz'xfﬂce

t
u(r)SC+A/ u(s)ds, para0<t<T,
0

donde C, A > 0 son constantes. Entonces,
u(t) < Cet, para todot € [0, T].

Demostracion. Definimos

w(t) := /Otu(s) ds.

Entonces w(0) = 0. Derivando se tiene &’ (#) = #(#). A partir de la hipStesis, obtenemos
o' () = u(t) £ C+ Aw(t).
Restamos Aw(¢) en ambos lados
@' (t) — Aw(t) < C.

Multiplicamos ambos lados por ™4

(o (£) — Aw(2)) e < Ce .

Que se puede reescribir como

% (a)(t)e_A[) < C,

t t
/ di (w(;)c‘_’ﬁ) ds < / Ce™ ds.
0 a5 0

El lado izquierdo es w(2)e ™" — w(0) = w(£)e™, y el derecho queda

t
C
CePds=—=(1-e).
/o © A( ™)

Integramosde O a ¢

Por tanto, c
R P 1).
() < 5 (
Sustituyendo en la desigualdad inicial:

w() < C+Aw(t) < C+A- % (ef“ - 1) = c

Esto concluye la prueba. O
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A continuacién, presentamos un resultado que se empleard cuando trabajemos con

esperanza de productos de variables aleatorias.

Teorema 2.30. Sean X, Y : Q — R dos variables aleatorias independientes y acotadas en
el espacio de probabilidad (€, F, P). Entonces se cumple que

E[XY] = E[X] E[Y].

Demostracion. Sabemos que existen constante M y N positivas tales que |[X| < My

|Y| < N. Aproximamos X e Y por funciones simples (2.12):

(@) = > air(@),  Ya@) = Y biye (o)
i=1 7=1
donde F; = X Y([a;, a141)), G =Y X [bj, bj~+1)), con particiones tales que
M=ay<a1<...<am=M y —-N=by<b<..<b,=N

Observamos que
lim ¢,,(») = lim E a; yr,(w) = X (w),
m—>00 m—o0 )

lim () = lim ij 26,(@) = Y (@).
7=l

Vamos a demostrar que lim,,—,co E[¢,,] = E[X], parala variable Y se harfa de manera
equivalente. Para ello, aplicamos el Teorema de la Convergencia Dominada 2.23. Primero

tenemos que ver que ¢, € L' (), en efecto
|pp(w)| < M = / | @] dP < /MdP:MP(Q) =M < 0
Q Q

Luego, comprobamos que se verifican las hipétesis del Teorema de la Convergencia Domi-

nada .
lim Z a:yr(0) = X(w),
=1

m

Z a; yr,(w)

=1

<M e Ll(‘u).

Entonces aplicando el teorema obtenemos

m—0o0

lim E[g,,] = lim_ /Q (@) dP = /Q X(2)dP = E[X]
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donde
/Q P (@) dp = Z‘ a; /Q xF(w) do = Z:‘ a; P(Fy),

con F; = X '([a; a;41]). De igual manera argumentamos para XY

lim E[¢,¥] :m}l}ir_r)loo‘/g¢m(w);kn(a))dpz/QX(a))Y(a))dP:E[XY].

m,n—>00

Observamos ahora que ¢,,(») ¥, (w) = 254 b, nG; (). Por lo tanto,

m

E[$ntn] = Z Z aib; P(F; 0 G)),

i=1 j=1

Al'ser X e Y independientes, por la Definicién 2.6 P(F; N G;) = P(F;) P(G;), y se deduce

que

N

m

D aP(F)

=1

¢m¢n =

Ms

4z'bj P(F;) P(G)) =

(Z zojp(G]-)) = E[¢n] E[¢x].
J=1

=1 j=
Al tomar el limite cuando 2, » — o0 se concluye que
E[XY] = E[X]E[Y].
Esto concluye la prueba. m|

Por ultimo, recopilamos dos desigualdades algebraicas bdsicas pero que nos serdn de

utilidad.
Proposicion 2.31. Para cualesquiera a, b € R, se tiene:
(a+b)* < 24% +20%
Demostracion. Desarrollamos el cuadrado:
(a+0b)? =a*+2ab+ V%

Usamos la desigualdad
2ab < 4% + b, (2.7)

la cual es equivalente a 0 < 4* — 2ab + b* = (a — b)?, que se cumple siempre. Por tanto,
(a+b)? =a> + 1 +2ab < & + b + a* + b* = 24° + 20°.

Esto concluye la prueba. O
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Proposicion 2.32. Para cualesquiera a, b, ¢ € R, se tiene:
(a+b+0)* <3a%+30* + 37
Demostracion. Desarrollamos el cuadrado:
(@a+b+0)? =a>+ b+ +2ab+ 2ac + 2be.

Aplicamos la desigualdad (2.7) a cada producto 2ab < a*+b%, 2ac < a*+c% 2bc < b*+c%.

Por tanto, obtenemos
(@a+b+0)* <a®+ 0>+ +24% + 207 + 2% = 34> + 30% + 32

Esto concluye la prueba. m|
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Movimiento browniano

El movimiento browniano es un proceso estocdstico que describe el movimiento alea-
torio que se observa en las particulas como resultado de los choques contra las moléculas
del medio que le rodea. Su nombre proviene del botdnico escocés Robert Brown, quien
en 1827 observé cémo los granos de polen suspendidos en agua segufan caminos imprede-
cibles. Este movimiento, el cual vamos a construir y ver sus propiedades, es esenencial para
comprender las ecuaciones diferenciales estocdsticas, ya que interviene en ellas aportando

el componente aleatorio que se representa como dB.

Teorema 3.1 (Existencia del Movimiento Browniano). Exzste un proceso estocdstico { B} >0,
que se denomina movimiento Browniano o Proceso de Weiner, que cumple las siguientes

propiedades:

(1) Bo = 0 casi seguramente.
(77) Para todon € N ytiempos 0 < t1 < tp < ... < ty, las variables aleatorias
B, B, —B;,....,B;, — B; |
son independientes en el sentido de la Definicion 2.6.

(111) Para todost > s > 0, la variable aleatoria B, — B, sigue una distribucion normal
N (0, t = 5) en el sentido de la Definicion 2.21.

Demostracion. Para construir el proceso estocistico {B;};>0 aplicamos el Teorema de

extension de Kolmogorov 2.10. Empezamos definiendo los espacios de probabilidad

(R, BUR™)"), Py,...s,),
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donde la medida de probabilidad P;, ; en (R*)” para0 =ty < #; < --- < ¢, se define

como
Ptl ..... t, (A) = / l—[p(tz' — -1 Xi-1 xz') dxl oo dxm 4e€ B((R*)n) (3'1)
4 7i=1

En esta definicién, se toma xp = 0,y parax, y € Ry ¢ > 0,

=)
exp [ — )
27t P 2t

Ademis, dada una coleccién no ordenada de tiempos (s3,. .., 5,) € [0, ©0)”, definimos

p(txy) = (3-2)

Pfl ..... Sn = Pt'l ..... Ly (3‘3)

donde (#, ..., t,) es la reordenacién creciente de (sy,. .., 5,), es decir, existe una permuta-
cidno € X, tal quet; = 5,(;) donde #; <... < t, parai = 1,..., n. Por convenio, se fija
2(0,0,) dy = ddy(y), siendo dy la Delta de Dirac centrada en 0, acorde a la Definicién

2.22.

.....

,,,,,

que
/R ploxy) dy=1 (3.4)
se sigue aplicando inductivamente el teorema de Fubini,

Py (R)) = /( et oo
R*)”

i=1

n—1
= [R*)n_l (/R*P (tn - tn—Lv Xn—1» xn) dx}’l) l—lp (tl - ti—l; Xi—1, xl') dxl “ee dxn—l
=1

n—1
= [ - l_[p (tz' — Li-1 Xi-1 Xz') dxl cen dx;z—l =... = / p (tl, X0, xl) dxl =1
)" = R*

Veamos que, en efecto, la ecuacién (3.4) se cumple. Realizando el cambio de variable

)
w=2"2 a’u:ﬂ = dy=V2rdu
Var’ \Z] ’
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obtenemos

V2r 1 _
txy) dy = “ g e duy = —
/R*P(xy)y /R Ty~ \/_\/_

s Sea {4 j};zl C B((R*)") una coleccién de conjuntos disjuntos dos a dos. Entonces

se cumple que

8

/ np(tz' — -1 Xi—1, xz') dxl - dx
H A4

O]zl

o
o |4
j=0

~.
Il

INgE

/ (tz' — L1 Xi-1 xz’) dxl te dxn
A

7=0 J =1
[e§)
= [17"'1tn (Al)
J=0

.....

Comprobamos ahora que estas medidas verifican las hlpOtCSlS de compatibilidad del

Teorema de extensién de Kolmogorov 2.10.

» Para toda permutacién o del conjunto {1, 2,.. ., n}, se verifica (2.2) por definicién
de la medida de probabilidad para tiempos desordenados (3.3).

» Definiendo la medida en # + m tiempos, donde 4 € B((R*)"), comprobamos que
se cumple (2.3). Por definicién,

n+m

1 ..... totm (A X (R )m) = / np(tz‘ = L1 Xi-1 xz‘) dxl e dxn+m-
AX(R*)™ 4
Utilizando el teorema de Fubini para cambiar el orden de integracion, se puede
escribir
,,,,, b (A X (R)™)

n+m
/ np(tzﬂ i Xi xz+1) / P(f L1, X1 x]) dxj dxy...dx,.

—n+1

Por la propiedad (3.4) tenemos, paratodoj =z +1,..., 7 + m,

[ o=t ) =1
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Por tanto,

Pn ..... t, (A) = Ptl,...,tn (A X (R*)m)

sbntloeeosbntm

Verificadas ambas propiedades, podemos afirmar que, por el teorema de extensién de

Kolmogorov 2.10, existe una medida de probabilidad P en el espacio medible
(@)1, B((R)10))
tal que
P ({(xt)te[o,m) e RHO™ . x edy o, € An}) =Py (Ay X - X Ay).

Definida la medida de probabilidad, segtin la demostracién del Teorema 2.11, el proceso

estocastico {B;},>0 se define como las funciones coordenada
B : ((R*)[O}OO)’ B((R*)[O}DO))’ P) — R*) Bt((xJ)JG[O,OO)) = X

Se verifica que B; es una funcién medible para todo ¢ € [0, o), ya que por la Definicion

2.4, para cualquier conjunto de Borel 4 € B(R"),
BA) = {(5)sefoe € (RN 5, € 4} € B((RY)1%),

Por tltimo, vamos a comprobar que el proceso estocdstico definido verifica las propiedades

indicadas del Teorema 3.1.
1. La probabilidad de que el proceso B, tome ciertos valores en los tiempos #4, ... . , #

estd dada por (2.6). En particular, para g = 0, la probabilidad de que By = O es1ya

que
P(By=0)=P(Bo € {0}) = Po({0}) = / 20,0, dy = / dio() = 1.
{0} {0}

Por lo tanto, se cumple que By = 0 casi seguramente.
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2. Ahora, vamos a demostrar que las variables aleatorias By, By — By, ..., B, — B,-i,
donde B; = B, yt; < ti1 parai = 1,..., n, son independientes. Definimos la
siguiente aplicacién lineal

T:R" — R",

T (x5, %0005 %) := (X, %0 — Xty v e ey X — Xy 1)

Por definicién de independencia (ver Definicién 2.6), si denotamos
(W, Wo,..., W) == (B, B, — By, ..., By, — By1),
debemos comprobar que para todo 4y, 4o, ..., 4, € B(R) se cumple que
P(Wye€eAy,.... W,eA,) =P(W€A)---P(W, €A4,).

Sabemos que (W1, Wo,..., W,) = T(By, By, ..., B,) para la transformacién li-
neal T', por lo que

P(T(By...,B,) €A1 X+ xA,)=P((By,...,B,) € T Ay x+++x4,))

= / " ) Hp(t[ — L1, Xi—1, xl') dx1 .. dxn
T X ) =1

. 1 | — x-1]?
:/ H—CXP (—#) dxy...dx,.
ritapesty A Vot i P\ 206 - )

Como la aplicacién 7! es lineal y su jacobiano es distinto de cero (de hecho, es
una matriz triangular inferior de unos), podemos aplicar el Teorema de cambio de

variable 2.20 para obtener

P(Wl e€eAy,..., W, EAn)

= / ﬁ —1 exp (——lwilz ) dwi - - - dw,
e LN\ Va2 - 60
e (3.5)
/ 1 ( |w;| )
ye——————.{ O dwl-
A; (\/271’(@' —t;1) 2(t; = ti1)

P( Wie Az’)-
i=1

I
~,
X |l N
—

Quedando demostrado que los incrementos son independientes. Ademis, la igual-

dad (3.5) tambien muestra que

P(Wiedy.... Wy€dy)= vy, ®vyepy ® - @y | (A1 X+ X A,),
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donde 7, es una medida de probabilidad con distribucién normal de media cero y
varianza ¢. Es decir, v, ~ N (0, #) (ver Definicién 2.21). Por tanto, también queda

demostrada la propiedad (iii), para7 = 1,... #, es decir,

W;=B;—B;_1 ~N(0,t—t;_1).

Se concluye asi la demostracién. m|

3.1. Propiedades del movimiento Browniano.

Ahora, vamos a ver ciertas propiedades del movimiento Browniano que nos servirin

en los capitulos siguientes a la hora de operar y trabajar con ellas.

Teorema 3.2. Sea {B;};>0 ¢l movimiento browniano y 0 = ty < fy < ... < t, una
sucesion finita de tiempos. Entonces, para cada [ € ! (Ptl,...,tn) siendo Py, ., la medida de
probabilidad definida en (3.1), se cumple que

n
E [f(Btp Btz; ) Bt”)] = / f(xb cees xn) HP(Q‘ — -1 Xi-1 xz‘)dxz"
R7 i=1
Demostracion. Definimos las variables Y; := B, — B,y paraz = 1,..., n, y la funcién

b(}’l:}’z; .. ;)’n) izf()’b)’l +)’2; RN ! +-- +}’n)

Entonces, podemos escribir:
E|f(By...,B,)| =E[h(Yi,..., V)] :/( . )b(Yb---:Yn)dP-

A esta ultima integral, se le aplica el resultado de la Proposicién 2.18 para

a: (R — RS a(yny2.-90) = by 90)

o: (RN (R, 0= (..., V),

obteniendo

/ lo(Yl,...,Yn)dP:/ (aoga)dP:/ adPy,..v).  (36)
(R#)1029) (R#)102) Ry
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Por las propiedades (ii) y (iii) del movimiento Browniano, tenemos que
(Y,..., ) ~N(O0, 1 —5) Q- QN(0, 2, — t,-1),

y por tanto,

Sustituyendo en (3.6) resulta

E[b(YlJ (RS Yn)] = </(R*) 1?(_)/1, e 7.)}71) Hp(tl' — L1 0’)’1') d_yz

=1
= /R 19()/1, cee ,yn) np(tz' =41 O: yz) dyz'a
4 =1

donde la tltima igualdad se debe a que {0} C R* tiene medida nula. Finalmente, cam-

biando las variables y; = x; — x;_1 paraz = 1,..., z, y teniendo en cuenta que

h(x1, %0 = X1, 0005 Xy — Xpm1) = f (X1, 22, ..., Xy)

y que
Pt = 11, 0,000 — xi-1) = p(t; — tim1, %1, %),
obtenemos
E[h(Ys,..., V)] = / Fla..., x) ]—[ Pt = tr1, %r1, %) ;.
R” =1
Esto concluye la prueba. m|

Una propiedad que vamos a ver en el siguiente teorema y que se empleard mds adelante
de cara ala medida de probabilidad P, es que podemos restringir el espacio de funciones

(R*)[0%) 4] espacio de funciones continuas
C([0,)) = {f : [0, 0) —» R* |f es continua}.
Teorema 3.3. Consideramos el espacio de probabilidad
(@), B, P)
definido en la demostracion del Teorema 3.1. Entonces, se cumple que

C([0,0)) € B(RH!*) 5y P(C([0,0))) = 1.
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En otras palabras, las trayectorias Brownianas # + B;(x) son continuas para casi todo
x € (R")[%®) La demostracién se encuentra en el capitulo 10, Teorema 10.28 de [Folg9].
Terminamos probando algunas propiedades del movimiento browniano que utilizaremos

en los capitulos siguientes.
Lema 3.4. Sean 0 < t1 < t5. Entonces, se cumple que
E[B,-B,]=0 y E[(B,-8,)*=0-n

Demostracion. Como {B;},0 es el movimiento browniano, por el Teorema 3.1, se tiene
que
Btz - Bt‘l ~ N(O, tz - tl).

Entonces, por las propiedades de la esperanza y la varianza de las variables aleatorias con

distribucién normal, Definicién 2.21, se deduce que
E[B, -B,] =0 y E[(B, —B,)*]=Var(B,, - B,) =t — t1.
Esto concluye la prueba. O
Lema 3.5. Sean 0 < 11 < to. Entonces, se satisface la identidad
E [(B, — By)*] =3(t2 — )™

Demostracion. Esta esperanza se calcula empleando el Teorema 3.2 a la funcién £ (x, y) =
(y — x)*. En efecto,

E [(B[2 B,) ] E [f(Btl, B[2 / (y - x)* p(t1,%0) p(t2 — 11, 9, x) dx dy

donde, por la definicién de p(4 «; y) (ver (3.2)) obtenemos
x2 (-2)?

_ e 2@ dxdy.
/ Y V27rt1 \/27r(t2 - 1) 4

Aplicando el cambio de variable z = y — x y el teorema de Fubini tenemos

E [(Blz Btl

ZZ
E [(Bl‘z - Bl‘1)4] = e o) g

zm/m/ o dx/

2te 2(’2 1) dz,
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donde, para la segunda igualdad, hemos usado la identidad (3.4). Aplicamos ahora el

z

V2(t2—t1)
) 2 )
/ gt 0 dg = V2(t, — 11) 4(2, — l‘1)2 / 1446_”2 du.

(o]

cambio de variable # = , obteniendo

Esta integral se resuelve haciendo doble integral por partes, resultando

/ %46_”2 du. = ﬁ

o 4

Asi, concluimos que

E (B, - By)*| =3(ta — 1)

lo cual completa la demostracién. m]






4

Integral de Ito

La integral de It6 es un concepto fundamental en el cdlculo estocdstico que se utiliza
para integrar funciones respecto al movimiento Browniano. La construccién de la integral
de It es similar a la construccion de la integral de Lebesgue. Sin embargo, veremos que
esta integral presenta propiedades distintas.

Comenzaremos introduciendo algunas definiciones que nos ayudaran a construir la inte-
gral de Itd. En esta seccién, con el fin de simplificar la notacién, denotamos el espacio de
probabilidad sobre el que se define el movimiento Browniano {B;};>¢ en el Teorema 3.1

como

(Q EP) = (RN, B((R")1*)), ).

Definicion 4.1. Sea {B;},>0 el movimiento browniano definido en el Teorema 3.1. Defini-
mos

F=oc{o€Q:B,(w) €d;i=1,...,k}),

donde t; < tyA; € B(R) son conjuntos de Borel, 7 < £ € N. Observamos que
F=c({B}(4): s<t 4€BR)}).

Observacion 4.2. Se cumple que F; C F; cuando s < ¢.
Lema 4.3. 57 X : (Q, F;) — (R, B(R)) es Fy-medible, entonces X también es F-medible.

Demostracion. SiX es F-medible, se tiene que para todo conjunto boreliano 4 € B(R),
XY(4) € F.. Como F; C F, se deduce inmediatamente que X (4) € F. Por tanto, X
también es F-medible. O

La proposicion que sigue formaliza una de las propiedades mds caracteristicas del
movimiento browniano. La demostracién requiere resultados de teorfa de la probabilidad

algo mds técnicos, que se presentan con detalle en la Seccién 2.1 de [Durig].

Proposicion 4.4. Sean 0 < s < t. Entonces, B, — B; es independiente de la o-dlgebra F.,.
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Demostracion. Por el Teorema 3.1 (ii), el proceso de Wiener tiene incrementos indepen-

dientes. En particular, B, y B; — B, son variables aleatorias independientes, es decir,
Hpg =c({B/'(4): A€ BR)}) =c ({w € Q: B(w) € 4,4 € B(R)})
Hp p=c({weQ: (B, —B)(w) €4,4€BR)})

son independientes. Consideremos ahora una particién arbitraria del intervalo [0, s],

0=s59 <351 <...<sy =5 Porel teorema 3.1 (ii), volvemos a tener otra vez que las variables

B,-B, B,-B,, ..., B,— B

1 Sm—1

son independientes entre sf, y cada una es también independiente de B, — B;. En el Teo-
rema 2.1.9 de la Seccién 2 de [Durig] se demuestra que la o-dlgebra generada por estos

incrementos, es tambien independiente a H,_p,, Por tanto,

Hp, -B,,B,~B,...B

:J({a)EQ:(Bjj—B,j_l)(a)) eAj:AjeB(R),j:O,...,m})
:J({weQ:B,j(w) eAj:AJ-EB(R),j:O,...,m}) CE

es independiente de Hp,—p,. Sea I1; el conjunto de todas las particiones finitas de [0, s]

podemos definir

g=J J({a)EQ . B, () € 4, AjeB(R),j:L..m}),
meN
T €Il

donde cada 7, = {0 =59 < 51 < --- < s, = 5} es una particién. Estas s-dlgebras son
independientes a Hp,—p, . Por tanto, o(G) = F;y podemos concluir que £; es independiente

a Hp,_p (consultar Seccién 2, Teorema 2.1.9 de [Durio] ). O

Definicién 4.5. Un proceso estocdstico X : [0, 00) X Q — R se dice F;-adaptado si para
cada ¢ > 0la funcién
X, :Q—R o X(to)

es F;-medible.

Definicién 4.6. Denotamos por V' = V' (S, T') la clase de funciones
f:[0,0) xQ — R

que cumplen:
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(i) Laaplicacién (4 w) = f(t, w) es B([0, )) ® F-medible, donde B([0, 0)) esla
o-dlgebra de Borel en [0, 00) y F esla r-algebra del espacio de probabilidad (€, 5 P).

(ii) f es Fy-adaptada.

(iii) Se satisface que

T 2] N
E[/S ftw)de| < oo

Definicién 4.7 (Funcién elemental). Una funcién ¢ € V7 es elemental si existe una

particién {#;}"_, del intervalo [, 7'] tal que

n—1
B(5,0) = > Xi(®) - Yty (0) (4.)
=0

donde cada funcién X; = X,, es F; -medible.

n—

- Z E[X?](ti1 - #;) < oo.

Observacion 4.8. Observamos que, como ¢ € I, por la propiedad (iii) de la Definicién 4.6,
T
S

T n—1
E[ / (5 w)” dt] =E ZXZ-Z / Xltstin) (2) dt
S =0

Por tanto, necesariamente, X; € L*(P) paracada7=0,...,z -1

1
=0

Definicién 4.9 (Integral de It6 para funciones elementales). Sea ¢ € 7 una funcién

elemental conforme a la Definicidn 4.7, se define la integral de It6 de ¢ como

T n—1
[ #eords@ = Y x5, - 5@ (+2)
=0

Observacion 4.10. Por esta definicién, la integral de Itd (4.2) es una variable aleatoria, ya que
resulta de una suma finita de productos de variables aleatorias X}, que son £ -medibles,
con incrementos del movimiento browniano, los cuales también son variables aleatorias.
Por tanto, la integral de It6 permite definir el siguiente proceso estocdstico {X;}c[o,7]

donde )
X;(w) :2/0 ¢(s, w)dB(w), te€[0,T].

Ahora presentamos una propiedad clave de la integral de Itd, conocida como isometria

de Itd, la cual nos permitird extender su definicién a funciones mds generales.
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Lema 4.11 (Isometria de It6). 87 ¢ € V (S, T') es una funcion elemental acotada, entonces

/ ' ¢(t, w) dB,(w) € L*(P),
S

T 2 T
2
(£ ¢(t, w) a,’B[(a))) /S #(t, ) dt] .

Demostracion. Dado que ¢ es elemental, existen una particion {¢;}7_, de [, T y ciertas

y ademds

E =E

variables aleatorias X; € L% (P) tales que ¢ tiene la representacion (4.1). Definimos AB; =

By, — B,. Vamos a comprobar que se cumple la siguiente igualdad

siz #

E[X7 (41 =) sii=j.

E[XX;AB;,AB;] =

» Paraz = j tenemos que
E[X7(AB)*] = E[X?1 E[(AB)?] = B[X7] (ti1 — 1,).

La segunda igualdad se da por el Lema 3.4, mientras que la primera por el Teore-
ma 2.30. Para aplicar este teorema, comprobamos que X %y (AB;)* son independien-
tes. En efecto, X; es F; -medible por la Definicién 4.7. Ademis, AB; = B,,,, — B,,, por
la Proposicién 4.4, es independiente de F;,. Sea Y = AB;, que la variable aleatoria
Y seaindependiente a F;, significa que para todo by € Hy (vedse la Definicién 2.6),
y para todo 4 € F,,, se verifica que:

P(hy N A) = P(by) - P(A).

En consecuencia, Y es independiente de la variable X}, ya que es una variable F; -

medible. En efecto, para todo by € Hy y hx € Hy, C F;,, se cumple que
P(by Nhx) = P(hy) - P(by).
Por tanto AB; y X; son independientes.

= Para/ # j tomamos 7 < j. Vamos a comprobar que X;X;AB; y AB; son indepen-

dientes, de esta manera podemos volver a aplicar el Teorema 2..30, y obtener

E[X;X;AB;AB;] = E[X;X;AB;) E[AB;] = 0.
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El resultado da 0 por el Lema 3.4. Para demostrar que X, X;AB; y AB; son indepen-
dientes, primero observamos que X; X;AB; es Ej-medible: X; es Fj;-medible y X; es
F;;-medible por la Definicidn 4.7, y ademds B;, es F;,-medible y By, es F;,,-medible
por la Definicién 4.1. Como F;; C F;,, € F;; por el Lema 4.3 todas las funciones

son th—medibles y su multiplicacién es th—medible.

Por otro lado, sabemos que AB; es independiente de F;; por el Teorema 3.1. Como

X;X;AB; es }'}j—medible se vuelve a concluir que AB; y X;X;AB; son independientes.

Por lo tanto,

n—1 2
=E (Z X;(@)[By,., — By,] (a)))
=0

T 2
e[ sas)
N
n—1 n—1
=E[) X:XGABAB] = > BIXX;ABAB]
4,j=0 4,j=0

—

n—

= ) E[X](tin —4) =E

/ST¢2dt].

La tltima igualdad se obtiene de la Definicién 4.7, expresando ¢ en su forma elemental.

T n—1
5| [ oar - [ (;Xf(w) Lo ®

n—1 n—1
— 2 . _ o . 2
= /Q ;Xz (@) * Xizptin) () dP(@) ;(QH %) /Q X, ()2 dP(w)

'\|~|.
(=]

2
dP(w)

n—1
= B[] (-1
=0

Esto concluye la prueba. O

4.1. Construccion de la integral de It0.

A partir de la definicién de la integral de Itd para funciones elementales y el estudio de
sus propiedades fundamentales, en esta seccién desarrollamos la Integral de It6 de manera

general. Comenzamos dando su definicién.
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Definicién 4.12 (Integral de It6.). Sea f € V' (S, T'). La integral de Itd desde S a 7" de f se

define como

T T
/ f(tw)dB, = lim / ¢u(t, w)dB;, (limite en L*(P)) (4.3)
S n—0 Jg

donde {¢, } ,en es una sucesién de funciones elementales, presentadas en la Definicién

4.7, tales que

T
lim B [/S (F (5 @) = $ult,0))” dt] = 0. (4.4)

n—oo

Veamos que (4.4) implica la existencia del limite (4.3), para ello comprobamos primero

T
{ / () dBt}
0 n>1

es una sucesién de Cauchy en L*(P). Por la isometria de Itd para funciones elementales,

enunciada en el Lema 4.11, se tiene que

T
E :E[L (¢n(t: w) _¢m(l:w))2dt]

T 2
(/S (¢ (5 @) = B (5 w))dBt(w))

' 2
=E [/ ((fn(50) = f(£,0)) = (Pt @) = f(5,0))) dt] .
N

Aplicando la desigualdad de la Proposicién 2.31,

T
E [/ (a6, 0) =) = (Bn(t,0) = ))* df]
S

<2E +2E

T
/S o (60) — £ 5 w>|2df].

T
/S o6 ) — (5 )2t

Dado que por hipétesis tenemos (4.4),

T
/S fn(t ) £ s w>|2dr] _o,

lim E
n—oo

se concluye que { fOT $a(2) dBt}  esuna sucesién de Cauchy en L?(P), por tanto la
nz

sucesion es convergente. Por el Teorema 2.26 como estamos en L2, el limite también se
encuentra en L. De esta manera, queda demostrado que el limite existe como un elemento
de L?(P).

Ahora, vamos a ver como podemos obtener una sucesién de funciones elementales ¢,

que convergan a f en L? (4.4). Para ello, ultilizaremos los tres siguientes lemas técnicos:
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Proposicion 4.13. Sea g(t, w) € V una funcion acotada tal que g(-, w) es continua para
cada . Entonces, existe una sucesion de funciones elementales {¢,} nen donde ¢,(t, w) € V

tales que

T
lim E[/ (g—¢n)2dt] =0
S

n—oo
Demostracion. Tomamos una particién del tiempo [S, 7], {{t]" };'l:()}nGNJ de manera que

t;'z+1 — tJ” < % Definimos ¢, (%, w) = ij‘:_()lg(tj, w) -;([,Ja,[;zﬂ)(t). Comog € V,ges F;-

adaptado y por tanto para cada #; > 0 se tiene g(#;, @) es Fy-medible. En consecuencia, ¢,

es una funcién elemental. Ademds, observamos que, fijado w, lim, 0 ¢, (7) = g(7) para

telS T].

n

n—1
Tim $,(5) = lim > () g1 () = lim g(¢7) = ¢ (lim 1) = ¢(@).
7=0

La segunda igualdad se debe a que 7 € [t;‘, tj’il) C [S, T']. La tercera igualdad se justifica

porque ¢(-, w) es continua para cada w. Ahora, se comprueba que

T
lim / (¢- ¢n)2 dt =0 paracadaw.
S

n—oo

Para comprobar este limite, aplicaremos el teorema de la convergencia dominada (Teorema

2.23). En este caso, definimos f,, = |g — ¢,|* € L'([S, T]). Observamos que

Ademis, como |g| < My |$,| < M, entonces
g = ¢al” < (gl +18,)* < (M + M)* = 401,

y como 4M? es constante, se tiene que 4M?* € LI([S, T1).

Por tanto, podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada para obtener

T T T
lim/ (g—¢n)2dt:/ 1im(g—¢n)2dt:/ 0dt = 0.
S s "o S

n—o0

Conociendo esto, falta comprobar que

nlg%oE[/ST(g—gbn)zdt] :Ji_r)r;o/Q/ST(g—%)zdth:O.

Volviendo a aplicar el teorema de la convergencia dominada, ahora consideramos

T
— _ 2 1
ﬁl_/S (g ¢n) thL(P)‘
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Por un lado, se verifica que

n—oo

T
lim / g — $a|*dr = 0.
S

Por otro, tenemos la desigualdad

/S T(g— 8,)° dt

Por lo tanto, se puede aplicar nuevamente el teorema, obteniendo

T T
lim / / (g~ ¢n)*dtdP = / lim / (g — ¢n)>dtdP

:/Oa’P:O~P(Q):O.
Q

T
< / 4M?* dr = 4M*(T - S) € LY(P).
S

Esto concluye la prueba. m|

Proposicion 4.14. Sea b € V una funcion acotada. Entonces existe una sucesion de funciones

acotadas {g, }new € V tales que g, (-, w) es continua para todo w y n, y

lim E

n—oo

'/ST(/o(t, w) — g, (2 a)))zdt] =0.

Demostracion. Suponemos que |h(2, w)| < M paratodo (£, w) € [S, T] X Q. Para cada

n, definimos una funcién ¢, : R — R no negativa y continua tal que:

() ¥n(x) =0parax < —%yx >0,y

(ii)[ Va(x) dx = 1.

Definimos entonces
w(Lw) =y, xh= (s — 1) b(s, w) ds.
o) =g sh= [ G- b0

Por el Teorema 2.28, se cumple lim,,co [|g, = bl| z2([577) = 0. Fijado @, la funcién g, (# )

es continua. Ademds, se cumple que

|gn(l‘,w)|S/0 wn(s—r)/o(s,w)ms:/O 1V (s — D1 155, 0)] ds < M

La primera desigualdad es consecuencia de la desigualdad de Minkowski, y la tltima se

obtiene utilizando que / estd acotada y aplicando la propiedad (ii) de ¢;,. Dado que b € V,
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se puede demostrar (ver por ejemplo pdgina 133 de [Karo1]) que g, (% -) es F;-medible para

todo z. Por el Teorema 2.28 se cumple que

n—oo

T
lim / (g2(s @) = b(s, a}))2 ds=0 paracadaw € Q.
S

Para demostrar el limite que queremos

lim E

n—oo

T
/S (h(t, @) — gu(5@))* dt| = 0,

aplicaremos el Teorema de la Convergencia Dominada 2.23. Definimos la funcién

r 2
ﬁMWiK(Wm%&@w)m€E@)

la cual hemos visto que converge a 0 puntualmente para cada w. Ademds, podemos acotar

r 2
_mm$£ (16t )| + lgn (6, ) d < 4M3(T - 5),

donde la tltima desigualdad se deduce del hecho de que tanto 4(# @) como g, (2 w) estin
acotadas por M, y por lo tanto f,, estd acotada por 4M*(T —S) € L'(P). Por el Teorema

de la Convergencia Dominada, se concluye que

”lgr;o/gzﬁ,(a))dP(w):/gznlgxgoﬁ(w)dP:'/gzOdP:O-P(Q):0.

Esto concluye la prueba. m|

Proposicion 4.1s. Sea f € V. Entonces existe una sucesion {h,}pen C V tal que b, es

acotada para cada n y

T
lim E U (F (8, w) — by (8, 0))* dt] = 0.
n—oo S

Demostracion. Definimos

—n sif(fw) <—n
ha(tbw) =1f(tw) si—n<f(tw)<n
n sif (4 w) > n

Primero vamos a demostrar, utilizando el teorema de la convergencia dominada 2.23, que

T
lim / |f (6 @) = bu(2, w)|?dt = 0.
S

n—oo
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Para ello, definimos f,,(t, @) = | (¢ @) — b, (¢, @)|*. Sabemos que
lim |f(5 w) = by(2 w)|* =0, paracasitodoz € [S, T,

ya que por definicion de b, tenemos que lim,_,c 4, (2, @) = f (¢, w). Ademds, podemos
acotar

fulbw) = f = bal® < (IF1+ 1bal)? < 4lF1 € L[S T] x Q).
Esta cotaesintegrable yaque f € V' C L*([S, T]xQ), y por tanto |f]* € L'([S, T]x Q).

Aplicando el teorema de la convergencia dominada, concluimos que

T T T
lim/ V(M)—bn(wwd::/ lim V(gw)—bn(aw)lzdt:/ 0dt = 0.
S s noe S

7n—00

Por tltimo, para demostrar el limite del enunciado

lim E
n—oo

T
/ lf(t’ w) - bn(tr w)|2df:| =0.
S

Consideramos nuevamente g, () = fST |f (2, @) = b,(t, w)|*dt, para el cual ya hemos

probado que lim,,—,c0 g, (@) = 0. Ademds, tenemos

T T
(@) < /S (5 ) — b (6 )P < 4 /S (6 ) Pdr € L)

debidoaque f € V' C L*([S, T] X Q). Aplicando nuevamente el teorema de la conver-

gencia dominada, obtenemos

T T
limE[/ V(t,a})—bn(t,a)ﬂzdt]:/ lim/ f (&, ) = b (t, )| dr dP
S Q17 Jg

:/OdP:O,
Q

como querl'amos demostrar. O

A partir de estas proposiciones, podemos obtener una sucesién de funciones elementa-
les ¢, que converge a f en L?(4.4). Sea f € V. PorlaProposicién 4.15, existe una sucesién
acotada {h,};”, C V' talque b, — fen L?. Para esta f, tomamos una subsucesién {hn )

donde 7; > ;-1 tal que

E [/ST(f(t) — by (2))?de| <1,
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E

T 1 T
/ (f(t)—bnz(t))zdt] <2, ... B / (F(2) = by (£))% e
s 2 s

Para cada bnj, por la Proposicién 4.14 existe una sucesion {gnj) m oy de funciones acotadas

1
< = ...
J

. 2 . . .
y continuas en ¢, tal que Lnym = /onj en L*. Para cada j, elegimos una subsucesion {gnj,mj}

donde m; > m;_; tal que

r 1
E L/; (bnj(t) _gn]-,m]-(t))z dt] <}'

Luego, para cada gy, por la Proposicién 4.13 existe una sucesién de funciones elemen-
o) ) 2 . . .«
tales {@nﬁmj}/@} 1oy tal que Prympk = Znym; €0 L7, Para cada 7, elegimos una subsucesién

{@umpk; 1> ki > kjy tal que

T
E[jg @y () = P ()

1
< -.

J
Definimos las sucesiones

bj = bnj; & = Lnpmp P = ¢nj,mj,/ej'

Aplicamos la desigualdad triangular

If (2) = gi (O] < |[f (1) — g (D] +1gj(2) — @ (D)
< ([F (D) = B + 15 (2) = g (D)) + gy () — g; (D).

Elevamos al cuadrado y utilizamos la desigualdad 2..32, donde obtenemos

I () = (D> < 3(|f (D) = by * + b (1) = gi (D) + g (1) — @, (D)) .

Ahora integramos y tomamos las esperanza

) _
L £ () = b de

T
E [/S F(6) - ¢j(t)|2dt] < 3(E
) !
+E /S |h;(2) —g]-(t)|2dt_
) _
A @w—@mﬁm).

Dado que cada uno de los términos del lado derecho es menor que 1/, se concluye que

+E

T
lim E [/S IF(2) - gz>j(t)|2dt] =0,

]'—)00
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lo que implica que ; — f en L?,(4.4). Esto permite definir la integral de It6 de / como

el limite en 22 de las integrales de las funciones elementales

T T
IIf] = /0 f(&)dB, = lim /0 4,(2) dB..

Por ultimo, para comprobar que la Definicién 4.12 de la integral de It6 estd bien dada,
suponemos que, dada f' € V' (S, T), {¢n }nen ¥ { ¥} nen sean dos sucesiones de funciones
elementales tales que

lim E

n—oo

T
/S (f(5@) = ¥u(t,0))* dr| = 0.

T
/ (£ (1, 0) = $u(t,0)) dr] = lim E
S n—00

Queremos probar que

n—oo

T T
lim / ¢n(t, w) dB, = lim / Vu(t, w) dB; (limite en L*(P)),
S n—eo Jg

es decir que fST (¢4 (% @) — ¥ (2, w)) dB; converge a cero en L*(P). Para ello, es equiva-

lente a demostrar

lim E

n—oo

T 2
(-/S' (¢n(t: a)) - Wn(t; &))) dBt) =0.

Aplicamos la isometria de It6 para funciones elementales, demostrada en el Lema 4.11, la
cual nos da
E

_ ’ _ > ]
-E /S (6n(6) — ¥ (60)) dt .

T 2
( /S (6n(6:0) — ¥ (5,)) dBt)

Aplicando la Proposicién 2.31, tenemos

($n(t, ) = ¥ (£, 0)? = (F(6, @) = $,(5 ) = (F (5 0) = ¥u (5 0)))°
<2(F(tw) — ¢n(t, ) + 2(F (1, @) — ¥ou(t, )™

Por lo tanto,

T
E [ /S (B0(6) — ¥t w))zdt]
+2E /T(f(t,w)—%(t,w))zdt :
S

Como ambos sumandos tienden a cero cuando » — oo por hipétesis, se deduce el

T
szE[/S (F(6 @) — $u(6,0))* dt

resultado que queremos. En conclusidn, el limite en la definicién de la integral de It6 es

unico, y no depende de la sucesién de funciones elementales escogida.
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4.1.1. Propiedades y ejemplos.

Una vez definida la Integral de Itd acorde a la Definicién 4.12, pasamos a estudiar

algunas de sus propiedades fundamentales.

Corolario 4.16 (Isometria de It0). Para toda funcion f € V (S, T), se cumple

T 2 T
( [ e dB;) T dr] .
S S

Demostracion. Por definicién de Integral de Itd tenemos

[ 00

E =E

E

n—oo

[ T
=E ( lim / ¢n(t, ) dB,
S

Il
(es]

[ T
»hm (/; ¢ (8, w) dB,

(/ST¢n(t, w) dB;

Si aplicamos a esta tltima igualdad la Isometria de Itd para funciones elementales 4.11

T 2 T
2
( /S f(m)dst) /S ot ) dr].

Ahora, se comprueba que

T T
lim E [/ éa(t, a))zdz‘] -E / F(tw)* dz‘],
n—00 0 0

o0 equivalentemente,

= lim E

n—oo

obtenemos

E

= lim E
n—o0

T
/0 ($u(t0)* = f(5 w)z)dt] = 0.

lim E
7n—>00

Sabemos que ¢2 — £ = (¢, — f)(¢n + f), y por la desigualdad de Holder 2.24 aplicada

conp = g = 2, se tiene
T
E 2(t w) — F2(t, w))d
[/0 ($2(50) - F2(1,0)) r]

T ) X ])1/2.( [ T X ])1/2
s(E[ [ 6o -reara|] (2| [ @eorscora)
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El primer factor tiende a 0 por la definicién 4.12, con el segundo factor comprobamos que
es finito aplicando la desigualdad de Minkowski (2.25),
T 1/2 T 1/2
(E / ($n(t, ) + f (1, 0))* dt]) < (E / $2(8, w) dt] )
0 0
T 1/2
+ (E / At w) dt])
0
Esto es finito ya que ¢,,, f € L*([S, T] x Q). Por tanto,

T 2 T T
2 _ 2
( / f(t,w)dBf) | 0 dr]—E[ e dr]

Esto concluye la demostracién m]

E

= lim E
n—00

Como consecuencia directa de la isometria de It6, obtenemos el siguiente corolario

que nos serd Gtil mis adelante.

Corolario 4.17.Si f(t,w) € V(S T), fu(t, w) € V(S T) paran € Ny

T
lim E [/ (£ (8 w) —f(t,a)))2 dt] =0,
n—>oo S
entonces

T T
1 = w en L? .
lim £ fa(t,w)dB; = £ f(tw)dB, L°(P)

n—oo

Demostracion. Hay que demostrar

lim E

n—oo

=0.

T 2
(/S fat,w) = f(tw) dBt)

Se tiene que (f,, — f) (1, w) € V' (S, T), por tanto aplicamos la isometria de Itd 4.16

T 2 T
lim B (/S (ﬂ—f)(w)d&) =nlgr;OE[/S (ﬁ—fﬂw)d&]

n—oo

T
= lim E[/S (f,(t, w) —f(t,a)))zdt] = 0.

Esto concluye la prueba. O

Otra propiedad fundamental es la continuidad en el tiempo de la integral de Itd. Para
ello, recordamos por la Observacion 4.10 que la integral de Itd se puede ver como un

proceso estocdstico.
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Teorema 4.18. Sea f € V (0, T'). Entonces existe una version continua en t de

t
/f(s,w)dB;, 0<i<T
0

es decir, existe un proceso estocdstico {J;}re[o,1) en (&, P) con t +— J(w) continua en
[0, T'] para casi todo w € Q tal que

t
P(]t:/f(s,a))dB,)zl paratodo0 <t < T.
0

La demostracién se encuentra en el capitulo 3, Teorema 3.2.5 de [Jkso3].
Ahora, vamos a presentar algunas propiedades bdsicas de la Integral de Ité que serdn

especialmente dtiles a la hora de operar con este tipo de integrales.

Proposicién 4.19. Sea f,g € V(0,T) ysea 0 < S < U < T. Entonces:
T U T
(7) / fdB, = / fdB, + / fdB;  para casi todo w,
S S U
T T T
(iz) / (cf+g)dB;, =c- / fdB, + / gdB,  (cconstante), para casi todo w,
S S S
T
(111)  la integral de It6 tiene esperanza nula, E [ / f dB[] =0,
S

T
(tv)  la integral de It6 es una funcion / fdB, : (& Fr) — (R, B(R)) Fr-medible.
S

Demostracion. Estas propiedades se cumplen para las funciones elementales, ya que sus
integrales se definen como sumas finitas donde las propiedades (i)-(iv) son triviales. Luego,

tomando limites en 77(0, T'), obtenemos el resultado paraf, ¢ € V(0, T').
(i) Por definicién de Integral de Itd 4.12 y funcién elemental 4.7 tenemos
T T 7

Partimos la suma en los intervalos, [S, U) y [U, T'], de modo que

n
D XiBu=B)= > Xi(Ba—B)+ Y Xi(Bui-B),
7=0

4e[SU) t€[UT]

Tomando limites obtenemos

/SdeBt:/SdeB[+/UdeB[
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para casi todo w.
(ii) Sea ¢ € R constante. Volvemos a aplicar la definicién de Integral de Itd 4.12 y de funcién

elemental 4.7
T T n
/ (¢f +g)dB; = lim / (¢¢n + V) dB; = lim Z (c)(} + )?) (Bj+1 — B)),
S 7n—00 Ky n—>00 -
7=0

donde X; y Y; son los valores de ¢, y ¥;, respectivamente. Separando los términos obtene-

mos

n—oo

n 7 T T
lim |¢ > X (B = B) + Y Y;(Bui— B) | =c / fdB, + / ¢dB,
= = s s

para casi todo w.

(iii) Sabemos que
T n
/=0

Si se aplica la esperanza, al ser lineal, basta ver que

E|> X, (B, —B)|=> E[X, (B, -B)] =) E[X,]E[B, -B,]=0.
7=0 7=0 7=0

La segunda igualdad se debe a que X, es I -medible por 4.7y B, — B;; es independiente
de Fy, por 3.1. Por tanto son independientes y podemos aplicar el teorema 2.7. La tltima
igualdad se debe a que E[By,, — B;;] = 0 por definicién del movimiento browniano 3.1,

donde los incrementos se comportan como normales de media 0.Por tanto,

‘/SdeBt] = 0.

T 7
/S fdB; = lim > X, (B, - B,),
7=0

X, es Fy-medible por 4.7,y By, — By, es F;,,-medible, como F;;, C F;,, C Fr por el Lema

E

(iv) Sabemos que

4.3 son Fr-medibles y su producto también es F7-medible. Finalmente, como el limite en
L? de funciones medibles es medible, tenemos que fST f dB; es Fr-medible. O

Ahora, vamos a resolver una integral de Ito.
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Ejemplo 4.20. Teniendo en cuenta que By = 0. Entonces

‘ 1 1
/ B,dB, = —=B* - ~¢.
0 27 2

Demostracion. Dado n € N, tomando una particién {tj}j’?zo del intervalo [0, #] tal que

i =t < %, definimos ¢, (s, ) = )} ;‘;01 Bi(w) - Xlp0) (5), donde B; = B, Entonces,

t n—1 t
) B i+l _ . 2 |-
E [‘/0 (¢n(-‘: w) - B,(w)) d-‘] =E JZ(; /tj (¢n(5) a)) B.f( )) d

P
=E ’ Bi(w) — B(w > ds|.
,ZO/ (B(») - B.())

Aplicamos el teorema de Fubini y nos queda

t n—1 tin
— 13) 2 s| = ’ \w) — @ 2 S.
E[/O (¢ (s @) = By(w)) d] ]ZO“/@ E [(Bj(2) - B(«))*] 4

Por el Lema 3.4, tenemos que E[ (B, — Bj)z] = s — t;. Ademds, aplicando el cambio de

variable # = 5 — t obtenemos

b=ty i

t n—1 L+l n—1 1 1
E [/0' (¢nls @) - Bf(‘”))z df] = ];‘/f/ (s—t)) ds = ;‘/o udu = E(fjﬂ_tj)z.

J=0
Observamos que esta esperanza tiende a cero cuando el tamafio de la malla de la particién

tiende a cero. Como #:41 — #; < L, entonces
J J n

, 1 &5 , n 1
(41 = ) <D Fo(fﬁl_fj) < ATy

y por tanto
n—1 1
fim 355G = 5)° =0
7=0

En consecuencia, lim, o E [ /Ot (¢ (s) — BS)2 ds] = 0, por el corolario 4.17 y la defini-

cién de la integral de It para funciones elementales (4.1) tenemos

t t n—1
| B as = jm [ m(w)d&:Aggoj;@(wm@(w). (+3)
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Ahora,
A(BJ?) = B]2+1 - B2 (Bjs1 — BJ.)Z +2B;(Biy1 — B) = (AB]‘)2 + 2B;AB;

y por lo tanto, dado que By = 0,

n—1 n—1 n—1
= > A(BY) = > (AB)?+2 ) BiAB,
7=0 7=0 7=0

equivalentemente esto es igual a

-1
1, 15 )
D BB =B~ > (AB) (4.6)
j =0
Falta comprobar que }, J‘(ABJ-)2 converge a t en L*(P) cuando At; — 0
n—1 2 n—1
lim E AB)*—t| | = li At)* =0.
dm 2 || 2,08 dim, 84)

Esta igualdad se debe al siguiente desarrollo:
2

2
n—1 n—1 n—1
/ Z(ABj)z—t dP:/ Z(AB]-)Z +2 —ZtZ(ABj)Z
Q=0 Q=0 7=0
n—1 2 n—1
:/ Z(ABJ~)2 a’P+/t2a’P—2tZ/(AB]-)2dP.
a\7= Q =0 v

Para el dltimo sumando se tiene en cuenta que el Lema 3.4, y para el primer sumando se

desarrolla el cuadrado

n—1

Z(ABJ-)Z =B Z(AB ) Z(AB )2(AB))>?

7=0 <j
donde se tiene que E [(AB]-)4] = 3(Atj)2 por el Lema 3.5. En el segunto sumando, por
el Teorema 2.7, como los incrementos AB,, AB; son independientes para 7 # ;, también
lo son sus cuadrados. Al ser independientes, podemos aplicar el teorema 2.30 al segundo

sumando donde obtenemos

n—1

D (B ZE (AB))*] +2 )" E[(AB)|E[(AB)?]
7=0 <j

n—1

3(AL)* +2 Z At:A;.
0

J= i<j
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Para simplificar usamos la igualdad
2
1 n—1 n—1
Z Arigy = 5 At | - Z(Atj)z .
<j 7=0 7=0
donde en este caso Z” 1 At; = t, obtenemos
> Anhg = —(t - Z(Ag) ).
Z<J
Entonces
2
n—1 n—1
Z:(ABJ-)2 || = Z 3(AL)*+2- (t -~ Z(At]) )+ 12 -2 = ZZ:(AtJ)2
=0 7=0 7=0
De esta igualdad concluimos que

lim E AB)* —¢| | =0.
dm 2 || 25045)

Ya comprobado que Zj(ABj)z converge a ¢ en L*(P) cuando At; — 0. Si tomamos el

limite en (4.6), obtenemos la integral que querfamos calcular

n—1

lim
Arj—>0

BAB; = l1m - Z(AB) —BZ——t

recordando (4.5) se obtiene

‘ 1 1
/ B,dB, = —=B* - ~¢.
0 270 2

Queda demostrada la solucién de la integral. ]

Establecida la definicién de la integral de Itd, junto con algunas de sus propiedades

fundamentales y un ejemplo ilustrativo, estamos en condiciones de introducir el proceso

de Ito.

Definicién 4.2x1 (Proceso de Itd). Un proceso de Itd es un proceso estocdstico {X;}>0

dado por

t t
X, =Xo+ / u(s, w) ds + / v(s, w) dB,, (4.7)
0 0
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donde las funciones
u,v:[0,00) X Q— R

cumplen que #(s, w) € L([0,¢]), v(s5, ) € V (0, £) y Xy es la variable aleatoria real que
se toma como condicidn inicial. Se denota de manera diferencial como

dX, =udt+vdB,. (4.8)

El siguiente paso en el desarrollo del cilculo estocistico es introducir la férmula de
Itd, la cual constituye una generalizacién de la regla de la cadena del célculo diferencial
al contexto estocdstico. Esta herramienta serd especialmente ttil en el siguiente capitulo
para resolver ecuaciones diferenciales estocdsticas, donde intervienen transformaciones de

dichos procesos.

Teorema 4.22 (Férmula de It6 unidimensional). Sea X; un proceso de 1té dado en la
Definicion 4.21y g = g(t,x) € C*([0, 00) x R). Entonces

Y; =g(t Xy)

es nuevamente %ﬂPVOCC‘SO de [l’d yse U€V%ﬁ€él que

t ag t ag 1 t azg 5
Y, = :X a ))(X a ))(5 Xf A a0 7Xf X,
» =¢(0, X)) +/0 85(5 )d5+/0 ax(s ) dX; + 2/0 axz(s ) dX;
(9 g ‘g
=¢(0, Xo) + / =(X)+u—=(5X,)| ds+ / v=(s5,X,) dB; (4-9)
o \0s Os o Ox
1 [, d*¢
+ E/O v w(.f,)(}) ds
el cual denotamos como
0 0 16
dy, = 6_<§(t’ X,) dt + a—i(t, X,) dX, + Eﬁ(t, X,) - (dX,)?, (4.10)
donde (dX,)* = (dX,) - (dX,) se calcula segtin las reglas
dt-dt=dt-dB, =dB, -dt =0, dB,-dB, =dt (4.1)

., L dg 8y 0%¢ ,
Demostracion. Nos restingiremos al caso en que g, 7, 7, ¥ 7.5 estdn acotadas, y que # y v

son funciones elementales (conforme a la Definicion 4.7). Tal como se expone en [Jkso3],
una vez demostrados los resultados bajo estas condiciones, el caso general puede obtenerse

mediante aproximaciones.
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Consideramos la particion{ 3771 de [0, ¢] y usamos el teorema de Taylor en varias variables
7717=0

para representar g(#+1, Xy, ) alrededor del punto (2, X))
og og 2
g([j+b Xt]‘.ﬂ) :g(t])Xz}) + _(t':Xt-)A[j'i_ a( Xt])AX + ( Xt])(Atj)

2
+ﬁc( Xg)At]AX+ ( th)(AX]-)2+o(|Atj|2+|AXj-|2),

donde Aty = tj41 — £,y AX; = thﬂ — X;,. Podemos representar g(# X;) de la siguiente
manera

N
L

n—1
0
£(6X) = g(0,X0) + 3 (eltjen X)) = g(5:X,)) = (0. X0) + ) =25, X,) Ag
Z

7=0
n—1 n—1 a2
dg 1 0°g 5
+ —x(t]-,ij)AXj+5 —t( Xy,) (Ay) +Z:aa (¢ Xy,) AL AX;
7=0 7=0
n—1 q2 n—1
1 0
#3255 X) (AX)*+ ) o(1Ag | + |AX; ),
=0 =0

(4.12)
Ahora, vamos a demostrar cémo los distintos sumandos convergen en L? alas integrales

de (4.9) haciendo tender Az; — 0:

g
- 4 )
¢ At] Z or (4 Xy)At; = / E(J,X;)ds en L=(P).

Es equlvalente ademostrar el siguiente limite

i Og T Og ’
im E E —=(t;, X;.)At; — —(5,X,)d =0. .
Altl-—>0 = ot (tf’ ’f) g /0 Os (5 X,) ds 0 (4.13)

Por el Teorema 3.3 podemos restringirnos al espacio de funciones continuas C([0, o)),

yaque P(C([0,0))) =1.

n—1
, dg " 0g
Jim B (;0: = (6 X,) Ay —/0 =(5X) d;)

2

2
_ ‘g
= lim /Q ,ZO (5 X,y (9)) Aty — /0 = (5 X.(w) ds| dP() (4.14)

2
1

! / § £ X, ()AL /t6g< X)) ds| dP(w)
= lim (w = —= (5, X;(w)) ds w
A5=0 Je (o) |45 g 7 Jo ot
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Sabemos por hipétesis que las derivadas son continuas y acotadas. Por tanto,

0
= (5 X() € R([0,2]),

donde R ([0, #]) denota las funciones Riemann-integrables. Asi, esta funcién es integrable

en el sentido de Riemann, y se cumple que

2
nl

Lo
Al;ril JZ (4 th(a)))At] —/0 a—‘f(J,X;(w)) ds| =0, para casi todow € C([0, 0)).

Podemos demostrar la convergencia en L? si pasamos en (4.14) el limite dentro de la
integral. Para ello aplicamos el Teorema de la Convergencia Dominada 2.23. Consideramos
fn: C([0, )) = R como

2
1

fe = |5 Bl g - [ E iz

7=0

el cual cumple que £, — 0 cuando A¢; — 0, y ademds

2
n—1
< (ZMA;]- +Mt) = (2Mt)* € L1(C([0, ))),

7=0

donde A, por hipétesis, es una cota uniforme de la derivada. Por tanto, se cumple la

convergencia en L? de (4.13).
Z (5 X, )AX, :/[%(;X)dx en L2(P)
At—>0 ot i i 0 ds ’ 7

Es equlvalente ademostrar el siguiente limite

2
n—1
g tog
(]Zo E(G’;XQ)AXQ —/0 E(&X;) dX;)

Por la hipétesis (4.7) y por las propiedades de la integral usual y la de It6 (Proposicién

lim E
Atj-—>0

4.19), se tiene que

i1 i+l L ¢
AX, = / u(t, w) dr + / v(t,w)dB; — (/ u(t, w) dt + / v(t, w) a,’Bt)
0 0 0 0

I+l i+l
= / u(t, w) dr + / v(t, w) dB;.
t; t;

7 7
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Por tanto, como # y v son elementales,

Sustituyendo en el limite y restringiéndose por el Teorema 3.3 al espacio de funciones
continuas C([0, ©)), tenemos
2

li ¢ A AB; , X, d dB dP.
Jim, C(w;a(g Dt +a8) — [ ) e+ )

(4.15)
El limite (4.15) se obtiene aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada 2.23 y

demostrando que se cumplen los siguientes limites en casi todo punto w € C([0, o))
, ‘g
A};ﬂ—lw Z O (4, 3 ) ALy, = /(; ER (5 X)u ds,

s,
Agri)lo j; a—i(tj, %) 0;AB; = '/0 a—i(s, w(s5))vdBs(w).
La primera igualdad se debe a la convergencia en L? del limite como se ha hecho en
(4.13), por tanto existe una subsucesién (¢;,) en la que se garantiza la convergencia en casi
todo punto. La segunda igualdad se debe a la definicién de la integral de It6 4.12. Para
demostrar que podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada consideramos
fa(w): C((0, 0]) = R como
2

& a X
Fulw) = Z6_<§(tj,xtj(w))(ujmj+UJ-AB]-(@))— /O a—‘f(;,)g(w)) (uds+vdB,(»))
=0

el cual cumple que f, — 0 cuando At; — 0. Ademis, como todos los términos estdn
174
acotados, 2= 7 < M,u < C,,v < C, por constantes, se tiene

2
1

%
Z (6 X,) (it + AB,) - /aﬁ(;,)g)(udﬁvda)
7=0 0o 0

2

tag
‘/—(;,X,()(ud.f+vdBf)
0 63

1

Z b, Xp) (A + v, ABy) | +
=0

IA

2
n—1

\M(C,t + 2MC,B,)| + |MC,t + MC, Z AB)|
7=0

IA

IA

(2MC,t + 2MC,B,)?* € L'(P).
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Por consiguiente, podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada 2.23 en (4.15),

garantizando la convergencia en L2

82
hm _Zﬁ( 2/(; é(‘)Xs)Uz(f) ds en L*(D).

Este limite se obtlene debido a que, como # y v son elementales, se puede desarrollar

(AX»Z de (4.12)

(AX) e 2 w3 (Ag)? + ZZ u]vJ(At)(AB) a_ 2. (AB)2.
7=0
Calculamos la convergencia de cada una de las series resultantes:
I.
~ 2
, g
| E — =0 16
Adm Z T2 (4.16)
Acotando la integral por = i < H,u < C,, tenemos
_ 2 nl 2
g 2 4 2
/ Za_ (A)? | dP < HC? Z(Al‘j)
=0 ]=0
Esta cota converge a 0 cuando Atj — 0.
2.
, g
AEIEOE J; S5 (M) (AB) | | = 0.

Desarrollando el cuadrado y aplicando las cotas

S azg ’ 2,2 2 82g
E Z(—) 20 () (AB)) JrzZ(9 = w010/ (A) (AB;) (Aty) (AB))

2 2
7=0 ax i<j a
n—1
< H*C*C? Z(AQ)ZE[(AB )2] + 2H>C2C? Z At;At E[AB,] E[AB)].
7=0 <j

Por el Teorema 3.1 AB; ~ N (0, At;) y los incrementos son independientes, asi que pode-
mos separar las esperanzas en el segundo sumando por el Teorema 2.30. Por consiguiente,
aplicando el Lema 3.4 se anula el segundo término. Aplicando también el Lema 3.4, la cota

resulta

HCC Y (A
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Esta cota tiende a 0 cuando Atj — 0.
3.
n—1 2 2
0 0

At]~—>0 =0

2
Para probar esto, definimos 4(z) = % (1, X,)v* (4, w), a; = a(t;), y consideramos

2
n—1 n—1
lim E a;,(AB;)? a;At
Posiie JEO A ]ZO i
n—1
2 2
AlthBOZJZE[d wa; (AB)? = At;) ((AB)? - Aty)] .

Sii # j, entonces 2,4; ((AB)* - Aty (AB]')2 — At; son independientes. AB; y AB; son
independientes, y se les aplican funciones medibles, lo cual sabemos por el Teorema 2.7

que siguen siendo independientes. Al ser independientes, podemos aplicar el Teorema

2.30, donde
n—1
Jim ZEW, ((AB)? - A) ((AB)* - A)]
=0
- i 518 o (42~ 80)] (35" - )]
7,7=0

hm Zﬂ 4; (E[(AB)?] - As) (E[(AB)?] = At) = 0

La dltima igualdad resulta 0 al aplicar el Lema 3.4. Asi que solo queda el caso 7 = 7, enel

que se tiene

—
—

n—

Ela} (48" - a)’| = 3 B | (08| 28 |08 | Ay + B || (Ag)?

n—

~.
1l

(=]
~
1l

(=]

Observamos que a; es una funcién th—medible: th es Ej—medible, la segunda derivada
es continua por hipétesis y v(#;, w) al ser una funcién elemental por la Definicién 4.7
también es F;-medible. Como vimos en el Corolario 4.4, AB; es independiente de F7,
por lo tanto si tenemos una funcién 4;, que es th—medible, entonces se concluye que

AB;y aj son independientes. Al aplicarle funciones medibles a AB; y aj, siguen siendo
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independientes (Teorema 2.7). Por consiguiente, podemos aplicar el Teorema 2.30 donde

se tiene

1

B |2(AB)*| - 28 |a2(AB)* | Ay + B |22 ] (802

n

‘\l.l.
(=]
—

n—

B |a?| B [(aB)"] - 2B || E[(AB)?] Ay + B |2 | (Ay)?

F=
n—1
= ) El@]- (3(A%)" - 2(A5)” + (Ay)°)
=0
' n—1
=2 ) E[47] - (Ay).
F=

En la segunda igualdad hemos empleado el Lema 3.4 y 3.5. El término resultante tiende a
cero cuando At; — 0. Por tanto,

n—1

lim ﬂJ(AB) —/ta(s)ds en L2(P).
0

t—)O

Esto se expresa de manera concisa mediante la férmula (4B,)* = dt. Por tanto, tenemos

que

1 azg 2 L[ 52g 2 2
’ . 4 . . —_ —_— L P .
l;m - 2 —(AX}) = Al;mojéo aJ(ABj) 2/0 5 Z(S,JQ)U (5)ds enL”(P)

2 2
* At]—>0 2 Z o912 (‘}’ Xt]) (Ag)” = en L°(P).
Esta convergenc1a en L? se demuestra de forma andloga a la de (4.16).
_ 2
* At]—>02(')@ ( XZ‘J’)AZ‘JIAX}_O en L°(P).

Para demostrar este limite utilizamos la igualdad
AXj = ujAtj + U]'ABJ',
donde al multiplicar por Atj obtenemos

ALAX; = u;(At)* + v ALAB,.



4. Integral de It6 57

El primer término converge a cero porque u; esta acotado, la funcidn derivada esta aco-
taday ) ]y-l:_ol(Atj)z — 0 cuando Az; — 0. El segundo también lo hace en L?, ya que
E[(Az) (AB])Z] = (Atj)3 aplicando el Lema 3.4, donde v; y la funcién derivada estd

acotada. Por tanto,

_ 2
Zaa X,) AGAX; = 0 en L2(P).

n—1

2 2\ _ 2
Al;rgoj;o(mm +AX;) =0 en?(P)

Finalmente, comprobamos que el término de error del desarrollo de Taylor también
converge a cero en L2, Por definicién del simbolo o, 0 (|Az‘j|2 + |AX]|2) paraAz; — Osiy
- 2 2 2 2
solo si existe un 0 > 0 y ¢ constante tal que o (|AtJ| + |AX] ) <c (|A1‘J| + |AX] ) para

todo |Az;| < 0. Dado que AX; = u;At; + v;AB;, se tiene por 2.31,

AX;)* < 207 (Agy)* + 207 (AB)?,
y por tanto,
o(|A5 2 + |AX)?) < ¢ ((1 +212)(Ag)” + zuj%(A@.)Z) .

Bajo la hipétesis de que u; y v; estin acotadas por una constante, se obtiene

n—1 n—1
D o(lAgl + 1AX;) < Y e ((1+2C2)(A5)? +2C2(AB)?).
70 J=0

Calculamos la esperanza del cuadrado para estudiar la convergencia a cero en L?

2 2
n—1 n—1
E Z o(|Ag2 + 1A% ) | | <E Z ¢ ((1+2C2)(A5)? +2C2(AB))?)
j=0 J=0
Tenemos que comprobar que
2
n—1
lim B[ Y ((1 +2C2)(Ar)? + ch(ABZ)) - 0.
4= -
7=0

Sea

a; = ¢ (1+2C2)(A5)* + 2C2(AB))?)
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Entonces
n—1 n—1
E aj| | =E at+2 Z ajay| -
7=0 7=0 0<j<k<n—1
Calculamos a}
a} = ((1+2C)%(A)* +4C) (AB)* +2(1+ 2C2)2C2 (AL)*(AB)?).

Luego, al tomar la esperanza y aplicar el Lema 3.4 y 3.5 se tiene

E[4]] = & ((1 +2C2)%3(At)* +4CI302 +2(1+ 2C5)2C3(Az‘]-)2Atj) .

Paraj # k, como AB; y ABy, son independientes
Elaja;] = E[4j]E[az] = ¢ ((1+2C)|Ag|* + 2C,A)) (1 +2C) Az +2C,Az;) .

Dado que todo depende de A¢;, Ay, entonces

2

n—1

, o 2 , —

A%EOE Zﬂj = lim ‘ E[aj] +2 Z Elaa:] | = 0.
7=0 7=0 0<j<k<n—1

Por tanto,

2
n—1
AEIEOE ;0(|Az}-|2 +|AX;[?)

2
n—1

< lim E Z c((1+2C2)(Ag)* + ch(AB-’-)) = 0.
At;—0 —
7=0
Concluimos que el resto tambien converge a cero en L.
Volviendo al desarrollo de taylor (4.12) y sustituyendo las series por sus integrales conver-

gentes obtenemos

T ag T ag
26, X)) = ¢(0, Xo) + / %8 (s X,)ds + / %, X)) dx,
0 85 0 65

1

tazg
= —= (5 X,)0* :
+2/0 axz(s Yo~ (s) ds

Por dltimo, si expresamos dX; por su defincién de proceso de Itd (4.8), se obtiene la

férmula de Ito
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"% og
030+ [ Fox)+a ) d

¢ 6g 1 t zazg
+/0‘ U&(S,X;)dB;'l‘z‘/O‘ v @(L)ﬂ)d&.

Esto concluye la prueba. m|






5

Ecuaciones diferenciales
estocasticas

Definicién s.x (Ecuacion Diferencial Estocdstica). Una ecuacidn diferencial estocdstica

(EDE) con condicidn inicial se expresa como el siguiente problema de valor inicial

dX, = b(t, X,)dt +o(t, X;) dB,;, paraQ <r<T,
Xo = X0-
donde
» b: [0, 7] xR — Ryoc: [0, 7] xR — Rson funciones medibles.

= B, es el movimiento browniano, construido en el Teorema 3.1. La segunda integral

corresponde a la integral de It6, mientras que la primera es la integral de Lebesgue.

= X;: Q — Resun proceso estocdstico, el cual es la solucién de la EDE. La condicién

inicial Xy = xp € R se satisface casi seguramente.

Un proceso estocdstico {X; },e[o,7] es solucién de la EDE con condicién inicial (s.1) si

t t
X, =x0+ / b(s, X;) ds + / o(s, X;) dB,. (5.2)
0 0

Una vez planteada la nocién de ecuacién diferencial estocéstica, es natural preguntarse

bajo qué condiciones podemos garantizar la existencia y unicidad de su solucién.

Teorema 5.2 (Teorema de existencia y unicidad de solucién para ecuaciones diferenciales
estocdsticas.). Seal > 0 ysean b(~-): [0, T] xR — R, o: [0, T] X R — R funciones
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medibles tales que existen dos constantes positivas C,D de manera que:
16(t,x)| +]o(6x)] < C(A1+|x]); xeR z€[0,T] (53)
16(t,x) = b(t, )| +|o(t,x) —o(6)| < Dlx—yl; xyeR te€[0,T].  (5.4)
Entonces la ecuacion diferencial estocdstica
dX; =b(t X)dt + (6, X;)dB,, 0<t<T, Xo=x€R (s-5)

tiene solucion dnica en el sentido de la Definicion s.1.

Esta solucion es un proceso estocdstico {X;},e[0,1] que pertenece al conjunto de soluciones S,

donde

t > X, es continua,

X, es Fy-adaptado para todo t € [0, T,

S = 1 { X }efo, 1 T . (5-6)
E [/ |X,,|2dt] < 00,
0

X, € (L([0, T1 x @, B([0, T]) ® F))

y . . . . . 0
Demostracion. Demostramos primero la existencia de la solucién. Definimos Yt( ) = Xo,

e inductivamente parak > 0

t t
r*Y = xp + / b(s, Y'P) ds + / o (s, YY) dB..
0 0

Entonces, observamos que

E [lyt(/@"’l) _ Yt(k) |2]

=FE .

t t 2
/ (b5, ¥H) = (s ¥4 0)) ds + / (o5 YD) = o(s, ¥41)) dB,
0 0

Hemos empleado la propiedad (ii) de la Proposicién 4.19 para operar sobre la integral de
Itd. La condicién que se tiene que verificar para aplicar la proposicion es que o (s, 7 y
a(s, Y}(k_l) ) pertenezcan a V' (0, ¢). En la observacion 5.3 demostraremos que se cumple
esta pertenencia.

Ahora, denotamos
a(s0) = b(s, YV (@) = b(s YV () vy y(50) = o5 Y, (@) = o(s, TP (@),

Aplicamos la desigualdad de Hélder, probada en la Proposicion 2.24, a la integral de
Lebesgue y la isometrfa de Itd, probabada en el Corolario 4.16, a la integral de It6. Si

ademds, aplicamos la desigualdad de la Proposicién 2.31 obtenemos

/0[4(5, w)? ds /0[7(5, w)zds].
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Por la desigualdad (s.4), tenemos que
la(s ©)| < DIYY = v s w)] < DY - Y]
Por tanto,
t
B[ )y - 0P| < ZtE[/ Dy K(k_1)|2ds]
0
t
+2E [/ DAy — Y,(k_l)|2ds]
0 t (5'7)
- 2D2(t+1)/ i DA A
0

t
< ZDZ(T+1)/ E [|y;(’€> - K(k_l)lz] ds
0

La tltima cota se debe a que # < 7. Esta desigualdad es ciertaparak > 1yr < 7.

Para £ = 0, siguiendo los mismos pasos anteriores, obtenemos

t t
/ b(s, xo) ds / o (s, x0) dB;
0 0

t t
< 2tE [/ b(s, xo)zds / a(s, xo)2 ds] )
0 0

Aplicamos a by o la hipétesis (5.3) y aplicamos la desigualdad de la Proposicién 2.31

2 2

+2E

t
E[m“’ - Y}O>|2] < ZtE[/ 2C (1 + |w|?) ds| + 2B
0

/tZCZ(l + |%o]?) ds] .

0

Resolviendo las integrales, obtenemos
BIYY - OP| <4CP 1+l +4CH 1+ ) St (59)
donde
Ay = max {1, 4C*T (1 + |xo]?) + 4C(1 + | |*)}

es una constante que depende de C, 7"y |xo |2. Conociendo esto, podemos demostrar por

induccién sobre £ la desigualdad

k k1
2t+
(k+1)V

E|lx* - v PP < parak > 1, £ € [0, T), (5.9)
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para alguna constante 4, que depende solo de C,D,T"y E[|xp |2]. En efecto, parak =1, se
tiene por (5.7) y (5.8) que

t
E |Yt(2)_Yt(1)|2 SZDZ(T+1)/ E[|K(1)_K(O)|2 ds
0

t tz
=2D*(T + 1)/11/ sds = 2D*(T + 1)/113.
0

Definimos entonces la constante
Ay =2D*(T +1) 4,

la cual efectivamente depende de C, D, T'y E[ |xo|].

Ahora, suponemos que se cumple la hipétesis de induccién para k = p — 1, es decir

- A7
E [|)/I(P) _ )/t(]’ 1)|2] < ;,

Entonces, para £ = p, se tiene por (5.7) que

t
E |K(P+1)—K(p)|2] SZDZ(T+1)/ E[IK(P)—Y}(”'I)IZ s
0

4 Ap_lfp Ap_l 1
SZDZ(T+1)/ 2 ds=2DX(T+1)—=—.
o P P op+l
DT + )AL # 2D(T + 1) A A o+
— 2 < 2
(p+1)! B (p+D)! ’

Por hipéteis, sabemos que A‘g_l = (2D*(T + l)Al)‘p - por tanto
. 2D*(T + 1) 4y (2D*(T +1)4,)" ™ 4!
(p+1)!
(2D?(T + 1) 4, ) &+
(p+1)!
74
_ Aztp+1
(p+1V

2
Yt(p+1) _ Y[(p)‘ ] <

Esto concluye el paso inductivo.
Para comprobar la existencia de solucién vamos a comprobar que la sucesion {Y,(n) }is0 €s
una sucesién de Cauchy en L*(1 ® P), donde 1 es la medida de Lebesgue en [0, 77]. Para
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ello, tomamos 7 > 7 > 0, y vamos a aplicar la desigualdad de triangular en L’(A®P)

m—1
1y, ~ Yt(n)”Lz(lQbP) (Y (e Yt(k))
k=n I2(®P)
m—1
< Y Yz(k)”Lz()@P)
k=n
m—1 T 1/2
_ (E [ / y ey dt])
k=n 0
m—l, AT 1/2
= ( / E|y# — Y}k)ﬁdt) .
k=n 0

En el tltimo paso hemos aplicado Fubini. Por (5.9) resulta en

(k) ke \ 12
AT

(k+2)!

B g V2 e
) = (5.10)

(m) (n) S
1Y = Y7 2ep) < Z(/O (k+1)'d —kzz::

b=

Consideramos ahora la serie

o0 (k) 2\ 12
Zﬂ/e, donde 4;, = i
— (+2)!

Mostramos que esta serie converge aplicando el criterio del cociente:
A, T

A 73 1/2
(k+3)!
li = lim 4/——=0< 1

kel | _ N T
k—oo (Agk)Tk*'z)l/z koo Y B+ 3

Ak

lim

k—o0

(F+2)!

Por el criterio de Cauchy de convergencia de una serie, el Gltimo término en (5.10) se puede
hacer arbitrariamente pequefo tomando 7 > 7 suficientemente grandes. Por lo tanto,
(5.10) muestra que {Yt(”) }>7 o es una sucesion de Cauchy en L?(1® P). Por el Teorema de
completitud 2.26, {Yt(n) }2, converge en L*(1 ® P) y por tanto, podemos definir

= lim Y[(n) en L*(1 ® P). (5.11)

n—oo

Debido a la definicién de Yt(nﬂ) dadaen (5.10),

t t
= lim Y( " = lim (XO +/ b(s, K(n_l)) ds +/ a(s, 1’5(”_1)) dB;) en L2 (1 ® D).
0 0

n—oo n—oo
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Para demostrar que {X; },c[0,7] es la solucién de la EDE (s.5), basta comprobar que tanto

t t
lim [ &(s Y™)ds = / b(s, X,) ds en I*(1 ® P) (5.12)
n=00 Jo 0
como / ;
lim [ oG Y)Y dB, = / 7(s, X;) dB, en [*() ® P) (5.13)

Para demostrar la convergencia de la integral de Lebesgue (5.12) empezamos aplicando la

desigualdad de Holder, enunciada en la Proposicién 2.24.

t 2 t 2
E ' / (b(;, ™y - b(;,)g)) Al | <+ E [ / b(s, Y) = b(s X,) d;].
0 0
Aplicando la hip6tesis de Lipschitz (s5.4) obtenemos
b(s Y1) = b(s X)| < DIV - X,
por lo que
t 2 ] r 2
lim E[ / b(s, Y'Y = b(s, X,)| ds| < lim E[ / D2 v - x, ds]
n—00 0 ] n—00 0
() g
<D* lim ||\ - X, ,
n—00 L2(A®P)

El dltimo término converge a 0 paraz — oo por (5.11), lo que concluye la prueba de (5.12).
Por otro lado, para demostrar la convergencia de la integral de It6 (5.13) se emplea la

isometria de It6, enunciada en el Corolario 4.16.

t 2 ¢ 2
E ( / (v ¥ =25 X)) dB;) =E [ / 7(5 ¥7) = (5 X)) ds] :
0 0
Aplicando nuevamente la condicién de Lipschitz de (5.4)
(s ) — o5 )| < D|Y - X,
se tiene
‘ () 2 o _ 5P
IimE[/ (5 Y,") — (5, X;) ds] <D* lim ||\ - X, ds = 0.
n—00 0 n—00 L2(1®P)

Esto concluye la demostracion de la convergencia, garantizando la existecia de la solucién

t t
X, = lim Yt(”) =X +/ b(s, X;) ds +/ o (s, X;) dB..
0 0

n—oo

Ahora vamos a comprobar que {X; },¢[0,7] € S, definido en (5.6):
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» Laaplicacién ¢ = X; es continua. En efecto, analizamos cada sumando de la férmula
anterior: X es constante, por tanto es continua. Para justificar la continuidad de la

funcién

Hﬂ=lluxms

observamos que, por la hipétesis (5.3), se cumple que
|6(s5 X,(@))| < C(1+ |Xi(w))).
Elevando al cuadrado, aplicando la Proposicién 2.31 y 2.31
|6(s X)I> < 2C(1+ X, ).

Como E [/OT 1X;|? ds] < 00, se deduce que

T
2 0.
E[/O |6(s, X,)| ds] <

Esto implica que b(s, X;) € L*(1 ® P) y, por tanto, también pertenece a L' (1 ® P). La

continuidad de la funcién
t
Hﬂ:/buxw»m
0

se puede deducir aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada 2.23. En efecto,
sit, — tcuando z — oo, entonces la sucesién de funciones caracteristicas y[o,., (5)
converge y[o,] (s) en casi todo punto. Como &(s, X;) € L'(2A ® P), se aplica el teorema

para concluir que F(¢) es continua.

La integral de It6 fot o (s, X;) dB; es continua. Dado que ¢ € V' (0, T), la propiedad
(iv) de la Proposicién 4.18 garantiza la existencia de una versién continua en # de dicha

integral.

= Vamos a comprobar que X, es F;-adaptado en el sentido de la Definicién 4.5 para todo
t € [0, T'], es decir, que X, es F;-medible para cada #, donde

F=c({B'(A4): 4 € B(R), s < t}).

Sabemos que la sucesién {Yt(/e) } e converge en L*(2® P), por lo que podemos extraer

una subsucesion { Yt(k’) b2, tal que

lim Yt(k‘) (w) = X;(w) paracasitodo (4, w) € [0, T] X Q.
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Vamos a demostrar que cada Y,(kj) es Fy-medible y, como el limite puntual de funciones
medibles es medible, se concluye que X, es F;-medible. Para simplificar la notacién

"y Ny k . Ny k
escribiremos la subsucesién como Y[( ). Veamos por induccién que cada Yf ) es F-

medible:

* Parak =0, Yt(o) = X es constante, por lo tanto es F;-medible.

* Supongamos que Y[(k) es [;-medible. Entonces:

t t
r&Y = xp + / b(s, Y0 ds + / o (s, Y9 dB..
0 0

La integral de Lebesgue es F;-medible. En efecto, &(s, K(k) )es B([0, T]) ® F;-
medible ya que la aplicacién

S ([0, TTxQ B([0, T) ® Fr) — ([0, T xR, B([0, T]) ® R),

(50) = (5 (0))

es B([0, T']) ® F;-medible. Como & es medible por hipétesis, su composicién
b o f también es B([0, T]) ® F;-medible.

Al considerar ahora /Ot b(s, K(/e) ) ds, segtin la construccién de la integral de Le-
besgue existe una sucesién de funciones simples {s, } ,en, las cuales también son

medibles respecto a B([0, ]) ® F}, que convergen puntualmente a &(s, Yj(/e) (w)).

Paracada » € N, la funcién

t
w / sp(s, w) ds
0

es F;-medible, ya que se obtiene integrando respecto as una funcién medible. Dado

que el supremo de funciones F;-medibles es también F;-medible, se concluye que

t
w / b(s, YP(0)) ds
0

es F;-medible.
Para la integral de It6, dado que o (s, Y,(k)) € V(0, T), por la Propiedad (iv) de la

Proposicién 4.19, se concluye que la integral es F;-medible.

. .y k . ;. ./
Por tanto, por induccién, cada Yt( ) es F;-medible, y su limite X; también lo es.
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= Finalmente, probamos que

< 09,

T
E [/ X2 dr
0

es decir, que X; € L?(1 ® P). Recordemos que hemos demostrado que la sucesién
{Yt(”) }nen converge a X, en L?(1 ® P). Por lo tanto, X, € L*(1 ® P), ya que por el
teorema 2..26 este espacio es completo .

De modo que, ya hemos demostrado que existe una solucién X; € S que verifica la
EDE.

La unicidad se deduce por reduccién al absurdo. Supongamos que X; () y X, () son dos

soluciones en & ambas con la condicidn inicial xg. Definimos

a(s®) = b5 Xi(@) = b(s L), y(50) =05 X,(@) (s K@), (514)

t t
/ a(s, w)ds+ / y(s, w) dB;
0 0

Por la desigualdad de la Proposicién 2.31

J R T

Aplicamos la desigualdad de Hélder, enunciada en la Proposicién 2.24, a la integral de

Entonces se tiene:

2
E[1X, - X,|*] =E

2

E[|X, - X,|*] < 2E +2E

Lebesgue y la isometrfa de It6 enunciada en el Corolario 4.16 a la integral de Ito:

/0 t (s @) ds]

Aplicamos la condicién de Lipschitz (5.4) a las funciones definidas en (5.14):

t
E[1X, - X,|*] < 2/E [/ a*(s,w) ds| + 2E
0

la(s, )| < DIX () = X,(@)],  |y(s®)| < DIX,(2) - X, ()]

Sustituyendo por estas desigualdades, obtenemos:

E[|X;(w) - X,*] < 2B [/tDles(w) - X,()|* ds| + 2B
0

/0 DX, () - B () 2 ds

t

= 20149 / B[IX(0) - X @) ds < 2(1+ T)D? / B[ () - X, ()] ds
0 0
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Por tanto, la funcién o(¢) := E[|X,(«) — X:(@)|*],0 < ¢ < 7, satisface la desigualdad
t
v(r) < F+A/ v(s) ds, donde F =0, A=2(1+7)D>
0

Lafuncién v(z) = E[|X;(w) —)?[(w) 2] es no negativa y ademds es continua. Por hipétesis,
X;(w) yi}(w) pertenecen al conjunto de soluciones S dado en (5.6). Por tanto X, (w) y
X,(w) son continuas en ¢. Aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada 2..23,
se puede demostrar que v(#) es continua. Al ser continua y no negativa, aplicamos la

desigualdad de Gronwall dada en la Proposicién 2.29, y obtenemos
v(r) <0 paratodor > 0.
Como v(¢) es no negativa se concluye que
E[|X, — X,|*] = 0.

Entonces, por definicién de la esperanza
./Q |X; () —)?t(a))|2dP(a)) =0 = |Xi(w) —)?}(w)l =0c.tp.

Es decir, existe un conjunto 4, € F tal que P(4;) = 0y paratodow € Q \ 4, X;(w) =
X, (w). Esto vale paracadar € [0, 7] N Q, por lo que podemos definir

N = U A, donde P(4;) = 0.
teQnN[0, 7]

Dado que N es unién numerable de conjuntos de medida nula, N' € F'y se sigue que
P(N) =P U 4| < Z P(4,) = 0.
teQN[0, 7] teQN[0, 7]
Por tanto
Vo e Q\ N, X, (o) = )/(\}(a)) paratodoz € QN [0, T'].

Ahora, seaz € [0, T] ysea (g,)nen € QN [0, 7] tal que g, — 7. Como X; yf, son
soluciones, X, X; pertenecen S. Al pertenecer a.§ sabemos que las trayectoria # - X, (w)

y ¢t = X;(w) son continuas. Se tiene

nli_rgqun (@) = Xi(w), ;}i_r&)?{/n (@) = X ().
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Pero como X, (w) = )?qn (w) para todo 7, se deduce que:
X () = Xi(@).
Por tanto
Vo e Q\ N, X, () =X,(w) Vtelo0,T],

equivalente a
P(X, = X, paratodoz € [0, T]) = L

lo que contradice la suposicidn de la existencia de dos soluciones distintas. Queda demos-

trada la unicidad de la solucidn. O

Observacion s.3. Queremos verificar que la expresién o (4, X;(w)) que se encuentra en (5.2)

estd bien definida en el sentido de que la funcién
(6 w) = (5 X ()
pertenece al espacio V' (0, T), es decir, cumple las propiedades de la Definicién 4.6:
» Medibilidad: La funcién f : (1, w) + o (4, X;(w)) es B([0, T]) ® F-medible.
f: ([0, T] x,B([0, T]) ® F) 5 ([0, T] xR, B([0, T]) ® B(R)) = (R, B(R))

donde

o) =X () y f(tw)=0cog=0(tX(v)).
Queremos ver que f = ¢ o g es B([0, T]) ® F-medible. Por definicién, tomamos
cualquier B € B(R) y calculamos la preimagen £~ (B) = (70 ¢)"1(B) = g} (¢71(B)).

Como ¢ es medible, se tiene que existen By € B([0, T]) y B, € B(R) tales que
7 (B) = B; ® B,. Entonces

F(B)=¢'(B1®By)
={(ttw) € [0, T| xQ|t € By, X,(v) € By}
={(tw) € [0, T] xQ|t € B, w € X; ' (B,)}
= U{r} x X1(By) € B([0, T]) ® F.

teB;

lo cual prueba que f es B([0, 7']) ® F-medible.
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Adaptacion: o (¢, X;(w)) es F;-adaptado.

Por la Definicidn 4.5 de proceso adaptado, hay que demostrar que para cadaz > 0,la

funcién ¢, : w = o (4, X;(w)) es F;-medible, donde recordamos que
F=c({X'(B):s<t Be B(R)}).
Definimos ¢; := ¢ o g, tal que

s (QF) S ([0, TI xR, B([0, T]) ® B(R)) 5 (R, B(R)),
w = (4 X (w) - ot Xy (w)).

Sabemos que o es medible. Falta ver que g, es F;-medible para demostrar que ¢, es
F;-medible. Para todo B X B, € B([0, T]) ® B(R) se tiene que

. 0 sit ¢ By,
g (BixBy)={weQ: (X (w) € By X B} = .
X7 (By) siteB.

Observamos que el conjunto vacio pertenece a F; por definicién de o-dlgebray X1 (B,) €
F, ya que X; es F;-medible. Por tanto, g;° Y(B, x By) € F,lo que prueba que g, es F}-
medible.

Integrabilidad:
T
E [/ Iff(t,Xz(w))lzdt] < oo (5.15)
0

Por la desigualdad (s.3)
lo(z,x)| < C(1+ |x]), paratodo (tx) € [0,T] xR
Entonces, elevando al cuadrado y aplicando la desigualdad de la Proposicién 2.31

o (5 X, (@) ? < C*(1+ | Xi(@)])? < 2C2 (1+ X, (@) 7).

T
/ X, ()] dt] .
0

ComoX, € S, X, € L? (1 ® P), entonces el segundo término es finito, y por tanto, la

Por lo tanto:

T
E[/ lo(8, X, (w))|* de| < 2C*T +2C*E
0

integral (5.15) también lo es.
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5.1. EDEs lineales.

Las ecuaciones diferenciales estocdsticas lineales constituyen una clase especialmente
tratable de EDEs, y son fundamentales tanto por su estructura matemdtica como por su
aparicién en modelos aplicados. En particular, permiten obtener soluciones explicitas en

muchas situaciones de interés, como veremos en la siguiente seccién dedicada a ejemplos.

Definicion s.4. Una ecuacién diferencial estocdstica lineal tiene la forma
dX; = (c(t) + k() X;) dt + (e(2) + g(2)X;) dB,,

conc, e k,g: [0, 7] — R. Una EDE lineal es homogénea si ¢(¢) = ¢(¢) = 0 para todo
0<r<T.

Antes de analizar la solucién explicita de ciertas EDEs lineales, resulta conveniente
comprobar que este tipo de ecuaciones cumplen las condiciones necesarias del teorema 5.2

de existencia y unicidad.

Observacion s.5s. Supongamos que la ecuacién diferencial estocdstica lineal satisface la
condicién

sup (le()] + k()] + le(2)] + g (1)]) < oo.

0<t<T
Entonces, las funciones b(z, x) = c(¢) + k(t)x y (5, x) = e(t) + g(#)x verifican las
condiciones del Teorema s.2 de existencia y unicidad para las EDEs. En efecto, primero

probamos la desigualdad de crecimiento sublineal(s.3). Sean

Ci = sup |c(2)], Cy:= sup |k(z)], C3:= sup le(r)|, Ci:= sup |g(?)].
0<t<T 0<t<T 0<e<T 0<t<T

Todas estas cantidades son finitas por hipétesis. Entonces, paratodo ¢ € [0, 7] yx € R,

se tiene

16(5, )| = le(2) + k(x| < |c(2)] + k()] x| < Cr+ Colx] < C'(1+ |x]),
donde se define C” == max{C, C»}. De manera andloga,

| (2, )| = le(2) + g(6)x] < le()] + |g()] x| < C5+ Culx] < C7(1+ |x]),
donde C” == max{Cs, C;}. Por tanto,

6(5 )| + 1o (62)| < C'(1+|x]) + C7(A+ |x]) = (C"+ C7) (1 + |x]) = C(1+ |x]).
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donde C := €’ + C”. Esto muestra que se verifica la desigualdad (s.3).
Ahora, verificamos la desigualdad de Lipschitz (s5.4). Para todosx, y € Ryz € [0, T'], se

cumple

|6(5, %) = b(5,9)| = |(c(2) + k(2)x) = (c(2) + k(2)y)| = |k(2) (x = y)| < Calx -y,
|7 (&%) = (6 )| = |(e(2) + g(£)x) = (e(2) + g(D)y)] = |g(D) (x = )| < Cylx = yl.

Entonces,
16(2, x) = b(t, p)| + |o(t,x) — (6 y)| < (Co+ Ch)lx =y =: Llx -y,

donde L = Cy + Cy.
Se sigue que, bajo esta condicidn, la ecuacién diferencial estocdstica lineal satisface el

teorema de existencia y unicidad.

Una vez asegurada la existencia y unicidad de solucién para las ecuaciones diferenciales
estocdsticas lineales, nos interesa encontrar una expresion explicita para dicha solucién en

algunos casos particulares.

Teorema 5.6. Sea la ecuacion diferencial estocdstica lineal

{dX, = (c(£) + £ X,) dr + ¢(¢) dB,,

XO = X0.

donde k es una constante. Entonces, su solucion viene dada por:

t t
X, = %X,y + / k() ds + / =k e(5) dB, (5.16)
0 0

Demostracion. Al ser una EDE lineal ya sabemos que verifica el teorema de existencia y
unicidad por la Observacion s.s. Tenemos una candidata a solucién dada por la férmu-
la (5.16), comprobamos que verifica la EDE y, por el Teorema 5.2 de existencia y unicidad,

sabemos que es la tinica solucién del problema.

t t
X, = * X,y + / k() ds + / ¢ ke(5) dB,
0 0

Multiplicando por ¢*  (5.16) se reescribe como

t t
X, = Xy + / e*e(s) ds + / ¢*e(5) dB,.
0 0
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Llamando ¥, = ¢*X,, podemos expresar en notacién diferencial, como vimos en la

Definicién (4.21), la relacién anterior.

{dK = ¢ *c() dt + ¢ *e(¢) dB,,

Yo = X0.

Por otro lado, aplicamos la férmula de It6, demostrada en el Teorema 4.222 ¥; = Ry,

en este caso g(4 x) = ¢ *x y resulta
AY, = d (e_t/eXt) — ke X, 4 X,
Yy = e_o'kxo = Xo.
Igualando ambas expresiones dY;
—de X, dt + e*dX, = ¢ *c(2) dt + e *e(t) dB,

* en ambos lados, obtenemos

Simplificando ¢~
dX; = (c(t) + kX;) dt + e(¢) dB;.

Finalmente, hemos obtenido que el proceso estocdstico X; satisface

{dX, = (c(£) + kX,) dt + e() dB,,

Xo = X0.
O
Teorema s.7. Sea la ecuacion diferencial estocdstica lineal
dX, = (c(t) + k() X;) dt + e(¢t) dB;,
X() = X0-
La solucion viene dada por
t t
X(2) = ¢(2) (xo +/ ¢(§)_lc(s) ds +/ e(s) dBj) (5.17)
0 0

t
donde ¢(t) = el RO s o5 14 yinica solucion de la ecuacion ordinaria

{¢(r> = k(1)¢(0),
#(0) =1
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Demostracion. En este caso tenemos,

X = ¢(2) (xo + /Ot ¢(5)_lc(5) ds + /Ot ¢(s)_1c’(5) dB;) s

Dado que ¢(¢) > 0, multiplicando por $(#)~!, se obtiene

t t
¢(t)_1Xt =xp + / ¢(§)_lc(5) ds + / ¢(§)_1€(5) dB..
0 0
Llamamos Y; = ¢(¢) ~1X,; entonces la relacién anterior escrita de manera diferencial da

{dY[ = ¢(2)e(2) dt + $(£) 'e(z) dB,,
Y() = ¢(O)_1x0 = le = X0.

Por otro lado, aplicamos la férmula de It6 demostrada en el Teorema (4.22) a ¥; = ¢(¢) -1x,

donde g( x) = #(¢) 1«
dY; =d (¢(1)7'X,) = % (#()7") X, dt + (1)1 dX,. (5.18)

Para calcular %gb(t)_l partimos de la igualdad
p(t) (1) =1,
y derivamos ambos lados respecto a ¢
d_ . ) d 3
SI5 01 40 +470) - S50 =0
Sustituyendo %gb(t) = k(¢) ¢(¢), obtenemos

d
E[qﬁ_l(f)] - $(0) + 97 (1) - k(1) p(1) = 0,

donde y
E[Wl(f)] +¢7 (D) k(D)) - ¢(2) = 0.

Como ¢(z) # 0 es invertible, esto implica

4. -1 _
Tl O+ k() = 0,
y por consiguiente

d_ _ -
PPk N1 =7 () k(2).
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Sustituyendo % [¢71(£)] en (5.18) se obtiene

dY; = —¢() k() X, dt + ¢(2) ' dX,,
YO = ¢(O)_1x0 = lxo = X0.

Igualando ambas ecuaciones 47,

#(0)e(2) dr + 4(2) te(2) dB, = —p(2) "k (2) X, dt + $(¢) 7 dX,.

Multiplicando ambos lados por ¢(#), se obtiene
dX, = (c(t) + k() X;) dt + e(¢) dB,.
Queda demostrado que el proceso estocdstico X; definido en 2.9 satisface

dX, = (c(t) + k() X;) dt + e(¢t) dB;,
XQ = X0-

Al ser una EDE lineal, por el teorema de existencia y unicidad 5.2 sabemos que esta solucién

es Unica.

O

Antes de obtener la solucién general de la EDE lineal, presentamos una proposicién

auxiliar donde obtenemos la férmula de It6, andloga a la del Teorema 4.22, cuando hay

dos procesos de It6. Esta férmula serd importante para el desarrollo de la solucién.

Proposicion s5.8. Sean X, y Y; dos procesos de 1td dados por la Definicion 4.21. El producto

XY, también es un proceso de It y satisface

dX,Y;) =X, dY, + Y, dX, + dX, dY,

Demostracion. Se demuestra de manera similar que en la Férmula de It6, dada en el Teo-

rema (4.22), aproximando por Taylor en varias variables. Sea ¢(# x, y) = xy, entonces

9g dg
2(tx,y) = g(to, X0, yo) + (£ — l‘o)—(fo, %0, ¥0) + (x = xo)—(l‘o, X0, Y0)
z 2

, 0%
+(y— yo)—(to,xo,yo)+ (t—to) (to,xo,yo)+ (x xo) (to,xo,yo)

2

+ = ()’ yo) (fo)xo,yo)+(l‘—l‘o)(x xo) (fo:xo,yo)

Ozg
%0, 90) + (x — x0) (y — yo) (fo, %05 0)

o (|t = #o]? +|x—xo| +1y = 0l?).
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Sustituyendo las derivadas por las de ¢(# x, y) obtenemos

xy = xYo + X0 (y — y0) +y0(x — x0) + (x = x0) (¥ — y0)-

Tomando el limite cuando los incrementos tienden a cero como se hace en la demostracién
de la férmula de It6 dada en el Teorema 4.22, se obtiene la férmula diferencial deseada, lo

que completa la demostracion. O

Teorema s.9 (EDE lineal). Sea la EDE

{dXt = (c(&) + k() X, dt + (e(2) + f()X,) dB,

Xo = X0-
la solucion es
X, = 4 (xo + /0 S (c(s) - e()f () ds + /0 é7le(s) dB;), (s:19)

donde
8, = ch ¥ A= [0 et [[ (9 dB, (5.20)

Demostracion. Comprobamos que la solucién planteada verificala EDE. Llamamos

Z(t) = (xo + /0 t¢,‘1(f(5) —e(s)f (s)) ds+ /0 t¢§ fe(s) dB;)
Obtenemos X, = ¢,Z, y aplicamos la férmula de Itd obtenida en la Proposicién s.8,
dX, = $,dZ, +dp, Z, + dg, dZ,. (5.21)
Tenemos que Z, expresado de forma diferencial es

az; = ¢,‘1(c(t) —e(t)f (¢)) dr + ¢;le(t) dB,.

Por otro lado, vamos a ver que ¢; es solucién de la ecuacién homogénea

dg, = ¢uk(2t) dt + ¢,f (¢) dB,.

Dado que

o =¢%  donde KZA[d(J)dJ—%'/Otf(5)2d5+/0tf(5)d3;,
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Y; expresado de forma diferencial es

dy, = (/e(t) - %f(t)z) dt + f(t) dB,.

Aplicamos la férmula de It6 del Teorema 4.22 a ¢, = e¥* donde g(#, x) = ¢*
1 1 1
dg, = e"'dY, + zeY’ (dY,)* = ¢ (/e(t) - Ef(t)z) dt +¢"f(t) dB, + Eerf(t)2 dr.

Por lo tanto,
dg, = "k(t) dt + "' f(r) dB,.

Y,

Como ¢, = ¢'?, se concluye.

Teniendo ambas diferenciales calculadas, dZ; y dg,, sustituimos en (s.21):
dX, = ¢, (¢, (c(2) — e(2)f (1)) dt + 47 e(r) dB,)
+ (pek(2) dt + $,f (¢) dB,) Z,
+ (peck(2) dt + ¢, f (£) dB,) (871 (c(2) = e(2)f (2)) dt + ¢, e(¢) dB;)
= (c(2) = e(2)f (2)) dt + e(t) dB, + Z,¢:k(2) dt + Z,¢,f (t) dB; + f(t)e(2) dr.

Para simplificar los productos se han utilizado las relaciones de la Férmula de It6 (4.11). En

resumen, hemos obtenido
dX, = (c(2) —e()f (¢)) dt + e(t) dB, + Z,,:k(2) dt + Z,¢,f (¢) dB, + [ (¢)e(2) dt.
Como X; = ¢,Z,, tenemos

X() = X0.

{dXt = (c(2) + k() X, dt + (e(2) + (1) X,) dB,,

5.2. Ejemplos de ecuaciones diferenciales es-

tocasticas.

A continuacién presentamos algunos ejemplos concretos de ecuaciones diferenciales
estocdsticas cuya solucién puede obtenerse de forma explicita. Estos ejemplos ilustran
cémo aplicar los métodos desarrollados anteriormente y permiten observar el efecto de los

términos deterministas y estocdsticos sobre la dindmica de las soluciones.
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Ejemplo s5.10. Consideramos la siguiente ecuacién diferencial estocdstica
1
X, = th dt + X, dB; con Xy = xo.
Es una EDE lineal de la forma (5.9) con coeficientes

c(t)=0, e(t)=0, k()= %, f) =1

Entonces, la solucion viene dada por s5.19. En este caso, como ¢(¢) = 0ye(z) = 0, los

términos integrales se anulan y la solucién es
Xl« = ¢tX().
Calculamos ahora ¢,. utilizando s.20:
$S—3dst [ 1dB _ [ 1dB _ B

¢[:€05_2 = ¢t

En efecto, por la definicién de Integral de Itd para procesos elementales, dada en (4.1),

t n—1 n—1
/ 1dB,= Y 1+ (B, —B,) = ) (B, — B,) = B, — By,
0 =0 =0

Donde {#;}”_ es cualquier particién del intervalo [0, ¢]. Dado que By = 0, concluimos

que
t
/ 1dB; = B,. (5.22)
0

Por tanto, ¢, = e y la solucién final es

X, = xoeB‘.

Ejemplo s5.11. Consideramos la siguiente ecuacién diferencial estocéstica:
1 1
dX; = —_X; df"‘ a— dB[, XO =0.
1+1¢ 1+1¢

Es una EDE lineal con coeficientes
1 1
t)=0, k(t)=——ry t) = — t) = 0.
(D=0, H)=-ry )= f()

Entonces, la solucién general viene dada por (5.17). Como ¢(#) = 0, el primer término
integral desaparece. Ahora, calculamos ¢(¢) resolviendo
do(r) 1
? =——¢(2),

dt 1+t

$(0) = 1.
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Separando variables e integrando en (0, ¢)

L) ap _
o g0 Ty Tt = g0 =il
Asi que
B 1
¢(t)_1+t'

Sustituimos en la solucién (5.17)

1 ! 1 1 ¢
X;=— |0+ (I+s)- —dB| = — 1dB..
1+¢ 0 145 1+¢ Jy

Como se ha visto en (5.22) la solucidn final es

Ejemplo s.12. Consideramos la ecuacién
1
dX; = —thdt+ 1-X?dB, parat<z=inf{s>0:B; ¢ (-5 51}

Definimos

Xo=0
Esta EDE no es una EDE lineal, observamos que V1 — x? solo estd definida parax € [-1,1].
No se verifican las condiciones del teorema de existencia y unicidad para todo x € R. Atun
en ese intervalo, las condiciones (5.3) y (5.4) siguen sin verificarse.
En efecto vamos a suponer por contradiccion que la condicion de Lipschitz (s.4) se verifica
parax, y € [-1,1], donde o(% x) = o(x) = V1 — x?: Tomemos x = 1y supongamos que

existe una constante C > 0 tal que

e 1) —o(6 )| = J1-2 < ClL=)l, ye[-L1]

Esto es equivalente a
VA +y)(1-y < C1-y),
lo cual implica

(1+9) < C*(1-y),

Cuando y — 1, se obtiene 2 < 0, lo que da la contradiccién buscada. De igual manera
se comprueba que la condicién de Lipschitz no se cumple parax = —1. Por tanto, no

podemos aplicar el Teorema s.2 de existencia y unicidad para garantizar la existencia de
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solucién global. Sin embargo, vamos a comprobar que sf se cumplen las hipStesis del

teorema si X, toma valores en (=1, +1). Tenemos en este caso
1
b(t, x) = —3% a(t,x) = V1 —x2

Comprobamos que se verifica la hipétesis (5.3), paratodo s < 7y x € (=1, 1),

1 3
+ ‘\/1 —xz‘ < S+ +12 (1],

56691 15691 = |3

Comprobamos ahora la hipéteis de Lipschitz (5.4). Para &(z, x) se tiene que para todo
t<tyx € (=L1),

9065 = 50601 = |35+ 39| = S

Para o(x), observamos que esta funcién es de clase C' en el intervalo abierto (-1, 1). Si
consideramos un intervalo compacto [4, b] C (=1, 1), por el teorema de Weierstrass existe
una constante L > 0 tal que |¢’(x)| < L paratodo x € [, b]. Aplicando el teorema del
valor medio de Lagrange, para todo x, y € [4, b] conx < y, existe £ € (x, y) tal que

o) =] = 1" (E)] - lx =yl < Llx = yl.

Por tanto, ¢ también es Lipschitzen [4, b] C (=1, 1).
Proponemos la solucién X; = sin(B;) y verificamos que satisface la EDE. Para g (7, x) =

sin(x), aplicamos la férmula de It6 del Teorema 4.22:
1 1
dX; = cos(B,) dB, — > sin(B;) dt = \1 — sin?(B;) dB; — > sin(B;) dt.

Sustituyendo X; = sin(B,) obtenemosla EDE X, = — %Xt dt++/1 — th dB,. Lasolucién
X, = sin(B,) estd bien definida parat < 7ya que B; € (=5, 5) ysin(B;) € (=1,1). Para
esta solucidn también se verifica la condicidn inicial X = sin(Bp) = 0.

Por el Teorema 5.2 de existencia y unicidad, podemos afirmar que es la tinica solucién
parar < 7yX; € (-11).

Ejemplo s.13 (Ecuacién de Ornstein-Uhlenbeck). Tomamos la siguiente EDE lineal

{dX; = ‘UXt dt + a'dBt

X() = X0
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dondey < 0yo € R. Aplicamos la solucién (5.16). Los coeficientes son ¢(z) = 0, k(2) = u,
e(t) = o, f(¢) = 0. Por tanto, la solucién es

¢
X = (xo +/ e_/“adB;),
0

Analizamos la solucién calculando su esperanza. Por la propiedad iii) de la Proposicién

4.19 se tiene que E [fot e dB;] =0.
t t
E[X;] =E [e/‘[xo + Je“”/o e dBj] = xpé + 7e”’E [/0 e dBS]
= xpe™.
Ahora calculamos la varianza,

Var(X;) = BIX?] - (BIX1)? = BIX?] - 26 = g (1)

En efecto, E[X?] se calcula de la siguiente manera.

t 2
E[X?] = E (eﬂfxoweﬁf /0 c‘_f“dBj)

Il
(s

[ t 2 t
ezf”xg e ( / e dB;) + 20¢% % / e " dB,
0 0

)

Volvemos a aplicar la propiedad iv) de la Proposicién 4.19 y también la Isometria de It6

a4

t
= ezﬂtxé + 2R + 20%0c”“E [/ e dB;] .
0

dado en el Corolario 4.16 , donde

[

E

Por tanto,
t )
E[X?] = ezf“‘xé + M E [/ e d;} = ezf“xg + o (62/” -1).
0 “

El modelo de Ornstein-Uhlenbeck sirve para modelar tasas de interés, tipos de cambio y
precios de materias primas de forma estocéstica. En este modelo, se suele interpretar ¢ < 0

y o € R de la siguiente manera:
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» o es el pardmetro que indica el grado de volatilidad que rodea al modelo a causa de

shocks, es decir, eventos inesperados que impactan en los precios y la economia.
» p eslavelocidad con la que esta volatilidad se disipa y vuelve a la media.

Observamos que cuando t — o0, dado que u < 0

E[X,] = e — 0
2 2
o o
Var(X,) = — (6‘2’,” -1) — ——.
2u 2u
Esto indica que, aunque el valor esperado del proceso converge a cero cuando r — oo, su
varianza se estabiliza en un valor finito. Las oscilaciones alrededor de la media se mantienen

alo largo del tiempo en un rango controlado.

Ejemplo 5.14 (Ecuacion logfstica estocdstica). Consideramos la siguiente EDE que repre-

senta una version estocdstica de la ecuacién logistica:
dX, = rX,(k—X;)dt + X, dB,, Xy =x>0.
Con la notacién de (5.1), tenemos
b(t,x) =rx(k—x), o(t,x)=px parak>0,r>0,f€R, t>0.

Desde el punto de vista de la modelizacidn, el pardmetro £ podria ser unicamente positivo.
£ representa el ruido que afecta al crecimiento de la poblacién, por lo que se puede tomar
£ > 0 ya que solo interesa la magnitud de ese ruido.

Vamos a demostrar que no se verifican las condiciones del teorema de existencia y unicidad
5.2 por reduccién al absurdo. Suponemos que sf se cumple la desigualdad de crecimiento

lineal (5.3)
|6(5, x)| + |o(t,x)] < C(1+ |x]) parax € R,z € [0, T], con T > 0 arbitrario.

Dividiendo por |x| > 0

|r(k—x)| + 8] < M:C(i+l),

] ]

Cuando x — oo se obtiene 0o < C, se llega a una contradiccién ya que C tiene que ser
una constante finita. Ahora comprobamos por reduccién al absurdo que no se cumple la

condicién de Lipschitz (5.4). Supongamos que existe una constante D > 0 tal que

|b(t1 .X‘) - b(l‘:)’)| < D|x—)’|: Xy € R: re [0: T]
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Por la expresién de b tenemos,

|6(, %) = b5, )| = (r- |k = (y+x)]) lx = 3| < Dlx —yl,

Para |x — y| = 0 se verifica la desigualdad, sin embargo para |x — y| > 0 dividimos entre

|x — y| y obtenemos

(r-1k—=(y+x)|) <D

Cuando y — oo, quedarfa co < D, se obtiene una contradiccién. No se verifican las
hipéteis del Teorema (5.2) de existencia y unicidad y por consiguiente no podemos aplicarlo.
Sin embargo, para esta EDE no lineal al realizar el cambio Y; = )% (el mismo que se realiza
para las ecuaciones diferenciales ordinarias de tipo Bernoulli, como la ecuacién logistica)
nos permite transformarla en una EDE lineal que si sabemos resolver

Definimos Y; = g(t, X;) = ,conXt > 0,ylafunciéng(s,x) = € C?([0, 00)x(0, 00)).

Aplicamos la férmula de Ito dada en el Teorema 4.22:

1 1 ,
dy, = _ZZ ax; + )E(er) . (5.23)
Como sabemos que
dxX; = rX,(k — X;) dr + X, dB,, (5.24)

entonces, teniendo en cuenta (4.11), si elevamos al cuadrado obtenemos
2 _ py2
(dX)? = £X2 dr (5.25)

Sustituimos (5.24) y (5.25) en la férmula de Itd (5.23),

1 1
AY: =~z (k= X) dr 4 fX,dB) + 55 - 607 ds

l’

= (- rk—+r)dt—‘8 —dBt +4*- —dr
= (r—(rk=p*Y,) dr —‘@YtdBt.
Se ha obtenido una EDE lineal, cuyos coeficientes son
ct)=r kt)=-(k-p%), c@t)=0, f()=-p

Entonces, por (5.19) y dado que la condicién inicial resulta Y5 = )%0 = }C, la solucién de la
EDE para Y; es

t t + t
Y, = (efo B, —<rk—ﬂ2>df—%/oﬂ”’) (1 + ; — .
X 0 6/0 ~BdB,+ [} ~(rk—F?) du=1L [ 2 du
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Observamos que Y; > 0 para todo # > 0, por tanto tiene sentido deshacer el cambio de

variable X; = % para todo # > 0. Deshaciendo el cambio se obtiene

¢ i BdB+ [} (rk—p2) ds+ [ B ds

1 4 r ’
=+ ds
x /0 ofo —BBut[§ —(rk=p2) du=3 [3 B2 du

=

Agrupando y simplificando, utilizando (5.22), se puede escribir como:

ok~ 18%)t+4B,

x4+ Vfot k=385, 1

X, =

Este ejemplo pone de manifiesto la importancia de la férmula de It6 (4.10) como herra-
mienta clave para el estudio y la resolucién de ecuaciones diferenciales estocdsticas mds

complejas.
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