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- P R O L O G O -

Se han p r e p a r a d o e s to s apuntes , adaptados a l a s expl icac iones 
que se d e s a r r o l l a r á n en c l a se p a r a f ac i l i t a r la labor del alumno, evi tando 
la neces idad de t ene r que t o m a r l o s y de e s t e modo poder ded ica r su aten-
ción a l a s expl icac iones de c l a se e in t e rven i r de f o r m a m a s ef icaz en su 
d e s a r r o l l o . P o r i m p e r a t i v o s de t iempo se ha reduc ido el p r o g r a m a a un -
m í n i m o impresc ind ib le . Tal c i r cuns tanc ia , junto con el d e s e o de enfocar 
el es tudio de la E s t a d í s t i c a T e ó r i c a hac ia la Técn ica de Telecomunicac ión 
han conf igurado la e s t r u c t u r a p a r t i c u l a r del Curso , que en consecuencia -
queda p r e s e n t a d o en la f o r m a siguiente; 

Unos p r i m e r o s Capítulos de Introducción des t inados al Cálculo de 
P robab i l idades , parí-, de «pues es tud ia r con c i e r t o deta l le l a s v a r i a b l e s 
a l e a t o r i a s y sus p rop iedades así" como l a s d i s t r ibuc iones c l a s i c a s m a s 
impor t an t e s . E s t a .segunda p a r t e e s la que da base p a r a e l es tudio de los 
p r o c e s o s a l ea to r io s , que const i tuye la e r e n c i a del C u r s o por sus inmed ia -
t a s ap l i cac iones a la T e o r i a de la Coir.unicación. De aquí la ex tens ión con 
que se t r a t a e l t ema, apar tándonos con el un poco de los t e m a s que pudie 
r a m o s l l a m a r " c l á s i c o s " como e s t imac iones , m u e s t r e o e tc . F ina l i zan los 
apuntes con el es tudio de los p r o c e s o s de Markov y la exposic ión de algu-
n a s nociones sobré T e o r í a de colas , con espec ia l apl icac ión 5 Telefonía . 

La exposición de algunos T e o r e m a s y r e s u l t a d o s notables se ha -
seguido de e j emplos p a r a su m e j o r comprens ión . No obstante , y con obje-
to da consegui r una m a y o r f ami l i a r i zac ión del a lumno con l a s cues t iones -
r e l a t i vamen te nuevas que aquí" se le p r e sen t an , h e m o s p r e p a r a d o una Cole-c 
c.iór¿ de E j e r c i c i c i o s r e s u e l t o s , o rdenados y adaptados a los t e m a s que 
a q u í se t r a t a n y que le p e r m i t i r á n ve r como, 'en cada caso , se apl ican 
los conceptos t e ó r i c o s a la reso luc ión de p r o b l e m a s , 

Como y s h e m o s indicado, los Apuntes p re tenden f ac i l i t a r a labor 
del a lumno en c l a se , p e t o no le pueden da r una fo rmac ion e f i caa . Reco- -
mondamos por el lo la l e c t u r a de algunos de los l i b ros que se mencionan 
efe la Bib l iogra f ía corno labor muy útil de complemento y ampl iac ión de -
conocimientos . P a r a m a y o r comodidad ios l i b ros se ci tan c l a s i f i cados por 
tenias, . P r á c t i c a m e n t e se encuent ran todos en la, Bibl ioteca de la Escue l a , 

M a a r i a 
Agosto I.V< 

J. M. H. 
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I . - I N T R O D U C C I O N 

1 .1 ESTADISTICA. SU O B J E T O Y METODOS 

La E s t a d í s t i c a se ap l i ca al e s tud io de f e n ó m e n o s que no obede -
cen a una ley m a t e m á t i c a conoc ida o b ien son deb idos a c a u s a s m u y nurae 
r o s a s y c o m p l e j a s que imp iden su e s tud io m a t e m á t i c o , a s í c o m o todos 
a q n e l l o s f e n ó m e n o s que s e r i g e n p o r l a s l e y e s d e l a z a r 

E s t o s f e n ó m e n o s se c a r a c t e r i z a n p o r s e r a l e a t o r i o s , e s d e c i r -
r e p e t i d o s en cond ic iones s e n s i b l e m e n t e a n a l o g a s dan r e s u l t a d o s d i f e r e n t e s . 
P o d e m o s c i t a r p o r e j e m p l o l a s l e c t u r a s e f e c t u a d a s en un a p a r a t o de medi -
da, la longi tud de una d e t e r m i n a d a p i e z a f a b r i c a d a , e tc . E s t o s r e s u l t a d o s 
se r e p r e s e n t a n en loe mode loc m a t e m á t i c o s po* m e d i o de v a r i a b l e s . La -
E s t a d í s t i c a t r a t a de e n c o n t r a r . c a r a c t e r í s t i c a s de e s t a s v a r i a b l e s de a z a r -
o v a r i a b l e s a l e a t o r i a s , ob ten idas a i p o n e r en. c o r r e s p o n d e n c i a todos l o s 
r e s u l t a d o s p o s i b l e s d e l f e n ó m e n o que e s t u d i a m o s con e l con jun to de l o s 
n ú m e r o s r e a l e s . 

E s t a s v a r i a b l e s a l e a t o r i a s son a b s t r a c t a s y no p o d e m o s ob t ene r 
en g e n e r a l todos sus v a l o r e s ya que pueden t o m a r in f in i to s Dicüos v a l o r e s 
e s t a r á n s u j e t o s a c i e r t a s l e y e s probabi l ics t icas . La e s t a d í s t i c a m a t e m a t i c a 
c r e a m o d e l e s t e ó r i c o s a p a r t i r de t a l e s v a r i a b l e s y su? d i s t r i b u c i o n e s de -
p r o b a b i l i d a d y p o r m e d i o de e l l o s ob t iene una s e r i e de p a r a m a r o s que 
n o s i n f o r m a n de l a s p r o p i e d a d e s y c a r a c t e r í s t i c a s m á s n o t a b l e s de la va -
r i a b l e en es tud io , c o m o el v a l o r m a s p r o b a b l e , d e s v i a c i o n e s en t o r n o a -
é s t e , etc. 

E n e l t e r r e n o r e a l , a l e s t u d i a r un f e n ó m e n o no p o d e m o s , en ge-
n e r a l , c o n o c e r todos l o s p o s i b l e s r e s a l t a d o s (que cons t i t uyen el l l a m a d o -
c o l e c t i v o o poblac ión) s ino que t e n d r e m o s que t r a b a j a r con una m u e s t r a -
e s t o e s con tm número f in i to de r e s a l t a d o s m e n o r que e l to ta l p o s i b l e . 

P a r a l e l a m e n t e a l c a s o a n t e r i o r p o d a m o s e s t a b l e c e r una c o r r e s -
p o n d e n c i a e n t r e l o s v a l o r e s con ten idos en la m u e s t r a y l o s n ú m e r o s r e a -
l e s , a p a r e c i e n d o asi" e l concep to á e v a r i a b l e e s t a d í s t i c a que de a c u e r d o 
con lo d icho, s e r á d i s c r e t a y f in i t a . E v i d e n t e m e n t e l o s v a l o r e s que t o m a 
e s t a v a r i a b l e e s t a d i s t i c a e s t á n inc lu idos en l o s de la v a r i a b l e s a l ea o r i a -
p e r o e l r e c i p r o c o n o e s c i e r t o . 

L a E s t a d í s t i c a ap l i cada , e f e c t ú a el a n á l i s i s de la m u e s t r a p a r a 
de él» y u t i l i z ando lo s m o d e l o s de l o s que h e m o s hab lado , d e d u c i r p rop ie -
d a d e s de l c o l e c t i v o a l que p e r t e n e c e m u e s t r a e x t r a i d a D e s d e luego e s t a -
cond ic ión l l eva impi ie i t© un g r a d o d e c o n f i a n z a que d e p e n d e r á de l t a m a ñ o 
de l a m u e s t r a y d e l a í o ^ m a e leg ida , o de o t r o m o d o d e l m é t o d o de mués 
t r a que se s iga . 

E l c á l c u l o de p r o b a b i l i d a d e s juega un p a p e l i m p o r t a n t í s i m o en -
E s t a d í s t i c a , p o r l o que a e l d e s t i n a m o s l a s p r i m e r a s l e c c i o n e s . 

L a de f in i c ión p r e c i s a de p robab i l i dad , ha o r i g i n a d o g r a n d e s c o n -
t r o v e r s i a s e n t r e i o s m a t e m á t i c o s . Hoy día , e s t a c u e s t i ó n ha quedado 



- 2 -

s a t i s f a c t o r i a m e n t e r e s u e l t a def iniendo la p robabi l idad de un suceso po r via 
ax iomát ica , de modo que la T e o r í a de P robab i l idad , viene a cons t i tu i r una 
p a r t e de la T e o r í a de la Medida. 

D e s e a m o s p r e s e n t a r aquí" la def inic ión c l á s i ca , sus inconvenien 
t e s y m á s ade lan te ind icar b r e v e m e n t e los ax iomas en los que se apoya -
la def in ic ión ac tua l con objeto de que e s t a sea conocida, a l m e n o s en sus 
a s p e c t o s f u n d a m e n t a l e s por el a lumno. P a r a el lo son n e c e s a r i a s a lgunas -
ideas de T e o r í a de Conjuntos que son ya conocidas de c u r s o s a n t e r i o r e s y 
que p a r a r e p a s o y r e c o r d a t o r i o h e m o s expuesto b r e v i s i m a m e n t e en los 
puntos 1 ,2 y s igu ien tes . 

Con t inua remos despues por el es tudio de l a s v a r i a b l e s a l e a t o -
r i a s y sus p r o p i e d a d e s m á s s ign i f ica t ivas , a s i como de l a s d i s t r i buc iones 
m a s i m p o r t a n t e s . 

A cont inuación se r e v i s a r á n b r e v e m e n t e los p r o c e s o s a l e a t o r i o s 
o e s t o c a s t i c o s , con sus p a r t i c u l a r i d a d e s m á s no tab les p a r a t e r m i n a r con -
a lgunas ind icac iones r e l a t i v a s a E s t a d í s t i c a ap l icada y m u e s t r e o . 
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17.2. - OPERACIONES CON CONJUNTOS. RETICULOS. 

Se l l a m a unión de dos con jun tos A y B y se r e p r e s e n t a n por A U B 

a l conjunto f o r m a d o por todos los e l e m e n t o s que p e r t e n e c e n a A ó a B. Se 

l l a m a i n t e r s e c c i ó n de A y B y se e s c r i b e A Q B a l conjunto f o r m a d o por 

todos los e l e m e n t o s que p e r t e n e c e n a A y a B. 

E s t a s o p e r a c i o n e s e n t r e con jun tos s a t i s f a c e n l a s s igu ien te s 

p r o p i e d a d e s , que son dua l e s e n t r e sí: 

I. Conmuta t iva A U B = B U A, A .Q B = B f| A 

II. Asoc ia t iva A JJ (B U C) = (A U B) U C 

A n (B n c) = (A n B) n c 

III. Idempoteñ te A U A = A A fl A = A 

IV. S impl i f i cac ión A U (A FLB) = A A FL (A U B) = A 

o A b s o r c i ó n 

Un conjunto C es c e r r a d o r e s p e c t o a l a s o p e r a c i o n e s de t i , íl s i 

el r e s u l t a d o de e f e c t u a r e s t a s o p e r a c i o n e s con subcon jun tos de C e s o t r o 

subconjunto de C. 

Un r e t í c u l o e s un conjunto c e r r a d o en el que c u m p l e n l a s p r o -

p i edades I - IV, As í el conjunto f o r m a d o por t odas l a s p a r t e s de un c o n -

junto e s un r e t í c u l o . 

1 . 3 , - OTRAS P R O P I E D A D E S DE LA UNION S INTERSECCIÓN. 

ALGEBRAS DE BOOLE. 

Si c o n s i d e r a m o s todos l o s e l e m e n t o s de una c l a s e f i j a , f o r m a n 
í 

un conjunto que l l a m a r e m o s u n i v e r s o y d e s i g n a m o s po rü» , todo o t r o con - -
SOLO 

junto que contenga e l e m e n t o s de e s t a c l a s e s e r a un subcon jun to o p a r t e 

de £4 . S i A <=: U s e t iene : 

i« a u u = H ; a n U= A 

Se l l a m a conjunto vac ío y se d e s i g n a p o r $ a l que no p o s e e 

ii<ngún e l e m e n t o . P a r a todo A c: IX se v e r i f i c a 

II , : A U $ = A A f l $ = $ 



Si A, B y C son p a r t e s de un conjunto, se t i ene : 

III1 A U (B F| C) = (A ÜB) FL (-A ÜC) 

A n (B u c) = (A n B) u (A n c) 

que cons t i tuye la p r o p i e d a d d i s t r i b u t i v a . 

Si A cz X I se l l a m a c o m p l e m e n t a r i o de A y se e s c r i b e A' o A 

a l conjunto f o r m a d o por todos los e l e m e n t o s de %>que no p e r t e n e c e n a A. 

E l c o m p l e m e n t a r i o de A s a t i s f a c e l a s s igu ien te s p r o p i e d a d e s , 

IV' A U A ! =1¿; A f| -A' = $ 

Todo r e t í c u l o cuyos e l e m e n t o s cumplan l a s p r o p i e d a d e s I' - IV' 

d i r e m o s que t i enen la e s t r u c t u r a a l g e b r a i c a de A l g e b r a de B o o l e . Q t r a pro-

p iedad i n t e r e s a n t e de l a s A l g e b r a s de Booie es la conocida c o m o ley de -

dua l i zac ión o de Morgan ; 

(A IJB)1 = A ! (1B! ; (A f]B)' = A ' I JB» 

La ley de involución e x p r e s a que (A1)1 = A. L a s p r o p i e d a d e s -

a n t e r i o r e s pueden c o m p r o b a r s e f á c i l m e n t e con e l emp leo de l o s d i a g r a m a s 

de Venn, 

1 - 4 . - DIFERENCIA. 

Sean dos con jun tos A y B, El conjunto d i f e r e n c i a A - B e s el 

f o r m a d o p o r t o d o s los e l e m e n t o s de A que no p e r t e n e c e n a (No e s 

p r e c i s o que B c A ) . O b s e r v e s e que 

A - B = A íl B' 

la d i f e r e n c i a s a t i s f a c e l a s p r o p i e d a d e s s igu ien tes : 

I. (A ÜB)Ü (A - B) = A 

en e f ec to (A flB)U (A - B) = (A f|B)U (A 0B<) = AQ(B ÜB') = A f lU 

p u e s 

II. (A n B) n (.A - B) = f 

(A OB) íl (A fl B !) = Afl (B n B !) = A f\ <f>r ^ 
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1 . 5 . - SIGMA ALGEBRAS. 

Se l l a m a unión e s t r i c t a , o d i f e r e n c i a s i m é t r i c a de A y B y se 

r e p r e s e n t a po r A V B a l conjunto de e l e m e n t o s que p e r t e n e c e n a A ó B -

p e r o no a los dos . Se l l a m a ani l lo de p a r t e s de l conjunto 0 , a todo s u b -

c o n j u n t o ^ del r e t í c u l o R(é?) ta l que e s c e r r a d o r e s p e c t o a la unión e s t r í e 

t a e i n t e r s e c c i ó n . E s t o es , si: 

J l ) ^ f a V B € 
J ^ i ñ ( 1 . 5 . 1 . ) 

B € J\ t { A n B E 

Como c o n s e c u e n c i a t a m b i é n la unión o r d i n a r i a y la d i f e r e n c i a -

de subcon jun tos p e r t e n e c e n a l an i l lo . 

En e fec to : 

A U B = (A N B) V {A'' 

y de ( 1 . 5 . 1 . ) se deduce A U B € &A . 

Aná logamen te , se c o m p r u e b a que A - B € <¡ji e s c r i b i e n d o la dife^ 

r e n c i a en la f o r m a : 

A - B = A V ( A ; 1 B ) 

Hac iendo A = B se deduce que 

oa 

<f> € 

Si se v e r i f i c a que p a r a todo subconjun to A^ = 1 , 2, . , , , ) e s 

U A el an i l lo se denomina ff - an i l lo . 

^ Si se t i ene p a r a todo subconjunto A ^ í f i (i = 1, 2, . < . . ) que 

¡f? A ^ € í ^ a l an i l lo se le l l a m a 6 - an i l lo . 

L o s 0- an i l lo s con e l e m e n t o u n i v e r s a l { I X ^ A ) se l l a m a n -

Ü - a l g e b r a s 

1 . 6 . - FUNCIONES DE MEDIDA. 

Son conoc idas l a s c o r r e s p o n d e n c i a s o a p l i c a c i o n e s e n t r e dos 

con jun tos & y 1 que a s o c i a n a cada e l e m e n t o a £ ^ o t r o b € tT 

V a m o s a t r a t a r a q u í de un t ipo de c o r r e s p o n d e n c i a m á s g e n e r a l 

e n t r e el con jun to f o r m a d o por todas l a s p a r t e s de un conjunto ¿? y e l s e m i -

g rupo ad i t ivo R de los n ú m e r o s r e a l e s p o s i t i v o s 



A es ta c o r r e s p o n d e n c i a le ex ig imos la s iguiente condición. Si A , A ,A , X u J 
( C y p a r a todo (i,+ j) e s A. fl A j = <£> , ha de v e r i f i c a r se 

I - | ( u A.) = £ r . 
1 1 ( 1 , 6 . 1 . ) 

II - E x i s t e y es f in i ta f(U,) 

No todos los pos ib l e s subconjuntos A. de C cumplen la condición 1 
a n t e r i o r por lo que la c o r r e s p o n d e n c i a f solo e s t á def inida p a r a una c l a s e 

de subconjuntos de C que cumplen I y II. A e s ta c l a s e de subconjuntos 

cuya e s t r u c t u r a a l g e b r a i c a es de 0 a lgeb ra se le l l ama conjunto o campo 

de Bore l , y lo r e p r e s e n t a m o s por )3> 

Los campos de B o r e l quedan def inidos med ian t e l a s s igu ien tes 

p rop iedades : 

I'. U «P 

IX'. Si A € P ^ A' jS (1. 6 . 2 . ) 

n r . SÍ a . A 2 . e f i $ U A. e p 

De I ' y II' se deduce que $ por s e r 

De III se t iene 
oo 

O f l > l ( 1 . 6 . 3 . ) 
1 ' 1 

P o r o t r a p a r t e como A - B = A f} A - B ^ B La c o r r e s - -

pondencia o función f . def inida sob re todos los subconjuntos que p e r t e n e c e n 

a B se l l a m a una función de med ida e s t ab lec ida en C. L o s subconjuntos -

menc ionados se l l a m a n med ib l e s ; í(A.') se d e n o m i n a r á m e d i d a de A,. i i 
V a m o s a ve r a cont inuación a lgunas p r o p i e d a d e s ad ic iona les de 

l a s func iones de m e d i d a 

1, f(A'J = f(U) - f(A) 

E s t o e s evidente por s e r 

l ¿ = A U A 

(1. 6 . 4 . ) 
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2. Si B , f(A - B) = f(A) - f(B) ( 1 , 6 , 5 . ) 

En efecto; 

A = B ' J ( A - B) y como B f) (A - B) = $ 

apl icando ( 1 , 6 . 1 . ) t e n d r e m o s ; 

f(A) = f(B) + f(A - B) 

3. Si A f¡B 4; # no podemos ap l i ca r d i r e c t a m e n t e la ley adi t iva 

(1. 6 . 1 . ) - P a r a ca l cu la r en es te ca so f(A ÚB) e s p r e c i s o e x p r e s a r AU B 

como una unión de p a r t e s d i s jun ta s . E s t o se cons igue poniendo: 

A UB = A U(B - A f¡B) 

en e fec to AÍ1(B - A (IB) = luego 

f(A UB) = f(A) + f(B) - f(A UB) [ 1 . 6 . 6 . ) 

4. Si B <^A no podemos ap l i ca r ( 1 , 6 , 5 . ) p a r a c a l c u l a r f(A - B). 

S e r á p r e c i s o t r a n s f o r m a r es ta d i f e r e n c i a en o t r a equivalente que cumpla -

la condición r e q u e r i d a en ( 1 , 6 . 5 , ) . 

E l lo puede c o n s e g u i r s e poniendo: 

A - B = A - A (IB 

y a h o r a A i l B t r A , como puede c o m p r o b a r s e . En tonces : 

f(A - B) = f(A) - f(A D B) ( 1 . 6 . 7 . ) 

e x p r e s i ó n que g e n e r a l i z a la ( 1 .6 , 5.) . 

H a r e m o s üso de e s t o s r e s u l t a d o s en e l s iguiente Capí tulo. 

Si todos los subconjuntos A. € B t ienen un n u m e r o f in i to de 

elementos» una de l a s func iones de m e d i d a m á s senc i l l a s , y que podemos 

ei'ta* aquí* a modo de e jemplo , es la que as igna a cada A^ e l n u m e r o de -

e l e m e n t o s que cont iene , que d e s i g n a r e m o s por n(A^). E n el la pueden c o m -

p r o b a r s e f á c i l m e n t e l a s p r o p i e d a d e s a n t e r i o r e s . 
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11 E L E M E N T O S D E L A T E O R I A D E LA P R Q B A B I L I D A D 

2, 1. - E L ESPACIO DE LAS REALIZACIONES, 

La t e o r í a e l emen ta l de la probabi l idad se b a s a en la idea de un 

exper imen to , r e a l o conceptual p e r o capaz de s e r repe t ido , Se le l l a m a r á 

expe r imen to a l ea to r io , s iendo su c a r a c t e r í s t i c a m á s i m p o r t a n t e el que no 

es pos ib le p r e d e c i r de an temano su r e su l t ado . 

Los r e s u l t a d o s de e s t e expe r imen to los l l a m a r e m o s r e a l i z a c i o -

n e s o s u c e s o s s i m p l e s . La tota l idad de los sucesos s i m p l e s del e x p e r i m e n 

to cons t i tuye un conjunto u n i v e r s a l que se l l a m a espac io de l a s r ea l i zac io -

nes o espac io m u e s t r a l . Cada suceso s imple es un punto de e s t e espac io . 

P o r e jemplo , si el expe r imen to cons i s t e en el l anzamien to de -

un dado un suceso s imple es la apa r i c ión de un 1, o t ro la a p a r i c i ó n de 

un 2, e tc . E l e spac io de l as r e a l i z a c i o n e s es un conjunto u n i v e r s a l de 

s e i s puntos , donde cada uno c o r r e s p o n d e con uno de los se i s pos ib l e s r e -

su l tados que pueden o b t e n e r s e a l l anza r el dado, 

El e spac io de l as r e a l i z a c i o n e s puede s e r f ini to o infini to, s e -

gún contenga o no un n u m e r o f ini to de r e a l i z a c i o n e s . En el c a so de no s e r 

n u m e r a b l e s se le l l ama continuo. 

Un subconjunto de e s t e espac io cons t i tuye un suceso y en gene-

r a l e s t á f o r m a d o por un n ú m e r o f ini to de r e a l i z a c i o n e s . 

Si el suceso A no cont isne ninguna 

r e a l i z a c i ó n queda r e p r e s e n t a d o por el 

conjunto vac io <í> y d i r e m o s que ta l 

suceso es impos ib le . 

Si el suceso A cont iene todos los -

puntos del e spac io de r e a l i z a c i o n e s , -

r e p r e s e n t a un suceso que o c u r r i r á 

con c e r t e z a y se des igna po r2¿ , Un -

suceso A d i r e m o s que t iene lugar 

cuando se v e r i f i c a la a p a r i c i ó n de 

cua lqu ie ra de l a s r e a l i z a c i o n e s que cont iene . 

Los s u c e s o s pueden s o m e t e r s e a l a s o p e r a c i o n e s U , fl y c o m -

p lementac ión . 

Sean dos sucesos , A, B. Se def ine el suce so A fl B como 
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aquél cuya ve r i f i cac ión impl ica la r ea l i zac ión de A y de B. Si A f| B = 

se dice que los sucesos A y B son incompat ib les . Se define el suceso 

A I) B como aquel cuya ver i f i cac ión impl ica que se r e a l i c e a l menos uno 

de los A y B, Es to es que se ver i f ique A, B, o los dos, Si A U B = ZL , 

siendo el espac io de l as r ea l i zac iones , A y B se l l aman exhaust ivos . 

A p a r t i r de todo suceso A, se define su c o n t r a r i o o comple - -

m e n t a r i o A' , que se ve r i f i ca cuando no se r e a l i z a A. A y A1 son simultá-

neamente incompat ib les y exhaust ivos . 

Como r e s u m e n de la adaptación del a lgebra ae conjuntos a l as 

operac iones en t r e sucesos podemos e s c r i b i r : 

u 9 • • . . Todas l as pos ib i l idades 

A - U , . Suceso pa r t i cu l a r 

A = u El suceso A o c u r r i r á con c e r t e z a 
A = # . . E l suceso A es impos ib le 

A' . . No o c u r r e A 

X ex . . x E s una rea l i zac ión de X 

y ¿ Y . . y no es r ea l i zac ión de Y 

A n B O m , . ; . . . R L = S La ve r i f i cac ión del suceso S impl ica la ocu-

s imul tanea de los A, B, . . „ . L 

A u B U . . . UL = S La ve r i f i cac ión S se r e a l i z a si o c u r r e A, ó>, B, 

.... o , L. 

A ñBfl».j .... H L = ^ Los sucesos A, B, ¡.. . ••« L son incompat ib les 

A ID B U U L = ft Uno de los sucesos A, B, 

o c u r r e . 

L po r lo menos 

P o d e m o s es t ab lece r de acue rdo con la tabija a n t e r i o r un i s o m o r 

f i s m o en t r e los sucesos de un espacio de m u e s t r a s y los subconjuntos de 

un conjunto Ü , . E s t e i s o m o r f i s m o p e r m i t e t r a s l a d a r la e s t r u c t u r a del con-

junto I X a l espac io de m u e s t r a s . P o r ello el conjunto de todos los sucesos 

const i tuye un Algebra de Boole r e s p e c t o a l as ope rac iones U e (1 a l a s que 

damos la i n t e rp r e t ac ión ci tada a n t e r i o r m e n t e . Si e f ec tuamos N r ea l i zac io -

nes del expe r imen to a lea to r io y en e l las a p a r e c e n^ veces el suceso pa£ 

t i cu la r A., n . r e c ibe el nombre de f r ecuenc i a absolu ta del suceso . Se d e -
3 3 / nomina_f recuenc ia r e l a t iva f. a l cociente f . = n . / N . Los fenomenos a l ea to -

J J J 
r i o s ya hemos dicho que se r igen por la ley del a z a r en v i r tud de la cual 
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f j se a p r o x i m a a un c i e r t o va lor l imi t e cuando N aumenta . De e s t a cues 

tion se t r a t a r á en la secc ión s iguiente . 

2. 2. - CONSIDERACIONES SOBRE PROBABILIDADES. DEFINICIO-

NES CLASICAS. 

Antes de e ñ t r a r en el es tudio ax iomát ico de la med ida de p r o b a 

bi l idad c o n f o r m e a l modelo p robab i l i s t i co , conviene c i t a r la def in ic ión clá-

s ica de Lap lace e in t roduc i r una función e m p í r i c a que cumple los r e q u i s i -

tos exigidos a l a s func iones de med ida . 

La def inic ión c l á s i c a de Lap lace indica que la p robab i l idad de -

un suceso puede o b t e n e r s e como cociente en t r e el n ú m e r o de c a s o s f a v o r a 

b les a e s t e suceso y el n u m e r o de ca sos pos ib les (e igua lmente p robab le s ) . 

Quizá su punto m á s débil r e s i d a en la a f i r m a c i ó n " igua lmen te p r o b a b l e s " -

ya que en muchos p r o b l e m a s no es pos ib le s abe r "a p r i o r i " si los c a s o s -

van a s e r o no igua lmente p robab le s , pues to que t r a t a m o s p r e c i s a m e n t e -

de e n c o n t r a r e s t a p robabi l idad . 

V a m o s aho ra a volver sobre la idea ya menc ionada en 2 . 1 . de 

l a s f r e c u e n c i a s r e l a t i v a s . Supongamos un expe r imen to cua lqu ie ra , todas 

cuyas r e a l i z a c i o n e s nos han sido e sped i f i c adas . 

C o n s i d e r e m o s una cua lqu ie r a de e l las , o suceso , que d e s i g n a -

r e m o s por X^. Si el expe r imen to se r e p i t e N v e c e s y e n t r e e l l a s el 

suceso X a p a r e c e n(X ) v e c e s la f r e c u e n c i a r e l a t i v a del m i s m o s e r á : 1c Jtc 

n(X ) f = 
N 

Si v a m o s aumentando N o b s e r v a r e m o s que e s t a f r e c u e n c i a re ía 
t iva t iende a e s t a b i l i z a r s e a l r e d e d o r de un va lor f i jo . E s t a t endenc ia t ie -
ne un c a r a c t e r de l ími te , p e r o no en sent ido m a t e m á t i c o , e s d e c i r no 
p o d r e m o s a s e g u r a r que cuando N ^ 00 | f - p j <£, sino que de un modo 
a l e a t o r i o la f r e c u e n c i a v a r í a a l r e d e d o r de p y que no son de e s p e r a r g ran 
de s de sv i ac iones cuando N es e levado, aunque son p o s i b l e s . A e s t e n u m e -
r o -p es a l que l l a m a r e m o s p r o b a b i l i -
dad del suce so X, . E s t a def in ic ión -

k 

supone que l a s n r e p e t i c i o n e s de l su -

c e s o t i enen luga r en l a s m i s m a s con-

d ic iones y que "a p r i o r i " no hay nada 
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que f a v o r e z c a la apa r i c ión de X^ sobre el r e s t o de l a s pos ib le s r e a l i z a c i o 

nes . Se o b s e r v a r á que 0 ^ n (X ) .< N por lo que la f r e c u e n c i a r e l a t i v a -k 
e s t a aco tada y 

0 x< f ^ 1 0 ̂  f 1 

Un suceso p a r a el cual P = d-j, i m p l i c a r i í a n = N, pór lo que 

se l l a m a c i e r t o . Si P = 0, es un suceso impos ib le , no a p a r e c e en ninguna 

de l a s r e a l i z a c i o n e s del expe r imen to . La r eg l a de Lap lace puede u t i l i z a r -

se, con cuidado, en los p r o b l e m a s e l e m e n t a l e s sob re p robab i l i dades . En -

p r o b l e m a s m a s comple jo s en los que ta l r e g l a podr í a o r i g i n a r confus iones , 

el Cálculo de P r o b a b i l i d a d e s p ropo rc iona T e o r e m a s p a r a a b o r d a r l o s . 

O t r a s v e c e s podemos h a l l a r la probabil idad de una f o r m a "dina 

m i c a " o expe r imen ta l , anotando l a s r e a l i z a c i o n e s de un e x p e r i m e n t o y 

obse rvando la evolución de la f r e c u e n c i a r e l a t i va , 

Si e s t a t iende a e s t a b i l i z a r s e a l r e d e d o r de un n u m e r o cons tan te 

a s i g n a r e m o s dicho n u m e r o a la p robabi l idad del suceso . 

N a t u r a l m e n t e e s t e p roced imien to l leva consigo el r i e s g o de que 

por una c i r c u n s t a n c i a excepciona l la f r e c u e n c i a r e l a t i v a se e s t ab i l i ce a l r e -

dedor de un n u m e r o que no e s el que d e s e a m o s , si b ien e s t a c i r c u n s t a n -

c ia es muy r a r a , 

A cont inuación expondremos l a s b a s e s a s i o m á t i c a s que nos de -

f inen de un modo a b s t r a c t o y r i g u r o s o la p robab i l idad de un suceso . 

2. 3. - MEDIDA DE LA PROBABILIDAD, 

En la In t roducc ión h e m o s es t ab lec ido una c o r r e s p o n d e n c i a e n t r e 

subconjuntos y n ú m e r o s r e a l e s de t ipo adi t ivo. La m e d i d a de la p r o b a b i l i -

dad de un suceso e s una función de med ida def in ida s o b r e los subconjuntos 

del e spac io de m u e s t r a s que a su vez cons t i tuyan un conjunto de B o r e l . 

Los r e s u l t a d o s f i na l e s de la T e o r í a de la P r o b a b i l i d a d se 

ap l ican a l mundo f í s i co y por el lo la med ida de la p robab i l idad que e s t a -

b l e c e m o s no s e r á una función cua lqu ie r a de m e d i d a sino que t e n d r á que 

s a t i s f a c e r c i e r t o s r e q u e r i m i e n t o s , 

Aunque la p r u e b a no es inmedia ta , v a m o s a suponer a q u í que -

todos los subconjuntos de l e spac io de m u e s t r a s p e r t e n e c e n a l c ampo de 

B o r e l B, cumpl iendo las condic iones que h e m o s es tud iado pueden r e p r e s e n 
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t a r s u c e s o s f í s i c a m e n t e r e a l i z a b l e s , 

2. 4. - ESPACIO DE PROBABILIDAD, 

Como v e r e m o s a cont inuación e s t e e spac io es un e spac io de 

m u e s t r a s muy ampl iado . 

Sea un espac io de m u e s t r a s cuyos puntos cons t i tuyen los s u c e -

sos s i m p l e s 0) , Sea a h o r a un conjunto de B o r e l B definido sob re Q e s de-

c i r una c l a s e de subconjuntos de Q ( r e p r e s e n t a t i v o s de sucesos ) que s a t i s f a c e 

los pos tu lados I, II, III de (1-5,). 

Efi « s t e conjunto de B o r e l v a m o s a def in i r una med ida P(A) rae 

d iante l a s s igu ien tes condic iones : 

I. P(A) ^ 0 

II. P ( f l ) = 1 ( 2 . 4 . 1 . ) 

III , Si A , A .<,..,„ f o r m a n un a c l a s e n u m e r a b l e de 1 2 
subconjuntos de 6 y dos c u a l e s q u i e r a de e l los son d i s jun tos . 

00 00 

P( y A ) = 2 P(A ); A.fl A. = * ; V . . ( 2 . 4 . 2 . ) 1 n7 ^ x n " i j i, j 

Median te los a x i o m a s I - III queda comple t amen te def in ida una 

función sob re l o s subconjuntos de B . E s t a función es no nega t iva y t iene 

la p rop iedad ad i t iva . 

A e s t e s subconjuntos de B los l l a m a r e m o s s u c e s o s c o m p u e s t o s 

o s i m p l e m e n t e s u c e s o s y la función P med ida de la p robab i l idad . Así*P(A) 
® 

nos d a r á la p robab i l idad de l suce so A. 

De e s t e modo queda conf igurado el e spac io de probabi l idad , 

cuya r e p r e s e n t a c i ó n e s q u e m á t i c a e s ( Q , B, P ) en la que se ponen de ma-

n i f i e s to los e l e m e n t o s b á s i c o s que lo const i tuyen: 

(1) Un espac io Q de m u e s t r a s , 

(2) Un conjunto de B o r e l B def inido sob re subconjunto A de -Q 

(3) Una función de med ida P s o b r e los subconjuntos . (2) 
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2. 5. - PROPIEDADES DE LA MEDIDA DE PROBABILIDAD. 

A d e m a s de l a s p rop iedades e s tud iadas en ( 1 . 6 . ) vá l idas p a r a -

todas l as func iones de medida , y que podemos t r a s l a d a r a q u í sin m á s que 

c a m b i a r f po r p, c i t a r e m o s por su i n t e r é s l a s s igu ien tes : 

S i A £ ¿D y B £ j E f y A rz J3 se t i ene 

P(A) ,V<P(B) ( 2 . 5 . 1 . ) 

En efec to si A czB ; B = A U (B 0 A1) 

Como A 0 (B fl A1) = (A HA») ,1 B = 3» íl B = $ 

s e r á : 

P(B) = P(A) + P ( B Í 1 A I ) i P (A) 

Si t o m a m o s como B, todo el e spac io S , 

P(A) x< P( fl) = 1 (2. 5 . 2 . ) 

N6s i an jun to al ax ioma I l a s aco tac iones de P(A), por lo que p a r a to 

do A: 

0 P(A) v< 1 ( 2 . 5 . 3 . ) 

Si l l a m a m o s A1 al suce so c o m p l e m e n t a r i o del A, se t iene 

P(A U A1) = P(S2) = 1 = P(A) -i P ( A« ) 

luego 

P(A') = 1 - P(A) 

La p robab i l idad del suceso c o m p l e m e n t a r i o o negac ión del A, es 

el c o m p l e m e n t o a 1 de la p robab i l idad de A. 

2. 6. - PROBABILIDAD CONDICIONAL. 

Sean los s u c e s o s A y B yP(¿A) ^ 0 . Se def ine la p robab i l idad con 

d ic ional de B suponiendo que A se ha ve r i f i cado , a s í : 

P ( B | A ) . P < A
p ¿ B > i 2 ' 6 ' 1 ' ) 
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(Axioma de l a s p r o b a b i l i d a d e s condic iona les ) 

A n á l o g a m e n t e puede d e f i n i r s e P(A | B) 

P(A | B) = P(B) ( 2 . 6 . 2 . ) 

L a m e d i d a de p r o b a b i l i d a d condic iona l , i m p l i c a c o n s i d e r a r e l 

s u b e s p a c i o de f in ido p o r l a p r o d u c c i ó n de l s u c e s o B y se e s t a b l e c e en t a l s u b -

e s p a c i o . V a m o s a d e m o s t r a r que e s t a de f in ic ión e s con t ingen te con l a s p r o -

p i e d a d e s de l a m e d i d a de p r o b a b i l i d a d e x p r e s a d a s en (2. 4 . ) y (2. 5 . ) con lo -

que p r o b a r e m o s que (2. 6 . 1 . ) e s una m e d i d a de p r o b a b i l i d a d . 

1. P(A | B) « 1 ( 2 . 6 . 3 . ) 

E n e f ec to : A fl B c B luego (2. 5.1) s e r á P(A fl B) ^ P(B) y p o r 

c o n s i g u i e n t e 

P(A | B) = P(A H B) . j 
P(B) 

2. P ( Q | B) = 1 (2. 6 . 4 . ) 

E n e f e c t o Q fl B = B , P ( Q D B) = P(B) l uego 

I ' I B I - P ( p g ) ' = 1 
oo oo 

3. P ( U A I B) = ZP(A . I B), A. Pl A . = <3>y A. € i>2 (2. 6. 5 . ) j l ' j l 1 i J x 

E n e f e c t o : • 
oc oo 
U A. OB = U (A. HB) y (A. D B) fl (A . f lB) = $ 
1 1 1 1 1 J 

L u e g o oo 
P ( U A . f l B ) P 

U A | B) = 
oo 1 1 

oo oo 

U (A. n B) 
L 1 1 . 

P(A. n B) X 
p/ U -
^ 1 i P(B) P(B) P(B) 

oo 
= S P(A. | B) 

A con t inuac ión v e r a m o s a l g u n a s p r o p i e d a d e s a d i c i o n a l e s : 
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( 2 . 6 . 6 . ) 

Se deduce d i r ec t amen te de la definición la 

II, P(A B) = P ( A ) . P(B ¡ A) = P(B) . P ( A j B) (2.6,7,) 

La int roducción de las probabi l idades condicionales nos p e r m i t e 

ap l icar la medida de probabi l idad a la i n t e r s ecc ión de sucesos . 

III. Si A y B son exclus ivos , A r! B =9 y entonces 

P(A ' B) = P(B ! A) = 0 (<2. 6. 8 . ) 

IV. Si A ~ B es A B = A y por consiguiente 

P(B A) = 1 (2. 6. 9. ) 

V, Dos sucesos A y B se l l aman e s t o c a s t i c a m e n t e independ ien-

t e s si: 

P(A m B) = P(A) . P(B) (2. 6. 10.) 

En e s t e caso , l as p robabi l idades condic ionales son: 

P ( B | A) = P(B) 

y , 4 . 4 ( 2 . 6 . 1 1 . ) 
P(A ¡ B) = P(A) V ' 

L a s igualdades ( 2 - 6 , 1 0 . ) y ( 2 , 6 . 1 1 . ) se u san ind i s t in t amen te co 

mo def in ic iones de la independencia e s tocás t i ca de dos sucesos , 

Ma s adelante ( 2 . 7 . ) a m p l i a r e m o s es ta nocion de indespendencia . 

VI, P(A J B) y P(A | B) son c o m p l e m e n t a r i o s 

En efecto, 

P ( i | » ) - ^ L . F Í B ^ é f í B ) ] . , . P ( A | B ) ( 2 . 6 . 1 2 . ) 

Si A y B son independientes , r e s u l t a P(A j B) = 1 - P(A) -

~ P(A) luego t ambién lo son A y B. 
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VII . P ( A J B) y P ( A | B) son también com 

plementarios. 

Vamos a c a l c u l a r p r i m e r o P(A j B) - en 

función de l a s p robab i l idades condicio 

na l e s que conocemos . 

Se t iene: 

_ P(A n B) _ P [.A -(Afl B ) ] P(A | B) = P(B) 

= P ^ l - ^ B ) = 

P(B) 

1 - P(B) 

1 - P(B | A) 
1 - P(B) 

F ig . 2 . 1 . (2. 6 . 1 3 . ) 

p ( a I S) = P(A n B) _ P(A u B) 
P(B) " P(B) 

= I - P(A) 

1 - P(A U B) 
P(B) 

i -CP(A) +P(B) - P ( A Q B)3 
1 - P(B) 

( 2 . 6 . 1 4 . ) 

Si A y B son independientes , r e s u l t a , P(A [ B) = P(A) y P ( 3 | S) = 1 -

- P(A) = P(A). 

P o r cons iguien te si A y B son independientes t ambién lo son -

A y B, Á, B y A, B. 

Vamos a e s tud i a r aho ra o t r a p rop iedad i n t e r e s a n t e : 

Sean B^ . . . . B^ s u c e s o s d i s jun tos en t r e s í y t a l e s que su 

unión sea todo el e spac io de m u e s t r a s : 
n 

B. H B. = $ ; U B. 1 J 1 1 

C o n s i d e r e m o s aho ra un suceso A tal que la p roducc ión de uno 

cua lqu ie ra de los B.pueda ó no i m p u t a r - la a'pár aciaa d« A ¿ =¡ta ¡-e explica -

en la f i gu ra . El punto 1 indica que se ha producido B^ p e r o no A. E l 2 

seña la la p roducc ión de B y de A. Se deduce f ác i lmen te : Ct 

A = A fi & = A D(B, U B U . . . U B ) = (A f¡ B.) Ü (A Í1B_) U. 1 2 n 1 2 

(A n B ) n 
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Ahora bien: 

(A flB.) P(A H B.) = A fl (B. A B.) = A íl $ = $ i y i y 

luego; 
n n 

P(A) = I P ( A H B . ) 7. P(A | B.) . P(B.) ( 2 , 6 . 1 2 . ) 
1 1 1 i i 

f ó r m u l a que nos da la probabi l idad de A en función de l a s p robab i l i dades 

condic ionales y de l as abso lu t a s de los s u c e s o s B que "condic ionan" el -

A. 

2 , 7 . - TEOREMA DE BAYES. 

P a r t i m o s de l a s m i s m a s c o n s i d e r a c i o n e s que nos han l levado -

a ob tener la e x p r e s i ó n ( 2 . 6 . 1 2 . ) . A l a s p robab i l i dades de que a p a r e z c a A 

cuando se ha ve r i f i c ado B . l a s l l a m a r e m o s p robab i l i dades "a p r i o r i " y co-

m o se ha v is to , son p robab i l idades condic iona les de la f o r m a P(A ¡ B^) . 

D e s e a m o s ca l cu la r la p robab i l idad de que la a p a r i c i ó n de A 

sea debida a que ha o c u r r i d o el suceso B., e s d e c i r P (B. ! A). i i 
A e s t a s nuevas p robab i l idades se le l l a m a "a p o s t e r i o r i " d e b i -

do a n u e s t r o conoc imien to de la v e r i f i c a c i ó n de A, 

Ev iden temen te : 

P(A n B J = P(B. ) . P(A i B.) = P(A) . P(B. i A) í i i i 

luego; teniendo p r e s e n t e ( 2 . 6 . 1 2 . ) 

P(B ) . P(A | B.) 

P(B. | A) = — (2 .7 ; -1 . ) 
i 1 ' n 

2 P ( B ) . P(A i B ) 
i=l 

que e s la e x p r e s i ó n de l t e o r e m a de B a y e s p a r a e l cá lcu lo de l a s p r o b a b i -

l idades "a p o s t e r i o r i " . 
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E J E M P L O : Sean t r e s u r n a s U , U y U que cont ienen 1 u J 

U j : 2 bolas r o j a s y una blanca 

U : 3 bo las r o j a s y 2 b l ancas 

U^ : 1 bola r o j a y 2 b l ancas 

Se e x t r a e una bola de una u r n a y se comprueba que e s r o j a . Se d e s e a s abe r la 

p robabi l idad de que la bola se haya ex t ra ido de la p r i m e r a u rna . 

T e n d r e m o s : 

A = 

B.= x 
(A [ B ) = 

suceso 

suceso 

suceso 

S a c a r la bola r o j a J 

E l e g i r la u r n a i p a r a e fec tua r la ex t r acc ión J 

Sacar bola r o j a de la u rna i 

(B.¡ A) = | s u c e s o : Ha sido bola ro j a , e lecc ión u rna i f 

En n u e s t r o c a s o h e m o s de ca l cu l a r P(B^ ¡ A) y t e n d r e m o s P(B^)= 

= 1 /3 suponiendo cua lqu ie r a de l a s u r n a s t iene igual p robab i l idad de s e r -

e legida . 

T e n d r e m o s : 

P ( A | B j ) = 2 / 3 ; P ( A | B 2 ) = 3 / 5 ; P(A j B 3 ) = 1 /3 

P(B1 | A) 
P Í B j ) P(A | B l) 

Z P(B. ) P ( A |B.) 3" + 

= -12 

2. 8. - TEOREMA DE MULTIPLICACION. 

A c a b a m o s de v e r que la p robab i l idad de v e r i f i c a c i ó n de dos suce 

sos A y B e s 

P(A flB) = P(A) . P ( B ¡ A) = P(B) . P(A | B) ( 2 . 8 . 1 . ) 
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Esta regla puede extenderse al caso de más sucesos por ejemplo: 

p(a n b n c ) = p(a riB) . p [ c | ( a n b)] = p(a) • p(b)| A) . p[c|[AnB)] 

(2.8.2.) 

Esto es: la probabilidad de que se verifique A, B y C es igual al produc-
to de la probabilidad de A por la de B(condicionada por A) por la de C {• 
(Condicionada por A y B). 

Y de un modo general: 

P (Ajfl AZ n. . . (1 AN) = P(AX) . P (A2\AL) . P(A3 \ A^AJ. . . P ( ¿ n \ A ± f] A^ . . . 

(2.8. 3.) 

En el caso de que todos los A^ sean estocásticamente indepen 
dientes: 

P(A . I A n . . . f| -A . .) = P(A.) 
r i j -1 y 

Luego 

P(A .HA n... fl A ) = P(A.). . .P(A ) (2.8.4.) i u n i n 

2. 9. - TEOREMA DE ADICION. 

Si los sucesos A, . „ A son tales que para todo (i, j) es A, f|A.s 1 n i J 
= , la propiedad II de la función P establecía: 

n 
P(A, U . . . . . . . . U A ) = £ P(A.) ( 2 .9 .1 . ) 1 n . i i 

A los sucesos que cumple la anterior condición se les llama -
mutuamente exclusivos, y P(Aj U . . . , . U A j representa la probabilidad de 
que se presente uno cualquiera de los sucesos A^. 

En el caso de los sucesos A. no sean exclusivos el resultado -i 
anterior se modifica. Examinemos primero el caso de los sucesos A^, 
A^ tales que 0 A^ $ se tiene: 

AJUA 2 = [AJ - ( A ^ l A j u AZ ( 2 .9 .2 . ) 
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luego 

P(Aj U A2) = P(Aj) + P(A2) - PÍAjf l A2) (2.9. 

y en el caso de tres sucesos no excluyentes, aplicando lo anterior: 

V V A 3 = C V I A 2 > - ( A 1 U A 2 > 0 A ¿ Ü A 3 

P ( A j U A 2 I J A 3 ) = P ( A 3 ) + U A ^ ) - P [ j A j U . A 2 ) n A ^ ] 

pero como 
(A 1 'ÜA 2 )nA 3 = ( A r 0 A 3 ) U(A2nA3 ) , 

resulta finalmente: 

P ( A j U a 2 " A 3 ) = P ( A j ) + P ( A 2 ) + P ( A 3 ) - P ( A j ) fl A 2 ) - P ( A j o A 3 ) 

( 2 . 9 . 4 . ) 

- p ( A 2 n a 3 ) + P ( A 1 h a 2 ¡ a 3) 

y en general 

P ( A U . . , U A ) = 2 P ( A . ) - 2 P ( A . n A . ) + 2 P(A.n A. n A j f . . . . 1 n . i . . i j . . , i j k i i, j J i, j, k 

( 2 . 9 . 5 . ) 

* ( - i ) n . P í ^ n . . . nA n ) 

Se puede ver fácilmente que en general: 

P ( A U U A J V<JP(A.) ( 2 . 9 . 6 . ) 

empleándose el signo igual en el caso en que los sucesos sean mutuamente 
exclusivos. 
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III . V A R I A B L E S A L E A T O R I A S 

3 . 1 . - VARIABLES ALEATORIAS. 

En esta Sección varaos a dar una idea intuitiva acerca de las va 
riables aleatorias. 

El resultado de un experimento aleatorio viene expresado por -
un número o conjunto de ellos que podemos representar en un sistema de 
coordenadas, sistema que estará en correspondencia con el espacio de las 
muestras. 

Una variable aleatoria es una función real definida sobre el 
espacio de las muestras de un experimento aleatorio, (en algunos casos -
se consideran también variables de tipo complejo, si bien pueden separar-
se en sus partes real e imaginaria que ya son variables reales). Estos 
experimentos aleatorios están regulados por las leyes del azar y si bien -
sus resultados presentan cierta regularidad cuando se repiten muchas v e -
ces, nos es imposible predecir con certeza un valor determinado de los -
mismos. 

Consideremos el espacio de probabilidad ( Q B , P) correspon-
diente a un experimento aleatorio determinado y sea un punto de Q, y por 
ello un suceso simple. Vamos a establecer una correspondencia entre el -
conjunto f 0) | y la recta real R = v - !X)+I>0 , Sea X( W ) esta correspon 
dencia: 

cu e a x ( w ) í r 

Pues bien, se dice que la aplicación X( w) 3es una variables -

aleatoria si verifica las siguientes condiciones: 

I. Es uniforme. 
II. Sea ñ un conjunto de Borel definido sobre R y . En-x x 

tonces ha de verif icarse que A £siendo 

/ '"i 
A Ü3 ] X (M) t A< F 

Es decir, la aplicación transforma subconjuntos de t en subcon 
juntos de © , por Lo cual con ella se conserva la estructura de conjuntos 
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de Borel. 
III. P (A1) = P(X (ta) íA<) = P(A) = P( w € A) 

siendo P (A1) la medida de probabilidad del suceso A1 co -
rrespondiente al A en R. 

Con estas condiciones construimos sobre R un espacio de p r o -
babilidades P(R, fc , P ) que se llama espacio inducido en R por la varia-
ble X. 

La notación que seguiremos consistirá en denominar a las v a -
riables aleatorias con mayúscula; X, Y, y a sus valores especiffi--
cos en minúscula; asi x = X( O) ) o bien x = X( íü). xC xC 

Las variables aleatorias constituyen un conjunto cerrado respe£ 
to a las operaciones del análisis. Asi' la combinación lineal de ellas es -
otra variable aleatoria y el límite (si existe) de una sucesión de variables 
aleatorias es otra variable aleatoria. 

3 . 2 . - FUNCIONES DE CUANTIA Y DISTRIBUCION EN EL CA-
SO DISCRETO. 

Si el campo de variabilidad de X (c») es el conjunto de los 
números enteros eB un conjunto numerable y constituye lo que ya se deno-
minó espacio de muestras discreto. En este caso sea 

( x r x 2 ' V — * 

el conjunto de los valores de X( w); x, se llama valor observado de X i ® ) . K 
Dada una variable aleatoria discreta X, se le asocia una» función llamada 
función de cuantía de X, P(x) tal que su valor en el punto x^ es igual a -
la probabilidad de que sea X = x^ 

P ( \ > • P r ( X " * k l * P k ( 3 ' 2 - ' - > 

Esta función solo tiene existencia en los puntos x^ donde toma 
lo8 valores ^P según (3 .2 .1 . ) . 

El campo de variabilidad de píic) es el conjunto numerable 
(p^, p^, cuyos .elementos pertenecen al cuerpo de los núme- -
ros racionales. 



En la figura 3.1. se han representado los valores de c(x) para algunos va 
lores de la variable aleatoria X. 

a 1 p 
t * 

Fig, 3. 1. 

Definimos también una segunda función asociada a la variable 
X, llamada función de distribución de X (o también función de distribu-
ción acumulada), así: 

F(x) = P (X x) = 2 P(x ) r J 
x. x J 

(3 .2 .2 . ) 

y representa la probabilidad de que para un x dado, la variable X tome 

un valor tal que X x. 
Asi' en el ejemplo de la figura se tendría: 

'(x ) = P \ X ¿ x n r s n = P ÍX x . ) -i- P (X = x j -!-r 1 r 2 . -í- P (X = x ) r n 

i=l 

n 
P(x.) = 2 P. i , i 

Sitan» dos números naturales a y b, con a < b 
* * 

Los sucesos A = x ' X ^ a ; y B = j x | a < x ^ b r son 
:: ..¿nte exclúyentes y se tiene: 

A U B - - x ! X < t (3 .2 . 3. ) 

como 
P.(A U B)... - P(A) f-P(B) será 

P(X-< b) = P(X <s a) :!- P(a v x 4 b) 
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luego 
P(a < x ^ b) = F(b) - F(a) ( 3 . 2 . 4 . ) 

con lo que la función de probabilidad queda determinada conociendo la fun-
ción de distribución. Como 1:; u K-rón oe c.uañtía es un número no nega-
tivo, resulta que F(x) es una función no decreciente de la variable real x. 
Obsérvese que 

F(*>) = Zp(x.) = 1 1 

1 > ( 3 . 2 . 5 . ) 
Análogamente F ( - = 0 0 

F(x) es además no decreciente. En efecto: 

F(x J = F(x ) + P . .> F(x ) v n + 1' v n' n + 1 v n' 

y es continua por la derecha, ya que: 

A+F(x) = F(x + h) - F(x) = P (x < X 4 x -¡ h) 
.JL 

y si h -s» 0, A F(x) f- 0. 

Esto es asi por incluir en la definición de F(x) en el punto 

x^ el valor correspondiente P . Sin embargo no es continua por la izquier 
da ya que tendríamos: 

¿f F(X) = F (x - H) - F(x) = P r (x - H <X 4 x) 

y para h ——> 0 resulta P (x) ^ 0. F(x) es una función escalonada puejs r 
to que en cada valor de x se incrementa en la probabilidad correspon-
diente. En la figura se da un ejemplo. 

4 F(x) 
p l p i p 

1 2 ' 3 

P ^ P 1 ' 2 

L1 2 
Fig. 3.2. 
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La función de distribución F(x) a diferencia de la de cuantia, es -
tá definida para todo valor de x del eje real. 

F(x) puede representarse por medio de funciones escalón unidad, 
por ejemplo en la función de la figura 3 .2 . , se tiene 

F(x) = P ¡ . u (x - Xj) P 2 . u(x - x2) + P 3 . u(x - x3) 

y, en general, 
F(x) = í P. . u(x - x.) (3. 2. 6.) 

i 

Supongamos que una masa unitaria se reparte a lo largo del -
eje x de tal modo qtie en el punto x^ se sitúa una cantidad de masa igual 
a Pk-

Tenemos asi' una distribución de puntos materiales, situados -
sobre cada uno de los valores que toma la variable aleatoria X, siendo -
la masa de cada punto igual a la del valor correspondiente de la probabi-
lidad para ese punto. Se utiliza mucho esta imagen física de una variable 
aleatoria, y de ella, derivan varios nombres empleados en la teoría de es-
tas variables como densidad, momentos, etc. Mas adelante volveremos 
sobre esta analogía. 

Se observará que la densidad de masa es nula fue-ra de los pun 
tos X e infinita en ellos. La función representativa de tai densidad se 
llama fifenósi densidad de probabilidad y dada su especial naturaleza en -
ést ; cabo vendrá representada por medio de funciones de Dirac. Si la 
r |iréseñtamos por f(x), tendremos 

£(x) = 2 P(x.) fi(x - x.) = £ P. 6(x - x.) (3 .2 .7 . ) 
i i 

3, - VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS. 

En (3 ,1 . ) se definió axiomáticamente lo que era una variable -
aleatoria y allí se estudió el caso en que X( «í) tomase valores en el con-
junto de los números enteros. 

A continuación se estudiará el caso más general en que X( w) -
pertenezca al cuerpo de los números reales. 
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3 . 4 . - FUNCION DE DISTRIBUCION. 

Sea el intervalo ( - ^ x ) y 

F(x) = P(X ( <u) « x) = P / iu| - « K X U ) ^ x j 
I 

Entonces F(x) se llama función de distribución acumulativa de 
X o más sencillamente función de distribución. Es una función uniforme -
y no decreciente de la variable x, continua por la derecha y tal que 

F(- <») = 0 " F(eo) = 1 

(condiciones limites ) 

De modo análogo al estudiado en el caso discreto, si represen-
tamos por P(a < x b) la probabilidad de que X tome valores en el inter-
valo (a, b), se tiene: 

P(a < x 4 b) = F(b) - F(a) ( 3 .4 .1 . ) 

Podemos también aqui asociar a la variable aleatoria x una 
distribución de masa a lo largo de la recta real R, con la diferencia de 
que se tratará de una distribución continua. El valor total de esta masa 
será también igual a 1. La cantidad de masa que existe en el intervalo -
(a, b) será F(b) - F(a) igual a la probabilidad de que x tome un valor de 
ese intervalo. Hablaremos asi' de una masa de probabilidad distribuida 
sobre la recta real. 

3. 5. - FUNCION DENSIDAD DE PROBABILIDAD. 

La cantidad de masa contenida en el intervalo (x, x + dx) s e -
rá f(x). dx si f(x) es la densidad y corresponderá a la probabilidad infini-
tesimal de que x tome un valor comprendido en ese intervalo; f(x) se l l a -
ma densidad de probabilidad de la variable X. 

En virtud de la definición: 

f(x) = lim P ( X < X V + A X ) = - f ^ = F '< x ) x ' ñ x A x 
Ax ~*»0 A x—¥ 0 
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e inversamente r 

t F(x) = / f(t) dt (3 .5 .1 . ) J ... 
Si esta integral existe F(x) se llama absolutamente continua, en 

este caso, 

t P(a < x ^ b) = | í(t) dt = F(b) - F(a) 
A 

Por ser F(x) no decreciente se tendrá F'(x) ^ 0 luego f(x) ^ 0 
para todo valor de x. 

Si en (3 .5 .1 . ) hacemos x • ••*> recordando las condiciones l í 
mites, se obtiene ^ 50 

f f(t) dt = 1 (3 .5 .2 . ) 
so 

lo que nos confirma que la masa total es la unidad. Solo aquellas funcio -
nes que cumplan la condición (3 ,5 .2 . ) llamada de normalización pueden 
representar una densidad de probabilidad. 

Sfea F(x) es continua para x = a, entonces la probabilidad de -
que sea x = a, es nula: 

lim F(a) - F(A - e) = 0 
e <**•() 

La relación de derivación que existe entre F(x) y f(x) tambiefa 
es cierta para las variables discretas. Recordemos que, efectivamente, -
la derivada de la función escalón u(x - x ) es la funcionó (x - x ). v o ' o 

En las figuras se han representado en un ejemplo F(x) y f(x). -
Se observará que F(xq) es el área encerrada por la curva f(x) entre - <*> y 
x^. Asimismo el área elemental f(x) dx da la probabilidad elemental de -
que la variable X tome un valor comprendido entre x y x + dx. 

En la fig. 3.6. se da la interpretación de (3 .4 .1 . ) como el 
área encerrada por la curva densidad de probabilidad entre las abscisas 
a y b. 



Conviene hacer ahora una (distinción interesante f(x) . dx es 
la probabilidad elemental de que la variable X este comprendida entre 
los valores x y x -»- dx cuando no sabemos nada mas acerca de X. Sin 
embargo la probabilidad de que X este comprendida entre x y x -¡ dx cuan 
do sabemos que X x, será una probabilidad condicional de la forma: 

( f 
p * 1 -

r 
f x < X < x + d x | X > x l p r f r 3 C v X ^ x + dx f l X ^ x j - f ( x ) d x 
Jx<X4x+ dx | X > x j . - 1 . F(x) " 1 - F(x) 

( 3 . 5 . 4 . ) 

3. 6. - DISTRIBUCIONES MIXTAS. 

En algunos casos se presentan variables aleatorias que siendo con 
tinuas, tienen una probabilidad no nuia de tomar ciertos valores numéricos 
determinados. Supongamos una variable aleatoria X tal que toma valores en 
el intervalo £ a b ] con una densidad de probabilidad g(x), y que además 
toma los valores x , x , , . . , f x, con probabilidades P P, (ver o 1 k o k 
figura 3 . 7 . ) . 



Fig. 3.7, 

Se tendrá que 
/ b 
| g(x) dx <1 (3 .6 .1 . ) 
a 

debido a los valores x . o . x que puede tomar la variable. La condi 
ción de normalización habrá que ponerla en la forma: 

f i=k 
/ g(x) dx h I P. = 1 
í i=0 1 

a 
(3 .6 .2 . ) 

La función densidad de probabilidad, será de la forma: 

f(x) = g(x) 
i=k 

Z 
i=0 

P. . & (x - x.) 1 1 (3. 6 .3 . ) 

siendo Ó la "función de Dirac, como corresponde a los valores "discretos " 
x x , . Integrando ente - ec y + oc , se obtiene . (3 .6 .2 . ) . o le 

Como es natural ahora se podra hablar de la probabilidad de -
que X tome los valores x^ x^ pero solo exclusivamente de ellos. Uti_ 
lizando el símil que conocemos de asociar una distribución de masa a la 
de probabilidad, el caso que ahora estudiamos correspondería a una distr¿ 
bución continua de masa en el intervalo f a , b donde está definida la 
variable aleatoria X (Este invervalo puede ser el -c* 3 , 0 0 ) . Además en los 
puntos . • • • x k habrá localizadas masas puntuales de valores numéricas-
mente iguales a p . . . . . p. . o k 

La función de distribución seguirá la forma que se indica en -
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la fig. 3. 8. Los puntos de discontinuidad de la función son precisamente 
lo8 x^. x^ y en ellos el salto que experimenta la función es igual 
a la correspondiente probabilidad. Ahora tiene más sentido la probabilidad 

P r j x « x . } (i = 0, . . . k ) 

ya que, efectivamente, existe y no es nula la probabilidad del valor X = x. . 

F(x) 

a 
x x , o 1 2 b x. k-1 

Fig. 3 .8 . 

x 

Dados dos valores cualesquiera x . x ^ de x, consideremos los 
siguientes sucesos*. 

k 
1 A X X ' x, l , B = i X X 4 x I C |X = x D i X = x 

^; I m l I e l i 

x^ y x ^ pueden pertenecer o no al conjunto de valores (x^ x^). En 

este ultimo caso las probabilidades P(ce) = P(X = x.̂ ) y P(D) = P(X = *m)> 

serán nulas. 

Vamos ahora a deducir una serie de relaciones generales, apli-

cando la definición de función de distribución. 
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m 

Consideremos los sucesos: 

a) B 0 A ' = B - A = í X I x. <X 4x u 1 1 i 
b) B O A . U c = { x I X l < X < * m ( 3 m 6 m 4 m ) 

c) Bf l A1 (1 D ' U C = ( X I x- 4X <x L 1 1 m 

d) B n A ' n D' = ( X | x_ <X <x 

1 1 m 

Se tiene: 

P(B fl A ' ) = P(B) - P(A) 

P(B f) A 'U C) = P(B) - P(A) + P(C) 

P(B n A' n D' u c) = P(B) - P(A) + P(C) - P(D) 

P(B f|A' n D') = P(B) - P(A) - P(D) 

(3 .6 . 5 . ) 

Luego (designando con + los valores por la derecha y con - por 
la izquierda) se tiene: 

P r 

P r 

P 

fx_ <X « x ) = F(x ) - F(x.) = F(x + ) - F ( x - ) 1 1 N m j m 1 m 1 

{ X 1 « X v< X m\ = F ( x m ) " F ( X 1 ) + P ( X = X l ) = F ( x m } " F ( x l _ ) 
1 J ( 3 . 6 . 6 . ) 

P r ( X 1 « X < X m ) = F ( X J ' F(X1> + P ( X = X l ) " P ( X = xm> = F ( x m " ) " F<*¡> 

{ X 1 < X < X m ) = F K n > " F(xx) - P(X = x j = F ( x m " ) - F ^ ) 

Las relaciones (3. 6. 6. ) son vklidas en cualquier caso. En 
cada aplicación concreta las probabilidades que aparecen al final, tomaran el -
valor 0 o el que les corresponda, según la naturaleza de la variable. Si esta es 
solo continua y no toma valores con probabilidades no nulas las (3. 6. 6 . ) son to-
das equivalentes y conducen al mismo resultado. 

En general la función de distribución F(x) de una variable alea 

toria X es mixta, cuando puede escr ibirse en la forma 

F(x) = a F ,(x) + a F (x) (3. 6. 7 . ) Cl ci c c 
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con a a , = 1, y siendo F ,(x) la función de distribución de una variable c d ' d 
discreta, y E c (x ) la correspondiente a una variable continua. 

A continuación, desarrollamos un ejemplo: 

Ejemplo. - La duración en minutos de las llamadas telefónicas interurbanas 
es una variable aleatoria X cuya función de distribución viene dada por 

F(x) = 0 para x <0 

F(x) = 1 - ; - x / 3 _ e - C x / 3 ] 

donde Cx/3]] representa la parte entera de x / 3 . Se desea calcular: 

19) Probabilidad de que una llamada dure mas de 6 minutos 

29)Id. menos de 4 minutos. 
3°) id. de que la duración sea de 3 minutos. 
42) id de que la duración sea inferior a 9 minutos sabiendo 

que es mayor que 5. 
52) id. de que sea mayor que 5 minutos sabiendo que es infe -

r ior a 9. 

La función dada corresponde a una distribución mixta, por 
cumplir la condición ( 3 . 6 . 7 . ) , Los valores de X para los que la probabiU 
dad no es ünla son de la forma x = 3k (k, entero). En la fig. 3 .9 . se 
representa la gráfica de F(x) 

Á 

Fig. 3 .9 . 
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Aplicando las relaciones ( 3 . 6 . 6 . ) y la definición de función de 

distribuciones, se tiene 

1) P r (X> 6) = 1 - P r ( X ^ 6) = 1 - F(6) = e " 2 = 0, 135 

2) P J X < 4) = F(4) = 1 - ~ ~ e " 4 / / 3 - - y " e " 1 * 0, 684 r 

3) P (X = 3) = P = F(3 +) - F(3 -) = ~ ~ (1 - te"1) = 0, 316 r 3 « 

P^ es el salto de la función F(x) en x = 3, o diferencia entre 

el-valor por la derecha (3 + ) y por la izquierda (3 -). 

4} P (X <9 j X s 5) - P r ( 5 < X 9 ) = F(9) - P(9) - F(5) : 4) P r (X <9 \ X> 5) - p ( x > 5 ) x _ F ( 5 ) 

1 , - 5 / 3 -1 -3 -2, 
= (e e ' « - e ) = 0, 670 

1 / "5 /3 , - 1 N — (e + e ) 

c\ p 5 X<9)~ P(5 <X <9) = F(9) " F(5) " P(9) 5) P r (X , 5 ¡ X <9) - p ( x < 9 ) F ( 9 ) _ p ( 9 ) 

1 r . - 5 / 3 -1 -3 -2 - , — L e ' + e - e - e J 
o, 206 

1 p, - 3 - 2 
— [2 - e - e J 

3 . 7 . - VARIABLES ALEATORIAS n-DIMENSIONALES. 

Consideremos un experimento aleatorio tal que cada realización 

del mismo permite observar n cantidades. Cada una de ellas es un pun-

to de un espacio muestras unidimensional y el conjunto sera un punto del 

espacio producto de todos los espacios individuales. 
• c ^ Así" el resultado será A =\ A , A . . . . . A f (i 1 2 n i 

y como A. € 2 . i i 

A e Q = Ŝ  @ a2 ® . . . © Q n (i = . . . n) 
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Si todos los sucesos A^ son mutuamente independientes (no siem-

pre se da este caso) la medida de probabilidad de A es el producto de las 
medidas de los A. i 

p ( A ) = P ^ ) . . . P(AJ ( 3 . 1 6 . 1 . ) 

Podemos establecer la misma correspondencia que la de (3 .1 . ) 
entre el espacio 2 y el espacio producto R n , esto es, para todo (u € Q se -
define X( ui) £ R y esta aplicación una vez impuestas las condiciones -
(I - II - III - de 3 .1 . ) define una variable aleatoria n dimensional X 
cuyos valores serán n-cuplas de números reales: (x, . . . . x ). 1 n' 

Definido el espacio J2 podemos ahora considerar que los A^ son 
puntos de este espacio sin más que definir A„ como el conjunto(Xj. . . x^. . . 
. . . x j indicando que es el formado por todas las combinaciones de v a l o - -
res de las X. ( j i) y al valor fijo x.* de X. . A este tipo de conjuntos 

J ü 
se les llama conjuntos cilindricos. 

P(A.) seria la probabilidad de que X = x^ cualquiera que sean 
los valores del resto de las variables. 

Si son independientes P(A^) es la misma tanto si se considera 
la variable X. como si se consideran todas las demás, x 

De modo analogo al caso unidimensional, definimos la función 
de distribución de la variable aleatoria n-dimensional, X = ( X . . . . X ) x 1 n' s asi: 

F(x, . . . x ) = P | - <X. 4 x . . - *> <X 0 ¿ x , , - <*> <X ,<x 1 n l 1 1 2 ^ 2 n ^ n 

( 3 . 7 . 2 . ) 
= P4 X. ¿ x . i . . . X ^ x j" | l 1 n^ n j 

En el caso continuo se tendrá 

íx / n 
F(x. . . . x ) = / / . . . . . i f(t. t0 . . . t ) dt,. . .dt ( 3 . 7 . 3 . ) 1 n' / / / 1 2 n' 1 n ' 

*C «o -t. ** _ oo 

siendo f (xj , . . . x^) la función densidad de probabilidad, que cumpli 
rá la condición 
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«•'• oo 
j ! / 

/ ; . . . I «Jtj, x 2 , . . . x n ) d X j . . . d x B « 1 ( 3 . 7 . 4 . ) 

txf - oo - do 

En el caso en que las X^ sean independientes, 

F ( x r x 2 . . . i ^ F ^ ) F 2 ( x 2 ) . . . F n ( x n ) ( 3 . 7 . 5 . ) 

siendo F (x ) la función de distribución de la variable unidimensional X., i i 1 

que e s: . OO 9<> 
r f r 
i i xi I 
•í f 

i' = 
S _ oo - DO - 00 

F.(x ) = / . . . - / . . . f ( x r . . x., . . x n dxx . . . dx. . . . dxn 

( 3 . 7 . 6 . ) 
f 1 
s i» = P <•] _ 00 < X, < . . . . - 00 < x . < x - < X < <x> íi i 1 1 1 n 

F se llama función de distribución marginal de X. y nos da -i i 
la distribución de esta variable cualesquiera que sean los valores tomados 

por los demás. 

La condición de independencia para las densidades de probabi -

lidad, nos da 

*2 * n > ' V X l ' £ 2 < X 2 > " - £ n < X n > < 3 - 7 ' 7 - > 

siendo f (x.) la densidad de probabilidad de X. independientemente de los -i i 1 

valores que adopten las otras variables. 
En el caso discreto la variable X = (X, . . . X ) es tal que los 1 n 

valores de las X. forman un conjunto numerable y por ello X toma unos -i 
valores que son n-cuplas numerables. 

3. 8 . - DISTRIBUCIONES DISCRETAS BIDIMENSIONALES. 

Es interesante el estudio de una variable aleatoria bidimensio -
nal que tome pares de valores discretos ( x ^ yfc) ya que en muchos pro - -
blemas se manejan pares de números que guardan cierta relación y su con 
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sideración conjunta conduce a este tipo de variables . X( os) representará 
, 2 

ahora una correspondencia entre el espacio Q y el espacio R . El con jun-
to de axiomas necesar io para que X sea una variable aleatoria es el m i s -
m o que en el caso unidimensional. X Y será una variable discreta cuando 

e j y ^ ! pertenezcan al conjunto de los números enteros no negativos. 
A la función de cuantía Pfcs; y} correspondiente a este caso se -

le llama probabilidad conjunta del par de valores (x, y) 

(x, y) =P r (X = x , A Y = y) ( 3 . 8 . 1 . ) 

Con igual significado que antes, tendremos: 

P r ( a r < X ¿ b2 ) a 2 < Y %<b2) 

Análogamente la función de distribución conjunta será: 

F(x, y) = P r ( X * ' x, j Y 4 y) (3 .8 . 2. ) 

E s posible demostrar que aqui también se tiene: 

P (a j 4X 4 bL a¿ 4YÍ b 2 ) = Fíb j - Fía^bg) . - F(b^ a j + 

( 3 . 8 . 3 . ) 

+ F(a l a 2 ) 

En efecto, cons ideremos los sucesos 
A = [ x | X4blt Y s < b 2 ] ; C = | X | X Y4 a ¿ j 

B = { X I X ^ a ^ Y C b 2 ( j D = j x | X £ ^ , Y 4^ J 

Consideremos el suceso 

F = A - (B UC) ( 3 . 8 . 4 . ) 

Se tiene: 

P (F) = P(A) - P(B) - P(C) -r P (BÍJC) ( i . 8, 5 . ) 

y de aquí 

P í a ^ X C b j , a 2 ^ Y ^ b 2 | = F(b r b¿) - F(a r b2) - F(b r ^ + F(a r ^ 
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queda a s í probada ( 3 . 8 . 3 . ) 

a 2 b 2 

a i 

b 
1— 

Fig. 3.10. 

La condición de medida de f(x, y) será ahora: 

S (x. y.) = 1 ( 3 . 8 . 6 . ) 
i. j 

y las condiciones límites de F(x, y): 

l im F(x, y) = F( + 00 -h oo) = 1 
XH> 00 

y - » 00 

lim F(x, y) = F ( - 00 - 00) = o ( 3 . 8 . 7 . ) 
X—* so 
y OO 

Sea ^ (x^) la probabilidad de que X tome el valor cualquie 

ra que sea el valor de Y. Se tiene: 

. (x.) = P í x = x . , cualquier y } = £ (x. y ) ( 3 . 8 . 8 . ) 
1 1 r 1 1 j 4 1 J 

ya que x. es excluyente con y . para todo j. A esta función de x se llama 

función de cuantía marginal de X. Análogamente tendremos la función de 

distribución marginal de X: 

F j (x ) = P r J x 4 x para todo Y \ 

F ^ x . h £ ^(x.) (3. 8 . 9 . ) 

x . v< x. 
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Se pueden definir también ambas funciones marginales para la 
variable Y: 

P , (y . ) = P I Y = y. para todo X 2 i r i x.) J i 

F 2 (Y . )= I ,;2(y.) (3. 8 .10 . ) 

triz: 

Si disponemos los posibles valores de X e Y en forma de ma 

(XY) = 

/ < * ! V ( x l y S\ 

( x 2 y i> ( x 2 y j 

. . . . . (x y ) / m n ' / 

Las probabilidades correspondientes forman la matriz de pro -
habilidades: 

p(x. y.) i J 

/ 11 

21 

y mi 

Entonces: 

2n 
(3. 8. 11.) 

mn j 

l ( xi> = + ; : i 2 + • * * . , d sea, la suma de los elementos 
de la fila i. 

Z ^ ) = l j * 2j + 
+]: . suma de los elementos de la 

columna j. 

En la fig. 3 .11. se da un ejemplo relativo a una variable alea-
toria bidimensional. Se han representado los valores de la función de 
cuantía, la cual solo esta definida en los puntos (x^ y^) correspondientes -
a valores tomados por la variable (XY). Asimismo se han representado -
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las funciones de cuantía marginales 

f (xy) 

Fig. 3 .11 . 

A s i m i s m o se sugiere la interpretación de ^(x) y ^(y) dada 

anteriormente. 

Dos variables aleatorias X e Y se llaman estocási icamente in • 

dependientes si se veri f ica : 

(x. y.) = \ (x . ) Jy.) v i 'y V y 2wy 

, / ^ ( 3 . 8 . 1 2 . ) 
para todo (x., y ) 

Si una de las variables condiciona el valor de la otra, la pro 

habilidad condicional P (X = x. Y = y.) se representa por P(x. j y . ) . Se r i j i 1 } 
tendrá: 

, (x. ) y.) = ( 4 0 ) ( 3 , 8 , U ) 

"* J 

Observese que: 

- x . / y . ) 
£ x../y.) = S- —• ^-4-= 1 ( 3 . 8 . 1 4 . ) 

. 1 * : i 2 j 
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es: 
Análogamente la probabilidad condicional de Y para X = x. 

•x. y.) 
7 - f - , ( x . ) ^ 0 ( 3 .8 .15 . ) - (y- *•) = / a J 1 jíx.) I 1 

y también 
£ >. (x, y.) i i 

J 
1 ( x i ) 

= 1 (ó. O. 1D.J 

Toda distribución bidimensional subordina m -,- n distribuciones 
unidimensionales de tipo condicional. En la figura 3. 12. se sugieren dos -
de ellas. 

¡i 

a (x/y2) 

Fig. 3.12. 

La función de densidad de probabilidad bidimensional, será de la 
forma: 

f(xy) = ?<• £ *{x. y.) ó (x - x., y - y.) (3. 8 .17 . ) 
i j 1 J 1 3 

siendo 6 (xy) la función 6 de Dirac para dos siménsiones. La función de -
distribución F(x y) podrá también ponerse en función del escalón unidad -
bidimensional: 

F(x y) - I Z f ( x . y.) u(x - x . y - y . ) ( 3 . 8 . 18 . ) 
£ j & } * 3 
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Cabe también aquí hacer la misma analogía de distribución de 
masa que se empleó en el caso unidimensional. La distribución de proba -
bilidad se corresponderá con una distribución de una masa unitaria en el 
plano XY, de modo que en cada punto (x^ y )̂ representativo de un valor -
de la variable bidimensional se coloque una masa puntual de valor 

3. 9. - VARIABLES BIDIMENSIONALES CONTINUAS. 

Sea ahora la variable bidimensional (XY) que toma valores en 
el plano XY. También podremos asociar a esta variable una distribución 
continua de una masa unitaria extendida a toda la región donde la varia- -
ble esté definida. Como en el caso unidimensional, no tendrá sentido el 
hablar de la probabilidad de un par aislado de valores, sino que habrá 
que considerar la densidad de probabilidad en cada punto. Esta densidad -
será una función de dos variables f(x, y) y st& valor en (xy) multiplicado 
por el elemento de área dx dy nos dará el elemento de probabilidad, o 
probabilidad elemental 

P r [ x < X ¿ x + dx f| y < Y4 y + dy ] (3 .9 . 1.) 

La función de distribución bidimensional F(x y) b nos dará la probabilidad: 

P r ( x n Y. 4 y } (3. 9. 2. ) 

f 
fx Y 
I ° 1 ° 

= // i f(x, y) dx dy (3.9. 3.) 
/ / 

los limites de F(x,- y) vienen dados 

por: 

F( - 00 , - = 0 
(3 .9 .4 . ) 

F( eo , »o ) = 1 

y en consecuencia la condición de nor-

Se tendrá: 

y A 
FK> y j = 

Fig. 3.13. 
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malización para f(x, y) es: OO ¿s> 00 

f(x, y) dx dy = 1 ( 3 . 9 . 5 . ) 

De ( 3 . 9 . 3 . ) , se deduce: 

d" F(x, y) = i f(x, t) dt y, por consiguiente: 

00 

o y 
F(x, y) = f(x, y) ( 3 . 9 . 6 . ) 

que es la relación que liga las funciones de distribución y de densidad 

en el caso continuo. La probabilidad: 

r 1 1 
puede expresarse por la integral 

P„<f a, < X ^ b ¡1 a < Y ^ b 

b i : b 2 

a l 2 

f(x y) dx dy ( 3 . 9 Í 7 . ) 

o por medio de la función de distribución: 

F(b j b 2 ) - F(a j b2 ) - F(a 2 F ( a j a 2 ) 

La demostración es análoga a la efectuada en ( 3 . 8 . 5 . ) , 

La función de distribución marginal de X, es: 

Fj(x) = P(X s< x) 

ix 
cualquiera que sea el valor de Y 

Fj (x ) = / dx J f(x y) dy 
- 00 

04 
( 3 . 9 . 8 . ) 

y representa la probabilidad de que la variable XY, tome valores en el re 
cinto rayado de la fig. 3. 14. la densidad de probabilidad marginal de X, 
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sera, en consecuencia 

y * ) = 

+ 00 

d Fj (x ) 

dx f(x y ) dy (3. 9. 9 . ) 

00 

f^(x) . dx será la probabilidad 

P J x < X x + dxH - <»<Y< + í J» N ^ }! 

esto es de que (XY) tome valores -
en el recinto elemental de la figura 
3. 15. 

k y 

Fig. 3.15. 

f<s' 
ÍS 
K \ 
Si N 

\ 
K k I 

-ÍN 

K' 
o 

x í 

y de modo análogo para la variable 
Y, se tiene: 

a. eso ( 
y 

2(*y) dy F 2 (y) = P( Y 4 y) = ¡¡ dx 

f2(y) 
d 

¿Y 

DO 

(3 .9 . 10.) 

so 

©o 

f(x y) dx 
00 

(3 .9 . 11.) 

Simbólicamente 

F j (x) = F(x. í») 

F 2 (y) = F(*>, y) 
La interpretación se sugiere en las figs. 3.16. y 3,1'í'. 

En el caso en que x e y sean independientes, 

F(x y) = Fj (x ) . F 2 (y) 

(3 .9 . 12.) 

f(x y ) = f x (x) . f 2 (y) (3 .9 . 13.) 
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Fig. 3.16 Fig. 3.17 

La probabilidad de que la variable lidimensional (X, Y), tome 
valores dentro del recinto R de la fig. 3.18 es: 

P r { ( x „ y ) € r ] = J J ^ f (x> y) dxdy (3.9.14) 

>-X 

De esta formula se hará uso en el Cap. VIII. 
Si f(x, y) = cte. la probabilidad viene dada 
por él area del recinto. 

Fig. 3.18 

3.10. - PROBABILIDADES CONDICIONALES EN EL CASO CON-

TINUO. 

Nos vamos a limitar a presentar de una forma más intuitiva que 
rigurosa los resultados. La probabilidad condicional de que Y ^ y con la condi-
ción x - ¿ x < X v< x puede escr ib irse : 

ü / v . I a ^ y \ P ( x - A x < X x< x, Y < y ] P { Y ^ y j x - A x < X ^ x = —- ^ 
^ ' ' P x - A x < x N<x 

La dificultad que entraña esta definición elemental reside en -
que el denominador en general es cero . Podemos introducir las funciones den-
sidad si existen y poner: f x f y 

J x - A x Y x< y | x - A x < X V < 

(3 .10 .2 . ) 
y tomando el l imite cuando A x —> 0 

/ f(xy) dx dy 

fj(x) dx 

X - A x 

l im P í 
Ax-> 0 

Y ^ y | x - A x < X ^ x 
f(xy) dy 

_ DO 

Si designamos el pr imer miembro de P 

rivamos la igualdad respecto a y 
[ y v < y | 

(3 .10 .3 . ) 

c ' y de-



-45-

dP 1 Y ¿ y 1 x / = y) ( 3 . 1 0 . 4 . ) 
dy f^x) 

y ahora definimos 

f ( v t x ) - d p W y| XI 
M Y | X ; dy ( 3 . 1 0 . 5 . ) 

como la función densidad de probabilidad de la variable Y para X fija. Del 
mismo modo tendremos 

í ( x ! jr) = f ( x y) (3 .40 . 6.) 
f 2 (y ) 

La densidad condicional depende de la variable 

f (x y) 

x, y del parámetro y que en cada caso toma un valor fi jo. Si resulta inde 
pendiente de este parámetro x e y son mutuamente independiente. 

Podemos comprobar que tanto f(x ) y) como f(y j x) cumplen la -
condición fundamental de toda función densidad; asi por ejemplo para la - -
pscimera: 

03 fr> '>3 oo 

i í ( x 1 5 „> 1 
fx(xyo> = / f , (yJ d x ' - Ü 7 T / f ( x 1 yo> 

J _ ©/ 2 o' 2 w O v v - 5 0 - CX3 " - 0 0 

f2<yo> . , i—- i 

( 3 . 1 0 . 7 . ) 
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I V . P R O P I E D A D E S E S T A D I S T I C A S 

DE LA S 

V A R I A B L E S A L E A T O R I A S . 

4 . 1 . - VALOR MEDIO DE UNA VARIABLE ALEATORIA. 

Consideremos una variable aleatoria discreta X junto a su función 

de cuantía 

X = x 2 Xn 1 

P(x) = L P r P 2 , . . . . . . P n ] 

Se llama valor medio de X y se representa por X, o bien por -
E(x), al valor _ 

X = 2 x. p. (4. 1. 1. ) 1 1 i 

También suele denominarse a ( 4 . 1 . 1 . ) valor esperado de X, o -
esperanza matemática. 

Si interpretamos la variable X como una distribución de masa 
concentrada en los puntos x^, siendo p^ la masa en x^, ( 4 . 1 . 1 . ) representa 
el centro de gravedad de tal distribución, por ser 2 p^ = 1. 

En el caso en que el conjunto de valores de x sea infinito el va-
lor medio"existirá si la serie ( 4 . 1 . 1 . ) es absolutamente convergente. 

Podemos generalizar la anterior definición con la siguiente: 
Sea '-p(x) una función de la variable aleatoria X. El valor medio 

de <(> (x) es 

<P (x) = E ( q > ( X ) ) = £ P <p(x) ( 4 . 1 . 2 . ) 
i i i 

Al valor medio también se le llama momento de pr imer orden de 

la variable aleatoria. Surge este nombre de la interpretación mecánica de -

( 4 . 1 . 1 . ) ; si las P^ se considera que son fuerzas aplicadas en los x^, la 
£ x. P . sería el momento resultante de este sistema de fuerza respecto -i i 

del origen. 
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Cabe también considerar el valor medio de una variable aleato 

ria n-dimensional: 
Así" en el caso de dos dimensiones 

E (XY) = 2 P . . x. y. (4. 1 .3 . ) 
i j 1 J ij 

Si Z = ip(XY) tendremos asimismo 

E(Z) = E 2 P . . cp(x. y.) (4. 1 .4 . ) 
i j 1J 1 J 

Consideremos a E como un operador tal que 

E(X) = X 

se verif ica: 

19 E(aX) = a E(X) (4, 1 .5 . ) 

En efecto 

E (aX) = 2 P. a x. = a 2 P, x. = a E(X) 
i i 

29 E(X + Y) •= E(X) + E(Y) ( 4 . 1 . 6 . ) 

En efecto, si Z = X + Y, de ( 4 . 1 . 4 . ) se deduce 

E.(Z) = 2 2 P . . (x. + y.) = £ I P . . x . + ? 2 p < < y . 
V 7 i j i j 1 J i j 1J 1 1 3 13 1 

2 P. x. + 2 P . y. = 
i 1 1 j J J 

= E(X) r E(Y) 

luego en general E(aX ± bY) = a E(X) - b E(Y) y queda a s í probado que E 

es un operador lineal. 

39 Es inmediato comprobar que E(k) = k 
49 Podemos generalizar ( 4 . 1 . 6 . ) considerando la suma 

de un numero finito. de variables: 
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E(X1 . . . X n ) = E(X l ) . . . E(X n ) ( 4 . 1 . 7 . ) 

La relación ( 4 . 1 . 7 . ) es c ierta siempre, sean o no independien-

tes las X . . i 
4. 2. - CASO CONTINUO 

Si X(o) ) es una variable aleatoria continua, su valor medio se de 

fine a s í 
n «> 

X y E(X) = I x f(x) dx ( 4 . 2 . 1 . ) 

- so 

y representa también el c. de g„ de una distribución unitaria dé masa a -

lo largo del eje x con densidad f(x), a la que ya di j imos asimilábamos -

aa la variable x . 

E(X) existirá si y solo si la integral es absolutamente conver -

gente en toda la recta real o bien si f(x) es nula fuera de un c i e r to inter-

valo (a b) en cuyo caso ( 4 . 2 . 1 . ) deja de extenderse a un intervalo infinito. 

Sea g(x) una función finita de Borel . Entonces g (X( íü ) ) es tam-

bién una variable aleatoria cuya distribución está determinada por la 

medida de probabilidad de X. El valor medio de g(x) queda definido así; 
¡Poo 

E Cg(x)] = / g(x) f(x) dx ( 4 . 2 . 2 . ) 
/ / 

y que constituye un generalización de ( 4 . 2 . 1 . ) que nos va a permit ir calcu 
* x 

lar el valor medio de c iertas funciones ponderales de X de Ínteres. Natu-

ralmente ha de asegurarse la convergencia absoluta de ( 4 . 2 . 1 . ) . 

En el caso de funciones de más de una variable aleatoria se -

tendrá: 
E [ g ( x , y ) ] = / / g(x y ) f(x y) dx ( 4 . 2 . 3 . ) 

Si ahora consideramos a E c o m o el operador 

E = / f(x) dx 
V- c<¡ 

se deduce que — ^ 

I a . E(aX) = / ax f(x) dx = a E(X) 
00 
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22) E(X r Y) = i | (x * y) f(x, y) dx dy = 

is/' 

f W 
í ' I i 

f x dx f(x y) dy f | y dy | f(x y) dx = 

/ x f^x ) dx + j y f2 (y) dx = E(X) + Bey) 

que nos dan el caracter lineal del operador. 
32) E(a) = a 
42-) Si X, Y son independientes 

/ T 

E(X Y) = / / xy f(x y) dx dy = / x f (x) dx / y f (y) dy = E(X) . E(Y) 

j j j 
y en general 

E ( X r Xn } = E(X^) . . . . . . 2(Xn) 

4 . 3 . - MOMENTOS. 
j* 

Sea 9 (x) = X con r> 0. Su valor medio se llama momento -

de orden r respecto al origen de la variable X 

E(X r ) = £ p. xr "(4.3. 1=) . i i i 
o bien _ 

fí wv 

E(XX) = / x r f(x) dx (4. 3. 2 . ) 

Este valor existirá si la serie o la integral en cada caso son -

absolutamente convergentes. 
El momento de orden r respecto a un punto cualquiera c, es 

E I." (X - c f n ( 4 . 3 . 3 . ) 

Si se toma c = X los momentos se deíxominan centrales y los 

designaremos por Si c = 0, se les representará por m^. Obsérvese 

que X = rn^. 

Tendremos de este modo 
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^ = E (X - m j ) = xr^ - m 1 = 0 

\i2 = E (X - m i ) 2 = E(X2) , m 2 = m 2 - m 2 (4. 3. C ) 

Análogamente pueden obtenerse los momentos de ordenes su 

per iores sin más que aplicar el operador E a las respectivas potencias 

de X - m^. Se obtiene así: 

o - 3 V¡,3 = m^ • 3 ttij m 2 !- nij 

4 

]>. = m 4 - 4 m 1 m^ - 6 m^ - 3 ra^ ( 4 . 3 . 5 . ) 

y todos los momentos centrales pueden hallarse en función de los momen-

tos respecto del origen. En el caso en que X se distribuya simétricamen-

te alrededor del origen son nulos todos los momentos impares. 
Al momento J¿ se le llama varianza de X, Var (X) y al valor £t 

positivo de su raiz cuadrada, desviación típica, y se le representa por <5-

r r r ™ ' 2 

* = v 2 = \ / m 2 - m i 

Podemos dar una interpretación f ísica a estos momentos. Su -

pongamos que X representa una corriente electrica; m^ y m^ son los valo 

res medios^ de la corriente y de la potencia disipada por ella en una r e - -

sistencia unidad. La desviación típica es el valor eficaz o raiz del valor 

cuadrático medió. 

4 .4 . ANALISIS DE LA VARIANZA. 

Vamos a ver aqui algunas propiedades del operador Var (X) y*" 
2. , por consiguiente del ü (X). 

19) Sean X e Y dos variables aleatorias, tendremos 

Var(X + Y) = E [ (X + Y ) 2 J - C E(X + Y) ] 2 = E(X 2 ) + E(Y 2 ) + 2 E(XY) -

- QE2(X) +E 2 (Y ) +2E(X) E(Y) J 
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En el caso en que X e Y sean independientes 

E(XY) = E(X) . E(Y) luego 

Var (X + Y) = E(X2 ) - E 2 (X) +E(Y 2 ) - E 2 (Y) = Var(X) + Var(Y) ( 4 . 4 . 1 . ) 

y por consiguiente 

* 2 , x 2 2 
0 (x !- y) = Ó + 6 x y 

El resultado puede generalizarse a la suma de n variables 
aleatorias independientes: 

Var (X, X ) = l Var(X.) 1 n . r i 

<S 2 (xx . . . . . x j = £ (72 (X.) 
i 

( 4 . 4 . 2 . ) 

22 Var (aX ^ b) = E ( a X + b ) - E 2 (aX t b) = a E(X ) 

+ 2 ab E (X) + b 2 - E 2 (aX) + 2 ab E(X) + b 2 = a 2 E (X2 ) - E 2 (X) = 

= a 2 Var(X) 

La varianza no es pues un operador lineal 

y 
ú (ax f b) = I a ; ; ff(x) 

En particular, si a = 1 / í y b = -m^/c re sulta 

X - m . X - m, 
Var( g ) = 1 y a ( — - L ) = 1 ( 4 . 4 . 3 . 

X - m 1 

A la variable Y = — en la que rr^ = E(X) y cT = y V a r ( X ) 
se le denomina variable tipificada. Su valor medio es cero y su varianza 
y desviación típica uno. Como se ve se obtiene a partir de X sin más 
que cambiar de origen y escala. Es muy frecuente en Estadística esta t i -
pificación de variables, sobre todo a la hora de tabular sus valores. 

Si X es combinación lineal de las variables aleatorias indepen-
dientes X., i X = ): a. X. 
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se tiene 
Var(X) = ¿ ¿ Var(X.) (4. 4. 4 , ) 

Si los a. son todos iguales entre si y a k, será: 

Var(X) = k 2 2 Var(X.) ( 4 . 4 . 5 . ) 
i 

Vamos a aplicar este resultado al caso siguiente: 
Sean X , . . . . . . . X variables aleatorias con media y desviación 1 n 

típica iguales (m, <J ). Se tiene entonces: 

V a r ( X 1 r ' ' • • X n = 1 _ £ V a r { x ) = __L_ n 2 = _L_ 2 
n ' 2 . i 2 n n i n 

luego 

X - ! - -i X 
i 4 ' 4 ' 6 " ) 

\ l n 

es decir, la desviación típica de la media aritmética de n variables igua 
les es igual a la desviación de vina de ellas dividida por la raiz cuadrada 
del número de variables. 

Vamos a comprobar ahora otra propiedad interesante de la va-
rianza : La várianza es menor que cualquier otro momento de segundo 
orden. 

= Var (X) = E (X - m ) 2 < E(X - c ) 2 (C m ) 

a? 
En efecto: 

E(X - c ) 2 = E( - m 1 +-m - c ) 2 = E(X - m ^ 2 + 2E (X - va ] ) (m l - c) + 

+ E(m 1 - c ) 2 = 

/ v2 
= ^ ( m ! " c ) . 

luego 

Ji 2 <E(X - c ) 2 c . q . d . 

Este hecho tiene Ínteres en teoría de e r rores . 
Nos indica también que el valor eficaz de una corriente o volta 

je es menor cuando está referida a su valor medio que si lo está a o t r o -
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valor constante cualquiera. 

4. 5. - TEOREMA DE TCHEBYCHEFF. 

La desviación típica constituye un medio para la medida de la 
dispersión de los valores de una variable aleatoria alrededor de su valor 
medio. Esto lo sugiere el teorema de Tchebycheff. Sea una variable alea-
toria X con íluna función de densidad de probabilidad f(x), media m^ y -
desviación típica 0 . El teorema establece que la probabilidad de que 
X m^ tome valores superiores a k á, es menor que l / k ¿ 

X - m [ ^ kcT|^l/k (k > 0) ( 4 . 5 . 1 . ) 

Sea Y = j X - m j , la probabilidad en estudio es: 
V 7 ~ / * 0 0 m, - i / 

I ' 

P I Y> k J y = f(x) dx + / f(x) dx 
I Í! $ / 

¿3 CO +k a 

2 2 Multiplicando por k <J resulta: 

k 2 a 2 . p I y ^ , k Ú 
im, -k Ú 
i 1 

2 2 k O (x) dx r 

a-so 

+ | f(x) dx 

'n i j -r k <J 

( 4 . 5 . 2 . ) 

( 4 . 5 . 3 . ) 

Fig. 4 .1 



-54 -

como k 0 ^ | x - m j , sera: 

fra, -k <J 
©Q 

P S fl 5 ^ 
k 2 c í 2 P | i <x " d x + 

<n ix3 

(x - m Y f d(x) dx N< 

( 4 . 5 . 4 . ) 
^ / (x - m ^ f(x) dx 

luego 

Por ejemplo: 

k20" 2 P i Y ^ k O' k ^ = O2 

1 

1 

í J k ¿ 

lente: 

(4. 5. 5. ) 

c . q. d. 

P I |X - m j 2 <?| ^<0,25 

P 1 ¡X - m | .<J.}¿ 0, 111 
j[ X 

El teorema puede escr ib irse y enunciarse en otra forma equiva 

[X - m.| < k<J h 1 - ( 4 . 5 . 6 . ) 

o bien: 
X - X 

k cf poniendo 6 = — — — . se tiene: 

P 

2 

X - X 

< k 
<J: 

r> i -
x j 

< o > 1 - 6 

siendo £ = 
& 2 I X | 

( 4 . 5 . 7 . ) 

(4. 5. 8 . ) 
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Esto es la probabilidad de que los valores absolutos de las 
desviaciones de la variable X respecto a su valor medio X , sean in fer i ó -
res a 6 igual a 1 - £ , y estará tanto mas próxima a 1 cuanto mayor sea 
la relación | X | / ú que se denomina a veces relación señal/ruido de -
la variable aleatoria X. Se utilizará ( 4 . 5 . 6 . ) en ( 6 . 2 . ) al tratar del T e o -
rema de Bernoulli. 

4. 6. - COMBINACION LINEAL DE VARIABLES ALEATORIAS. 

Sean X , X„., X variables aleatorias y X otra varia -
i. Lá XX 

ble aleatoria, definida asi': 

X = g a. X. (4. 6. 1.) i i i 

siendo f i jos los coeficientes a.. Supongamos conocidas las distribuciones 
de las X.. El valor medio de X es: i 

E(X). = a. E(X.) ( 4 . 6 . 2 . ) 
i 

por ser E un operador lineal. 

La varianza de X será; 

Qy ( X ) ] 2 = E(X - X) 2 = E [ S a 2 (X - X . ) 2 > E E a 2 (X. - X . ) 2 

i i 
( 4 . 6 . 3 . ) 

Si las X^ son independientes tenemos: 

Cf (x) 2 = r a 2 "i (X . ) 2 ( 4 . 6 . 4 . ) 
i 

en virtud de lo visto en ( 4 . 4 . 1 . ) 

4 . 7 . - FUNCION GENERATRIZ. 

Al estudiar el valor medio de una variable aleatoria X se a m -
plió la definición al caso de considerar una función <$>(X) cualquiera de e_s 
ta variable. Es frecuente asociar ciertas funciones especificadas a una varia 
ble aleatoria, las cuales nos permiten un conocimiento más amplio de 
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esta variable. Ya estudiamos como mediante una de estas funciones: X r podían 
definirse los momentos de orden r de la variable. Otro tipo de función aso 

tx , ciada es la e y a partir de ella se define la función generatriz de X, en 

la forma siguiente 

«P(t) = E ( e t X ) ( 4 . 7 . 1 . ) 

que sera e 
tx. tp (t) = 2 P. e i (caso discreto) 

tx tp (t) = / f(x) e dx (caso continuo) ( 4 . 7 . 2 . ) 

definiciones que, como siempre, tendrán sentido en el caso de que exista 

la convergencia absoluta de la serie o la integral. Para t = 0 siempre lo 

son y<P(0) = 1. Para t ^ 0 no serán siempre necesariamente c onvergen - -

tes, si bien para algunos valores de t puede tenerse esta convergencia. 

A s í pues, en cada caso concreto habrá que asegurarse si la convergencia 

se tiene para todos los valores de t 0 solo para los de un intervalo. 

Si derivamos en ( 4 . 7 . 2 . ) respecto a t, tendremos: 

b y 
b t 

b Y 
&t 

_ „ tx-= P. x. e 1 i i i 
eo 

tx x f(x) e dx 

J & -

( 4 . 7 . 3 . ) 

oo 

y haciendo ahora t = 0 queda 

b Y 
m l = b t i 

t = 0 

que nos da el momento de primer orden, y en general: 

b r Y 
m 

b t 

t = 0 

(4, 7 . 4 . ) 

y 
! 
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En efecto 

>, r b r r tx tx> , 5 e \ _ rv r tx\ $ (t) = g - E (e^ ) = E( ° e r ) = E(x e r ' ' £ 
b t b t & t 

E(X*) = E(X e ) r tx, S br Y 
r t 

t=o h t i t=o 

Fácilmente puede probarse que las funciones generatrices de -

Y = aX í-b e Y = + x 2 s o n ^ :?(at) Y 

(t) . ip (t) respectivamente. 
X Cd 

4 . 8 . - FUNCION CARACTERISTICA. 

Las dificultades de convergencia que hemos señalado pueden 
evitarse tomando una variable imaginaria pura. Sea la función tp (x) = 
= e' , tX; entonces se define la función característica de la variable aleato-
ria X, así: p c» 

i 
V (t) = E(e j t X ) = / f(x) e j t X dx 

/ 
o bien - oo 

# ( t ) = S P. e j t X i ( 4 . 8 . 1 . ) i i 

Podemos observar que $ (t) / 2 % es la transformada inversa -

de Fourier de f(x). 
Vamos a ver algunas propiedades de ^ ( t ) . 

co 

I) 4>(0) = 1, ya que en efecto / f(x) dx = 1 
- .00 

ÍI) I $ (t) | 1 E n efecto 
0 eo 

f(x) e j t X d x j ¿ / jf(x) e j t X dx j ^ / f(x) dx = 1 
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III) & (t) es continua; en efecto 

í " 

A $ (t) = * ( t + A t) - #(t) = / f(x) e j t X [ e , A t X - 1 ] d x 

y como 
•íc.̂ - 09 

> A t = 1 + jx At + 0 ( A t) 

podemos escribir 

r / 
I A 4(t)| = : / f(x) e j t X : jx At + 0 ( At)-Jdx| N< / f(x) X At dx 

- 00 

y cuando ¿ t - * 0 i A + O quedando asi probada la continuidad. 

IV) Podemos ver también que® (t) genera los momentos de X -

En efecto: 

& r * ( t ) = E (e j t X ) = E ( ) - j ' E <x* 
&tA bt 

y para t = O 

b t 

ar $(t) _ .r 
bt r

 J r 

de donde 

m = r .r 
(t) 

fe t1 t = 6 

jtx 
y como antes, desarrollando en serie e , tendremos: 

oo 
$ (t) = £ m i t1 

i=0 i\< 

Suponiendo que existen todos los m.. 

Si Y = aX + b 

(4. 8 . 2 . ) 

( 4 . 8 . 3 . ) 

* (t) = E (e j t y ) - E ( J a X t • r¿ b t ) = e j b t * x ( a . t ) 
y 

( 4 . 8 . 4 . ) 
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Si 

X = ü: X. $ (T) = E(e j t X l . . . e j t Xn) x 

y si las X. son independientes 

4» (t) = E(e'StXl) E (E j t Xn) = (t) . . . . . . . . . <6 (t) (4. 8. 5.) x X l x n 

La función característica de la suma de n variables aleatorias 
independientes es igual al producto de las funciones características de d i -
chas variables. 

Hemos visto como asociando ciertas funciones a la variable 
aleatoria X se obtienen propiedades estadísticas de esta variable. Concre-
tamente hemos mañ®jado las funciones: 

<P. ( x ) = x r 

«P (X) = e t X 

* < x ) - . j t X 

Existen diversas funciones de X como las anteriores cuyo estu 
dio reporta utilidad y se llaman funciones ponderales. Como final vamos a 
destacar entre ellas la 

<p(X) = - log X 

que nos da la medida de la incertidumbre asociada con la aparición de 
cada valor de X, o del sistema o experimento que la origina. Esta fun- -
ción es básica en Teoría de la Información. 

4. 9. - FORMULA DE INVERSION. 

La importancia de la función característica reside en que a 
partir de ella puede determinarse completamente la función de distribu- -
ción. 

Dada una variable aleatoria X, seatp(t) su función característi-
ca. Vamos a demostrar que 

~P j a < X < b | - i ~ - | - p | x =a |- P | X = b j = ( 4 . 9 . 1 . ) 

/ T - jta - jtb 
= l i m / - £ - — ^ <p(t)dt 

T 2 % jt 
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La demostración se hará para mayor comodidad suponiendo 

que X es continua. Se tiene entonces: PO 

/ 
- j ta , - j tb e •- e 

2 't jt '•P (t) dt = 
- jta - j tb „ . 

— ( / e f(x) dx) dt 2 7C jt 
- T 90 

la integral en x es absolutamente convergente y siendo T finito es posible 

cambiar el orden de las integraciones: 
>00 

/ T ' 

V _ t 

a 
- j ta - jtb | 

6 7 ; . t e * (t) dt = / f (x) ( 
2 "'Jt « ^ - T 

. - j t . . . - i » e j t x d x 

Z% jt 

( 4 . 9 . 2 . ) 

Descomponiendo la segunda integral, se tendrá: 

r /T 
1-

2 re j i t / 

j t ( x - a ) / T j t ( x - b ) 
- i - d t - / - S - j dt| 

- T J-T 

como los integrando son pares, la expresión anterior, se transforma en : 
H h 

2 % 
sen t(x - a) 

t 
dt - gen t(x - b) dt 

J O 

Haciendo en la primera t(x - a) = y en la segunda t(x - b) = x, queda: 

r- f T ( x " a ) 
2- f 
Ztt 

sen *>• ( 4 . 9 . 3 . ) 

Cf -T (x - b) 

llevando este resultado a ( 4 . 9 . 2 . ) tendremos: 
se 

- j ta - j tb - , 2 
e e — ^(t) dt = / f(x) . ( 

-T-. 
2t. jt 2ií 

oo 

/ T ( x - a) 

- T ( x - b) 

sen T dT ) dx 
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X2 

Es posible pasar al limite para T~s> 1X3 ya que la integral 

sen T a'C esta siempre acotada. 
T 

1 Dicho límite viene dado por: 

r00 

f f(x) . H(a, b, x) dx (4. 9 . 4 . ) 

- OS 

siendo la función H(a, b, x): 

0 Si x < a o x > b 

H(a, b, x) = «j 1/2 Si x = a ó x = b 
|í 
f 1 Si a < x < b 
A 

P o r consiguiente, en el caso absolutamente continuo, se tiene: 

/ i Ñ i 
i f(x) dx = l im „ . 
f t=§> «» ^ i! J 

- j ta - j tb 1 í © — Q 
Hx^ dx = l im — 

„ y a T - » w , £¡t 3L te»1 - A 

<P (t) dt 

Si, además, ¡ U) (t) | es integrable, esto es, si 

(4 .9 . 5 . ) 

00 

<P (t) I dt < 00 

00 

la variable X sigue una distribución de probabilidad absolutamente continua, 

especif icada por la función densidad de probabilidad f(x) dada para todo x -

real por f 00 

f(x) = - y — / e - j % ( t ) dt ( 4 . 9 . 6 , ) 
L /C ¡ 

^ ~ oa 

En efecto, para todo punto x de continuidad de F(x) de ( 4 . 9 . 5 . ) se deduce 

(para b = x): 
f oo 

„ - jtx - j ta 
F(x) - F(a) = 1 q> (t) dt 

- oo 
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y derivando respecto de x se obtiene ( 4 . 9 . 6 . ) que es la fórmula de inver-
sión que permite conocer la función de densidad de probabilidad a partir -
de la función característica. Se reconocerá en ( 4 . 9 . 6 . ) la transformada 
de Fourier de 9(t) , (salvo el factor 1 / 2 T C ) en correspondencia con lo -
dicho en ( 4 . 8 . ) . Podemos escr ib ir simbólicamente: 

f(x) = 4 t FC <p (t) 3 
( 4 . 9 . 7 . ) 

y -i (p (t) = 2 % F [ f(x) J 

Por consiguiente, salvo el factor 2 % f(x) y <p(t) forman un par conjugado -
relacionándose por la transformación de Fourier. Este hecho es muy i m -
portante y permite hallar fácilmente f(x) a partir de <p (t), asi como abor-
dar otros problemas de cálculo de funciones de densidad aplicando los 
métodos operacionales basados en la transformación de Fourier y sus 
propiedades. 
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V . A L G U N A S D I S T R I B U C I O N E S P A R T I C U L A R E S . 

5 . 1 . - DISTRIBUCION BINOMIAL CON PARAMETROS (0, 1) 

Consideremos una variable aleatoria discreta X tal que puede tomar 
los valores 1 y 0 con probabilidades o y q. A esta variable se le llamará 
binaria o dicotómica. X puede representar el hecho de lanzar una moneda 
al aire, si asignamos el valor 1 a uno de los sucesos que ocurren y el 0 
al otro. 

Se tiene: 
E(X) = p (5 . 1.1) 

Var(X) = E(X - p ) 2 = (1 - p ' ) 2 . p ( - p ) 2 . q = q" p -,-. p 2 q = p q (5 .1 .2 ) 

La función característica es: 

q>x(t) = E ( e j t X ) = q + p e j t y5 . i ; 3 ) 

A la distribución de esta variable X se le llama distribución -
binomial con parámetros 0 y 1 que son los valores que toma X. 

El conocimiento de esta distribución tan elemental, nos sera -
útil al tratar de la distribución binomial con parámetros (0, n) o de B e r -
nouilli. 

5 .2 . LA DISTRIBUCION DE BERNOUILLI. 

Consideremos un experimento aleatorio con dos resultados pós¿ 
bles A j y A^- Sea p'(A ) - p y P'(A2) = q = 1 " ^ ' 

Si el experimento se repite n veces y los sucesivos ensayos 
son independientes entre sí", la probabilidad de que A^ aparezca k veces, 
y en consecuencia A^ n - k, es: 

P k = ( ) / q ^ (5 .2 . 1) 

En efecto, la probabilidad de aparición de k A. y n - k A , es 
k n k p q por ser independientes ambos sucesos y como este hecho se puede 

/ n \ 
presentar de |k; formas, tendremos (5 .2 .1 ) . 

Conviene destacar que p es la probabilidad de que aparezca -
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k veces A^ y n - k A^. Vamos a ver algunos ejemplos que nos pongan 
de manifiesto el hecho de que ha de indicarse claramente el tipo de suce-
so para poder calcular correctamente su probabilidad. 

Ejemplo l:(ÍCuál será la probabilidad de que aparezca A^ k ve -
ces por lo menos? 

Evidentemente A j podrá aparecer k, k -i- 1, . . . . n veces luego 
la probabilidad pedida, será: 

- " ( n \ k n n _ k 

p - \ k ) p q 
k 

Ejemplo 2: Probabilidad de que en las n realizaciones del ex 
perimento, A^ aparezca en i lugares f i jos y determinados: j , k, 1, 
. . . r y A^ en los restantes. 

En este caso de las combinaciones posibles solo una es válida, 
por lo que 

i n - i p = p q 

Ejemplo 3: Probábilidad de que A^ se presente al menos en i 
lugares f i jos y determinados j, k, 1, r. 

Aqui tenemos varias posibilidades: 

1). - Que A^ se presente solo en los lugares especif icados. 

Es el caso anterior: 
,i n - i 

P j = P 1 

2 ) i - Que A j además se presente una sola vez en cualquiera de 
los n - i lugares restantes: 

/u A + 1 " " ( i ! ) P 2 =• (l> - O P- q 

3), - Que A^ además, se presente dos veces en cualquiera de -

los n - i lugares restantes: 

n - i _ /. 
n - ( \ 2 n11^1 + 2 p 3 - \ ) p q 

y a s í sucesivamente hasta el caso en que A j pueda presentarse en todos -
los n - i lugares restantes, y en consecuencia en todos los posibles: 
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n-l: 
p n = ( . ) p n n-i 

luego la probabilidad pedida será 

P = ip'j + . . . . . i- p n - p \ q n 1 [ i + ( ) p q A + ( 2 ) p " q 
i n - i r * -1 / v 2 -2 

+ . . . 

n-x , n-x n _ ! -n-¡-x~i . x n-x ,, p ,n- i . x q .. x + . . . . + ( ) p q ' 1= .p q (1 + - ¡ f - ) = p n _ £ = -p 
n- i J 4 a 

Como ejemplo típico del experimento aleatorio que estudiamos 
puede citarse el lanzamiento al aire de una m .neda. El suceso A^ repre -
sentará por ejemplo el hecho de salir "cara" y el A el de salir " cruz" . 

Volviendo al caso anterior, podemos definir una variable alea -
toria discreta X, tal que X = k si en las n pruebas aparece k veces 
el suceso A^. Aqui conviene indicar que es indiferente repetir el experimen 
to n veces y anotar el numero de veces que aparece A^ que efectuar el 
experimento de una sola vez con n elementos que puedan producir A^ y A^. 
Por ejemplo, es igual lanzar una moneda al aire n veces y anotar el nu 
mero de " caras" (suceso A^) que lanzar una sola vez n monedas y h a -
cer la misma anotación. Esto es asi debido a la independencia que se ha 
supuesto en las realizaciones del experimento. 

Según esto, la variable X que estamos estudiando, cuya fun- -
ción de cuantía según (5. 2. 1) es: 

P k = < k ) P k * n " k ( 5 ' 2 - 2 ) 

puede considerarse como suma de n variables dicotómicas X., indepen- -
dientes de las que se trató en (5 .1 .1 ) : 

X = X, t . , . -f X 1 n 

1 . . . . p E(X.) = p 

X. = 
1 0 . . . . q Var(x ) = p' q 

y esta consideración nos permitirá hallar rápida y cómodamente la media , 
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varianza y función característica de X: 

n 
E(X) = X E(X.) = n p (5 .2 .4 ) 

i=l 

n 
/ = 2 V a r ( X j = n p q (5 .2 .5 ) 

i=l 1 

Ox(t) = C E ( e j t X i ) ] n = Cp e j t ' * q)n = ( * ) q " + ( ° ) p e j t q ^ 1 ^ + 

/n\ - ,k Jtk n _ k /n\ - n jtn * • • • + ( J P eJ q + + ( ) p e 
(5 .2 . 6) 

Por otra parte, por definición de función característica: 

$ x ( t ) = E ( e j t X ) = p (X = 0) + e j t p (X = 1) + + e j t k ^(X = K) -V . .+ 

=k . + e j t n p (X = n) 

Luego, identificando (5 .2 .6 ) y (5 .2 .7 ) . 

p (X = k) = ( n ) p 'k q n " k ( 5 .2 .8 ) 
k 

que es (5 .2 .2 ) . Obsérvese que (5 .2 .2 ) se ha calculado sobre la base de -
repetición de pruebas y (5 .2 .8 ) considerando una prueba única con n e l e -
mentos. 

La media podría calcularse aplicando la definición : 

E(X) = 2 k ( ^ q n " k 

ktO k 

pero se habrá podido apreciar que aplicando la consideración (5 .2 .3 ) el cál_ 
culo es más rápido y cómodo. 

Los momentos centrales de orden superior son de la forma: 

|ir = E C(X - np')r ] (5 .2 .9 ) 

y pueden obtenerse a partir de la función generatriz de la variable X - nP 
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Y ( . ) = (:p a ' + q f - (p , e ^ Y = [ f I , s - í d t S l i ] 
k k 

(5, 2. 10) 
k / \k i ^ r - -p q * q v-p) t k n 

k 

Por otro lado como es sabido Y (t) puede obtenerse también a par 
tir de la serie: ^ 

Z (5 .2 .11 , 

k identificando los coeficientes de t en ambas expresiones, hallaremos los • K 
asi se tiene: 

H2 = n p q 

]í = n : pq (q - p) (5 ,2 , 12) 
2 2 2 H4 = 3 n q + n :p q (1 - 6 p q) 

La razón de dos valores consecutivos de i», es: k 

Plr 4-k i- 1 n - k 
P k k i- 1 q (5. 2. 13) 

> y x 

es 1 según sea k n p - q. 

Vamos a hallar el valor de X de máxima probabilidad. Sea este 
valor x =*> k. Se tendrá entonces: 

p 1 p y p i p 
k k + 1 k k-1 

o bien; 

> 1 y > 1 (5 ,2 ,12) 
k + 1 ~ P k - 1 

Empleando ( 5 . 2 . 1 2 . ) , tendremos: 
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(k 1) q > ( n - k) p 

(n - k + 1) p > k 
y de aqui: 

k + q > n p 

(n + 1) ;p > k 

condición: 

y, finalmente, se deduce que k tiene que cumplir la -

n p - 1 < k <_ n (5 .2 .15) 

y sera aquel valor entero comprendido entre np - 1 y np' 
La función de distribución será: 

F(x) = P'(X _< x) = 

X 1̂ » » -

' x n , ' I / x . k n-k 
2 ( ) q 

k=0 k 
x n 

(5. 2. 16) 
Para n impar p (x ) tiene un solo máxi-

K 

mo; para n par tiene dos máximos igua-
les. 

5 . 3 . - LA DISTRIBUCION DE POISSON. 

Diremos que una variable aleatoria discr^ 
X ta X tiene una distribución de Poisson, si 

su función de cuantia viene dada por: 

P X = x I = e x ! ( \> 0) 

(x = 0, 1, 2 , ) 

La función de distribución correspondiente es: 

F(x) - £ e 
0 

F(x) = 0 

- X A 
x! > 0 

F(x) es uniforme y no decreciente, con F(0) = e" " 

)( 5, 3. 1) 

(5 .3 .2 ) 
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. . _ - A lkX - Á . . /•. A . F <» = S e — = e (1 + - 7 - + ~ — ~ + . . . . . , = 1 q x! I 2 

La distribución de Poisson es un caso límite de la binomial. Su 

pongamos que en esta P no es constante sino cierta función de n tal que 

lim n P (n) = X > 0 
00 

Entonces x 

l im ( . ) [P(n) 1 X C l - P ( h ) 3 n " X = e " 7 ^ 7 - (5 .3 .3 ) ^ - x. n —í* -<0 x 

Podemos comprobar esta relación en la forma siguiente: 

f(*> = ( » ) P(n)n D - P(n) ] n " X = " ( n - ' x ; - * * 

A . - , „ n - x ,„ l w , 2 S , , x - 1 
x C 1 - p(nfl " A = (1 - — - ) ( ! (1 - " ) <X> XX XI XI n 

n . ( 1 - - ~jr) ••• (1 - x I 1 ) /v r , n - x n n n 
— C l " P ( n ) ] = í 1 - P(n) ] * 

•x.X 
x ! Cl - P(n) ] 

(1 - — ) ( 1 - . . . (1 -n ' n n , l im — — = 1 
n ao C 1 - P(n) 1 

l im - J P ( n ) ] n = l i m f c i - P(n) ] " ^ ^ ] 
n — 0 3 n oc 

/\ - X = e 

luego en el límite ^ . x 
f(x) = e " A — (5. 3.4) ' x ! 

Asi en el caso binomial si el numero de pruebas n se hace -
grande y la probabilidad de un suceso, p es lo suficientemente pequeña pa-
ra que n p' = X este acotado, la probabilidad de un resultado determinado -
en estas pruebas tiende a seguir la ley de Poisson. El margen normal 
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de aplicación de esta distribución está dado por 

n > 50 Jp < 0 , 1 X < 10 

En el caso en que la variable x siga la distribución de Poisson, 

tenemos 

r * . X 3 
n 

m j = e (x) = e c X ( a f t . t ) , * 1 = 

= e ^ . X . e = X 

m = E(x2) = [ 1 Z ~ +2 2 .+ . . . . + a 2 + 3 
¿ 1 2 ! n! J 

Como ^ 
n . n ín - 1) +n 1 1 

— — — — + n ! n! (n - 1) ! (n - 2)!; 

se deduce 

m^ = e u ( X e + X2 ey ) = X + X2 

La varianza y desviación típica, son respectivamente 

^2 = m 2 " m i = X 

Se observará que en esta distribución coinciden la media y la 
varianza. En las Tablas n°s. 1 y 2 se dan valores de la función de cuan-
tía y de la función de distribución complementaria de esta distribución. 

Vamos a deducir de otro modo la distribución de Poisson lo -
que nos permitirá introducir la idea de un proceso de Poisson. 

Supongamos un hecho que se repite en el tiempo y que lo r e - -
gistramos, Este hecho puede ser la desintegración de una sustancia radioac 
tiva o las peticiones de llamada que recibe una central telefónica o la 
emisión de electrones por un filamento incandescente. Admitiremos además 
para el fenómeno que estudiamos las siguientes hipótesis: 

a) La probabilidad de que en el intervalo de tiempo [ t, t +dt 3 
se produzca Una vez ese hecho es proporcional a dt, y la 
probabilidad de que se produzca más de una vez, es des - -
preciable. 



-71-

b) La "aerificación del hecho en un instante determinado es 
independiente de su realización en otros instantes. 

Deseamos encontrar la probabilidad de que haya n ver i f i ca— 
ciones de este hecho en el intervalo (JO, t]] . Se designará esta probabi l i -
dad por P(n, t). Veremos que P(n, t) sigue una distribución de Poisson, -
en la que t es un parámetro. 

En virtud de (a) : P ( l , dt) = A. dt ( 5 . 3 . 5 . ) 

P o r otra parte: P(0, dt) P ( l , dt) = 1 

P(0, dt) = 1 - X dt (5 .3 .6 ) 

En virtud de 1<? hipótesis (b) : 

P(0, t -f+dt) = P(0, t) . P(0, dt) = P(0, t) [ 1 - Xdt] (5 .3 .7 ) 

luego 

P(0, t f dt) - P(0, t) = - Á P ( 0 , t) dt 

d P(0, t) = - XP(0, t) dt 

P(0, t) = e" ^ (5 .3 . 8) 

que será la probabilidad de que no ocurra ningún suceso en el intervalo -

í o, t 3. 
Vamos a calcular P(k, t) por inducción, por lo que e m p e z a r e -

mos determinando P ( l , t). 
Para ello supondremos que el suceso 
ocurre en el instante X . (0 < % < t). 
La probabilidad correspondiente será: 

0 Z f d P ( l , t) = P(0, X) P(0, t - T ) X d t 

y ahora habrá que sumar todos estos 

casos elementales para todas las posiciones posibles de dentro del intervalo 

£0, t] luego: 



-72-

P ( l , t) - } X P(0, X ) . P(0, t - T ) d t = \ t „ e " X 1 = X . t P(0, t) 
/ 6-" Q 

( 5 ? %) 

Y en general 
/t 

(5. 3, 10.) 

tomando, por ejemplo, la segunda y considerando (5,3.8.): 
jft 

P(n, t) = A e" A t / e X t P(n - 1, r ) d r ( 5 .3 .11 ) 
« / 0 

Aplicando sucesivamente (5 .3 ,11 ) a partir de ( 5 , 3 , 9 . ) resulta; 

P(n, t) = P(n - 1, t) ( 5 ,3 .12 ) 

que es la ley recurrente. En definitiva 

kn 
ni' P(n, t) = { \ f e" X t ( 5 .3 ,13 ) 

que es la ley de Po isson , Los fenómenos que por cumplir las hipótesis -

enunciadas satisfacen (5 ,3 .11 ) se llaman de Poisson. 

Si consideramos la variable aleatoria discreta N, tal que el 

valor N = k se toma con una pr obabilidad P(k, t) es fáci l comprobar que 

E(N) = Ñ = At (5. 3, 14) 

Lo que nos da una interpretación para la constante A. c omo tyeloci_ 

dad media" del proceso , o número medio de veces que éste se realiza por 

unidad de tiempo. A A. se le suele l lamar también "tasa" del p roceso . 

También es Var(N) = N como ya habíamos señalado para la 
distribuciqn de Poisson i7 

Es interesante también, encontrar la distribución de los interva 

los de tiempo que transcurren entre la ver i f i cac ión de dos sucesos en un 

p r o c e s o de Po i sson , Sea x el intervalo entre dos sucesos y G( t ) la f u n -

ción de distribución complementaría: 

G( x ) = P r o b ! t > r ) 
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Ahora bien, esta probabilidad será igual a la probabilidad de 
que no ocurra ningún suceso en el intervalo (0, r ) , es decir: 

G( = P(0, * ) = - e " * T (5 .3 ,15) 

La función de distribución de x será: 

X x 

F( x) = 1 - G( T ) = 1 - e" (5. 3, 16) 

y la función de probabilidad 

f ( , ) = d F( X) = x e - X t (5 3 m Q C 
I» 

Por consiguiente, estos intervalos obedecen a una distribución 
exponencial. 

5. 4. - LA DISTRIBUCION NORMAL. 

Una variable continua aleatoria X se dice que tiene una distri_ 
bución normal o gaussiana si 

(x - m ) 2 

2 
f(x) = * e 2 C Í Í 5 . 4 , l ) 

a V 2% 

Vamos a ver en primer lugar que cumple la condición de norma 
cc 

F(x) dx = 1 (5. 4. 2) 

liz ación M 

00 

En efecto, sea 

I = 

si hacemos el cambio 

x - m 
= y 

Y2-tf 

queda 
2 tf 

2 
I = / e " y dy = 

Tí . / - oo 
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Pero ¡ra oo 
t 

-y 2 . Vil e dy = 

luego I = 1, verificándose por consiguiente (5 .4 .2 ) , 

La curva representativa de f(x) es: 

f(x)' 

m - v m m+ (S 

Fig. 5.1. 

cuyo máximo se obtiene para x = m, pues 

d f ( x ) _ ( x - m ) w„\ 
dx " tf 2 t [ X ) 

Si hacemos una traslación de ejes al punto x = m y ponemos 
; = x - m, quedará | 2 

f( g ) = 
1 2 ü 

a Ai 2 * 
(5. 4. 3) 

que es par en £ de donde se deduce que f(x) es simétrica respecto al eje 
x - m - 0. 

Como 

d f ( x ) - f ( x ) 1 - ( x - m ) ' 
dx 

al igualar a c e ro se obtiene: 

x = m + 0 
x = m - (S 
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que son las abcisas de los puntos de inflexión de la curva. Esto permite 
situar dichos puntos que están separados del máximo en la desviación t í -
pica. 

El valor medio de f(x) es precisamente m; en efecto: 
P oe¡ _\2 ( x - m ) 
í 2 

E(X) =. / x 1 • e 2 6 dx (5 .4 .4 ) 
J a V 2 % 

- 0 0 

si hacemos el cambio 

x - m 

Y 2 <f. 
= y 

nos queda <*>¡>o f oa 
/ í ¡ 2 -vi— . ¡I 2 m -y , v2 o - y e dy + , 11 y e dy (5 .4 ,5 ) 

\ , / V % i ' -

la segunda integral se anula por ser función impar de y y como 
'00 

j 2 2 u - y „ // - y ¡ l e 1 dy = 2 e dy 
# 

<sa 0 

por ser función par, resulta 

E(x) = m 

De modo análogo puede probarse que la desviación típica de X 

es 0 . 
La varianza será 

©O 

V = E i; (x - m ) 2 ] = / (x - m) 2 f(x) dx 
J - 00 

y aplicando el mismo cambio que en los casos anteriores, resulta: 
r50 

2 I 2 2tí / 2 - y V = — / y e 7 dy 
I fl OO 

y por ser el integrando función par, quedara: 
/> co 

A J- ] , 2 4 fl / 2 -y V = — — i y e dy 
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que puede integrarse por partes 

V = y e 
eo 

+ _ J _ i e - y d y 

( 5 ,4 . 6) 

luego 

(J = V v 

4 CJ' 71 ,2 
:— = o 

El momento de orden k, será 

^ r, ,k i E (x - m) J 
que por s imetría se anulará si k es impar. Si k es par, integrando por -

partes se obtiene la siguiente formula de reducción: 

con 

( 5 . 4 . 7) 

1 00 (x - m) ' 

I k = 
A \L 2 TI 

t í ^ 2 Ú A | (x - m) e ax 

_ 00 

Como = <5 sera 

I = (k - 1) ! ! 6 k = E(x - m ) k 
le ( 6 . 4 . 8 ) 

En particular 

k = 2 

k = 4 

_ / . > 2 ^ 2 E(x - m) =0 

E(x - m ) 4 = 3!|<T 2 ( 5 . 4 . 9) 

F(x) = 
I x 

La función de distr ibución de X, es 

( t - m ) 2 

- e 26 c 1 
dt = ~ erf ( — — - — - ) (5. 4. 10) CT 6 

siendo poi" def inic ión 
x 

Er f (x) = dt 
€J - oo % 

l lamada función e r r o r , de amplio manejo y que se encuentra tabulada. Es un 

caso más de funciones definidas por una integral. 
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Si efectuamos el cambio 

resulta: 2 

f ( s ) = — ~ e 2 ( 5 . 4 . 1 1 ) 
ZK 

y la variable E, se dice entonces que sigue una distribución normal tipifica 

da. Su valor medio en este caso es 0 y su desviación tipica 1. La función 

de distribución normal tipificada 
u ; í _t 

F( l ) = / 1 .. e 2 dt = erf( c, ) ( 5 . 4 . 12) 
- oo - 2 fí-

es prec isamente la función e r r o r c o m o se acaba de ver . 

En las Tablas n°s . 3 y 4 dan valores de la función densidad de 

probabilidad y de la función de distribución de una variable normal tpifica 

da. 

Obsérvese que el valor de F(z) es igual a O, 5 más el valor que 

da la Tabla 4, asi" F(2 ) = O, 5-¡ 0 ,4772 = 0, 9772i para z > 0. Si z < 0, 

F(z) es igual a 0, 5 menos el valor de la Tabla. P o r e jemplo F ( - 3 ) = 0, 5 -

- 0,4987 = 0 ,0013. La disposic ión de valores que aparece en la Tabla se 

hace asi para mayor comodidad debido a la simetría de la función. 

La función caracter í s t i ca de la variable normal es: 
2 ? 2 (x - m) , t m ( x -m) 

* (t) = " ' / e " 2 e j t x dx = ^ L r / e" e j ( x " m ) t dx 
0 i , 2 Tí ; - ^ o \¡ z% <*> 

Si hacemos el cambio 

(5. 4. 13) 

x - m = y ¡ j a t 

queda; o o ^ es 

Y 
2 2 f t } ¿ 
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y c o m o esta integral es 1, resulta finalmente: 
« 2 2 g t 

(t) = e j t m e 2 ( 5 . 4 . 1 4 ) 

de donde pueden obtenerse los momentos centrales de X, empleando él m é 

todo ya conoc ido . Re sulta asi': 

E(X ) = m 

E(X 2 ) = m 2 + ü 2 (.5,4. 15) 

E (X 4 ) = 2m 3 + 3 a 2 

Como toda distribución normal puede t ip i f i carse inmediatamente, 

normalmente es la función de distribución tipificada la que se encuentra ta 

bulada, (Tablas 3 y 4) y a ella nos r e f e r i r e m o s . 

Si X es normal se tiene: 

P ( m + A O" < X <m -!• \ = — # - " f( X " m ) dx 
1 2 ^ tí s , . r? 

/k ? ( 5 . 4 . 1 6 ) / * 

f(x) dx = F ( \ 2 ) - F ( \ Y) 

J K 1 

y de la tablae de va lores de F(x) se deduce inmediatamente el va lor de la p ro 

habilidad. 

P o r e jemplo, la probabil idad de que la desviación de la X respe_c 

to a su valor medio sea igual al doble de la desviación típica es 4, 55%, si 

es tres veces p = 0, 27 %. 

Si X es normal y = aX + b también lo es y su valor medio y 

desviación t í p i c a son respect ivamente am + b y a. ú . 

Sea ahora la suma X = 2 X. siendo X. normal (m. c>.) • i i 1 1 i 
Entonces X es también una variable con distr ibución normal cuya 

media y desviac ión típica vienen dadas por : 
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m = 2 m. 2 a- (5. 4. 18) 

y 

jodií.! L 
Fig. 5 .2 . 

En efecto, la función caracter íst ica . -f (t) de X , es 
9 1 1 

& i t2 
j m t - ^ 

•P.(t) = e e 

La función caracter í s t i ca de X es por (4. 9. 5) 

( 5 .4 . 19) 

<P (t) = e 
j í m j + 

<p (t) = ^ ( t ) . . . . . . . . q>m(t) 

e 2 x i +• rj'Y, ) _ J m t = e 

2 2 
* ñ t 

e 2 

( 5 . 4 . 2 0 ) 

lo que comprueba ( 5 . 4 . 1 8 ) . 

Acabamos de ver que la suma de n var iables normales es -

otra variable normal . 

En el Capítulo VI v e r e m o s que este resultado puede general i - -

zarse : 

a) Cuando la suma es de variables d i cotómicas ( T e o r e m a de -

Bernouill i ) 

b) Cuando los sumandos son variables independientes cualesquie 

ra, pero con una m i s m a distribución. 

En ambos casos la variable suma tiende a seguir la d istr ibu- -

ción normal cuando el numero n de sumandos tiende a infinito, 

Algunas v e c e s las tensiones de ruido que existen en los c i rcui -

tos siguen una distribución normal . Teór icamente es pos ib le tener e n t o n -

ces p i cos de ruido de cualquier amplitud. Sin embargo la m i s m a f o r m a de 

la función densidad o bien el t eorema de Tchebicheff nos ponen de mani - -

f iesto que l os p i c o s de gran intensidad serán muy p o c o probables y por -
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consiguiente su aparic ión será poco frecuente. 

Supongamos que se f i ja un valor x^ de re ferenc ia . La probabilidad 

de que ; X ¡ sea mayor que x^ será; P = 2 [ 1 - F (x q ) Esta probabi -

lidad se utiliza c o m o est imación de la frecuencia con que los va lores modu 

lares o amplitudes de la tensión de ruido excederá el valor x . Comúnmen o -
te se r e f i e r e al tiempos esto es se dice que el valor i XÍ excede a x du i i o — 
rante un P por ciento del t iempo de observac ión . Naturalmente esta af ir -

mación hay que interpretarla en el sentido de "por término m e d i o " . P o r -

e jemplo para j X ¡ = 1, 645 resulta P = 0, 1 o sea el valor 1, 645 se excede 

ra positiva o negativamente durante el 10 % del t iempo de observac ión 

por término medio . 

A estos va lores de re ferenc ia tales c o m o el x se les l lama -o 
fac tores de p i co . Según se el i ja dicho factor el tanto por ciento del t iem -

po durante el cual tal es sobrepasado por las amplitudes del ruido, será -

variable . 

A continuación se da una tabla en la que se indican los va lores 

modulares del p ico de re ferenc ia en volt ios y en db, asi c o m o el t i e m p o -

durante el cual se rebasan, o probabilidad, en tanto por ciento. 

TABLA 5 .1 . 

Valor modu-
lar del p ico . 

Factor 
de p i co 
(db). ___ 

% del tiemp< 
en el que se 
excede el va-
lor de p ico . 

1, 645 4, 32 10 

2, 576 8, 22 1 

3, 291 10, 35 c o n 

3, 890 11, 80 0, 01 

4, 417 12, 90 0, 001 

4, 892 13,79 0, 0001 

P o r encima de 2 ,576 se observa que una reducc ión dé l / l O en 

el t iempo de exceso , impl ica un aumento en el p ico de re f e renc ia del o r -

den de 1 db. 

P a r a estos voltajes en que la amplitud sigue una ley de var iac ión 

gaussiana el factor de f o r m a vale \iZ/n = 1,253 (1 ,296 db). P a r a una -
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onda sinusoidal, el factor de f o rma es % V 2 / 4 = 1,111 (0 ,91 db) por lo 

que si se mide un voltaje de ruido con un aparato cal ibrado para la lectu-

ra de tensiones sinusoidales habrá que hacer la c o r r e c c i ó n oportuna ya 

qufc el vo l t ímetro nos dará una lectura infer ior en 1, 05 db a la real , en -

el caso más normal en que el instrumento l leve un rect i f i cador lineal, 

5. 5. - LA DISTRIBUCION DE CAUCHY. 

Se d ice que una variable aleatoria X tiene una distribución 

de Cauchy, si 

x 

F(x) = P(x ^ X) = / dt 

- oo % (1 + t ) 
( 5 , 5 . 1 ) 

Su función densidad de probabilidad es: 

f(x) 

Observese que: 
.•<* oc 

f(x) dx = 

W (1 + X*) 

-i r i oo 
are tg x I = 1 

- oo 

i 

( 5 . 5 . 2 ) 

Fig . 5 .3 . 

Su valor medio conduce a una integral que no es absolutamente 

convergente por lo que según ( 4 . 1 . ) no tiene existencia 

5. 6. - LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL. 

Su función densidad de probabil idad es : 
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f(x) 

f(x) 

= a e 

= O 

-ax a > O x > O 

x < O ( 5 . 6 . 1 ) 

y la función de distribución 
r „ 

:f X 

F(x) = / a e " a t dt = 1 - e a X ( 5 . 6 . 2 ) 

Ambas se han representado en las f igs . 5 . 4 . y 5 ,5 . 

A H*) 

X 

Fig . 5 .4 . Fig . 5. 5. 

Esta distribución conocida también con el nombre de exponencial 

negativa se presenta al estudiar los intervalos de separación entre la p r o -

ducción de dos sucesos consecut ivos en un reg imen de Po i sson , c o m o se 

v io en (5 .3 ) , y aqui radica su importancia. 

E l valor medio de X es l / a . 

5. 7„ - LA DISTRIBUCION UNIFORME. 

Se dice que una variable aleatoria X sigue una distr ibución uni^ 
r-

f o r m e en un intervalo '̂ a, b j , cuando su función densidad de probabil idad 

es constante en ese intervalo. 

Esto es : 

f(x) = 
k 

0 

a x ^ b 

Resto 

( 5 . 7 . 1) 
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Entonces se tendrá: 

fh 
j f(x) dx = k(b - a) = 1 
/ a 

luego 
k ,= b - a ( 5 , 7 , 2 ) 

P o r consiguiente X solo puede tomar va lores en un intervalo finito. 

La media y varianza de X, son, respectivamente: 

Var(.X) = - (b - a)' 

( 5 . 7 . 3 ) 

12 

En la fig. 5» 6. se ha representado la función densidad de probabil idad y -

en la 5 ,7 . la función de distribución que será: 

F(X) = 

F ig . 5. 6, 

w c 

x -s. a 

a ^ x ^ b 

x > b 

La función caracter ís t i ca , es: 

<p(t) = 

jtb jta 

( 5 . 7 , 4 ) 

Fig . 5 .7 . 

( 5 . 7 . 5 ) 

La distribución uniforme se presenta al estudiar el ruido de cuanti_ 

f i cac ión en los s istemas de modulación por impulsos cod i f i cados . También es cara£ 

ter ist ica de c i er tos tipos bás i cos de p r o c e s o s aleatorios , c o m o se verá másíade-

lante. 
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VI. TEOREMAS FUNDAMENTALES. 

6.1. - INTRODUCCION. 

El teorema de Tchebycheff nos permite ac larar el concepto de 

desviación típica; junto a el, hemos de conecer otros teoremas relativos a 

propiedades de la suma de n variables aleatorias cuando n tiende a ha-

c e r s e infinito. V e r e m o s como en este caso la variable suma tiende a distri 

buirsé en f o rma normal . Este hecho justif ica el empleo de la distribución 

normal en el estudio de fenómenos que obedecen a un gran numero de causas 

independientes. 

6 .2 . - TEOREMA DE BERNOUILLI. 

Cons ideremos las variables aleatorias X. , c o m o en la d i s -x 
tribución binomial 

1'.. P_-
X . = 

l 
i 

o q. = 1 - P . i i 
(6 .2 .1) 

Si ahora cons ideramos la variable 
n 

X = Z X. ( 6 . 2 . 2 ) 
1 1 

X representará el número de veces que en n ensayos o c u r r e el suceso des 

cr i to por X . . La f recuencia relativa del suceso será: 

$ = — ( 6 . 2 . 3 ) 
n 

será otra variable aleatoria. De (4. 6. 2) y (4. 6. 3) deducimos que su valor -
med io y su varianza, son, respectivamente: 

E ( S ) = — L _ E ( X ) = n p = p ( 6 . 2 . 4 ) 
n n 

V a r ( 4 ) = - í V a r (X) =
 n p q

 = P q 
2 2 n n n 

Si apl i camos el teorema de Tchebychef f a la variable $ , 

tendremos: 
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j * - P | >/ k \ 
p q 

n 
(6.2. 5) 

Tomando k = e \| n / p q quedará 

í" S " P 

Como 

p q 

n< 

P < 

( 6 . 2 . 6 ) 

podemos poner 

S - P 1 (6 .2 .7) 

4n e 

que 

De aqui se deduce que, dado e > 0, podemos encontrar 5 > 0 tal 

1 
* - P ! >/ e ( 6 . 2 . 8 ) 

4n e 

(Teorema de Bernouilli.) 

1 Basta para ello elegir n > 
4 6 e 

Este teorema nos indica que la probabilidad de un suceso puede 

estimarse por la frecuencia relativa de tal suceso, y que esta estimación 

será tanto mejor, cuanto mayor sea n, puesto que la probabilidad de que 

la frecuencia relativa difiera de la probabilidad del suceso en menos de 

es menor que l / 4 ne 

Se dice entonces que © es un estimador de la probabilidad (des-

conocida p). Además por ser E (©) = p (6. 2.4) el estimador se denomina 

insesgado. Otra forma de escribir el resultado (6. 2. 8), es la siguiente: 

1 1 -
4 ne' 

o bien: 
p j e - e « e + e i ^1 - L 

J 4ne 

(6 .2 .9) 

(6. 2.10) 



- 85 bis -

esto es con una probabilidad superior a 1 - V-, p estará comprendida 

entre 9 - e y Q +e . A este intervalo, se le4?!" ama intervalo de confianza 

de la estimación y sera tanto m M pequeño cuanto menor pea e lo que obU 

gara a tomar un valor mayor para % con objeto de que se siga verificando 

la relación (6. 2.10). 

Si imponemos una cota inferior para la probabilidad y fija-

mos el intervalo de confianza (dando £ ) quedará unívocamente determinado 
- 2 % ; Asi para una cota de 0, 7 5 para la probabilidad y e = 10 , resultará: 

1 - = 0 ,75 ; n = l 0 4 

4%10"4 

En la tabla siguiente se dan algunas cotas para la probabiU 

dad, a partir de valores de n y £ 

n. n 
e 102 103 104 i o 5 106 

10-1 0, 75 0 ,975 0, 997 5 0, 9997 5 0, 999975 

10-2 - - 0, 7 5 0, 997 5 0 ,99973 

10-3 - — _ _ 0, 75 

10-* 

l o - 5 

De la Tabla se deduce que para tener una probabilidad en 
* - 2 6 la estimación, mayor del 99, 97 5% con e = 10 es preciso que sea fl = 10 . 

Otra interpretación del Teorema, se sugiere en el ejem-

plo que sigue: 

Efectuamos 10. 000 veces un experimento, y hemos encon-

trado 1. 200 resultados favorables. La frecuencia del suceso es entonces - -

0,12, valor que estimamos como probabilidad del suceso. La probabilidad -

de que el error que se comete en esta estimación sea inferior al 1% será - -

(n = 10.000, e = 0 , 01). 

P < 6 = 1 = 0, 25 
4 . 104 . 10" 4 

resultado bastante pobre, lo que indica que el error es mayor. En efecto, 

la probabilidad de que el error sea del 5% será 
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P < 1 , 2 5 

Si queremos que el e r r o r sea infer ior al 1 % con gran probabilidad 

habrá que aumentar el número de ensayos. 

6 . 3 . - CONVERGENCIA EN PROBABILIDAD Y EN DISTRIBUCION. 

Dada un?, sucesión de variables aleatorias X, , X „ , . . . . . . . . X , cuyas 1 2 n 
funciones de distribución son conocidas, es interesante c onocer si tal s u -

ces ión converge a una variable aleatoria X. 

Daremos , sin demostrar , algunas definiciones y condic iones de c o n - -

vergencia . 

Convergencia en probabilidad: d i remos que la sucesión J X | converge 

en probabil idad a la variable X cuando para todo £ > 0 

• 0 ( 6 . 3 . 1 . ) { I X n - x U e J 
para n — o o 

En particular, X puede ser una constante. 

P o d e m o s ahora interpretar el teorema de Bernouil l i ( 6 . 2 . 7 . ) a f i rman-

do que la f recuencia relativa de un suceso converge enj~probabilidad á la 

probabilidad de ese suceso. 

Convergencia en di atribución. Sea ia junción <ie distribución de 

la variable X^. Si existe una función de distribución F(X) tal que para 

n—fe- é*> F^(X) " •• F(X) «u cada punto de continuidad de F(X) d e c i m o s 

que la sucesión ^ X ^ c o n v e r g e en distribución. 

Si X^ converge en probabilidad, también converge en distribución. 

A continuación daremos algunas condiciones para la convergencia en -

distribución. 

a) Para toda función g(x) acotada, ha de ser 

l im E [ g ( x n ) J = E £g(X) ] ( 6 . 3 . 2 . ) 
n — o o 

b) Si para todo t, converge la función caracter í s t i ca 

l im <p (t) = ip (t) ( 6 . 3 . 3 . ) 
n n—• so 
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Esta condición la ap l i caremos al demostrar l os teoremas de -

De Moivre y del l ímite central . 

c) Si para todo intervalo Ca b ] en el que F(X) es continua, -

se ver i f i ca 

P Ta < X < b ] = F (b) - F (a) u n - J n n 

P [ a < X < b ] = F (b) - F (a) 

6 . 4 . - TEOREMA DE DE MOIVRE. 

( 6 . 3 . 4 . ) 

Cons ideremos la variable binomial X. Sabemos que: 

E(X) = n . Vp ; Var(X) = (J = n . p . q ; 

Sea ahora la variable 

<Px(t) = ¡ q ~P - e i t ] 

Y = X - n . p ( 6 . 4 . 1 . ) 

ví n p q 
y vamos a estudiar su comportamiento cuando n+—s»00, permaneciendo p 

f i jo . 

Concretamente nos interesa ver si Y converge en distribución 

para lo cual u s a r e m o s el c r i t e r i o (b) de 6 .3 . 

Tendremos : 

<Py(t) = E [ e x p (jt-Y) ] = E exp ./ jt X - nP l„ 

npq j 
= E exp J S L 

n F q 

exp - j t n p 
f n p q exp •jtng» 

fñp<q q + p? exp J L n 

Desarro l lando en ser ie las exponenciales, queda 

V ( > " q -
. .2 2 2 

jtfrq + J t - H + 
2! n ? q 3! 

1 

+ o + jtffq 
2! npq 3! 2 

3 3 3 j t .j? 
3 / 2 

.3 3 3 . j * q p 

( 6 . 4 . 2 . ) 

(npq) 
3 /2 

n 

con | < 1 Y \\t < 1 
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La suma de restos es: 

(nljiq) 

Como 

L_ 2 2 } 
3! , „ a 3 / 2 1 4 2 

j 3 f>'q (pr2 « x + q 2 j v< . 2 = 4 " < 1 

podemos e s c r i b i r el resto asi*:^ 
4 

con i i < 1 
3! (n~ ' 

P o r consiguiente, tendremos: 

2 3. -¡ n t t $ 

3!(n:P'q) 7 j 

Si ahora hacemo 

l im <p (t) = e _ t / 2 ( 6 . 4 . 4 . ) 
n-fc £>o ^ 

que es la función caracter í s t i ca de la distribución normal tipificada, lo que 

prueba que la variable Y tiende asintóticamente a la distribución normal . 

Este resultado constituye el Teorema de De Mo ivre : La sucesión 

de las variables binomiales | converge en distribución a la variable 

normal tipificada X. 

6. 5. - TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL, 

Sean las variables aleatorias X^ (k = 1, 2, ... . . . n ) independientes 

entre si y con la misma distribución. Sean m^ y <3 la media y desviac ión 

típica de cualquiera de las X^. Esto es, para todo k 

E [ X k ] = m t 

Var C X k ] = <j 2 
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Consideremos la variable 

n 
X = £ X, (6.S..1.) 

k=l K 

Si la tipificamos, tendremos:,' 

Y X " E (6 5 2 ) 
n a (X) 

De ( 4 . 7 . 2 . ) y ( 4 . 7 . 3 . ) deducimos 

E (X) = n nij 

a (X) = Tin Ü 

por consiguiente n 
£ X, - n m ? k 1 

Y = i ( 6 . 5 . 3 ; ) 
n . , 

y n a 

El Teorema establece que cuando n aumenta Y^ tiende a ser una 

variable normal tipificada, o sea Y n converge en distribución hacia la normal; 

En consecuencia 
ib 

l im P i 
X " n m l ) 1 

a < 1 < b J - j T r ; e dy (6. 5 , 4 . ) 

Como se ve, se trata de una generalización del Teorema de -

Moivre, al caso en que las variables X^ sean cualesquiera. Lo único que 

se exige es que sean entre si independientes y obedezcan a la misma dis-

tribución. 

La demostración se efectuará utilizando el criterio de la función 

característica. 

Hemos indicado que la variable Y es: n 

Y = k ¿ 1 
I , X k • n m l 

n y/n 0 

El teorema quedará demostrado si probamos qué 

<PY (t) - e " ' 2 / 2 

n 
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que es la función caracter íst ica de una distribución normal (Ver 5 . 4 . 1 4 . ) . 

( 6 . 5 . 3 . ) puede escr ib i rse , así: 

. ' n a . Y = (X . - m . ) + . , . + (X - m ) (6. 5. 5. ) -J 1 n 1 • 1 n n x ' 

Como E(X^ - rrij) = 0 y ií (X^ - m^) = tf la función -

caracter íst ica de uno cualquiera de los sumandos será: 

, i ( t ) = E C e « X i " » ! > ] = , - 4 - a \ t 2 + (6. 5. 6.> 

Siendo el momento central de tercer orden de X. - m., y I $ I 1. 3 i i J - i > x 
La función caracter íst ica de ¥n Y^ será el producto de las ip ̂ (t) 

n 
'p ( t ) = n m = c<p.(t) n n ( 6 . 5 . 7 . ) 

i=l 

y por ( 4 . 9 . 4 . ) la de Y , será n 

V Y j t } . f t < f ( T T L r ) > 
s V n ü 1 

luego 

(t) = E Te j t Y n ] = | 1 -
! t2 ( j t ) 3 » 3 « - | n 

Y w - • 2 n 
n 3 £ Í n CT f J 

(6. 5 . 8 . ) 

y si n se tiene 

^Y (t) = e " t 2 / 2 ( 6 . 5 . 9 . ) 
n 

c omo queríamos demostrar . 

Este teorema se ha extendido también al caso en que las var ia -

bles X. tengan distribuciones cualesquiera, conservando su independencia 

estadística. En este caso el teorema es aplicable si se veri f ica que 

£ E (X. - m . ) k + " 2 

l im — i = 0 ( 6 . 5 . 1 0 . ) 
n ^ oo E ( i X . ) k + 2 

1 
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Ejemplo . 

A un dispositivo sumador, llegan tensiones de ruido V j V^. . . . 

V cada una de las cuales tiene una distribución uniforme"en el intervalo n nj 

¡[-A,- A J . La señal de salida del dispositivo es V = j» V . Si n es 

grande cual será la distribución de V t 

Para n grande, esta distribución será asintóticamente normal 

con media n m^ y desviación típica «|n siendo 

m 1 = E ( Y . ) 

a i = <j (v . ) 

Fácilmente se deduce que 

m^ = 0 (por la simetría de la distribución) 

(A 

^ (V.) / X 2 dx ; o (V ) = i 
Qí J'-A * ' ¥ 3 

luego 
= A n 

3 
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VII. C O R R E L A C I O N . D I S T R I B U C I O N E S B I D I M E N S I O N A LES. . 

7 . 1 . . - MOMENTOS DE VARIABLES ALEATORIAS BIDIMENSIONA 

LES. 

Sea la función ponderal <p (X Y) = X 1 Y^; el momento de orden -

(i, j) de la variable bidimensional (X Y) es: 

m . . = E (X1 Y j) = J L 1 y j f(xy) dx dy ( 7 . 1 . 1 . ) 
g/- oo „•/ -oo 

y el momento central de orden (i, j) 

p. „. = E i (X - X)1 ( Y - Y) j f 
ij l J 

Asi, como casos particulares tenemos: 

m 1 ( ) = E(X) = X m n = E (X Y) = XY 

m Q 1 = E(Y) = Y m 2 Q = E (X 2 ) = X 2 

m Q 2 = E (Y 2 ) = Y 2 

En cuanto a los momentos centrales: 

* 01 = >10 = ° 

= E C ( X - X ) 2 ] , M x ) 2 = m 2 Q - m 2 0 

V = E [ ( X - X)( Y - Y) J = E(XY) - X E(Y) - Y E(X) + 

+ X . Y = m u . m 1 0 m 0 1 

] i 0 2 = E [ ( Y - Y ) 2 ] = í ( y ) 2 = m Q 2 " m Q j ( 7 . 1 . 2 . ) 

7 . 2 . - COEFICIENTE DE CORRELACION. 

En muchos problemas del mundo físico se plantea el estudio de 

dos cantidades variables X e Y con una relación y = f(x) desconocida entre 
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ellas. En general esta relación no es expresable analíticamente y adestró 

problema reside en estudia* solo si existe o no, partiendo una tabla -

de valores observados de X e Y. Es decir deseamos encontrar si lps v a -

lores de una influyen en los de la otra. En el caso de que tal influencia 

exista, una medida de este grado de dependencia es el llamado coeficiente 

de correlación que se define asi: 

Q = = ( 7 . 2 . 1 . ) 
(x) <* (y) 

Una primera propiedad de Q es que solo toma valore® en el in-

tervalo [ - 1 , 1 3 En efecto sea 

Z = a(X - X) + b( Y - Y) 

2 
siendo a y b parámetros reales. Para cualquier valor de a y b E(Z ) > 0, 

luego: 

E(Z 2 ) = E Ca(X - X) + b(Y - Y ) ] ¿ = a 2 ¡12Q + 2ab ^ + b 2 \íQ2 

Como esta forma cuadrática es definida positiva, el discriminante 

es negativo 
2 

^ 11 " ^ 20 ^02 -

y de aqui 

^11 1 — < 1 

^20 *\>2 

Si Q = ± 1 hay una completa dependencia entre las variables X e Y. Si 

son independientes: 

ti = E(X - m^)(Y - m 2 ) = E(X - m j . E(Y - m 2 )= 0 

y en este caso su coeficiente de correlación es cero. El recíproco, sin em 
. 2 2 

bargo, no es cierto. Por ejemplo si X e Y satisfacen la relación X + Y 

< 1 resulta l1 = 0 por simetría, luego Q= 0 pero no son independie]! 

tes, ya que, por ejemplo 
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P(X > 1 / Í 2 , Y > 1 / Í2) = O 

pero P ( X > 1 / Í 2 ) . P(Y > l / f z ) ^ 0 luego no es cierta la relación 

P ( X > 1 / Y¡ ; Y> 1 / TÍ2 ) = P(X > 1 / 1Í2) . P(Y> 1 / f z ) 

que se tendría si X e Y fuesen independientes. 

7 . 3 . - REGRESION. 

Consideremos la variable aleatoria bidimensional (XY). A cada 

valor de X por ej&mplo x^, le corresponden infinitos de Y que estarían -

sobre la recta r de la fig. Si deseamos establecer una relación sencilla -

entre X e Y para trabajar con pares de valores, podemos suponer que tal 

relación va a ser lineal, y de la forma y = ax + b. Entonces si y = a x + 
o o 

+ b de todos los valores de y que se correspondían con x hemos elegido 

el y . Cometeremos un error £ que sera una variable aleatoria: 

y=a 4- b 
( 7 . 3 . 1 . ) 

Fig. 7 . 1 . 

que puede tomar valores positivos y negativos, asi como el cero, A la 

operación descrita se le llama regresión y en este caso se dice que tal -

regresión es lineal. Los coeficientes, a y b de la recta de interpolación, 

se determinarán con la condición de que sea minim'a el momento central 

de segundo orden de e , -e-^ o dicho de otro modo que el error cuadra -

tico medio sea mínimo. Por consiguiente hemos de determinar a y b con 

la condición de que sea mínimo. 

f(a( b) = E( Y - aX - b)' ( 7 . 3 . 2 . ) 
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Para ello han de anularse 

bf 
T T y 

A J _ 
b b 

& f - 2E( + bX - XY + aX 2 ) - 0 
ba 

bf 
b b 

= 2E (b + aX~Y ) = 0 

( 7 . 3 . 3 . ) 

X Y = b X + a X 

Y = b + a X 

] 

a = 

a m 2 0 + b m l 0 = m i l 

a m 1 Q + b 

m l l m i o 

m o i 
1 m n ' m i o m o i ^11 Q <J(x) • <MY) 

m 2 0 m i o 
1 

2 
m 2 0 • m l 0 CJ2 (x) 

2 
Ó (x) 

m i o 
X 

-q o (y) 
* CJ (x) 

(7. 3. i. 

A este valor de la pendiente de la recta de regresión se le 

coeficiente de regresión de Y sobre X . 

El valor de b es: 

b = 

m 

m 
20 

10 

m 

m 
11 

01 
rri . r n , 

20 01 m n m i o 
2 / \ CT (*) 2 / \ a (x) 

( 7 . 3 . 5 . ) 

pero 

m 2 0 = ^ 20 ' m i 0 

m n = N i f m i o • m o i 
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luego 

, ^ 20 m o i + m ? o m o i - m i o - m i o m 0 1 M o ^ o i " h i m i o b = 
cr2(x) 0 2 ( x ) 

( 7 . 3 . 6 . ) 

Entonces la recta de ajuste o interpolación, es: 

11 ^ ^ 20 ™01 - N i m ! 0 , 7 , 7 . x + r ( 7 . 3 . 7 . ) 
cj 2(x) a 2(x) 

o bien 
M i ^ - y " m o i „ x " m i a 
2 a 

Y = Y + — ( X - X ) ó 0- " =Q a 
u y x 
X 

( 7 . 3 . 8 . ) 

recta llamada también de regresión. Se observará que pasa por (X Y) centro 

de gravedad de la distribución de la variable bidimensional (XY). 

El valor mínimo de f(a, b) (error mínimo), resulta ser: 

* 2 (1 - Q 2 ) ( 7 . 3 . 9 . ) 

También puede hallarse la recta que hace mínimas las desviacio 

nes respecto al eje x. Resulta entonces 

y - m . , , x - m,„ y 01 1 10 
Q G 

( 7 . 3 . 1 0 ) 
x 

que también pasa por el centro de gravedad. El valor mínimo del error -

en este segundo caso es 

CJ 2 (1 - Q 2 ) ( 7 . 3 . 1 1 ) 

La primera recta se llama de regresión de Y sobre X y a 'su a , 
pendiente Q y coeficiente de regresión de Y sobre X . Para la según 

x 

da la terminología es análoga cambiando la Y por l a . X . 

Se observará que cuanto más se acerque Q a su valor extremo 

1, menor es el error cuadrático, lo que viene a reforzar la idea de que Q-
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es una medida del grado de dependencia lineal de las variables X e Y. 

7 . 4 . - LA DISTRIBUCION NORMAL BIDIMENSIONAL. 

Esta distribución tiene una densidad de probabilidad dada por 

,2 

f(x, y) = 
i 

27i a a \l i x y 

exp 1 

i 2 (1 - Q ) 
c-

(x - m 1 0 ) 

6 x 

- 2 Q 
( x - m 1 Q ) ( y - m Q 1 ) (y - m ^ ) ^ 2 

— + Ó J 
0' x y 

( 7 . 4 . 1 . ) 

Los puntos en los que la densidad de probabilidad tiener un 

valor constanté^obtienen cortando a la superficie Z = f(x, y) por planos -

paralelos a xy. Resultan así" curvas cuya ecuación general es de la forma 

(x - m ) (x - m ¿ ( y - m )'" 
ZT - 2 Q 

a 
<J- 6 x y 

Z = k 

2 7 1 V y V ' " Q 

(y - m n i ) 

Fig. i : 2. 

2 / 2 
Con C = - 2(1 - Q ) log 2k 7t tf x tf^/'l " Q 

( 7 . 4 . 2 . ) 
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Si 0< k < = = = = = c resulta positivo y la cujr 
2 % a a a/i - o 

x y v 

va ( 7 . 4 . 2 ) representa una elipse. Se obtiene asi'una familia de elipses coa 

xiale s 

. - 1 Si 
2 tí a a \ i -q x y V 

la elipse se reduce a un punto, y es el caso en el que el plano Z = 

es tangente en el vértice de la superficie Z = f(xy) en su máximo. Al 

tender k a cero las elipses van creciendo. Estas curvas se llaman de aen 

sidad de probabilidad constante. 

Si k> • —... resulta C < 0 y las elipses son -

imaginarias. Esto es natural, ya que entonces el plano Z = k no corta 

a la superficie Z = f(x, y). 

Si Q = 0, x e y están incorreladas, y las elipses se transfor-

man en otras ya referidas a sus ejes: 

(* - m 1 0 ) 2 (y " m ) 2 

+ — ~ — = : : c ( 7 . 4 . 3 . ) 

y en este caso 

2 2 
<3 a x y 

i í i ^ - " W 2 ( y - m o i ) 2 

* f ( x y ) = 2 * < r cr e x p i " T í ( ~ 7 2 -1 7 J f x y ef a 
i x y i 

( 7 . 4 . 4 . ) 

que es el producto ordinario de dos densidades de probabilidad como c o - -

rresponde a variables incorreladas. Además, en este caso al ser 

f(xy) = fj(x) . f2(y) 

X e Y son también independientes. Luego aqui hay biunivocidad entre corre 

lación nula e independencia estadística, lo que vimos que en el caso en -



-99-

que las variables no fuesen normales, no era, en general, cierto. Si las 

variables están tipificadas las elipses ( 7 . 4 , 3 . ) son círculos de ecuación: 

x 2 - f ' y 2 = C ( 7 . 4 . 5 .) 

Si Q = 1 la distribución degenera, ya que en este caso de má -

xima correlación hay dependencia lineal entre las variables. 

En este caso las elipses ( 7 . 4 . 3 . ) degeneran en el par de r e c -

tas reales 

x - m , . y - rn _ 
í ( 2 L . ) = o ( 7 . 4 . 6 . ) 

* x tfy 

que son las de regresión, de X sobre Y, y de Y sobre X . 

Si introducimos nuevas variables mediante una transformación 

de coordenadas de determinante no nulo, se produce solo un cambio 

de ejes en las elipses de equiprobabilidad pero no se alteran estas cur-

vas y por ello se conservan las características de la distribución. Por -

ello si X e Y tienen una distribución conjunta normal también la tendrán 

dos funciones lineales cualesquiera de X e Y siempre que el determinan-

te de la transformación sea no nulo. 

Las densidades de probabilidad marginales serán 

" 2CT 2 
e ¿ x ( 7 . 4 . 7 . ) 

a v 2 71 
x 

/ \Z (x - mQ1) 

2 

<y. V T 7 
y 

y ( 7 . 4 . 8 . ) 

es decir, son también densidades normales. 

Las densidades de probabilidad condicionales serán: 
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[ ( x - m 1 0 ) Q + — (y -m ) ] 
tt / \ f(xy) 1 . y f(y/x) = - 7 7 3 - = ; exp - f - ^ 

1 , ^ 1 n2 2 ( 1 - Q 2n a l - q v ' x y 

( 7 . 4 . 9 . ) 

que es una distribución unidimensional en y, ya que x es un parámetro . 

Su- edia E(y/x) se obtiene inmediatamente si escribimos la expresión 

anterior así, 

tí 2 

f ( y / x ) = 1 — exp 
t > - ( m o i " a ( x " m i o } ] 

X 

'\ ¡271 0 1 - Q 2 i ^ - ^ ^ 
y 

Entonces 

a 
E ( y / x ) = m 0 1 - -57J- Q (x - m ^ ) ( 7 . 4 . 1 0 . ) 

Este valor es una función lineal de x. Si X toma un valor me-

dio p r o p i o m^, E ( y / x ) = m^. Se tiene así* una correspondencia, entré valo- -

res medios, independiente del g rado de c o r r e l a c i ó n . 
2 

La d e s v i a c i ó n t ípica de la d i s t r ibuc ión es C 1 - Q indepen-

diente del va l o r que se as igne a x. Si las v a r i a b l e s son independientes 

Q = 0 y E(y/x) = m^, los valores de x no p r o p o r c i o n a n como era de prever 

ninguna información sobre el valor de E(y/x) que permanece constantemente 

igual a m^. Fig. 7 . 3 , 

Volviendo a considerar la superficie z = f(xy) que representa 

a la función densidad de probabilidad, si cortamos por planos paralelos 

al z, y, x = x^ tendríamos la curva: 

z = f(xQ y) = F 1 (Xq) f (y /x o ) 

X = x o 
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E(x/y) 

m. 

/ 
Q * 0 

Q = 0 

m. x 

Fig. 7 . 3 . 

f j(x^) es un factor constante y nos queda una curva k f (y /x q ) que como 

acabamos de ver es la representación de la probabilidad condicional y 

tiene la forma normal. Igual ocurre si cortamos por planos de cuación 

y = y G. 

La distribución normal tipificada en dos dimensiones, tendrá 

como densidad 

f(xy) = exp C 
2 2 x - 2 Q xy + y 

2(1 - Q2) 
] ( 7 . 4 . 1 1 . ) 

A continuación indicamos los momentos de la distribución ñor 
© 

mal bidimensional. 

m 

m 

m 

m 

10 = m l = X U 20 " 
a 

i 

01 
m 2 = Y u = 

P 02 
a 2 
2 

20 = x 2 = 
« í 

2 
+ m i " u • Q a a 

1 2 

02 = x 2 = 
« i 

, 2 
2 



-102-

V I I I . F U N C I O N E S D E V A R I A B L E S A L E A T O R I A S 

8 . 1 . - FUNCIONES DE UNA VARIABLE ALEATORIA. 

Uno de los problemas fundamentales que se nos pueden presen-

tar es: dados los valores de una variable X y conociendo una función de 

la misma Y = 9 (X) obtener de Y una información estadística similar a la 

que es posible deducir de X mediante los métodos estudiados. Concretan 

do más, el problema está en determinar la función densidad de probabi-

lidad de Y cuando es conocida la de X . 

En primer lugar vamos a considerar el caso de una función 

uniforme, real, continua y estrictamente creciente, si bien lo extendere-

mos a casos más generales. 

El método de cálculo consiste siempre en determinar la función 

de distribución de la variable Y, y a continuación por derivación de ésta 

hallar su densidad de probabilidad. 

En este caso la función tp hace corres 

ponder el intervalo [ - »o. x^ J al -

[ . oa y J(Ver fig. 8 . 1 , ) . Si F(x) y 
o 

G(y) son las funciones de distribu- -

ción de x e y respectivamente, se ten 

drá: 

G(y ) = P(Y < y ) = P ( x < x ) = F(x ) o o o o 

Fig. 8 . 1 . 

Es decir F y G son tales que el valor 

de F en el punto x q es igual al de G 

en el y = <P(x )» luego: 
1 o o 

y en general 

G(y ) = F C cp" (y ) ] o u 

- 1 , 
G(y) = F [ y (y) ] ( 8 . 1 . 1 . ) 

para 
_ 00 < y < + 00 
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G(y) cumplirá las mismas condiciones límites que F(x), ®'«t€fc es 

G(- oo) = 0 y G( + oc ) = 1 

Si f(x) es la función densidad de probabilidad de X» se tendrá: 
/O ^ 
! í (y) 

G(y) = / f(t) dt <8.1.3-. / 

<jJ ~ oo 

Si g(y) representa la función densidad de probabilidad de la 

variable Y, sabemos que 

g(y) = - ~ - G ( y ) ( 8 . 1 , 3 . ) 

luego para hallarla bastará derivar ( 8 , 1 . 1 . ) teniendo presente que el lunl 

te superior de la integral depende de y. Se obtiene asi: 

g(y) - f C ] d C ffi ] (a. 1.4.) 

o simbólicamente 

g(y) . dy = f(x) . dx (8. 1 .5 . ) 

Observemos que el resultado obtenido es análogo al que conoce 

el lector para el cambio de variables en una integral. En efecto, si en-

l a t 
F(x) = J f(x) dx 

tJ - oo 

-1 
se hace x = tp (y), se obtiene ( 8 . 1 . 2 . ) o bien ( 8 . 1 . 4 . ) derivando. 

Antes de aplicar estas fórmulas a un caso concreto es impres-

cindible cerciorarse de que la correspondencia funcional cumple las con-

diciones requeridas, sobre todo la de que sea estrictamente cociente 

para todo valor de x. 

Si ip (x) es decreciente (fig. 8 . 2 . ) para toda x, el razonamiento 

es parecido: 

•F(xo) = F(x <xo) = P(y > yo) = 1 - P(y> y J = 1 - G<yj 
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y en general 

Fig. 8 .2 . 

-1, 
(Obsérvese la diferencia) G(y) = 1 - F [ ip (y) 

fip \ y ) 

G(y) = 1 - f(t) dt 

c>c 

y diferenciando queda 

g(y) = - Í C A ) ] ^ (8.1.6.) 

Ahora bien, como la tp es decreciente, la derivada es negativa, 

luego g(y) al hacer el cálculo resultará positiva. 

Por consiguiente, en todo caso, y simbólicamente, podemos 

poner: 5 

g(y) = 
f(x) 
dy 
dx 

( 8 . 1 . 7 . ) 

A continuación veremos algunos ejemplos. 

En el segundo se observará que se ha hecho el cálculo directo 

por tener tp (y) una parte creciente y otra decreciente. Este caso debe -

estudiarse con atención. 

8 . 2 . - EJEMPLOS. 

15). - Sea un rectificador lineal cuya señal de ent 
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Y = A X X > 0 

Y = 0 X < 0 
(8. 2. 1.) 

Fig. 8 .3 . 

Para valores positivos de X: 

Q (y) = (8. 2. 2.) 

Si x tiene una distribución normal de media 0 y desviación típica 
2 

_ V 

Q(y) = - T T 
1 2 2 2 A a y > 0 (8. 2 . 3 . ) 

«> < x <oj» = 1 / 2 la densidad de Y consta de la distribu 
ción continua ( 8 . 2 . 3 . ) y de otra discreta de valor 1 /2 aplicada en y = 0. 

Como P 

22) . - Detector 

cuadratico Y = a X (Fig. 8 .4 . ) , 

La curva podemos dividirla en dos partes 
{ y o < Y <yo + A y o ] = p { x 0 < x i x 0 + A x o } , p [ - x o - A x o < X < - X q , 

Al tender A x y A y a cero: 

q (y 0) = 

Si f(x) = 

í(xo) + £ ( - x o ) 

¿y 
dx 

-x / 2 

f(Xo> + f ( - *Q ) 
2 a x 

, por ser par 

Q(y) = 
V T 7 

- x V z 

2 a x 
1 - y / 2 a e ' 

ay 
( 8 . 2 . 4 . ) 
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Fig. 8 -4 . 

8 . 3 . - CASO MULTIDIMENSIONAL. 

Sea X = (X. . . . X ) una variable multidimensional cuya función 1 n 
de distribución es F(x, . . . . x ), y v 1 n' ' 

Y 1 = <X1 X 2 Xn> 

Y 2 = 9 2 ( X I X 2 . . . . x n ) 

= 9 n (X X . . . . X ) n n i / . n 

( 8 . 3 . 1 . ) 

Si las t son diferenciables y tienen derivadas parciales conti 

nuas, el jacobiano 

A = » < Y 1 V 2 V 

bíXj x 2 . . . . xn) 

es no nulo y existe la función densidad f(x^ . . . . xn) se tiene 

g(y y ) = — f(x, . . . . x ) 5 v y l yn' I A I 
(8. 3. 2 . ) 

8 . 4 . - TRANSFORMACION DE COORDENADAS. DISTRIBUCION 

TDE RA YLEIGH. 

Supongamos que estamos estudiando la situación de un punto 

aleatorio en el plano X Y . Sus coordenadas pueden considerase como una 

variable aleatoria bidimensional. Se supondrá conocida la función densidad. 
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conjunta f(xy). Deseamos hacer un cambio a coordenadas polares (R <?>) y 

determinar la densidad Q (R ;¿>) en términos de estas variables. 

El problema es un caso particular de lo que acabamos de ver. 

Evidentemente: 

, 2 2.1 / 2 R = (X + Y ) ' 

= are tg Y / X 

luego 

A - M R . * ) _ f x 2 + Y 2 r l / 2 
~ fe (X Y) " ^ + > 

<p ) r (x2 + y 2 ) l / 2 f(xy) ( 8 . 4 . 1 . ) 

Por ejemplo, sean X e Y variables aleatorias independientes con distribu-

ción normal, y densidades 

f(x) = 

2 x 

z%ax 

o 2 2 <J x 

2 

w \ 1 2<J 2 
f(y) = = = e y 

2 tc cy 

f(xy) = 
2n0 ú x y 

2 2 
/ + ) 
^ 2 2 ' 2ú 2 a x y 

En polares se tendrá: 

2 2 2 
/ „ \ r r r / eos <p sen ip . , /f> . _ > 

9 ( r ' * > = 2 7c g a e x p C " T ( 2 2 ^ 3 ( 8 ' 4 - 2 * > 
x y ^ x tfy 

que se conoce con el nombre de distribución de Rayleigh. En particular, 

si C = Q - q resulta independiente de tp 
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( 8 . 4 . 3 . ) 

g(*-<P ) = 
2 % a 

2 (J 

forma más sencilla y familiar de la distribución de Rayleigh. La densidad 

es independiente de la dirección; esto es tiene una distribución uniforme 

entre 0 y 2 % y R y $son independientes. La densidad de R se ha representa 

do en la fig. 8. 5, y vale gj (R) = R e - r 2 / 2 < f 2 - La de ^ es g 2 (tp) = 1/2 % 

La .probabilidad de que R este situado fuera de un circu-

lo de radio d, es 

f 00 f 

2tc a 
2 a 

2 dr dtp = e~d / 2 ( 8 . 4 . 4 . ) 

Fig. 8 . 5 

El valor medio de R es: 

00 
E(R) = r g (r) dr = 

1 
% (8 .4 . 5 . ) 

y E(r 2) = 2 cT (8 .4 . 6 . ) 
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La función de distribución es: 

F(r) = | Q (t) dt = 1 - e 

& o 

2 , 2 •r / 2 Ú ( 8 . 4 . 7 . ) 

En el estudio del ruido de banda estrecha se llega a la conclusión de que 

la amplitud del voltaje de ruido obedece a una distribución de Rayleygh. -

También es posible aqui' fijar unos valores de pico de referencia y estimar 

durante cuanto tiempo serán rebasados, como se hizo en (5 .4 . ) al tratar 

de la distribución normal. Siguiendo las ideas alliT expuestas se puede 

construir la siguiente tabla 

TABLA 8. 1. 

Valor modu 
lar del pico. 

1, 517 

2, 146 

2, 558 

3, 034 

3, 392 

3, 67 5 

Factor de 
pico (db). 

3, 62 

6, 63 

8, 39 

9, 64 

10, 61 

11, 31 

% del tiempo en 
el que se exce -
de el valor de pico. 

10 

1 

0, 1 

0, 01 

0, 001 

0, 0001 

El factor de forma para una onda cuya amplitud siga la distribución de 

Rayleygh resulta ser igual a 2/¡ñ = 1, 128 y habrá qué tenerlo presente 

cuando se midan tensiones de ruido. 

8. 5. - FUNCION DENSIDAD DE LA SUMA Y D I F E R E N -

CIA DE DOS VARIABLES ALEATORIAS. 

Vamos a hallar la función densidad de' probabilidad de ia suma de 

dos variables aleatorias independientes X e Y cuyas densidades individuales 

son conocidas, f^(x) y ^ M * • >̂or "dependencia se tendrá 

f(xy) = fj(x) . f2(y) 

Nuestro problema consiste en determinar la función de 

distribución de X + Y, esto es: 
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p I X + Y < t 

Consideremos la recta x + y = t, en la que t es un -

parámetro. Entonces (Fig. 8 . 6 . ) : 

00 ,t-y / 00 
P ; x + Y < t • = / • 

' R 

convolución. 

f(xy) d x dy = / ¿ x fx(x) f^y) dy = j F1(t-y)f2(y)dy= 

- oa - 00 Kv - OO 

( 8 . 5 . 1 . ) 

= F(X + Y) 

t y 

R 

" A 
\ > \ X > 

\ 
\ 
\ 

Fig. 8 .6 . 

Siendo F^(X) la función de distribuciori de la variable X. 

La función densidad será ft F / 5 t 

/ tx¡ 

f(x +y) = f(t) = j f j (t - y) f2(y) dy ( 8 . 5 . 2 . ) 

00 

Observemos que ( 8 . 5 . 1 . ) y ( 8 . 5 . 2 . ) son integrales de 

Si recordamos (5, 8 .) tendremos 

f.(x) = F Z <$> (t) ] 1 x 

f2(y) = F C ^ y (t) ] 
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siendo «6 y <:f> las funciones características de X e Y. ~x y 

Como (t) = C- (t) , .p (t) se tendrá; 
" z x y 

oc 
f(z) = F [ 4 x (t) . * y ( t ) ] = f j (x) f2(y) = f j íz - y) f2(y) dy ( 8 . 5 . 3 . ) 

- oo 

y llegamos de nuevo al resultado anterior. El resultado puede generalizar 

se al caso de más variables independientes; en general será 

f(x) = f x ( X l ) * f 2 (x 2 ) * . . . . »fn(xn) 

En el caso en que las variables X e Y no sean independientes 

no puede hacerse la descomposición de f(x y), sino que hay que utilizar -

la función de distribución marginal. También puede resolverse el problema 

mediante un cambio de variables. Con objeto de exponer los dos procedi -

mientos vamos a resolver ahora el problema por medio de un cambio de 

variables. El método que emplea la función de distribución marginal se -

aplicará al caso de hallar la función densidad de una variable aleatoria 

diferencia de otras dos, que se desarrollará seguidamente. 

Si hacemos: 

" X = 1 ( 8 . 5 . 4 . ) 
y = z - t 

y llamamos tp(z, t) a la función densidad de probabilidad conjunta de z y 

la variable auxiliar t, recordando ( 8 . 3 . 2 . ) tendremos*. 

ip (z, t) = f(x, y) ft (*« y) 
b (a. t) 

Como el módulo del jacobiano de la transformación ( 8 , 5 . 4 . ) vale 

1, resulta 

<p(z, t) = f(x, y) (8. 5. 5.) 

La densidad de z será la marginal de ip (z, t) y por ( 3 . 8 . 9 . ) 

sé obtendrá integrando ( 8 . 5 . 5 . ) en todo el rango de valores de t, que e s -

el de valores de x. Suponiendo que esta varía entre - <*> e oo,- tendremos; 

g(z) -
oo 
f(t, z t) dt (8. 5. 6.) 
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Si f se puede descomponer, este resultado conduce a (8.5. 3.) como debía 

de ser. Este método del cambio de variables es completamente general -

y por consiguiente puede aplicarse tanto si X e Y son independientes como 

si no lo son. 

Sea ahora Z = X - Y. La función de distribución de Z, será: 

F(z) = P [ Z < z ] \ .= ! i f(xy) dx dy ( 8 . 5 . 7 ) 
R 

siendo R el recinto rayado en la fig. 8 .7 . y f(xy) la densidad conjunta -

del par XY. 

Tendremos: 
/ ' 0 0 
! Z -I- X 

F(z) = / dx / í(xy) dy (8. 5 .8 . ) 
,:/ _ 60 .;/_ OC 

Si X e Y no son independientes, llamando F a la función de -x 
distribución marginal de la variable X, se tendrá: 

. 3 BC 
F(z) = / F x ( x « z f x ) d x 

/ 
y í • / 

/ i 

x-y=z 

Fig. 8 .7 . 

y derivando ahora con respecto a Z obtendremos la función densidad: 

(8. 5 .9 . ) f(z) = / f(x, z + x) dx 

f J - 00 

Si X e Y son independientes f podrá descomponerse y (8. 5 . 9 . ) se 

transformara en: 
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oo 
f(z) = / f^x) . f 2(z + x) dx 

J - 00 

(8. 5. 10.) 

También aquí cabe aplicar el método del cambio de variables. Bastaria -

hacer: 
y = t 
z = x + t 

(8. 5 .11 . ) 

para llegar, siguiendo el mismo método que el expuesto en el caso de la-

suma, a las expresiones ( 8 . 5 . 9 . ) o ( 8 , 5 . 1 0 . ) . 

Si X e Y son variables discretas, y Z = X Y, se tendrá: 

P r £ 2 = k ] = P [ X + Y = k ] = P [X = k n Y = 0 ] + P [ X = i - i n Y 

i=k i=k 
= 1 + . . . . . . . = 2 P [ X = i n Y = k - i ] = I P(i, k - i) 

i=0 i=0 

( 8 . 5 . 1 2 . ) 

siendo P(x, y) la función de cuantía conjunta de X, Y. Si son independien-
tes P(xy) = P (x) . P-(y) y entonces: 

i c* 

i=k 
P(k) = P [Z = k ] = 2 P (i) . P (k - i) ( 8 . 5 . 1 3 . ) 

r i=0 

o, en forma simbólica: 

P(z) = Pj(x) * P2(y) ( 8 . 5 . 1 4 . ) 

jg> y m e 

que es equivalente a una convolucion. De esta forma se determina punto a 

punto la función de cuantía de Z. 

8. 6. - FUNCION DENSIDAD DEL PRODUCTO Y COCIENTE DE 

DOS VARIABLES ALEATORIAS. 

Sean las variables aleatorias X, Y y la variable Z = X . Y. 

Suponiendo conocida la función densidad de probabilidad conjunta de X e Y, 

f(x y) deseamos hallar la función densidad de la variable aleatoria Z. 

Aplicando el método del cambio de variables, basta hacer: 

X = 1 (8.6.1.) 
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y entonces: 

ip (a, t) = f(x y) 

0 

f(x; y) 
(8. 6. 2. ) 

Como 
00 

f(«) . tp (z, t) dt (8. 6. 3 . ) 

- 00 

Se tendrá: 
00 

f(«) = f(t. ) 
t 

dt - f(t, 
OO 

Z | 1 
dt 

( 8 . 6 . 4 . ) 

No hemos supuesto nada acerca de las variables X e Y. Si 

son independientes f podrá descomponerse en un producto. En todo caso 

la ec. ( 8 . 6 . 4 . ) tiene una validez completamente general. 

Supongamos ahora que Z = X / Y . Haciendo: 

y = t 
X = t . z 

Se tiene: 

Entonces: 

(z, t) = f(xy). 
t 
o = t . f(x, y) 

00 /o 00 r- 0 

f(z) = I í(t z, t) | t | . dt = I f(t z, t) . t dt - j f(tz, t) t dt 

J o J-™ (8. 6. 6 . ) 
= / 

00 

fórmula completamente válida tanto si X e Y son independientes como si 

no lo son. 

8 .7 METODO DIRECTO. 

Acabamos de ver como se resuelve el problema de cálcu 

lar la densidad de probabilidad de una variable aleatoria ® = <p (x, ^ ) en 
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los casos particulares en que *p es una suma, diferencia, producto y co 

cíente. Podemos también resolver el problema de un modo directo par 

tiendo de la definición de función densidad. 

Supongamos conocida la función densidad f(x, y ) conjun 

t& d« XeY, definida en el recinto D (fig. 8. 8). Comenzaremos por hallar 

la función de distribución de 

Se tiene, por definición: 

F(zO) = P r { z ¿ =Pr j (x ,y) s <Z 0 j (8.7.1) 

Sea R, el recinto en el cual se cumple la desigualdad -

que se obtendrá dibujando la curva cp (x, y)̂ . z c y de-

terminando en que zona de D se satisface la 

desigualdad anterior. La probabilidad 

(8. 7.1) es igual a la probabilidad de que la 

variable (X.y) varié en el recinto R, luego 

en virtud de (3. 9.14), será: 

Fig. 8 . 8 ^ í f 

f(x, y) dxdy (8.7.2) 
R 

integral que dependerá de . Como compro 

bación debe obtenerse F (-<*") = 0 •; F (+<**) = 1 

Derivando F obtendremos la densidad de probabilidad. 
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IX. DISTRIBUCIONES DERIVADAS DE LA NORMAL Y OTRAS. 

9 . 1 . - LA DISTRIBUCION "CHI" CUADRADO X . 

Sea X una variable normal tipificada (0, 1) e Y = X . La fun 

ción densidad de Y, que se dedujo a modo de ejemplo en ( 8 . 2 . ) , es: 

_J - y / 2 g(y) = y > o 
\¡2%y 

g(y) = o y < 0 

( 9 . 1 . 1 . ) 

La función característica de Y, será: 
y» 00 

cp(t) = 1 e " y / 2 . e j t y dy = 

Jo \JY% y 

do 

y 2 • -| - ( i - 2 j t )y d y 

2 % j w o 

Haciendo el cambio (1 - 2jt) y = 2u , la integral se transfor-

ma en la 
00 

TfiT \A - 2j 1 Jo 

- 1 / 2 -u / u e du 

luego: 

<P (t) = 
1/2 

T[j¿ .. \jl - 2j~t 
r ( l / 2 ) = (1 - 2j t) ( 9 . 1 . 2 . ) 

Consideremos ahora la variable aleatoria Z definida asi: 

Z = Y. + Y , + . . . . . + Y 1 2 n (9. 1 . 3 . ) 

siendo Y^ = X^, y X. normal (0, 1) para todo i, siendo ademas todas las 

X. independientes. A la función densidad de Z se le denomina "chi" cua- -
1 2 

drado ( £ ) con n grados de libertad. Para calcular la densidad de proba 

bilidád de la variable Z, se empleará el método de la función caracteris -

tica. 
La función, característica'de cada Y., es, por ($• 1 .2 . ) (p. (t) = 

1 /2 : 1 = (1 - 2j t) 



-116 -

.Ahora bien recordando ( 5 . 8 . ) la función característica de Z, será 

el producto: 

«Pjít) • <P 2(t) . . . . > n ( t ) (9. 1.4.) 

luego 

(t) = (1 - 2j t ) " n / 2 ( 9 . 1 . 5 . ) 

Podemos determinar ahora f(z) apl icando ( 4 , 9 . 6 . ) pero vamos -

a desarrollar aquí' o t r o p roced imiento : 

Sabemos que 
00 

- -1 - o;x , (. x e dx = — r - . (9.1.6.) 

haciendo ahora cC= 1 - 2j t y P • = n /2 , se tiene 

n 

r ( - 2 l ) 
v 2 } 

x 2 - 1 s - ( l - 2 j t ) x d x = ( 1 . 2 j t ) - n / 2 

y si hacemos por ultimo 2x = z, resulta: 

n / n 

(9.1.7.) 
. . - ? - r l - a / 2 

2 2 " e — . e j t Z d Z = ( l - 2 j t ) - n / 2 

( — ) 1 2 ' o o 
,n / 2 

luego n 

f («) = n 
. e . - z / 2 z > O 

Zn/Zr<rt) 
( 9 . 1 . 8 . ) 

f (z) = O n z < O 

que es la función densidad correspondiente a la distribución "chi" cuadrado con 

n grados de libertad. 

La función de distribución es: 

F j z ) = P r [ Z < 2 ] = | 1 

/ 2 ©/ o n / 2 , p < - § - ) 

- r - 1 
. u . e 

u 

" 2 . d n 

(9-1.9) 
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que en efecto cumple F ( oo) = i, n 
La esperanza , a partir de la función generatriz es 

n 

«P* (t) = - y ( i - 2 t ) 
- - i 

. ( - 2) = n (1 - 2 t) 
n 
2 

í (t) ] = « = n 
t = 0 

(9. 1 .10.) 

y para calcular la varianza, 

ip" (t) = n H r + l ) ( l - 2 t) 2 

n 

• 2 ; 

[ g " ( t ) ] = n + 2n = 
t=0 

de donde 
2 2 2 2 

a = <X 2 - (X = n + 2n - n = 2n (9 .1 .11 . ) 

9 . 2 . - REPRESENTACION GRAFICA DE f (z), SEGUN LOS VALO-nx ' 

RES DE n. 

Representamos a continuación la función f (z) para algunos valores n 
de n dando los puntos importantes. Debe tenerse en cuenta que f (z) = 0 n 
para z < 0. 

a) para un grado de libertad, n = 1 - Figura 9 .1 . 

1 
1 " 2 - z / 2 . z . e (9.2.1.) 

Asintotas z = 0 y f^(z) = 0. No hay máximos, ni mínimos, ni 

puntos de inflexión 

K 1/2 " O 

Fig. 9.1. 
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b) para dos grados de libertad, n = 2. Figura 9- 2. 

/ x 1 " z / 2 f 2 (z) = — e 

f (z) = 0 es asintota, cuando z !>a. Para z 

máximos, mínimos ni puntos de inflexión. 

• A f3^z) . - máximo 
1 / ;27le 

0, f2(z) . No hay -

punto de inflexión 

1 1 +Í2 
Fig. 9 .2 . 

c) para tres grados de libertad, n = 3. Figura 9. 2. 

1 
f 3 <») = 

1/2 - z / 2 z ' . e (9. 2 . 2 . ) 
2 7t 

Asíntotas: f (z) = 0 para, z « . 

x i m o para z = 1. Inflexión para z = 1 + í Z. 

Para z = 0, f 3 ( x ) - 0. Ivíá 

d) para cuatro grados de libertad, n = 4. Figura 9. 3, 

/ \ 1 - z / 2 
f 4 ( z ) = T z ' e (9 .2 .3 . ) 

Asíntotas: f^ (z) = 0 para z DO. Para z = 0. 

f (z) = 0. Máximo para z = 2. 

Punto de inflexión en z = 4. 

í í » w 
l / 2 e 

maximo 

\^punto de inflexióv 

Fig. 9 .1 . 
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variables 

9- 3. - DISTRIBUCIONES QUE SE DERIVAN DE LA > 2 

Es interesante el conocer las distribuciones de las siguientes 

10.) P n - x \ + X ¡ + + ( 9 . 3 1 ) 

„ > Y n - - i - ( x J + + + x * ) (9. 3 . 2 . ) 

3 S ) X „ = V - T < X 1 + X 2 + ( 9 . 3 . 3 . ) 

en las X son variables normales (0, tf) e independientes, a diferencia de 
i 2 

lo que ocurría con la X de Pearson, en la queX. era normal (0, 1). 

12) Distribución de fi 
n Pn X 1 ? X 9 ? X , —ZIL. = ( L \2 / 2_, 2 n 2 

2 
pero por ser a la varianza, las variables X./<? son normales (0, 1), 
por lo que 

P n _ 2 2 2 T^ ~ Y P = o . ¿ n n CJ 

Con esto, la función de distribución de 0 es 
• * *•» 

í^n(x> = < x ] = P £ Y 2 

n 

v 2 _ Y V < J 2 I 
2 n / 2 / r 7 ( _ n _ } 

• T " u ( - 4 - - 1 ) ( 9 . 3 . 4 . ) 
• u £ i . du = B (x) 

tf 2 / W 2 n / 

n 

y la función de densidad, derivando respecto a x 

n 1 x 
b L, 2 2 2 

w W - ~ —75 . x . e (J 
T ^ V e f T 

( 9 . 3 . 5 . ) 
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22) Distribución de Yn. 

Teniendo en cuenta lo dicho en la distribución anterior, 

Y i ? n 1 , ¿ 
. 2 n O 

es decir ^ 

Y = S — . X 2 
n n 

P o r lo tanto la función de distribución es 

x n / j 

G (x) = P [ Y <x ] = P C-v2 — ¡ y . 
n n , n n/2 ra tf / o 2 /•<n/2) 

u . n j ( 9 . 3 . 6 . ) 
" 2 2 

. e . u du = G (x) n 

y la función de densidad, derivando 
. n n . 1 x n 1 

, , n 2 2 2 2 
g (x) = —rr . e Ú . x 

n n 7n/Z ÍJLa 
<5 ' 2 ' 

( 9 . 3 . 7 . ) 

3°) Distribución de \ ' n 

Por el mismo razonamiento que el de los dos casos anteriores 

X = 7 - 2 — X 2 

n y n 

Por el mismo razonamiento que el de los dos casos anteriores 

y entonces su función de distribución es / ' 2 , 2 
L (x) = P [X < x ] = P C X2 = / > 1 • n n - J u - _ ¿ ji 2 n ' * j l ( n ) 

tty o 
( 9 . 3 . 8 . ) 

1 n , 
u — 1 

. e ^ u 2 . du = L (x) n 
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y la función de densidad, derivando: 2 
i n 

n/2 1 X 
» / \ o / n \ 1 2 2 n-1 
L (x) = 2 ( — ) . . e " . x 

0
nr<-r> 

(9. 3 ,9 . ) 

9. 4. - DISTRIBUCION " t " DE STUDENT. 

La variable aleatoria 

t = X — ( 9 . 4 . 1 . ) 

1 , ,2 ,_2X 
V - i r ( x i + x 2 + 

en donde X, Xj, X^, . . . . son independientes y normales (0, <J ) se deno-

mina " t " de Student. Vamos a calcular su función de distribución y de 

densidad. Para ello es conveniente poner la variable t en la forma 

t = X / X , siendo X la variable definida en el apartado anterior. En este ' n n 
apartado llamaremos X a \ por comodidad. 

Busquemos la función de distribución de t, es decir T^(y) = 

= P r Ct < y J. 
Se tendrá 

P r [ t <y j = P r í ~ ~ < y ] = P r CX < An • y ] = / / c n . X n " 1 . 
n «/«/£_ 

XZ+ n X 2 ( 9 . 4 . 2 . ) 

. e í a dX d X 

Siendo R el recinto rayado de la fig. 9 .4 . definido por : & > Cf; X < y . X 

ya que P( X < 0) = 0 .) , y: 

2 , . 1 c ( -£-> n i , 2 
2 n + s r t f * 
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X 
X= X y 

o 

R 

Fig. 9 -4 . 

Hagamos ahora el siguiente cambio de variable 

X = u 

X = v 

d X . d \ = mod 

ft ti 
* u 

0 ?> n 
¡T~u > v 

du , dv = 
v u 

0 1 

du dv = 

( 9 . 4 . 3 . ) 

= v . du dv 

Los limites de v son los mismos que los de X ; 0 < v < oa . Por ser X < 

X será u. v < y . v, con lo que u < y, y los limites de u son - oo<u 

Queda por tanto 
2 

F (y) = P [ t < y ] = c 

i 2\ 1 v (n -i-u ) 
2 

n n 
n v . e 

' - 00 o 

du dv 

( 9 . 4 . 4 . ) 

Hagamos un nuevo cambio de variable 

\/ " ~ ¿ v V n + u = Vz 
f 2 

u = 

ÍZ I.P-V2 

\/n + y1 

u = S 

dudv - mod 
2 VZ v n + S 

5 v 
2 • 5 S 

dS dz = 
a dS .dz 

r 
Í2 f Z y / n +S 

( 9 . 4 . 5 . ) 
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los límites de S son los de u; - <*> < y < x. Los de Z, igual que los de v 

pues para cualquier u, cuando v = 0, <x> ; z = 0 , oo ; 0 < Z <• oo. Sustitu 

yendo resulta: 
^ 1 /2 1 /2 n z 

T n ( y ) = C n / Z ' \ 1 /2 ° ^ — ~ ü l T T T T 
(n + S ) ' f í . ZL/¿ (n + S 2 ) 1 / 2 

OO JO (¡J 

dS . dz 

'oo 

,n/2 n +1 ¡ y , ! n " l / 2 

r 2 -0 f dy / - Z 
n ' v -¿ 2 n + 1 / 2 ' ' 6 ' d Z = V2 <• - (n + S ) + 1 i o 

n /2 n /2 n + 1 
2 . ( — - ) • ¿ 

v 2 ' 0 
n + 1 n 

CJ -V 2 % • / ' ( — ) 
•/ ( 2 

FY 
dS 

/ 2 n +1 /2 
.;,/' - co ^n + s y + 1 

N _ | - . p i - ^ - ) 

' R- < - § - > 
n +1 

n 

r 
¡Y 

,,./ - oo 

dS 

(1 +- n 
^ . + 1 / 2 + 1 

p ( - n 1 / y 
- 4 — . • 1 = T (x) = P [t < 

Í ' í n ) ' n s 2 * + i /2 v ! (~2~) 4 ^ - 0 0 (1+ — — ) + 1 . 

(9 .4 . 6.) 

De aqui resulta como función de densidad. 

n + 1 v n + 1 
r ( - 2 » 

tn (y) = — p = r • • (i + 
/n , p ^ 

( 9 . 4 . 7 . ) 
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La esperanza es nula, y la varianza, función generatriz y función caracte-

rística son de dificil cálculo. En cuanto a la forma de la función t (y), se 

en la figura 9 -5 . 
t (x) n 

máximo 

punto de inflexión 

\ 

\ 
n/n + 2 ty n/n + 2 

Fig. 9. 5. 

Asintotas t (y) = 0, cuando x • + oo n -
Máximo para y = 0. Puntos de inflexión para y = 

Propiedades interesantes de la " t " de Student, son 

a) lim t (x) = n n -v 00 

1 . 
JL. 2 

2 x 

2 

que es una distribución normal (0, 1). 

n 
n 

b) La distribución no depende de la varianza, de X, X , X , 
A £ 

que ya dijimos eran normales. (O.cr 
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X . P R O C E S O S A L E A T O R I O S O E S T O C A S T I C O S 

10. 1. - INTRODUCCION. DEFINICIONES. 

Al estudiar las variables aleatorias, hemos centrado nuestra 

atención en el conjunto de va lores que tales variables tomaban. Este c o n -

junto de va lores era el que permit ía asoc iar una ley probabi l ís t ica a las -

var iables . Es c laro que para observar el conjunto de va lores ha de transcu 

r r i r un c ier to t iempo, pero los va lores que reg i s t remos de la variable 

aleatoria no dependen del tiempo,, A c l a r a r e m o s esta cuestión por medio 

de un e jemplo : Supongamos que un c ier to experimento aleatorio obedece a 

una ley gaussiana. Imaginemos que cada déc ima de segundo se real iza 

el experimento, y se anota el valor de la variable . Al cabo de 10 s e g u n -

dos tendremos 100 va lores reg is trados . Sin embargo , el hecho de obtener 

un valor en el instante 1 seg. no impl ica en absoluto que el m i s m o valor 

puede obtenerse en el instante 2, 5 seg. La variable aleatoria o el exper i -

mento que se está estudiando no depende del t iempo. Lo que o curre es 

que si queremos reg i s t rar una ser ie de va lores tendremos que dejar pasar 

c ier to t iempo para r e c o g e r l o s . Sin embargo , esto no es esencial . En el -

e jemplo anterior los 100 va lores mencionados podrían haberse obtenido en 

un sólo instante sin más que hace en el 100 experimentos s imi lares , en -

las m i s m a s condic iones , y reg is trar los va lores . 

Resumiendo: la f recuencia es la que nos induce a determinar la 

ley de probabil idad de una variable aleatoria, y su determinación impl ica 

una repet ic ión de pruebas o ensayos en el t iempo si bien esto, es secun -

dar io . Nos f i j amos solamente en los va lores que toma la variable a l e a t o -

ria y no en cuándo los toma. Lo importante no es real izar los experimen 

tos en sucesión en el t iempo, sino más bien real izar un gran numero de -

exper imentos . Este requisito de reg is trar un gran numero de va lores p o -

dría cumpl irse alternativamente, haciendo simultáneamente muchos experi-

mentos y anotando los va lores en un. instante dado. 

Supongamos ahora que tenemos una función de la f o rma 

Y = f(t, x) 

en la que x es una variable aleatoria. Los va lores de y dependerán de los 

va lores que tome x y también del t iempo. Se dice entonces que y consti -
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tuye un p r o c e s o aleator io . Cada experimento, en un p r o c e s o aleatorio , con 

tinua en el tiempo, c o m o ocurr ía antes con las variables aleatorias» La -

d i ferencia está en que ahora, el t iempo c o m o tal, influye en la mater ia l i -

dad del resultado. 

Si f i j amos t en el valor t^, l o s va lores de y para t = t., conjs 

tituyen una variable aleatoria unidimensional. Si estudiamos el p r o c e s o en 

los instantes t y t , los va lores de y en tales instantes y„ y . , constitui- -
i J 1 J 

rán una variable aleatoria bidimensional , etc . Este estudio supone, desde 
luego, que tenemos un conjunto de experimentos en marcha y en el instan 

te t^ reg i s t ramos los va lores de todos e l los . Las var iables aleatorias y^ e 

y . serán, en general , distintas aunque obedezcan en algún caso a la mis — 
J 

ma distribución de probabil idad. 

Si f i jamos x en el valor x , dentro de su campo de va lores , -

el p r o c e s o aleatorio se convierte en una función ordinaria de t, l lamada -

real izac ión del m i s m o . Cada real izac ión vendrá afectada de una ley de p r o 

habilidad que será la que afecte también a x^. 

La famil ia de todas las rea l izac iones junto a la ley de probabili^ 

dad se denomina conjunto medible de funciones. 

Hemos estudiado el p r o c e s o bajo dos aspectos interesantes. O -

bien fi jando t en uno o más va lores , o bien fi jando e l parámetro aleato-

r io del p r o c e s o . En la realidad, la evolución del fenómeno que da lugar al 

p r o c e s o aleatorio , se efectúa, en el t iempo, pasando de una a otra de las 

rea l i zac iones . 

La dependencia funcional y = f (t, x) que nos ha servido para -

introducirnos en el concepto de p r o c e s o aleatorio puede no c o n o c e r s e de -

una f o rma explícita én algunos tipos de p r o c e s o s , que vendrán definidos -

por propiedades que permitan construir y estudiar sus rea l i zac iones . 

L o s p r o c e s o s a leator ios pueden ser d i s cre tos o continuos, según 

sea la naturaleza de la variable y. 

Si f i j amos t = t. y anotamos los va lores de y en este instante -

en toda la famil ia de rea l izac iones , obtendremos todo el conjunto de va l o -

r e s de la variable aleatoria y . . Trabajar con las rea l izac iones del p r o c e -

so es equivalente a hacer lo con los va lores rea les del m i s m o , ya que al 

cons iderar todas las rea l i zac iones se tienen en cuenta todos los va lores -

del parámetro aleatorio x del p r o c e s o . 
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Un p r o c e s o aleatorio puede estudiarse fi jando los instantes 

t.( i = 1, . . . . . n ) y estudiando las variables aleatorias que para tales instan 

tes da el p ro ceso , y^ (i = 1, . . . . . n ) . A l os instantes t se les l lama instan 

tes de muestreo . Cada variable aleatoria obtenida en cada instante de 

muestreo , constituye una muestra del p r o c e s o . 

El conocimiento del p r o c e s o exigirá, en general, estudiar las 

distr ibuciones de probabil idad de las variables (y^). (y^, y ), 

• • • ( y , , y , . y ) que se denominan de pr imero , segundo, n - s i m o j. c* n 
orden. Ya v e r e m o s más adelante que, para los casos prác t i cos de ap l i ca -

ción que a nosotros nos interesan, basta con estudiar las distr ibuciones -

de p r i m e r o y, a lo sumo, de segundo orden, ésto es, l legar a de te rmi -

nar la densidad de probabil idad de y y de (y , y ), densidades que depen J. L Lt 

deran de t , y t , t^ respect ivamente, y serán: 

f ( y r V 
í ( y r y2 ; V t2) 

o bien, sin hacer expl íc itos los instantes de muestreo : 

f(y. t) 
f(y. y'; t, t») 

( 1 0 . 1 . 1 . ) 

(10. 1 . 2 . ) 

Un e jemplo t ípico de p r o c e s o continuo puede ser el siguiente: 

Cons ideramos un conjunto de rad ior receptores en los que reg i s t ramos 

el ruido a la salida, que es un p r o c e s o aleatorio . Supongamos representa-

das las real izac iones del p r o c e s o . (En la fig. 10. 1 hay representadas algu 

ñas). 

Elegidos los instantes de muestreo t , t , . . . . los va lores del i Lé 

ruido serán 

CX(t1) D , [ x ( t 2 ) j gc( t.) j 

Si d isponemos de muchos receptores es posible , por lo menos -

teór icamente, estudiar la distribución de probabilidad del ruido en cada -

instante t.. i 

P < X (t.) <x + d x j = f(x, t.) dx ( 1 0 . 1 . 3 . ) 
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F ig . 10 .1 . 

o probabi l idad de que en t este valor es té comprend ido entre x y x + dx. 

Será la p r i m e r a d is tr ibuc ión de la densidad de probabi l idad del suceso . 

P o d e m o s ahora def inir la segunda d is tr ibuc ión c o m o la función representa -

tiva de la probabi l idad de que en l o s instantes t. y t se ver i f ique : 

P ^ X j « X(t.) < + dx 1 ; x 2 <X(t j ) <x 2 + d x 2 } 

(10. 1 . 4 . ) 

que habrá que def in ir para todos los p o s i b l e s p a r e s de v a l o r e s de t^ y t . 

C o m o se ve es la d is tr ibuc ión conjunta: f(x , x ; t., t . ) . 1 ¿ i j 
F inalmente la n - s i m a d is tr ibuc ión de la densidad de probabi l idad 

i t i t^j n 1 2 

x̂ i t_ j t - ¡ n 1 2 

(10. 1 . 5 . ) 
t ) . dx, . d x „ . . . dx n 1 2 n 

vendrá expresada p o r : 

f (x , x , . . . . • i ¿ 

f ( x r x 2 , . . . . 

r e p r e s e n t a r á la probabi l idad de encontrar s imultáneamente l o s v a l o r e s de 

las var iab les a leator ias x (tQ )> ^( t^) , . . . . en l os interva los : 

x < X(t ) < x + dx o o — o o 

x ! < X ( t 1 ) < x 1 + 
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1 0 . 2 . - EJEMPLOS DE PROCESOS ESTOCASTICOS. 

Sea el conjunto de funciones: 

X = sen (t + •&) (10 .2 . 1 . ) 

donde-9-es una variable aleatoria cuya densidad de probabilidad es tp ( ). 

En los instantes de muestreo t^, t^, . . . . . . la función X toma 

va lores asoc iados con di ferentes variables aleatorias 

t1 . . . . . . X (t ) = sen (t + 3 ) 

t 2 . . . . . . X (t ) = sen (t + ) 

para t = t̂  podemos hallar la densidad de probabilidad de la variable 

X (t ) conociendo 9 ( ) • 

Análogamente podrá hal larse 9 

f X 2 5 t l V d X 2 = P { X 1 < S 6 n + 1 x i + d x i ; 

x < sen (t +•&) < x + dx m Li Ld Lu 

En este e jemplo X^ X^ . . . . . . . son funcionalmente dependientes, 

y esta dependencia es más fuerte que la m e r a dependencia estadística. 

En los p r o c e s o s en que las muestras en t. y t. sean independientes, la 

distribución conjunta de cualquier orden será el producto de las distr ibucio 

nes individuales de p r i m e r orden. 

Sea ahora el p r o c e s o 

X = A + B t (10. 2. 2 . ) 

en el que A y B son variables aleatorias con distribución normal de media 

0 y desviac ión típica <3 . La densidad de pr imer orden del p r o c e s o está -

per fectamente definida. P o r e jemplo para t = 2, 

X 2 = A + 2B 

la variable aleatoria X es combinación lineal de dos var iables aleatorias 2 
de distribución normal . 
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La distribución de x „ sera: 2 

f ( x j = 

2 x 
2 

z - T 7 2 , o 2 

con CJ = ^ ( 1 + 4) ff 2 = Í Í 5 

1 0 . 3 . - PARAMETROS ESTADISTICOS. 

Las carac ter í s t i cas de una variable aleatoria tales c o m o el v a -

lor medio, momentos , etc. se engloban bajo el nombre común de parárne 

tros estadíst icos o, s implemente, estadíst icos . Es posible también el 

cálculo de estadíst icos en los p r o c e s o s es tocást i cos . En este caso hay dos 

tipos fundamentales de estadíst icos que l lamaremos estadíst icos de conjunto 

y de t iempo. 

Los p r i m e r o s se calculan sobre la base de cons iderar el p r o c e -

so estocást i co c o m o un conjunto de funciones. El lo impl ica efectuar un 

muestreo y cons iderar las distribuciones de orden n. Los estadíst icos de 

t iempo se basan en el estudio de un único m i e m b r o de este conjunto, cuya 

evolución en el t iempo es conocida. 

1 0 . 4 . - PARAMETROS ESTADISTICOS DE CONJUNTO. 

Una vez definidas las funciones densidad del orden k en el pro -

ceso , la definición de los parámetros estadíst icos es enteramente análoga 

al caso de una variable aleatoria convencional . A s í el momento de orden 

k de una distribución densidad de p r i m e r orden, es: 
DO 

m (t) = E C(X(t) ) k ] = / x k f(x, t)dx ( 1 0 . 4 . 1 . ) 

/ - 0 0 

y en particular 
DO 

X(t) = -m (t) = / x f(x, t) dx ( 1 0 . 4 . 2 . ) 
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análogamente 

P1 £ (t) = 2(t) = E CX(t) - m ^ t ) ] 2 ( 1 0 . 4 . 3 . ) 

00 / 00 
X(t.) X(t.) = / / x . x . f(x.x. ; t.t ) dx. dx 

1 J / / 1 J 1 J 1 J i j 
-00/- 00 

La covariancia^ será: 

M(t.t ) = E / [ X ( t ) - m ( t ) ] . CX(t.) - m(t . ) ] } = <J (t.) .tf (t.) q (t.t.) 
1J t 1 1 J J J i J i j 

( 1 0 . 4 . 4 . ) 

Siendo gj la función de cor re lac i ón del p r o c e s o . 

También se tiene 

M(t.t.) = m n (t.t.) - m 1 ( ) ( t . ) m 0 1 ( t . ) ( 1 0 . 4 . 5 . ) 

P o d e m o s extender estos conceptos a densidades de probabil idad 

conjunta de órdenes super iores . Todos los parámetros se calculan aplican 

do el operador momento a la expresión funcional de X(t) teniendo presen -

tes sus propiedades operativas. P o r e jemplo, sea, de nuevo el p r o c e s o 

X(t) = A + B t ( 10 .4 . 6 . ) 

y 
E (A) = a ; Var (A) = 62 

a-
E (B) = b ; Yar (B) =cT 2 

tendremos 

mft) = E fx(t) > E (A + B t ] = E(A) +t . E (B) = a + b t ( 1 0 . 4 . 7 . ) 

Var(x) = (52 = -- E f [(A + Bt) - (,a + bt) ] l 2 = E í [(A - a) + 

+ t(B - b ) ] J 2 = E [(A - a ) 2 ] + 2t . E [(A - a) (B - b ) ]+ t 2 E [ ( B - b ) 2 ] 

2 2 2 = O + 2t q ff (j + t <y a ^ a b b 

(10. 4. 8. ) 
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siendo Q el coef i c iente de co r re lac i ón de A y B en el instante t. 

E jemplo 29. - Si en el caso anterior A y B están incorre ladas 

Var . (x) = Ü Z + c . t 2 ( 1 0 . 4 . 9 . ) 3, D 

m , , (t. t.) = t. t. (b + 6 , ) + <J 11 i j i j b a (10 .4 . 10) 

i* (t. t.) = t. t. <J 2 + tf2 ( 1 0 . 4 . 1 1 ) 11 i J i J b a 

2 2 t. t. 6 + 0 
Q ( t . t.) = 1 3 a ( 1 0 . 4 . 1 2 ) 

+ < < T 
Obsérvese que aunque no hay cor re lac i ón en las variables , si -

la hay en el p r o c e s o . 

10. 5. - PARAMETROS ESTADISTICOS DE TIEMPO. 

El concepto de parámetros estadíst icos de t iempo o estadíst icos 

de tiempo, trata del cálculo de los parámetros en una cualquiera de las 

funciones del conjunto cuando se cons idera la var iac ión en el t iempo, 

cuando tales parámetros existan. El va lor medio en el t iempo de X(t), es , 

por def inic ioq: 

< X (t)> = l im f X(t) dt ( 1 0 . 5 . 1 . ) 

La def inición es, por supuesto, contingente con la existencia de 

un va lor finito para el l ímite : Naturalmente en principio , este valor m e - -

dio dependerá de la función del conjunto en que se ca lcule . 

P o d e m o s introducir el valor medio de segundo orden para cada -

función del conjunto, asi : 
"T 

X(t) . X(t + x ) dt (10. 5. 2 . ) 

Este valor medio nos da una indicación de la interacion o cohe 
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renc ia entre l os v a l o r e s en el t iempo de la función x(t) cons iderada . Este 

tipo de p r o m e d i o es fundamental c o m o v e r e m o s m á s adelante y de muy ampl ia 

ut i l izac ión. 

10. 6. - PROCESOS ESTACIONARIOS. 

Un p r o c e s o a leator io se l lama es tac ionar io si es t empora lmente 

h o m o g é n e o . Esto es , si la d is tr ibuc ión de probabi l idad f(x , x , . . . x ) -x n 
calculada en (t , t , . . . . . . t ) no se altera si en vez de tomar los instan-X Lá n 
tes t. t o m a m o s los t. + t , o sea, si h a c e m o s una t ras lac i ón en el t i em -i i o 
po . Expresada matemát i camente esta condic ión será : 

f(x x . . . x ; t t , . . . t ) = f(x , x , . . . x ; t + t , t + t , 1 2 n l 2 n 1 2 n l o 2 o 

( 1 0 . 6 . 1 . ) 

. . . . , t + t ) n o 

y la igualdad se v e r i f i c a para cualquiera que sean t( f inito) y l os v a l o r e s 

t., t . 1 n 
Si la condic ión se cumple para todo n, el p r o c e s o es e s t r i c t a -

mente es tac ionar io . Si por el contrar io só lo se cumple para v a l o r e s de 

n i n f e r i o r e s a un c i e r t o numero k, se l lama es tac ionar io de orden k. 

De la condic ión se deduce que todas las med ias m. han de ser i 
iguales entre sí", m . = m . ya que 

f(x.) = f(x.) 

x. f(x.) dx. = 1 X X 

por lo que m . = m . . P o r e l lo m(t) = m = constante; El va lor m e d i o de 
^ J ^ 

una var iab le a leator ia es tac ionar ia es constante. También lo es entonces 

m 2 ( t ) = E [ x 2 ( t ) ] • 

En cuanto a la covar ianza , será : 
5CO /® co 

L (t. t.) = / / (x - m) (x . - m) f ( x . x . ; t. t.) dx. dx. ( 1 0 . 6 . 2 . ) x y / ¡ x j j x x j x j 
§} -®cj- 00 
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y por ser f invariante frente a las translaciones 

f(x. x . ; t. t.) = f(x., x. ; t. - t „ 0) 
i J 1 J i J 1 J 

Si ponemos t. - t. = t resulta 
i J 

L(t. t ) = L ( t ) (10. 6. 3 . ) 

todos los estadísticos conjuntos de x. y x . dependen de la diferencia X - t. -
^ J 

- t., pero no de los valores absolutos del tiempo. Por ser <J constante, el coe 

ficiente de corre lac ión es: 
L ( t . t.) • T / \ 

Q (t. t.) = = Q ( T ) ( 1 0 . 6 . 4 . ) 
a a 

también función de la diferencia de tiempo. Para que se cumpla ( 1 0 . 6 . 2 . ) 

y por consiguiente ( 1 0 . 6 . 3 . ) el p r o c e s o estocástico ha de ser por lo m e -

nos estacionario de segundo orden, en el sentido de estacionariedad dado 

hasta ahora, ésto es, invariancia de f(x., t.) y f(x. x.; t. t.) frente a tras i i i J i J _ 

laciones en el tiempo. Sin embargo hay procesos que ver i f ican (10 .6 . 3 . ) sin 

que la densidad de probabilidad conjunta sea invariante por lo que en e s -

tos p ro cesos de segundo orden es conveniente dar una definición menos 

restr ict iva que la general. En esta definición o condición se exige, simple 

mente, que la convarianza sea invariante. Diremos entonces que un proce -

so es, estacionario de orden dos, o estacionario en sentido amplio cuando-

se ver i f i ca : 

i. E [ x 2 ( t ) j < ooYt C T 
( 1 0 . 6 . 5 . ) 

II. E [X (t.) . X(t. + % )] = f(t)V t 

1 0 . 7 . - PROCESOS ERGODICOS. 

Dado un p r o c e s o estocástico conocemos ya sus real izaciones o -

funciones muestra. Si construimos una función tal que su valor en cada 

punto t. sea el valor medio de los que en este punto toman todas las f u n -

ciones muestra, tenemos determinada la que hemos llamado media en el -

conjunto del p r o c e s o E [ X(t) 3 . 

Si ahora calculamos la media en el tiempo 



AX(t) 

< x(t) > 

t 

(T 

X(t) dt 

r 
(10.7. 1.) 

i km 

m 
i 

t. i — 

Func iones mues t ra Función de las medias 

Fig . 1 0 . 2 . 

si el l imite existe y se v e r i f i c a que E £ X ( t ) ] = <X(t)> para todo t el p r o 

c e s o se l lama e r g ó d i c o de p r i m e r orden. 

Esta igualdad, c o m o todas las que aparecen al tratar de e r g o d i -

c idad ha de in terpre tarse que se v e r i f i c a con probabi l idad muy p r ó x i m a a 

1, es d e c i r " c a s i s i e m p r e " . 

Con este m i s m o sentido la e rgod i c idad de segundo orden imp l i ca 

E C X ( t . ) X ( t . + T ) ] = < X ( t ) X ( t + T ) > ( 1 0 . 7 . 2 . ) 
j J 

E j e m p l o . 

Sea el p r o c e s o a leator io 

X(t) = A eos oit + B sen ojt 

donde A y B son variables gaussianas (0, Ü ) y 03 es constante. Indicar si 

es o no estacionario y ergódico. 

El va lor m e d i o de conjunto se calcula apl icando d i rec tamente el 

o p e r a d o r E; lo r e p r e s e n t a r e m o s por X(t) „ Se tiene.: 

X(t) = A . cosOJt + B sen U)t 

siendo A y B, l os v a l o r e s med ios de las var iab les a leator ias A y B que 

según las condic iones del enunciado son nulos, luego 

X(t ) = 0 

C o m o X(t) es constante, independiente de t, el p r o c e s o es es tac ionar io 
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de p r i m e r o r d e n . T a m b i é n p u e d e c o m p r o b a r s e que < X(t)> = 0. 

E l v a l o r m e d i o de X(t) X(t + i s e r á 

2 X(t) X(t-- tc) = A e o s o j t . eos uj(t + T) + B s en O)t-. serio)(t-;-;t ) = 

2 2 
= (J f e o s UDt e o s üu(t + r ) + sen U31. sen(Jü(t + T ) ] = Ü e o s uí x 

f u n c i ó n ú n i c a m e n t e de X, luego e l p r o c e s o es t a m b i é n e s t a c i o n a r i o de se-

gundo o r d e n (en s en t i do a m p l i o ) . 

P a r a que s e a e r g ó d i c o , se d e b e r á t e n e r que 

X(t) . X ( t + t ) = <X(t) . X ( t + x) 3 

V a m o s a c a l c u l a r <X(t) . X(t + x ) > . P o r de f in i c ión , s e t e n d r á : 

<X(t) . X(t + t ) > = l i m . 
T <X5: 

eos oút . eos 03 (t -f f ) dt + 

sen (Jüt eos oo(t + t ) + eos tut s en (ju(t + x) dt) + 

s en U)t sen cjo (t + x ) dt > = A e o s u: x + B s en ou X 

r e s u l t a d o que no c o i n c i d e con el e n c o n t r a d o p a r a X(t) . X(t + x), l u e g o el 

p r o c e s o no e s e r g o d i c o . Se o b s e r v a r á , a d e m á s , que la f u n c i ó n de a u t o c o r r e 

l a c i o n c a l c u l a d a con p r o m e d i o s en e l t i e m p o d i f i e r e de u n a s r e a l i z a c i o n e s 

de l p r o c e s o a o t r a s , deb ido a que a p a r e c e n en e l l a l a s v a r i a b l e s a l e a t o - -

r i a s A y B . E s t o no o c u r r e con la f unc ión c a l c u l a d a s o b r e la b a s e d e l 

c o n j u n t o de f u n c i o n e s . E s t a func ión se a n u l a p a r a x , - (2 k q- 1) — , ic ¿ ÜD 

lo que s i g n i f i c a que l a s m u e s t r a s de l p r o c e s o o b t e n i d a s en i n s t a n t e s cuya 

s e p a r a c i ó n en e l e j e de t i e m p o s s e a T, son i n d e p e n d i e n t e s , c u a l q u i e r a 

que s e a la s i t u a c i ó n de t a l e s i n s t a n t e s , en v i r t u d de la e s t a c i o n a r i e d a d d e l 

p r o c e s o . 
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10. 8. - AUTOCOVARIANZA. 

Si t e n e m o s d o s p r o c e s o s a l e a t o r i o s X(t) e Y(t) y l o s s o m e t e m o s 

a un m u e s t r e o , o b t e n e m o s l a s v a r i a b l e s a l e a t o r i a s X(t.) e Y(t.) cuya cova 

r i a n z a s e r á : 

C o v C X ( t ) , Y ( t . ) ] = E [X( t . ) - X ( t ) ] . [Y(t . ) - Y(t.) ] 1 3 1 1 J J 

( 1 0 . 8 . 1 . ) 

Si l o s d o s m u e s t r e o s s e r e a l i z a n en e l m i s m o p r o c e s o a l e a t o r i o , 

l a c o v a r i a n z a se d e n o m i n a m á s e s p e c í f i c a m e n t e a u t o c o v a r i a n z a , y e s u n a -

m e d i d a de la i n t e r d e p e n d e n c i a o c o h e r e n c i a e n t r e l a s d o s v a r i a b l e s de l 

p r o c e s o o b t e n i d a s en e l m u e s t r e o X. = X(t.) y X. = X( t . ) . 
1 i 3 3 

Autocov (X(t.) , X(t.) ) = L (t. , t.) = E [ X(t.) - X(t.) ] [X(t.) 
J J ^ J 

(10. 8. 2. ) 

X(t .) ] = E [X(t.) X(t ) ] - X (t.) X(t.) 

L a a u t o c o v a r i a n z a (que a v e c e s cuando se s a b e que se e s t á m a -

n e j a n d o un so lo p r o c e s o , se l l a m a s e n c i l l a m e n t e c o v a r i a n z a , p a r a m a y o r 

s e n c i l l e z ) , r e s u l t a s e r e n t o n c e s una f u n c i ó n de dos v a r i a b l e s , que son l o s 

i n s t a n t e s de m u e s t r e o . U n i c a m e n t e en el c a s o en que se m a n e j e n p r o c e - -

so s e s t a c i o n a r i o s de s egundo o r d e n L( t . , t .) s e r á f u n c i ó n e x c l u s i v a m e n t e -
i 3 

de t , - t , = t , L( x ) y, p o r lo t an to , so lo de una v a r i a b l e . P a r a e s t e ti-
J 1 » , 

po de p r o c e s o s e x i s t i r á o t r a a u t o c o v a r i a n z a en e l t i e m p o , d e f i n i d a p o r : 

l i m — — j X(t) . X(t + t ) dt ( 1 0 . 8 . 3 . ) 

2 T / T 

1 0 . 9 . - A U T O CORRE LA CION. 

L a s v a r i a b l e s X(t.) y X(t.) c o n s t i t u y e n una v a r i a b l e a l e a t o r i a b i -

d i m e n s i o n a l , cuyo c o e f i c i e n t e de c o r r e l a c i ó n se d e n o m i n a f u n c i ó n au toco — 

r r e l a c i o n de l p r o c e s o a l e a t o r i o X(t) . Suponiendo que t a l p r o c e s o e s e s t a c i o 

n a r i o y m a n e j a n d o l o s e s t a d í s t i c o s de con jun to , t e n d r e m o s que e l c o e f i c i e n 
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t e de a u t o c o r r e l a c i ó n s e r a : 

E [ X ü - X ( t ) ] . [ X ( t + t ) - X ( t + T ) 3 
Q ( T ) = i i i i 

' E [X( t . ) - X(t.) ] . y E [X(t .+ r ) - x ( t . + t ) ] 

( 1 0 . 9 . 1) 

E n e l c a s o p a r t i c u l a r en que l a s m e d i a s s e a n c e r o 

Q ( * ) = 
E [X(t.) ] . CX(t. +T ) ] 

i i 

E . X(t.) ] 2 . J E [ X ( t . + T ) ] 2 

C ( T ) 
c( 0) 

( 1 0 . 9 . 2 . ) 

En l a l i t e r a t u r a t é c n i c a se d e n o m i n a func ión a u t o c o r r e l a c i ó n a -

( 1 0 . 8 . 2 . ) o a ( 1 0 . 8 . 3 . ) cuando en r i g o r v i e n e dado p o r ( 1 0 . 9 . 1 . ) . E n el 

c a s o de m e d i a s n u l a s , l a a u t o c o r r e l a c i ó n e s l a a u t o c o v a r i a n z a n o r m a l i z a d a 

( 1 0 . 9 . 2 . ) . De aqu í en a d e l a n t e se s u p o n d r á p a r a m a y o r s i m p l i f i c a c i ó n que 

m a n e j a m o s p r o c e s o s de m e d i a c e r o y que C(0) = 1, y p o d r e m o s e m p l e a r 

e l n o m b r e de a u t o c o r r e l a c i ó n que n u m é r i c a m e n t e c o i n c i d i r á con l a a u t o c o -

v a r i a n z a . C o n s i d e r e m o s que l o s p r o c e s o s en e s t u d i o son e r g ó d i c o s , que -

e s e l c a s o m á s f r e c u e n t e en l a t é c n i c a , p o r lo que l o s e s t a d í s t i c o s de 

con jun to c o i n c i d i r á n con l o s de t i e m p o . 

E n v i r t u d de l a s c o n s i d e r a c i o n e s a n t e r i o r e s , l a f u n c i ó n au toco — 

r r e l a c i ó n que m a n e j a r e m o s e s : 

R( x ) - l i m 
T—> oo 

s i se t r a b a j a con e s t a d í s t i c o s de t i e m p o o t a m b i é n 

f(x. x . , T) X.X. dx. dx . ( 1 0 . 9 . 4 . ) 
I J I J I J 
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si se u t i l i z a la f u n c i ó n d e n s i d a d b i d i m e n s i o n a l . 

V a m o s a v e r su s p r o p i e d a d e s f u n d a m e n t a l e s : 

a . ^ • 
1—. - R e s f u n c i ó n ú n i c a m e n t e de T p o r s e r e l p r o c e s o e s t a c i o n a 

r i o . 
cL 2—.- Si T e s lo s u f i c i e n t e m e n t e g r a n d e p a r a p o d e r c o n s i d e r a r 

a l a s v a r i a b l e s a l e a t o r i a s X(t.) y X(t . + X ) c o m o e s t o c á s t i c a m e n t e inde — 
i i 

p e n d i e n t e s , s e t e n d r á : f (x. x.) = f(x.) . f(x.) y p o r e l lo 
1 3 ^ J 

R ( t ) = X(t ) . X(t ) = X(t ) . X(t ) ( 1 0 . 9 . 5 . ) 
J J 

y b a s t a que una de l a s v a r i a b l e s t enga m e d i a nu la p a r a que R( t ) = 0. E n 

g e n e r a l e s t a c i r c u n s t a n c i a s e da en l o s c a s o s p r á c t i c o s p o r lo que 

l i m R ( t ) = 0. 
X—• a 2 2 

3—. - R(0) = X (t) = < [ X (t) ] > e s d e c i r la v a r i a n z a . 
a ' 

4—. - R ( T ) e s una f u n c i ó n p a r . 

E n e f e c t o 

R( T ) = < X(t) X(t + x ) > = <X(t - t ) X(t) > = R(-T ) ( 1 0 . 9 . 6 . ) 

De e s t a p r o p i e d a d se h a c e u s o de t r a t a r de l e s p e c t r o p o t e n c i a . . 

• a • 

5—, - E l v a l o r m á x i m o de R se t i e n e p a r a X- 0. 

E n e f e c t o , de l a d e s i g u a l d a d 

se d e d u c e 

y p r o m e d i a n d o 

[ X(t) ± X(t + 4 ] 2 > 0 

X 2 ( t ) + X 2 ( t + x ) ± 2 X(t) X(t + t ) > 0 

< X 2 (t) > + < X 2 ( t + t ) > + 2R( x ) 

y p o r la t e r c e r a p r o p i e d a d s e r á : 

2 R(0) > 2 | R ( t ) | ( 1 0 . 9 . 7 . ) 



- 1 4 0 -

a • 
6 . - Sean t , t , t un c o n j u n t o de v a l o r e s d e l p a r a m e t r o 1 2 n 

t de l p r o c e s o ( r e a l o c o m p l e j o ) X(t) y z^ , z^> • • • ° , z^ , un c o n j u n t o de -

n ú m e r o s ( r e a l e s o c o m p l e j o s , según s e a e l p r o c e s o ) . Se d i c e que una fun-

c ión R( T) e s d e f i n i d a p o s i t i v a cuando p a r a todo con jun to de v a l o r e s t . 
c o m o lo s i n d i c a d o s a n t e r i o r m e n t e , se v e r i f i c a : 

N 
* 

y z-i j 

y R( t . - t.) z . z . > 0 x= t . - t . 
i , j = 1 1 ' 1 J " 1 J 

(10. 9 . 8 . ) 

V a m o s a c o m p r o b a r e s t a p r o p i e d a d p a r a l o s p r o c e s o s r e a l e s que 

son l o s que e s t a m o s m a n e j a n d o . F o r m e m o s la e x p r e s i ó n : 

N N N 
E( | Z X(t ) z | ) = E( £ X(t ) z E X(t ) z ) > 0 

i= l i= l j= l 3 3 

que a p l i c a n d o l a d e f i n i c i ó n de a u t o c o r r e l a c i ó n , se t r a n s f o r m a en: 
N 
^ R( t _ t ) z z > 0 (10. 9. 9 . ) 

i» j= l j i 1 j 

p o r s e r el v a l o r m e d i o de una v a r i a b l e a l e a t o r i a no n e g a t i v a . 

L a f u n c i ó n R se ha de f in ido d e n t r o de un m i s m o p r o c e s o a l e a t o -

r i o . Sin e m b a r g o p o d e m o s c o n s i d e r a r v a r i a b l e s a l e a t o r i a s r e f e r i d a s a p ro -

c e s o s d i s t i n t o s . A e s t e c a s o n o s r e f e r i m o s b r e v e m e n t e en ( 1 0 . 8 . ) a l h a — 

b l a r de c o v a r i a n z a . P o d e m o s i m a g i n a r , p o r e j e m p l o , un sisteVna cuya e n -

t r a d a e s una s e ñ a l e s t o c á s t i c a X(t) y su s a l i d a es t a m b i é n e s t o c á s t i c a 

Y(t) . ( f ig . 1 0 . 3 . ) 

X(t) Y(t) 
K». w 

F i g . 1 0 . 3 . 

E s p o s i b l e c o n s i d e r a r 
00 DO 

E [X(t) . Y ( t ) ] = J ^ . y F ( x y ) dx dy ( 1 0 . 9 . 1 0 ) 

- 00 - oo 

v a l o r m e d i o en e l c o n j u n t o y en l o s i n s t a n t e s t . y t . . 
J 
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Si a m b o s p r o c e s o s son e r g ó d i c o s e l v a l o r a n t e r i o r c o i n c i d i r á con 

<X(t^) Y(t ) > q^te e s e l c o e f i c i e n t e de c o r r e l a c i ó n c r u z a d a e n t r e X(t) e -

Y(t). T e n e m o s así", l a s s i g u i e n t e s f u n c i o n e s de c o r r e l a c i ó n : 

R ( T) = < x(t) x ( t + X ) > = x(t) x( t + X ) 
X X 

R ( t ) = <x( t ) y( t + X) > x-y 

R ( T ) = <y( t ) x( t + T ) > yx 

R
y y ( r ) = <y( t ) y(t + t ) > 

que s u e l e n d i p o n e r s e en f o r m a m a t r i c i a l : 

R R xx xy 

R R yx yy 

x(t) y(t + X ) 

= y(t) x( t + X ) 

= y(t) y(t +t ) 

E j e m p l o s . 

1). - Sea e l p r o c e s o 

X(t) = A s en (t + & ) 

en e l que -A e s una c o n s t a n t e y ^ e s t á d i s t r i b u i d a u n i f o r m e m e n t e en el -

i n t e r v a l o C 0, 2 Tí . 

Se d e s e a h a l l a r la f unc ión de a u t o c o r r e l a c i ó n . 

V a m o s a o p e r a r s o b r e la b a s e de e m p l e o de e s t a d í s t i c o s de t i e m -

po. T e n d r e m o s : 
ST A T 

< y(t)> = l i m 
T—•do 2T ¡en (t ) dt = l i m 

- T 2T 
( s e n t eos $ + 

+ eos t s en •9-) dt = 0 

luego el v a l o r m e d i o en e l t i e m p o e s c e r o . E l v a l o r c u a d r á t i c o m e d i o , que 

c o i n c i d i r á con l a v a r i a n z a , s e r á : 

2 A 2 
< y (t) > = l i m — - / s en (t + 3 ) dt 
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H a c i e n d o t +-9* = u y d e s c o m p o n i e n d o e l i n t e g r a n d o , queda : 

T + •& 
2/ v A < y (t) >= l i m 

T — • í x í 
, 1 e o s 2 u . , 
( - T - 1 ) du = 

- T + $ 

A' 

L a c o v a r i a n z a s e r a : 

<y( t ) . y( t + ) > = l i m s e n (t + . s en ( t + T + ) dt 

= l i m 
T oo 

e o s f 2(t + 4 ) + t ] - e o s T dt eos % 

luego : R ( T ) 
A / 4 e o s X 1_ 

A2/2 
e o s X 

2 ) . - L a s e ñ a l t e l e g r á f i c a a l e a t o r i a 

C o n s i d e r e m o s un g e n e r a d o r que p r o d u c e i m p u l s o s cuya d u r a c i ó n 

e s a l e a t o r i a y cuya a m p l i t u d e s + E ó - E . L a o c u r r e n c i a de i m p u l s o s se 

supone que s igue una L e y de P o i s s o n s i endo X / 2 el n u m e r o m e d i o de im-

p u l s o s p o r un idad de t i e m p o . 

E n l a f i g u r a 1 0 . 4 . s e da una r e p r e s e n t a c i ó n de una de l a s i n f i m 
» 

t a s p o s i b l e s r e a l i z a c i o n e s . 

+ E 

- E 

t 

F i g . 1 0 . 4 . 

E l n ú m e r o m e d i o de v e c e s que se c r u z a el e j e c e r o , e s X , p o r 

lo que en un p e r i o d o T, h a b r á X . T c r u c e s p o r t e r m i n o m e d i o . L a probabi_ 

l i dad de que en e l i n t e r v a l o CO, T ] h a y a n c o r t e s de l e j e c e r o e s : 
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P (T) = —LAJp e
 T (L,ey d e P o i s s o n ) n n ! ' 

E l c á l c u l o de l a f u n c i ó n a u t o c o r r e l a c i ó n lo e f e c t u a r e m o s m e d i a n t e 

l a e x p r e s i ó n : 

R ( t ) = E C x í t j ) . x ( t j + T ) ] = Z I X J • x 2 f ( X i x 2 ) = E 2 [p ( + E, + E) -

- p( + .E , : : - E ) - p ( - E, + E) + p ( - E , - E ) ] 

A h o r a b ien , p( + E + E) e s l a p r o b a b i l i d a d de t e n e r + E en el i n s t a n t e t y 

+ E en t + X , que e s i gua l a l a p r o b a b i l i d a d de t e n e r + E en e l i n s t a n t e 

t^ p o r l a de p a s a r de + E a + E en e l i n t e r v a l o £ t , t^ + % ] • E s t a s e -

gunda p r o b a b i l i d a d e s i g u a l a l a p r o b a b i l i d a d de que h a y a un n ú m e r o p a r -

de c o r t e s en e l e j e 0 e n t r e (t^ y t + t ) . E n t o n c e s : 

p( + E r + E ) = p( + E ) . p( + E | + E) = — . 2
 ( ^ ) n • e " X T 

n, p a r 

ya que l o s e s t a d o s + E y - E son e q u i p r o b a b l e s . 

A n á l o g a m e n t e 

p ( - E ^ + E) = p( + E j , - E) 

y . - • 

p( + E r - E ) = p ( + E ) . p ( - E | + E ) = . Z < X J > e " * T 

« n, i m p a r 

E n t o n c e s 

r w X r ^ 2 J ^ (X x f ~ X X v (X X ) n - \ T R ( T ) = E . < I —* , e - ¿ , e 1 n ! . n ! n, p a r n, i m p a r 

H e m o s s u p u e s t o que X > 0, p e r o el m i s m o p r o c e d i m i e n t o p u e -

de a p l i c a r s e p a r a X < 0. P a r a c o m p r e n d e r l o s dos c a s o s , p o d e m o s p o n e r : 

R ( X) = E . e 1 1 
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L a r e p r e s e n t a c i ó n g r á f i c a e s l a de l a f i g u r a 10. 15. 

4 R ( t ) 

• t 

F i g . 1 0 . 1 5 . 

1 0 . 1 0 . - LA FUNCION A U T O C O R R E L A CION DE UNA SUMA DE 

P R O C E S O S A L E A T O R I O S . 

Sea Z(t) = X(t) + Y(t) ( 1 0 . 1 0 . 1 ) 

s i endo l o s t é r m i n o s p r o c e s o s e r g ó d i c o s . Una s i t u a c i ó n f í s i c a u s u a l de e s 

t e c a s o se p r e s e n t a cuando X(t) r e p r e s e n t a una s e ñ a l en un d e t e r m i n a d o 

s i s t e m a e Y(t) e l r u i d o que la a c o m p a ñ a 

R Z Z ( T ) = < Z(t) Z( t + T ) > = Z(t) Z( t + t ) = x ( t ) . X(t + t ) + 

+ Y(t) y(t + t ) + X(t) Y(t + t ) + Y(t) X ( t + T ) = R ( t ) + R ( t ) + 
xx xy 

+ R ( t ) + R ( t ) yx yy 
(10. 10. 2) 

AquiT se a p r e c i a l a a p a r i c i ó n de la c o r r e l a c i ó n c r u z a d a . E n e l c a s o de 

i n d e p e n d e n c i a de X e Y, e s R = R y e n t o n c e s yx xy 

R Z Z ( T ) = R x ( t ) + R
y ( T ) + 2 Y ( t ) ( 1 0 . 1 0 . 3 ) 

Si, c o m o e s u s u a l , en el e j e m p l o s u g e r i d o , Y(t) = 0 , s e r á 

R Z Z = R x (10. 10. 4) 
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E s t o e s , s i uno de los p r o c e s o s t i e n e m e d i a nu la , l a f unc ión de 

a u t o c o r r e l a c i ó n de l a s u m a , e s la s u m a de l a s f u n c i o n e s a u t o c o r r e l a c i ó n -

de l o s p r o c e s o s s u m a n d o s . 

1 0 . 1 1 . - R E S P U E S T A DE UNA R E D A UNA EXCITACION A L E A T O -

RIA. 

Si a la e n t r a d a de un f i l t r o o c u a d r i p o l o cuya f u n c i ó n p o n d e r a l (de 

t e n s i ó n o c o r r i e n t e ) , e s w(t), se a p l i c a una s e ñ a l a l e a t o r i a y e r g ó d i c a X(t), 

l a s e ñ a l de s a l i d a Y(t) s e o b t e n d r á m e d i a n t e la i n t e g r a l de convo luc ión . 

luego : 

X(t) w(t) N 
w w(t) N 

Y(t) 

F i g . 1 0 . 6 , 

Y(t) = / w ( $ ) X(t -•&) d e ( 1 0 . 1 1 . 1 ) 

Si la r e d e s f í s i c a m e n t e r e a l i z a b l e , s e debe c u m p l i r que: 

w ( $ ) = 0 p a r a $ < 0 

00 
Y(t) = y w ( $ ) X(t -•&) d £ (10. 11 .2) 

L a f u n c i ó n de a u t o c o r r e l a c i ó n de Y(t), s e r á : 

T 

R ( T ) 
y 

= l i m 
2T I 

t / _ T 

Y(t) Y(t + t ) dt = l i m 2T 

•T jx> 

/ N w 

T J o J o 

OO (X) 

X(t ) w(6 ) x ( t + T - 6 ) d 6 d ^ dt = / / w ( $ ) w(6 ) [ l i m 
T->oo 2T 

«T 

o * o - T 

OO IX) 

X(t -•&) X(t + t - 6 ) dt ] d 6 d e j ^ ^ w ( )' ( v r-& - ¿ )de d6 

(10. 11 .3 ) 
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que e s la e x p r e s i ó n que da l a f u n c i ó n de a u t o c o r r e l a c i ó n de l a s e ñ a l de -

s a l i d a a p a r t i r de l a c o r r e s p o n d i e n t e a la s e ñ a l de e n t r a d a y de l a f u n c i ó n 

p o n d e r a l de la r e d . 

E j e m p l o . 

S u p o n g a m o s que l a r e d que se m a n e j a e s un c i r c u i t o R C d i f e r e n 

c i a d o r ( F i g . 10 .7 ) y s e le a p l i c a a l a e n t r a d a una s e ñ a l a l e a t o r i a cuya 

f u n c i ó n de c o r r e l a c i ó n e s : 

R ( T ) = N . 6 ( r ) 
x o 

C 
O 1 | y O 

R 

-O 

F i g . 1 0 . 7 . 

M a s a d e l a n t e s e v e r á que e s t a s e ñ a l c o r r e s p o n d e a l l l a m a d o r u i d o b l a n c o . 

Se d e s e a h a l l a r la f unc ión de a u t o c o r r e l a c i ó n de l a s e ñ a l de 

s a l i d a . 

L a f u n c i ó n p o n d e r a l w(t) de l a r e d e s : 

w(t) = ^ ^ e " t / / T con T = R C 

A p l i c a n d o ( 1 0 . 1 1 . 3 ) , t e n d r e m o s : 
/* /oo 

» n r z / R C / 

/ 6 ( T + z - u) du dz 

y r e c o r d a n d o l a s p r o p i e d a d e s de la f u n c i ó n 6 de D i r a c ; 
•NT 

R ( T ) = — V / e - Z / R C e"< T + Z > / R C = ^ V e - T / R C . 
y (RC) / . ( R C ) 2 O 

oo 

- 2 z / R C _ N o - T / R C 
e d Z " 2RC 6 
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p a r a T ^ 0. C o m o e s una func ión p a r , p o d e m o s p o n e r , ya p a r a todo x 

R ( T ) e " M / * C 
y ' 2RC 

L a p o t e n c i a de l a s e ñ a l de s a l i d a s e r á : 

N 

V ® > = T 5 F = 

1 0 . 1 2 . - P R O C E S O S A L E A T O R I O S GAUSSIANOS . 

Se d i c e que un p r o c e s o a l e a t o r i o X(t) e s g a u s s i a n o cuando p a r a 
c u a l q u i e r con jun to f i n i t o de i n s t a n t e s de m u e s t r e o 1 1 . 1 = (t , t , , . . , , . , t ) 

i. i j 1 2 n 
l a s v a r i a b l e s a l e a t o r i a s c o r r e s p o n d i e n t e s X , X , , X s iguen una -

X u XI 
d i s t r i b u c i ó n c o n j u n t a de t ipo n o r m a l o g a u s s i a n a n - d i m e n s i o n a l . 

Si r e p r e s e n t a m o s p o r m . l a m e d i a de X. , p o r L . . l a c o v a r i a n z a 
i i ^ i j 

de X. y X. y p o r A e l d e t e r m i n a n t e de l a m a t r i z c u y o s e l e m e n t o s son l o s 

L e s t o e s : 
i j 

m . = E (X.) 
1 1 ( 1 0 . 1 2 . 1 ) 

L = E [ ( X . - m ) . (X. - m . ) 1 = R( t . , t.) - m . m 
i j 1 i J J i J 1 J 

l a f u n c i ó n d e n s i d a d de p r o b a b i l i d a d n - d i m e n s i o n a l de X^, X^. . . . . , X , 

e s : 

(n n 

l - 0 A I I A ( x . - m . ) ( x . - m . ) 

i= l j= l 1 1 J J J 

(10. 12. 2) 

C o m o v e m o s f(x^ . . . . x ) q u e d a d e t e r m i n a d a s o l a m e n t e en f u n c i ó n 

de l a s m e d i a s y c o v a r i a n z a s . E s t e hecho , c a r a c t e r í s t i c o de l o s p r o c e s o s gau 

s s i a n o s t i ene p o r c o n s e c u e n c i a , que t a l e s p r o c e s o s s i son e s t a c i o n a r i o s en 

s e n t i d o a m p l i o , t a m b i é n lo s e a n en sen t ido e s t r i c t o . E n e f e c t o s i e l p r o -

c e s o e s a l e a t o r i o en s en t i do a m p l i o , se t i e n e ( 1 0 . 6 . ) : 
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m . = m . = m ( p a r a todo i, j) 
i J 

R( t . , t .) = R ( t . - t .) p a r a todo i, j) 
^ J J 

(10. 12. 3) 

E n t o n c e s , l a s c o v a r i a n z a s son f u n c i o n e s de l a d i f e r e n c i a de t i e m 

pos e x c l u s i v a m e n t e (10. 12. 1) y no de ^ o t p o r s e p a r a d o . De a q u í r e s u l -

t a que la f u n c i ó n d e n s i d a d ( 1 0 . 1 2 . 2 ) e s f unc ión de la d i f e r e n c i a de t i e m p o s 

y, p o r c o n s i g u i e n t e , e l p r o c e s o e s e s t a c i o n a r i o en s en t i do a m p l i o . 

Si a l a e n t r a d a de un f i l t r o o r e d l i n e a l s e a p l i c a una s e ñ a l que 

e s un p r o c e s o a l e a t o r i o g u a s s i a n o , l a s a l i d a t a m b i é n e s g a u s s i a n a . E s t e -

h e c h o e s i m p o r t a n t e y se e m p l e a cuando se d e s e a d e s a r r o l l a r en s e r i e de 

F o u r i e r un p r o c e s o a l e a t o r i o g a u s s i a n o . L o s c o e f i c i e n t e s de l d e s a r r o l l o 

son e n t o n c e s v a r i a b l e s a l e a t o r i a s g a u s s i a n a s . 

Si en l a f o r m a c i ó n de X((t) i n t e r v i e n e un e l e v a d o n ú m e r o de f a c t o 

r e s , de f o r m a a l e a t o r i a , en v i r t u d de l T e o r e m a C e n t r a l de l l í m i t e X(t), -

t e n d e r á a s e r de t ipo g a u s s i a n o . 

P o r l a s p r o p i e d a d e s e n u n c i a d a s , e s t e t ipo p a r t i c u l a r de p r o c e s o s 

h a r e c i b i d o un e s t u d i o m u y d e t a l l a d o y c o n s t i t u y e un m o d e l o m a t e m á t i c o -

m u y idóneo p a r a e l e s t u d i o de l r u i d o en l o s s i s t e m a s y p r o c e s o s de co rau 

n i c a c i ó n . 

E J E M P L O . 

E l e j e m p l o m á s t í p i co e i m p o r t a n t e e s e l de l p r o c e s o g a u s s i a n o 

s i n u s o i d a l . P a r a e s t e t ipo de p r o c e s o , que e s e s t a c i o n a r i o , m^ = 0 y 

L( t . t .) = C 2 e o s 2 71 f ( t . - t .) , ( 1 0 . 1 2 . 4 . ) 
i J J 1 

P u e d e d e m o s t r a r s e que, c u m p l i é n d o s e e s t a s c o n d i c i o n e s , X(t) 

r e s u l t a de la f o r m a : 

X(t) = A c o s (JO t + B sen u)t ; tu = 2%í ( 1 0 . 1 2 . 5 ) 

donde A y B son v a r i a b l e s a l e a t o r i a s g a u s s i a n a s de m e d i a 0 y d e s v i a c i ó n 
, 2 2 1 / 2 

t í p i c a <3 . E x p r e s a n d o ( 1 0 . 1 2 . 5 ) en f o r m a p o l a r con V = (A + B ) y 

a r c t g B / A , X(t) p u e d e e s c r i b i r s e en l a f o r m a : 
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XI. ANALISIS E S P E C T R A L DE LOS P R O C E S O S A L E A T O R I O S . 

1 1 . 1 . - INTRODUCCION. 

V a m o s a c o m e n z a r r e v i s a n d o r á p i d a m e n t e l o s conceptos y a cono _ 

c idos de s e r i e s e i n t e g r a l de F o u r i e r que a p l i c a r e m o s a lo l a r g o de e s t e 

Capí tulo a l o s p r o c e s o s a l e a t o r i o s . 

S e a una función x(t) r e a l o c o m p l e j a de la v a r i a b l e t y p e r i ó d i c a , 

de p e r i o d o T. S u p o n g a m o s también que x(t) e s de cuadrado in tegrab le en -

0 < t < T, e s t o e s : 

( 1 1 . 1 . 1 ) 

E n t o n c e s x(t) puede d e s a r r o l l a r s e en s e r i e de F o u r i e r , en l a f o r m a : 

x(t) = 1 c . e j n U J O t u> ( H . l . 2 ) 
_ 00 

c^ e s el n - s i m o coe f i c i en te c o m p l e j o de l d e s a r r o l l o de X(t) y e s t á dado 

p o r : 

x(t) e - j n V dt ( 1 1 . 1 . 3 ) 

S u p o n d r e m o s , en adelante , que l a s funciones x(t) que m a n e j e m o s 

r e p r e s e n t a n s e ñ a l e s e l é c t r i c a s y que la v a r i a b l e t e s e l t i empo . En e s t e 

c a s o , l a condición ( 1 1 . 1 . 1 ) pone de m a n i f i e s t o que l a e n e r g í a de l a s eña l 

e s f ini ta en [ 0 , T 3 . (Se supone que x(t) s e a p l i c a a una r e s i s t e n c i a de -

1 ohmio) . 

L a potenc ia m e d i a de la s eña l e s : 

P | * ( t ) | 2 dt ( 1 1 . 1 . 4 ) 

Del T e o r e m a de P a r s e v a l s e deduce que la po tenc ia puede c a l c u -

l a r s e t ambién med ian te la r e l a c i ó n 

7 2 

«o | C » I - 0 0 

E s t o e s , l a potenc ia total e s igua l a l a s u m a de l a s contr ibuc io-
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n e s a la m i s m a de todos lo s a r m ó n i c o s . L a potencia a s o c i a d a a l a r m ó n i -
2 

co de orden n e s ¡ c n | ' 

Se def ine una función denominada dens idad e s p e c t r a l de potenc ia 

G(f) como aqué l l a cuyo va lor en f nos da la potencia de la seña l conteni-

da en l a banda df df 
(f - - f - , f + o 2 o 2 

E n el c a s o de que x(t) s e a p e r i ó d i c a , su e s p e c t r o e s d i s c r e t o 

por lo que la dens idad e s p e c t r a l e s t a r á f o r m a d a por func iones 6 de D i r a c . 

Se t endrá : 

2 1 
G(f) = I | c j 5 ( f - n f o ) ; f = f ( 1 1 . 1 . 5 ) 

- oo 

Ev identemente , l a potencia contenida en la banda (f , f ) vendrá 
f dada por : / • 2 

G(t) df ( 1 1 . 1 . 6 ) 

y la potenc ia total de l a seña l P s e r á : 

/

IDO 

G(f) . df (11. 1 .7 ) DO 

Si X(t) e s r e a l , c n = c n Y l c n i = | c n | luego G(f) e s p a r . A d e - -

m á s , p o r * def inic ión, s i e m p r e e s p o s i t i v a . 

Se def ine la función a u t o c o r r e l a c i ó n de una función x(t) de una -

f o r m a aná loga a l a que e s t u d i a m o s en £10. 9 . ] : 

R ( t ) = l im - 4 — / x(t + t ) . xtt) dt ( 1 1 . 1 . 8 ) 

S i e m p l e a m o s el d e s a r r o l l o ( 1 1 . 1 . 2 ) , queda : 

TW \ 1 I ~ j m 0) ( t + t ) - jnü) t 
R( x) = lxm / [ 2 c m e J o^ 1 [ I c n e ° ] d t 

T^00 J- T 

( 1 1 . 1 . 9 ) 
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.Ahora bien, c o m o : 

1 / T j l l l ( m - n ) 
vF ¡ 

« / _ T 

l i m / e J " n ) t dt = 6 ( 1 1 . 1 . 1 0 ) 
T —• oo m - n 

R e s u l t a : 
«XJ ~ . 

R ( T ) = 2 j e | E J N U J O t ( 1 1 . 1 . 1 1 ) 
- 0 0 

De e s t a f o r m a , h e m o s c o n s t r u i d o el d e s a r r o l l o en s e r i e de Fou-

r i e r de R ( t ) . L a e x i s t e n c i a de ta l d e s a r r o l l o pone de m a n i f i e s t o que 

R ( t ) e s p e r i ó d i c a . L o s c o e f i c i e n t e s del d e s a r r o l l o en s e r i e de F o u r i e r de 

R ( t ) son l o s c u a d r a d o s de l o s m ó d u l o s de l o s c o e f i c i e n t e s de l d e s a r r o l l o -

de x ( t ) . 

P a r a f u n c i o n e s x(t) que no s e a n p e r i ó d i c a s , s e a p l i c a l a t r a n s f o r 

m a d a de F o u r i e r , que r e p r e s e n t a t a l e s func iones de una f o r m a s i m i l a r a 

c o m o lo h a c e n l a s s e r i e s de F o u r i e r . L a t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r de l a -

función x(t) v i ene dada p o r : 

/»o 
X(f ) = / X(t) e " ^ 1 dt = F [ x ( t ) ] ( 1 1 . 1 . 1 2 ) 

- oo 

y l a t r a n s f o r m a d a i n v e r s a de X(f) p o r : 

/ • D O 

x(t) = / X(f) e J U ) t df (11. 1. 13) 

J - <*> 

S i x(t) no e s p e r i ó d i c a su e s p e c t r o de f r e c u e n c i a s e s continuo 

y el v a l o r X ( f Q ) y a no da l a ampl i tud en f a l s e r a h o r a i m p r o p i o h a b l a r 

de a r m ó n i c o s , s ino que da l a d e n s i d a d de ampl i tud en un i n t e r v a l o inf ini te 

s i m a l c e n t r a d o en f. . o 
L a t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r e s s o l a m e n t e a p l i c a b l e a f u n c i o n e s -

r e p r e s e n t a t i v a s de s e ñ a l e s de e n e r g í a f in i t a . No s e a p l i c a a l a s que tengan 

p o t e n c i a f in i ta y a que c o m o se t o m a un i n t e r v a l o infinito, é s t o i m p l i c a r í a 

que t u v i e r a n e n e r g í a in f in i ta . 

S i h a l l a m o s l a t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r de l a función a u t o c o r r e -

l a c i ó n R( x) de una s e ñ a l p e r i ó d i c a x(t) t e n d r e m o s : 

F C R ( t ) > J ' e " j « T d t = f ° ° I m M 2 " ^ t = 
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00 2 
Z | c n j 6 ( f - n f Q ) = G(f) ( 1 1 . 1 . 1 4 ) 

00 

E s t o e s la t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r de l a función a u t o c o r r e l a c i ó n e s la 

función dens idad e s p e c t r a l de potencia . E s t e re su l tado , denominado t e a r e -

m a de Wiener-Kintchine tiene una va l idez completamente genera l y lo apl i 

c a r e m o s m á s adelante . 

Si x(t) no e s p e r i ó d i c a su e s p e c t r o e s continuo, como ya h e m o s 

dicho. Se define también la función au tocor re l ac ión y l a dens idad e s p e c t r a l . 

V a m o s a ap l i c a r a continuación los métodos aquí" e s b o z a d o s a l -

c a s o en que x(t) s e a un p r o c e s o a l ea tor io . 

1 1 . 2 . - D E S A R R O L L O EN S E R I E DE F O U R I E R DE UN P R O C E S O 

A L E A T O R I O PERIODICO. 

L a d e s c r i p c i ó n de un p r o c e s o a l ea to r io x(t) puede r e a l i z a r s e 

uti l izando la función de au tocor re l ac ión . 

También e s muy útil l a e x p r e s i ó n en f o r m a de s e r i e de F o u r i e r 

sobre todo p a r a aque l los p r o c e s o s que r e p r e s e n t e n s e ñ a l e s . 

V a m o s a e s tud iar p r i m e r o el d e s a r r o l l o p a r a un p r o c e s o periódi^ 

co. 

Solo hay que h a c e r el estudio en el interva lo £0, T] por la p e r i o 

dic idad. 

Se dice que un p r o c e s o a l e a t o r i o x(t) e s per iód ico , de per iodo T, 

cuándo l a s v a r i a b l e s a l e a t o r i a s x(t.) y x(t. + T ) son la m i s m a p a r a c a s i to 
i - i — 

das l a s funciones m u e s t r a . (E l te rmino " c a s i t o d a s " imp l i ca que puede ha-

ber un conjunto de funciones m u e s t r a p a r a el cual no s e a vá l ida l a d e f i n i -

ción, s i bien e s t e conjunto se p r e s e n t a r á con una probabi l idad s ens ib l emen 

te nula). 

Todo p r o c e s o a l ea to r io per iód ico admite un d e s a r r o l l o en s e r i e -

de F o u r i e r cuyos coe f i c i ente s son v a r i a b l e s a l e a t o r i a s . 

C o n s i d e r e m o s un p r o c e s o a l ea to r io x(t) e s t a c i o n a r i o y per iód ico 

de per iodo T. Supondremos también que E [ x(t) 3 = 0 . Su d e s a r r o l l o en 

s e r i e de F o u r i e r , s e r á 

:(t) = S c e ^ o T ^ = _ 2 J L (U.2.I.) x( . _ . . n o - 00 



-154-

con 
c = —=r 

N T 
. . - j n CU t 

x ( t ) . e J o dt ( 1 1 . 2 . 2) 

c s e r á una v a r i a b l e a l e a t o r i a y a que l a i n t e g r a l (11. 212) s e r á d i s t i n t a p a -
n 

r a c a d a r e a l i z a c i ó n d e l p r o c e s o . E s t á s v a r i a b l e s a l e a t o r i a s , son or togona-

l e s , e s t o e s : 
* ( 1 1 . 2 . 3 ) E (c . c ) = 0 (n m) 

n m 

E s t a p r o p i e d a d s o l o e s c i e r t a p a r a l o s p r o c e s o s p e r i ó d i c o s . E n -

e f e c t o , t e n d r e m o s : 

I»T / »T 

E ( c . c * ) = — V " E 
n m ¿ 

- j n 0) t jn 0) s 
x(t) . x ( s ) e . e d s . dt 

y 

R e c o r d a n d o l a de f in i c ión de func ión de a u t o c o r r e l a c i ó n y c a m b i a n 

do el o r d e n de a p l i c a c i ó n de l o s o p e r a d o r e s i n t e g r a l y E , r e s u l t a , r e p r e -

sen tando p o r R( T) l a func ión de a u t o c o r r e l a c i ó n de x(t) , : 

»T /»T 
w *\ 1 
E ( c . c ) = T n m 2 

j ÜO ( m s - n t ) 
R( t - s) . e ° d s dt 

A l s e r x(t) p e r i ó d i c a , R ( t ) t a m b i é n lo e s , y de l m i s m o p e r i o d o T, p o r lo 

que p o d r á d e s a r r o l l a r s e en s e r i e de F o u r i e r : 
jnü) t¡\ 

( 1 1 . 2 , 4 . ) R ( t ) = Z a . e n 
DO 

E n t o n c e s : 

/ 1 E ( c c ) = ; v n m ! m í 

oo jico (t - s) jW ( m s - nt) 
« o o , 
2 a^ e . e d s dt 
- 00 

o " o 

i n t e r c a m b i a n d o l o s o p e r a d o r e s de s u m a c i ó n e i n t e g r a c i ó n y d e s c o m p o n i e n d o 

r e s u l t a : 
V T 

( m - l ) s 
E ( c c * ) = ^ n m 

co 
2 a 1 

n)t f jrn ( 
dt J e d s 

y, p o r c o n s i g u i e n t e : r 

E ( c . c * ) = < n m 

0 ; m 1, n -=f=1 

a ; m = n = 1 

( 1 1 . 2 . 5) 
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* 2 
E n t o n c e s a^ = E(c^ . c^ ) = E(c^) = V a r (c^) . 

De aqui, ex t raernos dos conc lu s iones f u n d a m e n t a l e s : 

1) L o s c o e f i c i e n t e s del d e s a r r o l l o en s e r i e de F o u r i e r de un p r o 

c e s o a l e a t o r i o p e r i ó d i c o son v a r i a b l e s a l e a t o r i a s i n c o r r e l a d a s . O b s é r v e s e -

que la condición ( 1 1 , 2 . 5 ) equiva le p r e c i s a m e n t e a l a anulac ión del c o e f i c i e n 
s * 

te de c o r r e l a c i ó n de l a s v a r i a b l e s c y c 

n m 

2) L a s v a r i a n z a s de l a s a n t e r i o r e s v a r i a b l e s a l e a t o r i a s son p r e -

c i s a m e n t e l o s c o e f i c i e n t e s del d e s a r r o l l o en s e r i e de F o u r i e r de la función 

de a u t o c o r r e l a c i ó n del p r o c e s o . L a v a r i a n z a de l a v a r i a b l e a l e a t o r i a coe f i 

c iente del a r m ó n i c o de orden n(n f^) del d e s a r r o l l o de x(t) e s el coe f i c i en 

te del a r m o n i c o del m i s m o orden en el d e s a r r o l l o de R( t ' ) . 

S i x(t) r e p r e s e n t a una seña l e l é c t r i c a , su e n e r g í a m e d i a , e s l a -

m e d i a de l a s e n e r g í a s de cada una de l a s func iones m u e s t r a : 
rT 

E( / ¡ x(t) i 2 dt) ( 1 1 . 2 . 6 . ) 

o 
y la potenc ia m e d i a de la seña l s e r á : 

rT rT 
p = M - — - Í j x(t) i 2 dt) = 3 ( - L - / x (t) x % ) dt) 

J o 

introduciendo el d e s a r r o l l o en s e r i e de F o u r i e r de x(t) , t e n d r e m o s : 

'"i' j ' oo j n (JJ t oo .-jm(U t 
- P = — E ( I Z c e E c * e ° d t ) ( 1 1 . 2 . 7 . ) T I n ^ m / _ OO _ 00 

" o 

r e c o r d a n d o ( 1 1 . 2 . 5 . ) , queda : 

P = 2 a I dt = X a , ( 1 1 . 2 . 8 . ) 

o 

P o r cons igu iente , l a potenc ia e s igual a l a s u m a de l o s c o e f i c i e n t e s 

del d e s a r r o l l o en s e r i e de F o u r i e r de la función de a u t o c o r r e l a c i ó n L a d e n s i -

dad e s p e c t r a l de p o t e n c i a s e r á : 
oo 

G(t) = Z a n 6 ( f - n f o ) ( 1 1 . 2 . 9 . ; 

- DO 

y, en e fec to r e s u l t a 
P = I G(f) df 

# - oo 
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V a m o s a c o m p r o b a r que G(f) e s l a t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r de 

R ( T ) . En e fec to R(T) e s por (11. 1) igua l a 

™ jn V 00 J o 
R( T ) = 2 a e ( 1 1 . 2 . 10) 

- 00 

/•T con / -jnUJ t • 
a R( t ) e ° dT ' ( 1 1 . 2 . 1 1 ) 

L a t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r F £R( x) 3 > s e r á : 

( 1 1 . 2 . 12) 
00 

2 a 5 (f - n f ) n o - - 083: 

c o m o q u e r í a m o s d e m o s t r a r . E s t e i r e s u l t a d o que s e ha obtenido aquí' en un 

c a s o p a r t i c u l a r , t iene una va l idez c o m p l e t a m e n t e g e n e r a l p a r a cua lqu ier -

p r o c e s o a l e a t o r i o y s e e s t a b l e c e r á en ( 1 1 . 3 . ) . 

1 1 . 3 . - E L E S P E C T R O DE POTENCIA ' D E UN P R O C E S O . T E O R E -

MA D E W I E N E R - K I N T CHINE. 

S i c o n s i d e r a m o s a x(t) c o m o r e p r e s e n t a t i v a de un vo l t a j e de tipo 
2 

a l e a t o r i o , el m o m e n t o de segundo orden E [ x ( t ) ] nos d a r á l a potenc ia 

m e d i a d i s i p a d a cuando la tens ión x(t) s e a p l i c a a l o s t e r m i n a l e s de una r e 

s i s t e n c i a de 1 ohmio. E s t e v a l o r co inc ide con R(0) como ya se vio en 

( 1 0 . 9 . ) . Suponiendo que l a potencia m e d i a e s f inita, v a m o s a e s t u d i a r c ó -

m o s e d i s t r i b u y e con l a f r e c u e n c i a de te rminando lo que s e l l a m a dens idad 

e s p e c t r a l de potenc ia o m á s b r e v e m e n t e e s p e c t r o de potenc ia . 

C o m o v a m o s a p a s a r a l ámbi to o dominio de l a f r e c u e n c i a s e r á -

n e c e s a r i o a p l i c a r a x(t) l a in tegra l de F o u r i e r . A h o r a bien, x(t) no s e anu 

l a r á en g e n e r a l en el infinito por lo que e s t a in tegra l no e s convergente -

por lo que el p r o b l e m a se in ic ia c o n s i d e r a n d o una r e s t r i c c i ó n o t r u n c a t u r a 

de x.(t) en el in te rva lo [ 0 , T ] ( f ig . 1 1 . 1 . ) . 
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r 

X T ( t ) =. 
x(t), O < t < T 

O, t J ¡O, T ] 

• t 

F i g . 1 1 . 1 . 

En e s t e c a s o ya e x i s t e t r a n s f o r m a d a F o u r i e r de x (t) 

DO FI-£ 

x ^ f ) = / x T ( t ) e " j ü 5 t d t = / x(t) e " j ü 3 t dt ( 1 1 . 3 . 1 ) 

DO 

X T ( f ) e s l a dens idad de ampl i tud p a r a l a f r e c u e n c i a f. Se def ine l a d e n s i -

dad e s p e c t r a l de potenc ia de x(t), asi": 

E í I X (f) | ¿ J 
G(f) = l im 

T—> <*> 
( 1 1 . 3 . 2 ) 

Como 

T e n d r e m o s : 

x T ( f ) I 2 = x T ( f ) . x T # (f) ( 1 1 . 3 . 3 ) 

= C | X T ( f ) | ^ = E i Í Í 

I V o e/ o 

x ( s ) x(t) e ^ ^ - 1 ) ds dt 

( 1 1 . 3 . 4 ) 

Introduciendo el o p e r a d o r E dentro de la i n t e g r a l y r e c o r d a n d o la d e f ñ ü 

ción de función a u t o c o r r e l a c i ó n , r e s u l t a : 

E í I V F ) F 3 = 

>T /*T 

O eJ O 

R ( t - s ) e " j t u ( t - ds dt 

( 1 1 . 3 . 5 ) 
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Haciendo, ahora , el c a m b i o 

r 
X - t - s 

t = t 

T e n d r e m o s : 
•T /• T /»° /®T + x -í EC | X T ( f ) | 2 ] = / / R ( T ) e - j f f l T d T d t + f ( R ( t ) 

o o 
" • T o 

e " j t " T d t d t = T / R ( t ) . (T - T ) e " j W T d t + T / R ( t ) . ( T + t ) e " j ^ 

- T 

y, en v i r tud de l a p a r i d a d de R ( T ) , p o d e m o s poner : 
/» T 

X T ( f ) | 2 3 = J T ( 1 - J ^ - ) R ( t ) e " j U 3 t d r ( 1 1 . 3 . 6 ) 

Cuando T-^®«el p r i m e r f ac to r de l integrando t iende a l a unidad -

y l a i n t e g r a l s e conv ier te en l a t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r de R( x) • P o r -

cons iguiente , l a función dens idad e s p e c t r a l de potenc ia de un p r o c e s o a l e a 

tor io e s l a t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r de l a función a u t o c o r r e l a c i ó n del pro-

c e s o , r e s u l t a d o que s e conoce con el n o m b r e de T e o r e m a de Wiener-

Kintchine, como ya h a b í a m o s menc ionado p r e v i a m e n t e . A s í : 

'oo 
i 03 X 

/

oo 
S 

00 

G(f) = / R ( t ) e J d x ( 1 1 . 3 . 7 ) 

v t ambién : 

/

'oo 

G ( f ) e j a 3 T d f ( 1 1 . 3 . 8 ) 

®o 

Como R( X) e s p a r , ( 1 1 . 3 . 7 ) puede t ambién e s c r i b i r s e en l a for-

m a : 

/

oo 

R( X) . eo s tu r d X ( 1 1 . 3 . 9) 

Como t ambién G(f) e s p a r , p o d r e m o s e s c r i b i r ( 1 1 . 3 . 8 ) a s í : 
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R ( t ) = 2 / G(f) eos 03 T d f ( 1 1 . 3 . 1 0 ) 

®x> 

L a función G(f) que a q u í h e m o s definido y c a l c u l a d o e s t á def inida 

p a r a f r e c u e n c i a s p o s i t i v a s y n e g a t i v a s . Debido a su s u m e t r í a a lgunos auto-

r e s l a def inen y m a n e j a n sólo p a r a f r e c u e n c i a s p o s i t i v a s . Si l l a m a m o s 

G + ( f ) a l a función dens idad def inida só lo p a r a f r e c u e n c i a s p o s i t i v a s s e 

t iene: 

G (f) = 2 G(f) u(f) (11. 3. 11) 

s iendo u(f) l a función e s c a l ó n unidad. 

L a potenc ia m e d i a total de la s eña l X(t) , que en ( 1 0 . 9 . ) se vió 

que venia dada por R(0) s e obtendrá t ambién por i n t e g r a c i ó n de la función 

dens idad : 

/

I oo 

G(f) df ( 1 1 . 3 . 12) 

DO y por la p a r i d a d de G(f) 

/®oo /®do 

P = 2 / G(f) df = / G (í) df ( 1 1 . 3 . 1 3 ) 

quedando a s í c o m p r o b a d a la r e l a c i ó n ( 1 1 . 3 . 1 1 ) . E m p l e a n d o G + ( f ) , ( 1 1 . 3 . 9 ) 

s e t r a n s f o r m a en: 

( 1 1 . 3 . 14) 

y ( 1 1 . 3 . 10) en: 

R ( t ) = / G (f) eos 03 t df ( 1 1 . 3 . 1 5 ) 

'O 

L a s r e l a c i o n e s b á s i c a s ( 1 1 . 3 . 7 ) y ( 1 1 . 3 . 8 ) y, por cons iguiente , 

t o d a s l a s d e m á s que s e han deducido de e l l a s , s e r á n v á l i d a s s i e m p r e que 

e x i s t a t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r de R(T ), lo cual o c u r r i r á s i R ( T ) e s 

a b s o l u t a m e n t e i n t e g r a b l e . S i R ( t ) e s p e r i ó d i c a , no podrán a p l i c a r s e e s t o s 

r e s u l t a d o s en el sent ido de que G(f) no s e r á una función continua, s ino que 

e s t a r á const i tu ida por funciones 6 . E s t a s i tuac ión l imi te s e ha v i s to ya -

en ( 1 1 . 2 . ) . En e s t e c a s o puede o b s e r v a r s e que 
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E í | X (£) | 2 ] 
G(f) = l i m ^ ( 1 1 . 3 . 1 6 . ) 

T — • oo T 

E n e l c a s o en que x(t) t enga un v a l o r m e d i o no nulo ( componente 

de f r e c u e n c i a 0), G(f) t iene una s i n g u l a r i d a d en el o r i g e n y en tonce s 

G(f) df = ( E [ x ( t ) ] ) 2 + j G x ( f ) df 

o b ien 

G(f) = ( E [ x ( t ) ] } 2 6 (f) + G x ( f ) ( 1 1 . 3 . 1 7 . ) 

E n e s t o s c a s o s , e s a v e c e s út i l i n t r o d u c i r l a d e n s i d a d e s p e c t r a l 

n o r m a l i z a d a 
G 1 ( f ) 

S(f) = - ( 1 1 . 3 . 1 8 . ) 
flOQ I G , ! 

& O 
j ( f ) df 

o 

E J E M P L O . 

V a m o s a d e t e r m i n a r e l e s p e c t r o de p o t e n c i a de una s e ñ a l t e l e g r á 

f i c a a l e a t o r i a c u y a func ión a u t o c o r r e l a c i ó n fue c a l c u l a d a en ( 1 0 . 9 - ) - S e " 
y t e n i a : 

, . 2 - 2 X T 
R( r ) = E e 1 

A p l i c a n d o ( 1 1 . 3 . 7 ) t e n d r e m o s : 

r 2 / 0 0 - 2 X t G(f) = 2 E / e . e o s ou X d % 

y c a l c u l a n d o l a i n t e g r a l , r e s u l t a : 

G(f) = ; • ? ( - " > < f < + oo) ( 1 1 . 3 . 1 9 . ) 
2( \ ¿ + 7t í ) 

E l v a l o r de G (f) s e r á : 

G ( f ) = - ^ ^ - T - T - < f < ( n - 3 - 2 0 - ) 
+' ' % 2 2 Í 2 

\ + % f 
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1 1 . 4 . - D E S A R R O L L O E N S E R I E DE F O U R I E R DE UN P R O C E S O 

NO P E R I O D I C O . 

E n el c a s o en que el p r o c e s o a l e a t o r i o no s e a p e r i ó d i c o , l a s 

c o n c l u s i o n e s a n t e r i o r e s no son v a l i d a s . E n t o n c e s el e s p e c t r o ya no s e r á -

d i s c r e t o , s ino continuo. E l es tudio s e r e a l i z a tomando una r e s t r i c c i ó n del 

p r o c e s o en (0, T' ) y hac iendo que T — • GD . E s t a m o s aquí" en una s i tua-

ción aná loga a l a que s e p lantea en el es tudio de func iones no p e r i ó d i c a s 

med ian te el método de F o u r i e r . 

Como se s abe , l a función s e l a c o n s i d e r a p e r i ó d i c a en £ 0, T ] , 

s e e s t a b l e c e su d e s a r r o l l o en s e r i e y se pasa a l l imi te . E s t e método condu 

ce a l a i n t e g r a l de F o u r i e r que e s l a que s e u t i l i za p a r a l a r e p r e s e n t a - -

cion e s p e c t r a l de func iones no p e r i ó d i c a s . Como la s e p a r a c i ó n entre dos -

a r m ó n i c o s c o n s e c u t i v o s e s i n v e r s a m e n t e p r o p o r c i o n a l a T, cuando T—& 0 0 

e s t a s e p a r a c i ó n s e h a c e i n f i n i t e s i m a l y el e s p e c t r o in ic i a l d i s c r e t o s e 

conv ier te en continuo. 

L a condición ex ig ida p a r a que una función s e a t r a n s f o r m a b l e me-

diante l a i n t e g r a l de F o u r i e r e s que su e n e r g í a s e a f ini ta . 

C o n s i d e r e m o s , entonces , un p r o c e s o e s t a c i o n a r i o x(t) no periodj^ 

co . S iguiendo l a s d i r e c t r i c e s a n t e r i o r e s , e l e g i r e m o s T y lo s u p o n d r e m o s -

p e r i ó d i c o . D e s p u e s h a r e m o s tender T a infinito. T e n d r e m o s : 

° ° jntt) t 
x(t) = S c e ° ;<D ^ = - 4 ¡ r - ( 1 1 . 4 . 1 . ) n o í - oo 

con 

n 

- jnUJ t 
c = 4 - I x(t) e ° ( 1 1 . 4 . 2 . ) 

l a r e p r e s e n t a c i ó n e s v á l i d a s o l a m e n t e en el in terva lo £ 0, T ] • P o r s e r 

el p r o c e s o e s t a c i o n a r i o , su e s t r u c t u r a e s t a d í s t i c a s e r á l a m i s m a en e s t e 

in te rva lo que en o t ro c u a l q u i e r a de l a m i s m a ampl i tud . 

Ahora R( X) ya no s e r á p e r i ó d i c a . Se tendrá : 
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# ,x. jn 0) t - j m o ) ( t + t ) 
R ( t ) = E £x ( t ) . x (t + x ) ] = [ "E I S c . c ' e . e ] = 

m n 

i(n - m)ttl t - j m üú t * o o = 1 2 E (c . c ) e . e n m m n 

r e s u l t a d o vá l ido s i t y t + T p e r t e n e c e n al in terva lo £ 0 , T3dentro del -

cua l s e e s t á t r a b a j a n d o . Ahora , no s e c u m p l i r á la condición de i n c o r r e l a -

ción de c y e * . Sólo s e cons igue su s a t i s f a c c i ó n en el c a s o l imi te p a r a 
n m 

T—too . E n e fec to : 

* 1 Í Í ja» ( m s - n t ) 
E ( c n . c j = r j j R ( t - s ) e . d s dt 

^ o o 

( 1 1 . 4 . 3 . ) 

Haciendo el c a m b i o : 

t - s = u 

s 
~ = V 

J l-v) 
r e s u l t a : 

# f 1 j 03 ( m - n ) v T I -jn 03 u 
T . E ( c • c m ) = / e ° dv / R(u) e ° du 

/ V T 
( 1 1 . 4 . 4 . ) 

S i a h o r a h a c e m o s que T — • 0 0 , l a segunda i n t e g r a l t iende a l -

v a l o r G(f ) cons tante e independiente de v y la p r i m e r a t iende a c e r o , 

luego: 

l i m T . E [ c , c * ] = 0 , (n m) ( 1 1 . 4 . 5 . ) 
„ n m 
X — 

Si m = n, r e s u l t a : 

L i m T _ E ( c , c * ) = G ( f ) ( 1 1 . 4 . 6 . ) 
T—•<*> v n m ' x n ' v ' 

s iendo G(f) l a función dens idad e s p e c t r a l de potencia de l p r o c e s o dado 
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x(t) . 

Como en g e n e r a l lo s p r o c e s o s que m a n e j a r e m o s s e r á n r e a l e s , 

v a m o s a p a s a r lo s r e s u l t a d o s obtenidos a l campo r e a l . S e a x(t) r e a l . Su 

r e p r e s e n t a c i ó n en s e r i e de F o u r i e r , s e r á de l a f o r m a : 

oc 
x ( t ) = E (a eos n0) t + b . s e n n d ) t ) ( 1 1 . 4 . 7 . ) , n . o n o x ' n= l 

y 

a^ = ~ ~ / X(t) . eo s na) t dt ( 1 1 . 4 . 8 . ) n i i o 

•T 

b = I X(t) . sen nuü t dt ( 1 1 . 4 . 9 . ) n i / o 

L a s p r o p i e d a d e s l imi te ( 1 1 . 4 , 5 . ) y ( 1 1 . 4 . 6 . ) s e e x p r e s a r á n 

a h o r a a s í : 

l i m T . E [ a . a 1 = 0 
T—too n m 

(m n) ( 1 1 . 4 . 10. ) 

l i m T . E f b . b " 1 = 0 ._, n m -1 
T > CX3 

L i m T . E [ a . b 1 = 0 ( p a r a todo m , n) ( 1 1 . 4 . 1 1 . ) 
^ n m J ^ ' x ' 

T-^-* yo 

l im T . E [a2 J = l im T . E [ b 2 ] = G(f ) ( 1 1 . 4 . 12. ) 
T —•oa n T _ j ( . C l < , 11 2 n 

E l hecho de r e p r e s e n t a r el p r o c e s o x(t) mediante una -
s e r i e de F o u r i e r s e t r aduce en que o b t e n d r e m o s una r e p r e s e n t a c i ó n aproxi_ 

m a d a p a r a su dens idad e s p e c t r a l continua G(f) en f o r m a de una s e r i e de -

func iones 6 e q u i e s p a c i a d a s y de v a l o r l / T G(fn) con un in te rva lo de s epa- -

r a c i ó n f , - f = f - - y a s í cuando T — e s t a s e p a r a c i ó n t iende a -
n + 1 n o T ^ 

c e r o y nos a c e r c a m o s m a s a l a c u r v a continua, ( f ig . 1 1 . 2 . ) 

V o l v e m o s a i n s i s t i r a q u í en que la s i tuac ión e s aná loga a l a 

que s e p lantea en el p a s o de l a s s e r i e s de F o u r i e r a l a i n t e g r a l de F o u r i e r , 
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F i g . 1 1 . 2 . 

Hay un c a s o excepc iona l que m e r e c e : s e r d e s t a c a d o . 

Si x(t) e s un ru ido blanco, e s to e s , s i su dens idad e s p e c t r a l e s 

cons tante e independiente de la f r e c u e n c i a , l o s c o e f i c i e n t e s de su d e s a r r o -

llo en s e r i e de F o u r i e r e s t án i n c o r r e l a d o s . En efecto , s e a : 

G(f) = 
N r 

( 1 1 . 4 . 13. ) 

Apl icando el T e o r e m a de Wiener-Kintchine ( 1 1 . 3 . 8 . ) , s e obtiene: 

N 
R ( T ) = ( T ) ( 1 1 . 4 . 14. ) 

y rep i t iendo el cá l cu lo a n t e r i o r s e l l e g a a : 

* -i E f c >„ c 1 = u n m J 

N . T sen tu (m-n) . T / Z 

03 (m - n) . T / Z 
o 

((11.4. 15 . ) 

y como T = Z 7t/oJ , r e s u l t a : o 

N . T 
E [ c . c ] = 

n m Z 
sen 7t(m - n) 

7C (m - n) ( 1 1 . 4 . 16 . ) 

de donde s e deduce : 

E Te • c ' ] = 0, (m ^ n) n m 
( 1 1 . 4 . 17) 

E [ c . c > Clc I ] u n m LI n l J 

N . T 
o •, (m = n) ( 1 1 . 4 . 18 . ) 

por lo que 
i 7 N 

^ - E [ | c r > — - 2 - = G(f ) 
T 1 n 1 J Z v n' 

( 1 1 . 4 . 19 . ) 



- 1 6 5 -

1 1 . 5 . - R E L A C I O N E S DE POTENCIA E N UNA R E D L I N E A L . 

E s t a m o s a h o r a en condic iones de a m p l i a r e l e s tudio r e a l i z a d o 

en ( 1 0 . 1 1 . ) s o b r e e l c o m p o r t a m i e n t o de una r e d l inea l ante una exc i tac ión 

a l e a t o r i a , 

L a función de a u t o c o r r e l a c i ó n a la s a l i d a venía dada ( 1 0 . 1 1 . 3 ) -

por : 
A>o /• oo 

R ( T) = / / w(.& ) . w(6 ) R x ( t + 6 - 6) d $ d 6 

t/ o Jo 

x(t) b w(t) w(t) ^ y(t) 

te : 

F i g . 1 1 . 3 . 

L a potenc ia de la s eña l de s a l i d a , s e r á R^(0) ; 

R ( 0 ) = 

roo r oc 
w(& ) . w ( ó ) R j # - 6 ) d-8- d 6 ( 1 1 . 5 , 1 . ) 

o e/o 
x 

Hac iendo el c a m b i o t = -9- - ó , -8- = $ , t e n d r e m o s s u c e s i v a m e n 

R y ( 0 ) = w(&) - t j ) R x ( T l ) d $ d-Tj = / R x ( ^ 1 ) d t 1 / w ( S ) 

o ^o o 

¡ - T ) d-8-
»oo 

( 1 1 . 5 . 2 . ) 

L a función G( T^) = / w(-S ) . w(-8- - t^) d , r e p r e s e n t a la 

convolución de w($ ) con w ( - $ ) : 

G( Tj) = ) * w(- 3 ) (11. 5 . 3 . ) 

S i h a l l a m o s su t r a n s f o r m a d a de F o u r i e r , y l l a m a m o s H(f) a l a 

t r a n s f o r m a d a de w ( $ ) , t e n d r e m o s t r a n s f o r m a n d o ( 1 1 . 5 . 3 . ) : 
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F [ G ( T ] = H(f) „ H * ( f ) = | H ( f ) | 2 ( 1 1 . 5 . 4 . ) 

D a d a s d o s f u n c i o n e s f(t), ip (t) c u y a s t r a n s f o r m a d a s de F o u r i e r 

son F ( f ) , $ (f), e l T e o r e m a de P a r s e v a l e s t a b l e c e que: 
oo - í*oc 

f(t) . ip (t) dt = / F ( f ) . $ ( f ) df ( 1 1 . 5 . 5 . ) 

P o d e m o s e s c r i b i r a h o r a ( 1 1 . 5 . 2 . ) asi' : 

/

oo 

R ( t . ) . G( T.) d T. (11. 5. 6 . ) x r i i 
S i a p l i c a m o s a ( 1 1 . 5 . 6 . ) e l r e s u l t a d o ( 1 1 . 5 . 5 . ) r e c o r d a n d o que -

F [ R ( t j ) J = G (f), d e n s i d a d e s p e c t r a l de x(t) , t e n d r e m o s : 

que nos da l a p o t e n c i a de l a s e ñ a l de s a l i d a de l a r e d . O b s e r v a m o s que -
2 • 

j H(f) | e s e l f a c t o r p o r e l cua l l a r e d a tenúa l a p o t e n c i a a l a f r e c u e n c i a 

f, lo que da una i n t e r p r e t a c i ó n f í s i c a a l T e o r e m a de W i e n e r - K i n t c h i n e . Se 

s i g u e de aquí ' que l a d e n s i d a d e s p e c t r a l de p o t e n c i a de l a s e ñ a l de s a l i d a -

y(t), s e r á : 

G y ( f ) = G x ( f ) . | H ( f ) | 2 ( 1 1 . 5 . 8 . ) 

que e s l a reí:., -.io^ que l i g a l a s f u n c i o n e s d e n s i d a d e s p e c t r a l a l a s a l i d a y 
& 

a l a e n t r a d a de l a r e d o f i l t r o l inea l , en función de l a r e s p u e s t a con l a -

f r e c u e n c i a de d i cha re4> d a d a p o r ¡ H(f) | . 

1 1 . 6 . - A P L I C A C I O N E S . I D E A S S O B R E RUIDO. 

Una s e ñ a l a l e a t o r i a cuyo e s p e c t r o de p o t e n c i a s e a c o n s t a n t e e 

i g u a l a N / 2 , s e d e n o m i n a i m p u l s o o r u i d o b l anco . E s t a s e ñ a l no e s f í s i -

c a m e n t e r e a l i z a b l e ya que a l s e r l a d e n s i d a d e s p e c t r a l c o n s t a n t e s o b r e to-

do el m a r g e n de f r e c u e n c i a s , n e c e s i t a r í a m o s p a r a g e n e r a r l a una p o t e n c i a 

inf in i ta , s egún s e d e d u c e de l a r e l a c i ó n : 



-167-

Sin e m b a r g o , s e m a n e j a e s t e ruido t e ó r i c o . Su función de auto 

c o r r e l a c i ó n s e r á ; 

• DC 

R(T) = / G (f) e j Ü 3 T d f = — L -
' O ¿ % 

N 
d a) 6 ( T ) ( 1 1 - 6 . 1 . ) 2 ¡ ~ " " 2 

00 v - so 

o s e a , una función i m p u l s o ( 6 de D i r a c ) ap l i cada en t = 0. 

Si e s t e ruido s e a p l i c a a un f i l t r o idea l cuya f r e c u e n c i a de cor te 

e s f , y cuya función de t r a n s f e r e n c i a , en consecuenc ia , e s : 

H(t) = K ' - f b ¿ f < f b 

H(t) = 0 ¡ f| •> f 
( 1 1 . 6 . 2 . ) 

b i 

A 
H(f) 

f b 
F i g . 1 1 . 4 . 

f 

el e s p e c t r o de potenc ia a l a s a l ida , ap l icando ( 1 1 . 5 . 8 . ) s e r á : 

N 
G(f) = K ¿ 

G(f) = 0 

f i í £ b 

' f ! > f b 

( 1 1 . 6 . 3 . ) 

y la función a u t o c o r r e l a c i o n de la s eña l de s a l i d a : 

R ( T ) = 
N K o 

í b • n r̂ , N K 2 

e^ df = ° 
2 ?c 

2 
N K , o b_ 

2 7C 

sen 03, 

1ÍÜ T , 
e dü3 

(11. 6 . 4 . ) 

U3 

E l ruido de s a l i d a de la r ed an te r io r s e l l a m a ruido de banda 

l i m i t a d a y, c o m o h e m o s v i s to , su e s p e c t r o e s : 
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G(f) = N 

G(f) = O 

f l < f — ^2 

en l o s d e m á s c a s o s . 

E s t e tipo de ruido e s f i s i c a m e n t e r e a l i z a b l e ya que 

A 
m e d i a / 

J f . 

N df = N B 
o o 

(11. 6 . 5 . ) 

s iendo B = f - f el ancho de banda . Lé X 

Si a l a s a l i d a de un g e n e r a d o r idea l de ruido b lanco s e c o l o c a -

un f i l t r o cuya función de t r a n s f e r e n c i a e s H(f), el e s p e c t r o del ruido de -

s a l i d a s e r á 

GQ(f) = N q ¡H(f) 

y l a potenc ia m e d i a de ruido de la s a l i d a s e r a : 

- m = 2 / N o l H ( f ) ! 2 d f 

( 1 1 . 6 . 6 . ) 

( 1 1 . 6 . 7 . ) 

ft H í ( f ) 
H m a x 

AH(f) 

B . n 

H m a x 

- • f 
\> x2 

F i g . 1 1 . 5 . 

Si a h o r a c o n s i d e r a m o s un f i l t r o cuya función de t r a n s f e r e n c i a s e a 

r e c t a n g u l a r , de a l t u r a H entre f . y f „ , e s t a potencia s e r á (H = H(f ) ) & m a x 1 ' 2 ^ v m a x v o' ' 
( f ig . 1 1 . 5 . ) 

P = N |H(f ) m o 1 o B ; B = f , - f . n n 2 1 ( 1 1 . 6 . 8 . ) 

a B s e l e l l a m a ancho de banda equiva lente p a r a el ru ido del f i l t r o que c o n s i -
n 

d e r a m o s . R e s u l t a r a : 
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ts co 

2 I |H(f) j 2 df 

B n = — ^ — ( 1 1 . 6 . 9 . ) 

I H(f ) | 

P o r e j emplo , s e a un f i l t r o p a s o ba jo R C ( f ig . 1 1 . 6 . ) 

o F = l -

c 
T " 

_ J e 

F i g . 1 1 . 6 . 

Su función de t r a n s f e r e n c i a e s : 

H(f) = ; f = * 
1 -i- í f / f ° 2 K R C " ' o 

y a d e m á s = H(fQ ) = 1. Apl icando ( 1 1 . 6 . 9 . ) el ancho de banda equivalen-

te r e s u l t a : 
<X3 
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X I I . - P R O C E S O S D E M A R K O V . 

1 2 . 1 . - INTRODUCCION. G E N E R A L I D A D E S . 

que d e s i g n a r e m o s por E^ E^ 

minados t^ t^ - . 

Supongamos un s i s t ema que puede adoptar una s e r i e de es tados 

. s . . E y tal que en unos instantes d e t e r -

, ( épocas ) puede p r o d u c i r s e un c a m b i o de estado o tran 

s i c i ón . Es tas t r a n s i c i o n e s obedecen a unas determinadas probab i l idades , -

que l l a m a r e m o s probab i l idades de t rans i c i ón . La evo luc ión del s i s tema, es 

d e c i r , la suces i ón de d i f e rentes estados en el t iempo, const i tuye un proc_e 

so a leator io , una de cuyas p o s i b l e s r e a l i z a c i o n e s se ha r e p r e s e n t a d o en -

la f igura 12 .1 . Suponemos que el s i s t ema p e r m a n e c e en el m i s m o e s t a d o -

entre cada dos épocas c o n s e c u t i v a s . D i r e m o s ademas que en el instante -

A 
E i o 

9 
E 7 

E 5 

E „ 

1 
E 

t 

4 5 6 7 
F ig . 12 .1 . 

t é p o c a s 8 

t el s i s t e m a esta en el estado E, si p e r m a n e c e en E, en el intervalo (t. , j ^ k ^ k j 
t + 1), A s i en el instante t el s i s t ema esta en e l estado E , en el t . , -j 2 4 6 
en el E , e tc . 

Se l lama probabi l idad del estado E^ a la probab i l idad de que el 

s i s t e m a este en el instante k en d i cho estado y se r e p r e s e n t a por 

P i (k) 

En este instante k, t e n d r e m o s por cons iguiente , un conjunto de - n 

probab i l idades , para todos l os estados p o s i b l e s . Este conjunto de probab i l ida 
des, puede d i s p o n e r s e en f o r m a m a t r i c i a l c o m o un v e c t o r f i la 

[p(k)] = t ^ k ) pn (k)] ( 1 2 . 1 . 1 . ) 
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que l l a m a r e m o s v e c t o r de es tados del s i s t ema en el instante t = k, o v e c 

tor e s t o c a s t i c o . Es te n o m b r e se le ap l i ca p o r ser : 

t P. (k) = 1 (12. 1 . 2 . ) 
i 

También para todo i, se t iene: 0 < p. (k) S 1-

La probabi l idad de que encontrándose el s i s t ema en el es tado E^ 

en t = k, haya en t = k + 1 una t rans i c i ón al estado E^ se r e p r e s e n t a r á 

p o r 
P.. (k) 

y se denomina probab i l idad de t rans i c i ón . A l conjunto de todas estas p r o b a 

b i l idades se le puede d i sponer en f o r m a de matr iz cuadrada. T e n e m o s a.si 

constituida la m a t r i z de t rans i c ión , o m a t r i z e s to cás t i ca , que r e p r e s e n t a -

r e m o s por P . En ella, se t iene: 

(!) 0 ÜP . . (k ) 1 para todo (i, j) 
( 1 2 . 1 . 3 . ) 

(II) 2 p (k) = 1 
j J 

ya que el sistema a l c a n z a r á algún estado en t = k + 1. La matr i z P está -

f o r m a d a p o r v e c t o r e s e s t o c á s t i c o s . Si e l e lemento p . . de P , es c e r o , es to 
1 J 

indica que no es p o s i b l e la t r a n s i c i ó n del estado E. al E . . 

T o d o p r o c e s o c o m o el d e s c r i t o , constituye una cadena de M a r k o v 

de p r i m e r orden. Es c a r a c t e r í s t i c o de es tos p r o c e s o s o cadenas de p r i m e r 

orden, el hecho de que la probabi l idad de a l canzar un estado cua lquiera -

E dependa del estado anter ior E. , dependencia que se mani f i e s ta en la i J 
n e c e s i d a d de c o n o c e r e l conjunto de probab i l idades (p^-) para poder e s t u - -

d iar el p r o c e s o . 

Puede o c u r r i r que la probab i l idad de a l canzar el estado E. depen 

da no ya del estado anter io r , sino de l o s k estados p r e c e d e n t e s . Las 

probab i l idades de t rans ic i entonces de la f o r m a p(E. | E. . . . . . . 

. . . . E . ) y el p r o c e s o const i tu ir la una cadena de M a r k o v de orden k. 

Se estucharán aquí so lamente las de p r i m e r orden p o r se r las m á s i m p o r -

tantes y senc i l l as . 

L a s probab i l idades de estado en el instante k + 1, vendrán dadas 

p o r : 
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p . (k + 1) = S p. (k) p . . (k) (12. 1 . 4 . ) 
J i i ij 

c o m o c o n s e c u e n c i a del T e o r e m a de B a y e s . Si c o n o c e m o s el v e c t o r £ p. (0) J 

y la m a t r i z e s t o c a s t i c a P , t e n d r e m o s comple tamente determinada la c a d e -

na, en el sentido de que p o d r e m o s c o n o c e r todas las probab i l idades de e_s 

tado en cualquier época . 

Una cadena se l lama es tac ionar ia o t e m p o r a l m e n t e homogénea , -

si la m a t r i z P no depende de la época k. En lo s u c e s i v o c o n s i d e r a r e m o s 

so lamente este tipo de cadenas . En este c a s o la e x p r e s i ó n ( 1 2 . 1 . 4 . ) s e rá : 

p . (k + 1) = X p.(k) p . . ( 1 2 . 1 . 5 . ) 

Si d e s i g n a m o s por [ 'p (k ) ] el v e c t o r f i la [ p^(k) . . . p (k) ] , pode-

m o s e s c r i b i r en f o r m a m a t r i c i a l 

¡-p(k i 1) j = Cp(k ) ] . p ( 1 2 . 1 . 6 . ) 

e c u a c i ó n que nos da todas las probab i l idades de estado en el instante 

k + 1. 

Una cadena puede r e p r e s e n t a r s e g rá f i camente en la f o r m a s i -

guiente: 

L o s d i f e rentes estados se representan p o r puntos y las t r a n s i - -

c i o n e s p o r l ineas or ientadas que l os unen, indicando s o b r e cada una de 

e l las la probabi l idad de t rans i c i ón c o r r e s p o n d i e n t e . 

P o r e jemplo : Sea í un s i s t ema de 4 estados , cuya m a t r i z P , es : 

0 , 1 0, 3 0, 2 0 , 4 

0, 6 0, 2 0 0, 2 

0, 5 0, 3 0, 1 0, 1 

0 0 0, 2 0, 8 

L a r e p r e s e n t a c i ó n será : ( f ig . 1 2 . 2 . ) 
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F i g . 1 2 . 2 . 

1 2 . 2 . - P R O P I E D A D E S DE LAS MATRICES ESTOCASTICAS. 

U = 

I. - La p r o p i e d a d e s t o c á s t i c a £ p = 1, puede e s c r i b i r s e de 

o t ra f o r m a interesante . Sea U el v e c t o r ^ 

/ A i 

entonces la p rop iedad e s t o c a s t i c a puede e s c r i b i r s e en la f o r m a 

P . U = U (12. 2. 1 . ) 

c o m o fác i lmente se c o m p r o b a r á . La r e l a c i ó n ( 1 2 . 2 . 1 . ) prueba , a d e m á s , -

que 1 es un autovalor de P y que U es un autovector p o r la d e r e c h a . A de 

m á s ( 1 2 . 2 . 1 . ) puede también e m p l e a r s e para p r o b a r que e l p roduc to de -

m a t r i c e s e s t o c á s t i c a s e s o tra m a t r i z e s t o c á s t i c a . En e fec to , sea P y Q -

e s t o c á s t i c a s y R = P Q . Se tiene apl icando ( 1 2 . 2 . 1 . ) : 

Q . U = U 

mult ip l i cando a la d e r e c h a p o r P : 

P . (Q . U) = (P . Q) . U = P . U = U 

luego , R . U = U ( 1 2 . 2 . 2 . ) 

y, en genera l , las po tenc ias de una m a t r i z e s t o c a s t i c a son m a t r i c e s del -

m i s m o tipo. 
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II. - Supongamos que d e s e a m o s ca l cu lar la probabi l idad de tran 

s i c i ón del estado E. al E . p e r o al cabo de dos saltos . Si r e p r e s e n t a m o s -
1 Í2)5 

esta probabi l idad por p „ t e n d r e m o s que: 

? [ f = Í P i k - P k j ( U . 2 . 3 . ) 

De aquí" se deduce que el conjunto de todas estas probab i l idades , 
• • , es una m a t r i z igual a P 

C p ( 2 ) ] = P 2 ( 1 2 . 2 . 4 . ) i j 

En general , puede c o n s i d e r a r s e p . ^ que se rá la probabi l idad -1J / \ 
de pasar de E. a E . al cabo de n saltos , y la m a t r i z f" p . . 1 s e rá P 

i J i j 
En conc lus ión : Si P es una matr i z e s t o c a s t i c a , también lo son las 

PX ( i = 1, . . . . n). De la ios., i cád m a t r i c i a l p m + n = p m . p n , se dedu 

c e ( m +n) _ (m) (n) 
i j " k i k ' Í j I ( m ' n - 0 ) ( 1 2 . 2 . 5 . ) 

L a s e c u a c i o n e s ( 1 2 . 2 . 5 , ) se denominan de C h a p m a n - K o l m o g o r o v 

y constituyen una g e n e r a l i z a c i ó n de ( 1 2 . 2 , 3 . ) que es el c a s o m á s e lementa l 

de ap l i cac i ón de las m i s m a s . 

III. - C o n s i d e r e m o s una cadena cuya matr i z sea la f o r m a 

k 
n 

P = 

n - k 

n - k 

D 

(12. 2. 6. ) 

s iendo A y D m a t r i c e s cuadradas de ó r d e n e s k y n - k, r e s p e c t i v a m e n t e . 

Sea C e l conjunto de es tados (E . . . . E ). Evidentemente , es i m p o s i b l e 1 ic 
pasar en una sola t rans i c i ón de un estado incluido en C a o t ro no inc lu ido 

en el y, r e c i p r o c a m e n t e , es d e c i r : 

i 6 C 

p . . = 0 i j ( 1 2 . 2 . 7 . ) 

j i c 
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ya que s e r á O < i _<k y k + 1 < j < n y, p o r c ons igu iente , p . . s e r á un 
J 

e l e m e n t o de la s u b m a t r i z 0 situada en la par te s u p e r i o r d e r e c h a de la 

m a t r i z (12 . 2 . 6 . ) . 

V a m o s a e s tud iar si e s p o s i b l e e f e c tuar la t r a n s i c i ó n en d o s 

e tapas . Se t i ene : 

P l f = J P ü ' P U = P ü * P U + 

+ 1 f e 

(12 . 2 . 8 . ) 

2 P., • P, . = o 
i l r l j 

En e f e c t o : C o m o j ^ C, en e l p r i m e r sumando es nulo , p y 

en e l segundo 1 f C, l u e g o es nulo p.^ ( C o n d i c i ó n ( 1 2 . 2 . 7 . ) ) y , en gene-
r a l p = 0 p a r a todo n > i (i f C, j é.C), luego es i m p o s i b l e a l c a n z a r c u a l 

i j 
q u i e r a de l o s n - k e s t a d o s ÍE, . . . . „ . E ) a p a r t i r de l o s E , . . . . . . E, ) , ^ k + 1 n 1 k 

Se d i c e e n t o n c e s que la m a t r i z P (y c ons igu iente , la cadena) es r e d u c i b l e 

y a que A y D r e p r e s e n t a n c a d e n a s independientes entre si que pueden e s t u 

d i a r s e s e p a r a d a m e n t e . L o s d o s con juntos de e s t a d o s (E . . . . . . E ) y X K 
(E , E ), se d e n o m i n a n e n t o n c e s a i s l a d o s o c e r r a d o s . En e l v k r 1 n 

c a s o p a r t i c u l a r de s e r k = 1, al e s tado E^ se le l l a m a es tado a b s o r b e n t e . 

IV. - Si P es de la f o r m a 
k n I _ k k í / ' T H P \ 

P = 

n - k { \ C : D 

(12.2.9.) 

donde -A y D son m a t r i c e s c u a d r a d a s , e l p a s o de c u a l q u i e r a de l o s e s ta — 

d o s (E . . . . E ) a c u a l q u i e r a de l o s (E . . . . . E ), e s p o s i b l e , y l a s k f 1 n i K-
p r o b a b i l i d a d e s de t r a n s i c i ó n c o r r e s p o n d i e n t e s const i tuyen la s u b m a t r i z C, -

T a m b i é n son p o s i b l e s l a s t r a n s i c i o n e s de un e s t a d o a o t r o dent ro de l g r u -

po de e s t a d o s (E ^ . . . . . . E^) , ( L a s p r o b a b i l i d a d e s c o r r e s p o n d i e n t e s -

f o r m a n la s u b m a t r i z D) y l o m i s m o o c u r r e dentro de l g r u p o (E . . . E ) , 1 k 
( s u b m a t r i z de p r o b a b i l i d a d e s A). 

Sin e m b a r g o , no es p o s i b l e el p a s o de un e s t a d o de l g r u p o 

(E E ) a o t r o de l g r u p o (E E ) . E s t o supone que una 
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vez que se abandone uno cualquiera de l os estados (E , . . . . E ) ya no 1 n 
no se vue lve a a l canzar . P o r esta c i r cuns tanc ia a tales estados se l e s l ia 

m a t r a n s i t o r i o s . La probabi l idad de que e l s i s tema esté en un estado 

t rans i to r i o , tiende a c e r o cuando el n u m e r o de t r a n s i c i o n e s tiende a infinj^ 

to . Una prop iedad análoga la presenta la m a t r i z " s i m é t r i c a " de la a n t e r i o r , 

\ A 

0 

B 

D 

V. - Supongamos que la matr i z P es de la f o r m a 

k n^j^k 

k { / 0 B \ 

n - k 
\ 

C 0 
( 1 2 . 2 . 1 0 . ) 

/ 

y sean: ce el conjunto de estados (E . « . , . E ) y ¡3 el conjunto (E . . . E ). 1 k k +1 n 
Dada la es t ruc tura de la m a t r i z son p o s i b l e s las t r a n s i c i o n e s de un estado 

de oí a o t ro de p y v i c e v e r s a , p e r o no lo son las t r a n s i c i o n e s entre e s t a -

dos de un m i s m o grupo. P o r consiguiente , el s i s tema " o s c i l a r á " entre oC 

y (3 , esto es, p r e s e n t a r á a l ternat ivamente estados de l grupo oí y de l g r u -

po |3 . A este tipo de cadenas se les l l a m a p e r i ó d i c a s y por extensión se 

ap l i ca el m i s m o n o m b r e a la matr i z que las r e p r e s e n t a . 

12. 3 . - ECUACION DINAMICA DE UN P R O C E S O DE M A R K O V . 

Se denomina m a t r i z d inamica del p r o c e s o , a la 

D = P - I 

Siendo I la matr i z unidad, e s to es : 

( 1 2 . 3 . 1. ) 

P , i " ^ P 

D = 

11 

21 

ni 

12 ' ln 

P ^ - 1 P 22 2n 

P " 1 nn 
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en D se v e r i f i c a : 

O < d . . < 1 (1 i) - 1 < d.. < O Z d. . = O ( 1 2 , 3 . 2 , ) 
- U " ~ xx ~ . xj 

La e cuac ión ( 1 2 , 1 , 6 . ) puede e s c r i b i r s e : 

¡jo (K + 1)]= [p(Kfl . [ D + I j 

[ p (K + 1) - p ( K ) ] = [ p ( K ) ] . D 
( 1 2 , 3 , 3 . ) 

Esta r e l a c i ó n es útil y p e r m i t e el e m p l e o de e c u a c i o n e s en d e f e r e n c i a s fi-

nitas que u t i l i z a r e m o s m a s adelante, 

1 2 . 4 , - CADENAS R E G U L A R E S . 

Se d i c e que una cadena de M a r k o v es regu lar cuando la m a t r i z 

p r para algún va l o r de r tiene todos sus e l ementos e s t r i c tamente p o s i -

t ivos (no nulos ) . Si esta prop iedad se cumple para r = r , también se rá 

c i e r t a para r > r . Si r e p r e s e n t a m o s p o r £p(0) ] el v e c t o r de p r o b a b i l i -

dades de estado para t = 0, se tendrá p a r a la época r : 

[ p ( r ) ] = [ p ( 0 ) ] . P r ( 1 2 . 4 . 1 . ) 

L a s cadenas r e g u l a r e s presentan una prop iedad muy importante 
r 

que es la siguiente: Si r — • "o, P tiende a una m a t r i z en la que todas sus 

f i las son iguales entre si': 

l ím P r = Q = 
y- p- DO 

(12. 4 . 2 . ) 

V Pl 

y, p o r consiguiente , el v e c t o r [ p ( r ) ] en el l imi te resul ta independiente 

de l v e c t o r £ P ( 0) ] , En e fec to , hac iendo r - > » e n ( 1 2 , 4 . 1 . ) se obt iene: 

n n 

[ p ( r ) ] = [ p ( 0 ) ] . Q = [ p , ¡£ P- (0), . . . . . . . p 2- p i O ) ] ( 1 2 . 4 . 3 . ) 
j= l J j= l J 

p e r o p o r ser Qp(0)] u n v e c t o r e s t o c á s t i c o 
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n 
S p.(0) = 1 

j= 1 J 

luego 
[ P ( r ) ] = C P j P n ] ( 1 2 . 4 . 4 . ) 

que es independiente de [p(0)Q c o m o se quer ía d e m o s t r a r . 

A este v e c t o r l ímite le r e p r e s e n t a r e m o s p o r P T y sus c o m p o -

nentes constituyen el l l amado r é g i m e n permanente o e s tac i onar i o del p r o -

c e s o . La prop iedad as intot ica del v e c t o r que a c a b a m o s de es tu - -

diar se uti l iza también c o m o de f in ic ión de l os p r o c e s o s r e g u l a r e s . A p l i - -

cando la e cuac ión ( 1 2 . 1 . 6 . ) se tiene: 

[ p ( r + 1 ) ] = [ p ( r ) j . P ( 1 2 . 4 . 5 . ) 

y hac iendo r »o , o b t e n d r e m o s : 

P * = P * . P (12. 4. 6. ) 

p o r lo que el v e c t o r P del r e g i m e n permanente es un autovector p o r la 

i zqu ie rda de la matr i z P , c o r r e s p o n d i e n t e al autovalor 1. 

Si hay regular idad en una cadena, n e c e s a r i a m e n t e la d i s t r ibuc ión 

e s t a c i o n a r i a es única. En e fec to , supongamos que hubiese otra V. Se ten-

dr ía (para todo [ p ( 0 ) ] ) : 

P * = [ p ( 0 ) ] ( 1 2 . 4 . 7 . ) 

En part i cu lar , hac iendo [ p ( 0 ) 3 = V 

* P = V . Q (12. 4. 8. ) 

P e r o también por h ipótes i s : 

V = V . Q (12. 4. 9. ) 

de donde 
P * = V 

Sin e m b a r g o , el r e c i p r o c a '.o < i i t p . P u e d e haber unic idad en la 

d i s t r ibuc i ón es tac ionar ia , para una d i s t r ibuc ión in ic ia l dada, o b ien puede 
r 

ex i s t i r l i m P y la cadena no ser r e g u l a r , r ^ oo 
La d i s t r ibuc ión es tac ionar ia se obtiene a part i r del s i s t e m a de -

e c u a c i o n e s ( 1 2 . 4 . 6 . ) que deta l lamos a continuación: 
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P l - P l l + P 2 " P 2 1 + + P n P n 2 = P l 

P 1 ' P 1 2 + P 2 - P 2 2 + + Pn" P n2 = P 2 

p . • P, 
r l i n + p . p + . . . + p . p = p 2 1 2n n nn n 

(12. 4. 10 . ) 

que puede también p o n e r s e , ut i l izando la matr iz d inamica , en la f o r m a : 

P * . D = 0 (12. 4. 11 . ) 

C o m o se v e r á , se trata de un s i s tema h o m o g é n e o , que admit i rá 

una so luc ión distinta de la t r iv ia l si jD | = 0 . Ahora bien 

| D| = | P - I| = 0 

ya que X = 1 es un autovalor de P , p o r ser ésta e s t o c á s t i c a . P o r c o n s i -

guiente, e l s i s t e m a ( 1 2 . 4 . 1 0 . ) s e rá indeterminado . Si a p l i c a m o s la c o n d i -

c ión 
p + p + . . . . + p = 1 (12. 4. 11. ) ± Lt XI 

quedará de terminado y se obtendrán entonces los v a l o r e s de las p r o b a b i l i -

dades c o r r e s p o n d i e n t e s a la d i s t r ibuc ión es tac ionar ia . 

Ya h e m o s d i cho que la ex i s tenc ia de la d i s t r ibuc ión es tac ionar ia , 

no i m p l i c a que la cadena o p r o c e s o de Markov sea regu lar . La c o m p r o b a -

c ión de la regular idad de un p r o c e s o , se basa en el estudio de l os autova 

l o r e s de la m a t r i z del m i s m o , P . Ta l estudio conduce al siguiente 

T E O R E M A . - La cond i c i ón n e c e s a r i a y suf ic iente para que un -

p r o c e s o de M a r k o v sea regu lar es que l o s autova lores de la m a t r i z del -

p r o c e s o P sean de módu lo i n f e r i o r a 1, salvo uno de e l l o s que va ldrá 

s i e m p r e 1. En estas c ond i c i ones , la d i s t r ibuc ión es tac i onar ia c o r r e s p o n - -

diente es e l autovector p o r la i zquierda , c o r r e s p o n d i e n t e al autovalor 1, -

de la m a t r i z P . 

La condic ión enunciada se cumple si la m a t r i z P no es r e d u c i b l e 

ni p e r i ó d i c a , en el sentido expuesto en £ 1 2 . 2 . 2 

DEMOSTRACION. -

V a m o s a h a c e r la d e m o s t r a c i ó n para el c a s o en que l os autovalo 
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r e s de la matr i z P , sean r e a l e s . £ La d e m o s t r a c i ó n genera l para autovalo 

r e s c o m p l e j o s , puede v e r s e en F e l l e r "An Introduction to the P r o b a b i l i t y 

T e o r y and its app l i ca t i ons" 3 

Sean l os v e c t o r e s 

\ 
(i = 1, . . . . . n) 

V i l 
V" 

i 
v. m 

l o s autovec to res p o r la d e r e c h a de P y 

W! = (w- w. ) (i = 1, . . . n) i 11 m 

l o s autovec to res p o r la i zquierda . Sean X , , . . . X l o s autova lores de 1 n 
P . Se tendrá, p o r de f in i c ión de autovec to res : 

P . V. = X . . V. ( 1 2 . 4 . 1 2 . ) 1 1 1 

W! . P = X . . W1 (12. 4. 13 . ) í i i 

L a s dos fami l ias de a u t o v e c t o r e s son o ro togona les ; esto es : 

V. . w i = W . V ' = K . 6 ( 1 2 . 4 . 14 . ) 
i J J i i j 

s iendo K una constante y 6 . . las deltas de K r o n e c k e r . P o d e m o s " n o r m a l i ,1J I— 
z a r " ta les v e c t o r e s , d iv id iéndo los p o r \J K y, en lo s u c e s i v o , admi t i ré — 

m o s que se manejan n o r m a l i z a d o s aunque c o n s e r v a r e m o s la m i s m a n o t a - -

c i ón p a r a m a y o r s e n c i l l e z . Entonces t e n d r e m o s : 
V . W'. = W . V ' = 6 . (12. 4. 15 . ) 

i J j i i j 

V a m o s a d e m o s t r a r la prop iedad de ortogonal idad . Si en (12. 4. 12) 

m u l t i p l i c a m o s a la i zqu ierda p o r W.1, se t iene: 

W1. . P . V. = \ . wt V. (12. 4. 16 . ) 
J i i j i 

p e r o apl icando ( 1 2 . 4 . 1 3 . ) resul ta : 

W'. . P . V. = X. W. V. 
J 1 J J 1 

( 1 2 . 4 . 17 . ) 
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luego 

X W' 
i J 

V. X W' V 
j J i 

de donde para j ^ i si l o s autova lores son dist intos: 

W! . V. = 0 
J 1 

C o n s i d e r e m o s , ahora, las m a t r i c e s 

V = 

W = 
M 

w 

(12. 4. 18. ) 

\ n / 

El conjunto de r e l a c i o n e s ( 1 2 . 4 . 1 2 . ) y ( 1 2 . 4 . 1 3 . ) , puede e s c r i b i r 

se en la f o r m a : 

P . V = V . L ( 1 2 . 4 . 19 . ) 

W' . P = L . W1 (12. 4 . 2 0 . ) 

y la c ond i c i ón ( 1 2 . 4 . 1 5 . ) s e rá : 

W1 . V = I (12. 4. 21. ) 

s iendo I la matr i z unidad. De ( 1 2 . 4 , 1 9 . ) y ( 1 2 . 4 . 2 1 . ) , se obtiene la re la -

c i ón 

P = V . L . W' (12. 4 . 2 2 . ) 

que p e r m i t e la d e s c o m p o s i c i ó n de la m a t r i z P . D e s a r r o l l a n d o ( 1 2 . 4 . 2 2 . ) -

se obtiene una e x p r e s i ó n de la f o r m a : 
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P = X . A + + . . , + X .A 
1 1 2 2 n n 

(12. 4 . 2 3 . ) 

L a s m a t r i c e s A. se l l aman m a t r i c e s de b a s e de P y son de la i 
f o r m a 

A, = V. . W' 
í i i 

o b ien, detal lando 

A. = 
i 

v w 
l i i l 

v . w ni i l 

v , . w. l i m 

v . w ni in 

E s t a s m a t r i c e s son o r t o g o n a l e s . En e f e c t o : 

A .A . = V . „ W! . V . . W . = 0 ( j i )por ( 1 2 , 4 . 4 . ) i J i i j j v r v J 

2 T a m b i é n son ider; ¡potentes . E s t o es : A. = A., En e f e c t o : i i 

A. , A. =V..W\ \ . W ¡ = V . . W ' . = A i 1 l l l l l l i 

p o r el e m p l e o de l o s v e c t o r e s n o r m a l i z a d o s Y . y W¡ . P o r c ons igu iente , 

en g e n e r a l , A. = A.. ° 1 1 
R e c o r d a n d o ( 1 2 . 4 , 1 5 . ) se c o m p r u e b a la r e l a c i ó n : 

n 
Z 

i= l 
A. = I i (12 . 4. 24. ) 

E s t a m o s a h o r a en c o n d i c i o n e s de p o d e r e x p r e s a r la p o t e n c i a 

m - s i m a de la m a t r i z P de una f o r m a c ó m o d a p a r a e l es tud io . En e f e c t o : 

2 n 2 
P - [ Z A . A . ] 

i= l 1 1 

y d e s a r r o l l a n d o , ten iendo p r e s e n t e s las p r o p i e d a d e s de las m a t r i c e s A. que 

a c a b a m o s de v e r , se obt iene : 

2 n 2 
P = Z \f A. 

i=l 1 1 
(12 , 4. 2 5 . ) 

y, en g e n e r a l , n m 
P m = Z X. A. 

i= l 1 
(12 . 4. 2 6 . ) 
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que es la f o r m a canónica que r e p r e s e n t a la potencia m - s i m a de la m a t r i z 

P en función de las m a t r i c e s de base y de los autova lores . En [ [ 1 2 . 2 . ] se 

v i o que hay s i e m p r e un autovalor igual a 1. Supongamos que es A^ la m a -

tr iz de base que le c o r r e s p o n d e . T e n d r e m o s entonces : 
n 

„m A , „ , m p " 1 = A + Z . A. ( 1 2 . 4 . 2 7 . ) 
i=2 1 1 

La m a t r i z A^ se ra : 

A 1 = V 1 * W í 

Siendo V^, el autovec tor p o r la d e r e c h a co r respond iente al autovalor ^ = 1 

T a m b i é n se v io en C 1 2 . 2 . ] que 

V ! = 

p o r cons iguiente 

P = | A. ( 1 2 . 4 . 2 8 . ) 

Si las \.. son dist intas , su módu lo es m e n o r que 1. En e f e c to . Sea OC e l 

v e c t o r (oí . . . CC ) . F o r m e m o s el s i s t ema : 
1 n 

| (P - X I ) « ' | = 0 (12. 4. 29. ) 

Es te s i s t ema se rá compat ib l e para l o s v a l o r e s \ de A. r a í c e s de la ecua-

c ión c a r a c t e r í s t i c a , pues para e l l os | P - ^ I | = 0 . Supongamos r e sue l t o 
^ w 

el s i s t e m a ( 1 2 . 4 . 2 9 . ) y sea OC . . . oí una so luc ión distinta de la t r iv ia l . 1 n 
Sea 

I OC \ = máx . ( ¡ a x I , \oc2 \ , . . . , | oc | ) 

Se tendrá: 

l * J * I P h l + P h n l ¿ 1^1 P h l + - - ^ n P h n l = I V i l 

de donde | X ^ | _< 1 

C o m o c o n s e c u e n c i a y vo lv iendo a ( 1 2 . 4 . 2 7 . ) si h a c e m o s m—*-oo, 

quedará : 
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l im P 
m — o 

Exis te , pues , la d i s t r ibuc ión es tac ionar ia que co inc ide con el 

autovector por la i zqu ierda de la matr i z P c o r respond iente al autovalor 

X = 1. Queda as i d e m o s t r a d o el T e o r e m a . 

Un p r o c e s o de Markov es e r g ó d i c o cuando es pos ib l e la t r a n s i -

c ión de un estado cualquiera a o t ro en un n u m e r o finito de p a s o s . T o d o -

p r o c e s o regular es e r g ó d i c o , si bien el r e c i p r o c o no es c i e r t o . As í ' un 

p r o c e s o p e r i ó d i c o es e r g ó d i c o , p e r o no regu lar , 

12. 5. - CLASIFICACION DE LOS ESTADOS. 

Supongamos que p a r t i m o s del estado E. y l l a m a m o s n al núme 

r o de p a s o s que da el s i s tema hasta a l canzar por p r i m e r a vez el estado -

E . ; n es una var iab le a leator ia d i s c r e t a , cuya función de cuantía a s o c i a -

da r e p r e s e n t a r e m o s p o r (que se rá el e lemento i j de P n ) , n r e p r e - -

sentará también el t i empo que es p r e c i s o e s p e r a r para o b s e r v a r el es tado 

E , part iendo del E . . Su va lor m e d i o lo r e p r e s e n t a r e m o s p o r ji . . y es : 

00 (n) 
H. . = Z n . ( 1 2 . 5 . 1 . ) 

La probabi l idad de a l canzar i . part iendo de E. , por lo m e n o s una vez , 

será : 
0 0 > ) f . . = Z f. . 0 ¿ f . . < 1 (12. 5. 2. ) 

iJ 1 iJ iJ 

Análogamente , p o d e m o s def inir estas magnitudes cuando E . = E. ; , r e 

p r e s e n t a r á la probab i l idad de v o l v e r p o r p r i m e r a vez a E al cabo de n i 
sa l tos . Aqui n, se l l a m a r a t i empo de r e c u r r e n c i a y su va l o r m e d i o será : 

(n) 
u .. = Z n . f\ ; (12. 5. 3 . ) r n n ' 

y la probabi l idad de v o l v e r a E. , s e rá : 

f . . = Z f ( n ) (12. 5 . 4 . ) n ^ íi 

Si f = 1 el estado E. se l lama pers i s t ente y si f . . < 1, t rans i t o r i o . Si -ii i ii 
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]l = oo el estado p e r s i s t e n t e se denomina nulo, si p. .. < <x> es no nulo. 

Un estado E. se l lama p e r i o d i c o de p e r i o d o T > 1 si el r e t o rno 

a E. o c u r r e en las é p o c a s T, 2T, . . . . e tc . Si no ex is te un va lor T que 

cumpla esta condic ión , el estado se l l a m a r á aper i ód i co . Un estado p e r s i s -

tente que no es nulo ni p e r i ó d i c o , se l l a m a e rgód i co . 

De a c u e r d o con estas de f in i c i ones , p o d e m o s e s t a b l e c e r el s iguien 

te Cuadro de c l a s i f i c a c i ó n de es tados : 

Estados* 

P e r s i s t e n t e 
(o R e c u r r e n t e ) 

T r a n s i t o r i o 

Nulo 
No nulo 

A p e r i ó d i c o 
P e r i o d i c o 

E r g ó d i c o 

A continuación, sin d e m o s t r a r l o s , algunos criterios, que p e r m i t e n 

d e t e r m i n a r el tipo de estado . E s t o s c r i t e r i o s , deb idos a F e l l e r , parten -

de las m a t r i c e s e s t o c á a t i c a s de l p r o c e s o , 

I. Si E es t rans i t o r i o , la s e r i e 
J 

OO 

1 JJ 
(12. 5. 5. ) 

c o n v e r g e , p e r o si es p e r s i s t e n t e , d i v e r g e , si bien en este c a s o P . . ' » 0 

p a r a n — » . 

II. Si E es e r g o d i c o , 

JJ. <DC 
j j y P = 

j j p. 
( independiente de n) 

( 1 2 . 5 . 6 . ) 

Si E . es pers i s tente , no nulo y p e r i o d i c o de per i odo T 

U .. < 00 
JJ 

y P< n T ) j j P- JJ 
(12. 5. 7. ) 

1 2 . 6 . - A P L I C A C I O N . MOVIMIENTO A L E A T O R I O DE UN P U N T O . 

Supongamos un punto m a t e r i a l que en el instante t = O está sitúa 

do en el o r i gen de c o o r d e n a d a s . Este punto se va a m o v e r en la f o r m a 

siguiente: cada segundo e fec tuará un salto, hacia la d e r e c h a o hac ia la iz-
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quierda, p e r o s i e m p r e de amplitud unidad. La probabi l idad de que lo haga 

hacia la d e r e c h a se des ignará p o r p, y hac ia la i zqu ierda por q = 1 - p . 

D i r e m o s que el s i s t ema está en el estado E . cuando el punto está en la -

a b s c i s a j (pos i t iva o negativa) , j toma pues, v a l o r e s e n t e r o s . 

En pr inc ip io , suponemos que el punto puede m o v e r s e sin ningún 

obstáculo , por lo que hay inf initos es tados . En la f igura 12 .3 . se r e p r e -

senta una parte de una de las infinitas evo luc iones p o s i b l e s del s i s t ema . 

AE stados 

E 

E 
- 2 

T T E p o c a s 

F ig . 1 2 . 3 . 

La m a t r i z de t rans i c i ón será infinita y tendrá todos l os e l e m e n -

tos nulos sa lvo l os de las dos l ineas p a r a l e l a s a la diagonal pr inc ipa l que 

vo ldrán p y q. 

E E E E , 
- 2 -1 o 1 

E - 1 

E 

E. 

E , 

q o 

0 q 

o o 

o o 

p 

o 
q 

o 

p 
o 

\ • • • • 
El v e c t o r de probab i l idades de estados para t = 0 será : 

[ p(0) ] = [ . . . . • • • O í d . . . ] ya que só lo es PQ(0) = 1> y para : 
cualquier i, p^(0) = 0. 
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resultando 

es d e c i r : 

E l v e c t o r de probab i l idades p a r a t = 1, se rá : 

[ F ' ( l ) ] =CP (0) ] . P 

C P;(l) ] = í. . . . . . . 0, q , b , p , o, . . . . . ] ( 1 2 . 6 . 1 . ) 

P ( E | E ) = q 
o 1 

P ( E i | E q ) = p 

y todas las res tantes t r a n s i c i o n e s t ienen una probabi l idad nula, 

Análogamente se obtienen: 

C P ( 2 ) ] = [ . . . . . 0 , q 2 , O, 2pq, 0, p 2 , 0, . . . ] (12. 6. 2. ) 

Es tados . . . . . E _ E , E E , E „ . , . . . „ - 2 - 1 o 1 2 

[ P ( 3 ) ] = [ 0 , q 3 , 0., 3q 2 p, (), 3p 2 q , 0-, p 3 , 0. . . . . . . . ] ( 1 2 . 6 . 3 . ) 

Es tados E „ E ^ E E E , E_ E „ , P o d e m o s ca l cu lar el v e c - 3 - 2 _ i o 1 2 3 — 
tor [P(m)] p o r este p r o c e d i m i e n t o , p e r o es m á s c ó m o d o el que se expo 

ne a continuación. 

Supongamos que d e s e a m o s ca l cu lar p (m), esto es , la p r o b a b i l i -

dad de que la part i cu la l legue al punto de absc i sa n en m saltos . La 

part í cu la habrá e fectuado h saltos p o s i t i v o s y k negat ivos , luego: 

Íh - k = n 

(12. 6 . 4 . ) 
h + k = m La probabi l idad de que e fectúe h sal tos pos i t ivos y k negat ivos es 

m\ 

h / 
h m - h . „ . 

p q ( 1 2 . 6 . 5 . ) 

p o r cons iguiente , esta es la probab i l idad de que, part iendo de x = 0, se 

encuentre en x = n al cabo de m sa l tos . P o r ( 1 2 . 6 . 4 , ) p o d e m o s e s c r i b i r 

(12. 6. 5 . ) as i : 
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"m -l- n m - n 
« p ~ — o — • q ; — ( 1 2 . 6 . 6 . ) 

una vez f i jada m, los v a l o r e s p o s i b l e s de n, son: 

- m , - ( m - 2), - (m - 4), . , , . . , m - 4, m - 2, m 

P a r a ca l cu lar el va lor m e d i o de l desp lazamiento neto n, o b s e r -

v e m o s que: 

luego : 

n = h - k 

n = h - k 

p e r o c o m o h y k siguen una ley b inomia l , s e rá : 

h = m . p ; k = m . q 

de donde n = m . (p - q) 

La var ianza será : 

Var (n) = 2mpq 

Si p < q, n < 0 

Si p = q, n = 0 y V a r (n) = 

Si p > q, n > 0 

La matr i z P , del p r o c e s o es : 

m 

( 1 2 . 6 . 7 . ) 

(12. 6. 8 . ) 

2 
q 0 2pq 0 2 

P 0 0 . 

0 
2 

q 0 2pq 0 2 
P 0 . 

0 0 2 
q 0 2pq 0 2 

P • 

O y 
y, analogamente la P , s e ra : 
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p 3 = 

O 

, 2 3q p 

O 

o 

o 

o 

o 

, 2 3p q 

O 

, 2 3q p 

0 

3 

1 

O 

O 

O 

3p q O 

O 3 p 2 q 

3 q 2 p O 

O 3q p 

3 
q U 

3 

O q 

O O 

Puede así" c a l c u l a r s e pj| ^ , p e r o es más c ó m o d o que el ir mul^ 

t ip l i cando suces ivamente las m a t r i c e s , emplear un razonamiento s imi la r -

al que nos condujo a la d e t e r m i n a c i ó n de £ P ( m ) ] . d e s e a m o s ca l cu lar 

• -o 3) 
= - [P . . "I 

L 1J J 

( m ) 
P. . . O b s e r v e m o s que i j 

(m) (m) (m) (m) 
p = p = P . . = p. . n ^o, n r o , j - i i, j 

(12. 6 . 9 . ) 

En e fec to , es la probab i l idad de a l canzar 
i. J 

en m sal-

tos part iendo de i. P o r la natura leza del f enómeno esta probabi l idad es 

igual a la de a l canzar j - i part iendo del or igen . P o r consiguiente , p o d e -

m o s e m p l e a r la e x p r e s i ó n ( 1 1 . 6 . 6 . ) poniendo n = j - i . T e n e m o s : 

P-
( m ) 

/ m \ 
m + j - i 

J 
m + j m - j + i 

( 1 2 . 6 . 1 0 . ) 

l o s v a l o r e s de j, serán : 

- ( m - i), - ( m - i) + 2, (m + i) - 2, m + i 

si j = i, se t iene: 

Pi 
( m ) 

i, i 
/ . / a 
v / 

m m ( 1 2 . 6 . 1 1 . ) 
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y resul ta ser independiente del estado E . . V a m o s a estudiar el c o m p o r t a -

miento de ( 1 2 . 6 . 1 1 . ) cuando m ^oc lo que nos p e r m i t i r á c l a s i f i c a r l o s 

e stados. 

T e n d r e m o s : 

l \ m / 2 

P M = ( p - q ) 
i, i • •• 2 

c t f ) : 

n y apl icando la f ó r m u l a de Stirl ing: n ! ( ) . y 2 7Cm, hac iendo m 

= 2n, quedará : 

( ^ - ) 2 n . ¡ A ,n 
V e _ ( 4 p q ) (2n) 

p i { = ^z - ( p - q ) 

( — ) 

n 
U 2n „ ~L' */ " n ^ . 2H n l\J% . n 

ji .. = \[%ñ / (4 p q ) n < 

e 

Si p l / 2 , 4 p q < 1 y la s e r i e g e o m é t r i c a Z (4 p q ) n es mayorante de 
(7 \ 

la 2 p. . luego ésta es convergente . En este c a s o todos l os estados 

son t r a n s i t o r i o s ( C r i t e r i o I de 12 .5 . ) . 
(2n) . , . 

Si p = 1 /2 , 4 p q = 1 y entonces la s e r i e Z p. • es d ivergente , si bien -
(7 \ 1 , 1 

p — • O para n — • p o r lo que l os estados son p e r s i s t e n t e s y nulos , 
i, i 

En cualquier c a s o l o s es tados son p e r i ó d i c o s de p e r i o d o 2 y 

.. = \íñ 
JJ 

12. 7. - MOVIMIENTO A L E A T O R I O CON B A R R E R A S A B S O R B E N T E S . 

V a m o s a suponer que en x = 0 ex is te una b a r r e r a absorbente , es 

d e c i r , si el punto m ó v i l en su r e c o r r i d o a lcanza el or igen , ya no se mueve 

m á s y el p r o c e s o t e rmina . T e n d r e m o s entonces;: 

P + 1 = p j» j 
j > 1 p = 1 ( 1 2 . 7 . 1 . ) 

00 
p. . - 1 = q j> J J 

La m a t r i z de t rans i c ión , en este c a s o es : 
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E E , E_ o i 1 2 
E / 1 0 0 0 o / 
E i q 0 P 0 

E 2 0 q 0 p 

Sea u., la probao i l idad de a l canzar x = 0 desde x = i en cualquier n u m e r o 

de sa l tos . E s f á c i l e s t a b l e c e r la siguiente r e la c i ón de r e c u r r e n c i a : 

i > 1 U i = P • U i + 1 + q • V i 

u = 1 o 

u = 0 
DO I (12. 7 . 2 . ) 

L a s ( 1 1 . 7 . 2 . ) const i tuyen una ecuac ión en d i f e renc ias f initas y su cond i c i ón 

de contorno . Ensayando la so luc ión u., = OC , se tiene: 

2 
P oí - oí + q = 0 ( 1 2 . 7 . 3 . ) 

Si p > q, resulta : 
« i = 1 

OC 
2 p 

La so luc ión genera l s e rá : u.. = A + B ( — ) \ y teniendo en cuenta las 

c o n d i c i o n e s de contorno se obtiene: 

q \ 1 
Ui = ( n ) i p (12. 7 . 4 . ) 

Si q • p resul ta u^ = 1. 

Supongamos ahora que hay dos b a r r e r a s absorbentes , situadas en 

x = 0 y x = a 

P í : i = P ) P + q = 1 
J> J + 1 

p = q | 1 { j ^ a - 1 
J> J - i 

p = 1 oo 

p = 1 aa 

( 1 2 . 7 . 5 . ) 

Hay entonces dos es tados absorbentes , el 0 y el a, y el r e s t o de e l l o s : 

( 1 , 2 , a - 1) son estados t r a n s i t o r i o s . 
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Este p r o b l e m a se l lama también de la ruina del jugador . Si un 

jugador A empieza su juego con una cantidad K, contra o t ro que tiene -

a - K, el paso hac ia adelante supone que A gana una unidad (probabi l idad 

p) y que B la p i e rde . L o c o n t r a r i o sucede si se pasa de un estado a o t ro 

de coordenada iÁ,ít>vior. El juego termina cuando se l lega a x = 0 (A ha 

perd ido todo) o a x = a (A ha ganado toda la fortuna a B) . 

Ahora la matr i z de t rans i c i ón es finita y será : 

E 

E 0 0 \ 
E 0 p 

E 0 •" 

Si r e p r e s e n t a m o s c o m o antes p o r u. la probabi l idad de l l egar 

a x = 0 en cualquier n ú m e r o de saltos (0 ^ i a), se tendrán ahora las 

s iguientes r e l a c i o n e s : 

A 
u. = p . u. J + q • u. _ l (1 < i < a - 1) 

Uj = q + P U 2 

V l = P + q • U a - 2 

(i = 1) 

(i = a - 1) 

> ( 1 2 . 7 . 6 . ) 

J 

A d e m á s u = 1, u = 0 , serán las c ond i c i ones in i c ia l e s . La ecua o a — 
ción c a r a c t e r í s t i c a , es analoga a la ( 1 1 . 7 . 3 . ) . 

2 
p ec - ce + q = o 

Si p q sus so luc i ones son: 

« i = 1 
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luego la so luc ion de ( 1 1 . 7 . 6 . ) se obtendrá c o m o combinac i ón l ineal de 

estas 

u. = A ( ) + B (12. 7. 7. ) i p 

i 

imponiendo las c o n d i c i o n e s in i c ia l es se obtiene: 

i a 
\ _ / \ ) - ( 

u. = E 2 ( 1 2 . 7 . 8 . ) 
a i 

1 " ( -£L 

1 
Si p = q = ——, se t iene que Oí = OC = 1 y entonces : 

Ld L Lu 

u = A + B . i ( 1 2 . 7 . 9 . ) 

e imponiendo las c o n d i c i o n e s in i c ia l es resul ta : 
u. = 1 - ( 1 2 . 7 . 10. ) i a 

1 2 . 8 . - DURACION D E L P R O C E S O . 

D e s e a m o s e s t a b l e c e r la func ión de d is tr ibuc ión de la durac ión de l 

p r o c e s o cuando hay dos b a r r e r a s a b s o r b e n t e s . E m p e z a r e m o s p o r suponer 

que esta durac ión tiene un va lor m e d i o que dependerá del punto de a r r a n -

que. A d m i t a m o s que éste es x = i, y r e p r e s e n t e m o s la durac ión med ia 

por D. . Si el p r i m e r m o v i m i e n t o es hac ia la derecha , p o d e m o s c o n s i d e r a r 

que el f e n ó m e n o vue lve a e m p e z a r s iendo la p o s i c i ó n in i c ia l i + 1, y en -

tonces la durac ión s e r í a D. ^ + 1. Igual puede r a z o n a r s e suponiendo que 

el m o v i m i e n t o in ic ia l t iene lugar de i a i - 1. Se t iene entonces : 

D i = P • ( D i + l + 1 } + q • ( D i - 1 + 1 ) ( 1 2 . 8 . 1 . ) 

o b ien 

D. = p . D. , + q . D. , + 1, i ^ í + l í - l 

(0 < i < a) 

v las c o n d i c i o n e s in i c ia l es : D - 0, D - 0. } o a 

( 1 2 . 8 . 2. ) 

P a r a r e s o l v e r esta e c u a c i ó n se r e s o l v e r á la homogénea : p . D. ^ 

D. + q . D. ^ = 0 y se añadirá una so luc ión par t i cu lar de la c omple ta 
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( 1 2 . 8 . 2 . ) . C o m o tal so luc ión part i cu lar p o d e m o s ensayar la D = C . i. 

Se tendrá entonces (p q): 

C [ p ( i + 1) - i + q(i - 1)3 = - 1 ; C = —=3— 
P H 

luego 

D. = (12. 8. 3. ) 
1 q - p 

Entonces la so luc ión genera l de ( 1 2 . 8 . 2 . ) será : 

D. = A + B ( )X + —^ ( 1 2 . 8 . 4 . ) 
1 p q - p 

e imponiendo las c ond i c i ones de contorno queda: 

D. = — - — ( q ¥ p ) ( 1 2 . 8 . 5 . ) 
1 q - p q - p n * 

l - ( - i - ) a p 

Si p = q = - , se obtiene: 

D. = i(a - i) (12. 8. 6. ) 

V a m o s a obtener ahora la función generatr iz de la durac ión del -

juego . P a r a e l lo r e p r e s e n t a r e m o s p o r f . ^ la probabi l idad de a l canzar el 
1 / \ 

punto x = 0, part iendo del x = i en n pasos ; f. sa t i s face a la f ó r m u l a 

de r e c u r r e n c i a 

f [ n + 1 ) = p . f ^ + q . f ^ ( 0 < i < a; n > 0) ( 1 2 . 8 . 7 . ) 

y las c o n d i c i o n e s de contorno son: 

f 'n> = f<"> = o 0 a 

= 1 ; I 0 ' = D 0 1 

D e f i n i m o s la función generatr i z F . ( s ) , asi: 

oc DO / \ 

F. ( s ) = 2 s n . f W ( 1 2 . 8 . 8 . ) 
1 n=0 1 

Teniendo en cuenta esta de f in i c i ón y la e cuac ión ( 1 2 . 8 . 7 . ) se dedu 
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ce que F . ( s ) sa t i s face la ecuac ión : 

F . ( s ) = p . s . F . ^ s ) + q . s „ F . ^ ( s ) (0 < i < a) 

con las c ond i c i ones in i c i a l e s : 

F (s) = 1, F (s) = 0 (12. 8. 10. ) 

La e cuac i ón c a r a c t e r í s t i c a de la ( 1 2 . 8 . 9 . ) es : 

2 
p s oí - c í + q s = 0 

cuyas so luc iones son 

Oí. 
i + v r 7 T 

2ps 
4 p q s 2 ^ _ 1 - \ / l - 4 p g s 2 

2. 2ps 

La so luc ión de ( 1 2 . 8 . 9 . ) s e rá de la f o r m a : 

F . ( s ) = A . oí3" + B QC1 
1 1 u 

y debido a las c o n d i c i o n e s ( 1 1 . 8 . 1 0 . ) t e n d r e m o s f inalmente : 

a - i f a - i 

cía _ oí a 
1 2 

La función genera t r i z para el segundo jugador , puede o b t e n e r s e -

mediante un razonamiento análogo, p e r o es más c ó m o d o deduc i r la de F . ( s ) 

sin m á s que c a m b i a r p, q, i, p o r q, p, a - i, r e s p e c t i v a m e n t e . 

La función generat r i z de la durac ión del juego es la suma: 

W. (s ) = F . ( s ) + G .(s) 1 1 el— 1 (12. 8.12.) 

siendo 

< W > = < " t >' ' 

i i 
- « 2 

« 1 - * 2 

(12. 8 . 1 3 . ) 

La durac ión med ia D. se obtiene por la f o rmula : 

D. = i 

d W. (s ) i 
d i 

(s = l) 
= W¡(1) 
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resu l tado que co inc ide con ( 1 2 . 8 . 5 . ) y ( 1 2 . 8 . 6 . ) . La var ianza v iene dada 

por : Var ( i ) = W!' (1) + W<(1). 

12. 9. - PROCESOS DE MARKOV CONTINUOS EN E L TIEMPO. 

En este tipo de p r o c e s o s , l os instantes de t rans i c i ón no están 

l o c a l i z a d o s en puntos f i j o s , sino que pueden tomar cualquier va lor en el -

e je de t i empos . La d is t r ibuc ión de estas épocas y, por lo tanto, de l os -

in terva los que las separan, dependerá de unos p r o c e s o s a o t r o s , p e r o 

s i e m p r e la longitud de tales interva los será una var iab le a leator ia . Segui-

r e m o s cons iderando que el n u m e r o de estados pos ib l e s es d i s c r e t o . (F ig . 

12. 4. ) . 

Estados 

jfcLr 

E 

Tn 

i — 8 

i i 

i i 
i * i i i 

' ' i * > 1 t 
t . t-> t t 1 2 3 z4 

IT j To s To 
+4 ¡Üjt • 

F ig . 1 2 . 4 . 

R e p r e s e n t e m o s por E. ( t ) la s i tuación del s i s t ema en el instante 
J k 

t^ (es tado ^Cj)* Das probab i l idades de t rans i c i ón serán de -la f o r m a : 

P { E.(t) | E . ( s ) } 

y se r e p r e s e n t a r a n as i : 

P . . ( s , t) i j (t >/ s) 

y sat is faran la r e l a c i ó n fundamental 

E P . . • (s , t) = 1 
J i j 

( 1 2 . 9 . 1 . ) 

Si c o n s i d e r a m o s t r e s instantes (s , X , t), las e c u a c i o n e s de 

C h a p m a n - K o l m o g o r o v , serán: 

P . . ( s , t) = Z P (s , x ) • P, . ( r , t) (s < r < t) 
i j k l k kJ 

(12.9.2.) 
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E s t o s p r o c e s o s se l laman tempora lmente h o m o g é n e o s , cuando 

P (s , t) es función de la d i f e r e n c i a t - s, lo que i n d i c a r e m o s asi': 
i j 

p i j ( t " s ) 

p o r consiguiente , en es tos p r o c e s o s , las P . . son función de la longitud del 

intervalo y no de l o s instantes indiv iduales . A este tipo de p r o c e s o s es al 

que nos r e f e r i r e m o s en lo que s igue. 

Si l l a m a m o s ahora X y t a l o s intervalos que separan t res é p o -

c a s consecut ivas , las e c u a c i o n e s de C h a p m a n - K o l m o g o r o v , para el c a s o -

h o m o g é n e o serán: 
X i 1 _l 1 

P . . (t + T ) = I p . , ( t ) • P, • (t) ( 1 2 . 9 . 3 . ) 1J k 1K KJ 

o bien en f o r m a m a t r i c i a l : 

CP(t + T ) ] = [ P ( t ) ] . [ P(t) ] ( 1 2 . 9 . 4 . ) 

donde las m a t r i c e s £ P ] son e s t o c á s t i c a s y están const i tuidas por todos 

l os P . . . P o r de f in ic ión , la m a t r i z r P ( 0 ) ~ ] es unitaria. 

La probabi l idad absoluta de encontrar el s i s tema en el es tado E . 

en el instante t, es : 

^ ( t ) = I P . ( t ) • P . . ( t - t ) ( 1 2 . 9 . 5 . ) 
J £ J 

y si t o m a m o s t c o m o o r i gen de t i e m p o s , p o d e m o s e s c r i b i r en f o r m a matrj_ 

c ia l 

[ P . ( t ) ] = [ P . ( 0 ) ] . [ P ( t ) ] ( 1 2 . 9 . 6 . ) 

s iendo ^ P . ( t ) ] y fP . (O) J l os v e c t o r e s e s t o c á s t i c o s cuyas componentes son -
J ^ 

l o s es tados del s i s t ema . 
Se l laman p r o c e s o s e s t a c i o n a r i o s aquel los para l o s cuales fP^( t ) ] 

es independiente de t, 

1 2 . 1 0 . - FUNCIONES DE P R O B A B I L I D A D ASOCIADAS. 

En l o s p r o c e s o s que e s t a m o s estudiando, a d m i t i r e m o s la e x i s t e n -

c ia de l os s iguientes l ími tes : 
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1 ° ) . - Existe y es finito 

1 - P. . (dt) ii l i m : = q. 
dt — o d t 

(12. 1 0 . 1 . ) 

29). 

P (dt) 
l i m ¿ = q . . ( i ± j) 

dt—••O dt i j 
(12. 10.2.) 

y se v e r i f i c a que q. = £ q .. 
1 i^J 1J 

Las probabi l idades de transic ión, para el intervalo e lemental dt, 

p o d e m o s e s c r i b i r l a s en función de los parámetros anter iores así : 

P . .(dt) = q. . . dt + 0 (dt) i j i j (12. 10. 3 . ) 

y resultan ser p r o p o r c i o n a l e s a dt, siendo constante el fac tor de p r o p o r c i o 

nalidad. Esta constancia só lo es c ierta para los p r o c e s o s temporalmente -

h o m o g é n e o s que, c o m o ya se indicó, son los que aquí' c o n s i d e r a m o s . 

La probabi l idad de transic ión del estado E. a o tro cualquiera será : 

1 - P . . (dt ) = q. . dt + 0(dt) il i (12. 1 0 . 4 . ) 

La matr iz de transic ión, para este intervalo elemental será : 

/ p n < d t > p i n < d A 

\ P nl< d t > ' n n < d t 7 

o bien c o m o P, , (dt ) = 1 + q.dt y P . . (dt ) = q . . dt, p o d e m o s poner : ii i í j í j 

/ 1 + qTdt q dt 
l 2 

q 2 1 d t l + q 2 dt 
q 2 n d t 

q n l . dt 1 + q dt / n ' 

(12. 10. 5. ) 
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iLe la condic ión ; ? P . . (dt ) = 1, se deduce : 
3 iJ 

Z q . = 0 ( 1 2 . 1 0 . 6 . ) 
j 3 

Si l l a m a m o s a l o s e l e m e n t o s de la matr i z ( 1 2 . 1 0 . 5 . ) la cond ic ión 

( 1 2 . 1 0 . 6 . ) garantiza que: 

Z = 1 ( 1 2 . 1 0 . 7 . ) 
j J 

por lo que ( 1 2 . 1 0 . 5 . ) también es una m a t r i z e s to cás t i ca . 

1 2 . 1 1 . - ECUACIONES DIFERENCIALES D E L PROCESO. 

Si e s c r i b i m o s ahora las e c u a c i o n e s ( 1 2 . 9 . 3 . ) para T = dt, t e n d r e -

m o s : 

p . . ( t + dt) = Z p (dt) . p (t) ( 1 2 . 1 1 . 1 . ) 1J , 1K KJ 

o bien: 

p . . (t + dt) = Z p . J t ) . p (dt) ( 1 2 , 1 1 . 2 . ) 1J , 1K KJ 

Si r e s t a m o s p .(t) a l o s dos m i e m b r o s de ( 1 2 . 1 1 . 2 . ) 

j - 1 
P i j ( t + d t ) " P i j ( t ) = 2 P i k ( t ) P k j ( d t ) + P i j ( t ) C p j j ( d t ) " 1 J + k— 1 K 

+ 1 • p i k ( t ) p k i ( d t ) k= j + i i i c 

y r e c o r d a n d o ( 1 2 , 1 0 . 3 . ) y ( 1 2 . 1 0 . 4 . ) p o d e m o s e s c r i b i r : 

Py(t + dt) - p. . (t ) = Z p . k ( t ) . q k . . dt 
xC 

div idiendo p o r dt y pasando al l ímite , queda, f inalmente : 

d p s í ( t ) i j = 2 P . v (t) • n - 3 - ) dt 7 ^ik ^ ^kj k 

que se denominan e c u a c i o n e s del futuro del s i s tema. P o r un p r o c e s o análogo 

y part iendo de (11. 11 .1 ) se l l ega a las l lamadas e c u a c i o n e s de l pasado : 
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d p .(t) 
2 q._ . p ( t ) ( 1 2 . 1 1 . 4 . ) dt , ik ^kj k J 

A l conjunto de ( 1 2 . 9 . 3 . ) y ( 1 2 . 9 . 4 . ) se le denomina e cuac i ones dî  

f e r e n c i a l e s de K o l m o g o r o v . 

1 2 . 1 . - R E G U L A R I D A D . 

La de f in ic ión es análoga a la estudiada en ( 1 2 . 4 . ) . Un p r o c e s o con 

tinuo en el t i empo es regular cuando l i m P-j(t) = p . . y hay una d i s t r ibuc ión 

l imi te para las probab i l idades p . que es independiente de las c ond i c i ones -

i n i c i a l e s . Uno de l os c a s o s m á s importantes de p r o c e s o s e r g ó d i c o s e s e l 

de nac imiento y muer te en el cual só lo es pos ib l e en el intervalo (t, t + 

+ dt) el paso del estado E. a sus v e c i n o s E ó E ; esto es q = 
i i - 1 i + 1 ^ij 

0 para i t¿ j - 1, j -y 1. De estos p r o c e s o s nos o c u p a r e m o s en el p r ó x i -

m o capítulo . 
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X I I I . - P R O C E S O S D E N A C I M I E N T O Y M U E R T E . 

13.. 1. - INTRODUCCION. HIPOTESIS DE PARTIDA . 

Vamos a estudiar a continuación un caso importante de p r o c e s o s 

de Markov continuos en el t iempo. Supongamos un p r o c e s o que descr ibe 

la evolución en el t iempo de una población en la cual pueden aparecer 

o desaparecer individuos (nacimiento y muerte) . Por e jemplo una pobla- -

ción bacteriana, con nacimiento y muerte de estos organismos (prec isamen 

te del estudio de estas poblaciones surgió el nombre de estos p ro cesos ) . -

Otro e jemplo típico lo constituyen las llamadas telefónicas que atiende una 

central. Aquí" el nacimiento consiste en la aparición de llamada, y la 

muerte en la desaparic ión de una llamada, al colgar un abonado. T e n d r e -

mos asi" un p r o c e s o de Markov en el cual el numero de estados supondre-

mos que es finito e igual a N + 1. El sistema diremos que esta en el es-

tado E., en el instante t, si en este instante la población tiene i indivi-

duos (i l lamadas en p r o c e s o , en el e jemplo de la central telefónica) . En -

tonces 0 < i < N. Haremos ademas algunas hipótesis adicionales: 

I a . - Supondremos que el p r o c e s o es estacionario. P o r consiguien 

te. y recordando ( 1 2 . 7 . ) las probabil idades de transición serán función -

de la di ferencia de t iempos: 

p (t, t ) = f(i, j ; t - t) 

ct 
2 . - Cons ideraremos que en un intervalo dt, la probabilidad de que 

el sistema efectúe mas de una transición es de orden infinitesimal compa-

rado con dt; lo que representaremos por 0(dt) según la notación usual del 

Anál is is . 
el 

3 . - La probabilidad condicional de que en el intervalo [ t, t + d t j 

haya un nacimiento, es dec ir , aparezca un nuevo individuo o elemento, 

cuando la población tiene j individuos (estado E.), es; 
X. dt -l- 0(dt) 
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a 4 . - Análogamente, la probabilidad condicional de una muerte o 

desaparic ión de un elemento en [ t, t + dt D , cuando hay j individuos, es: 
i 

p, . d t + 0(dt) 

1 3 . 2 . - PROBABILIDADES ASOCIADAS. 
La ecuación general será la de los p r o c e s o s continuos, ya estable 

cida en ( 1 2 . 1 1 . ) y que recordamos aquí: 

p..(t +dt ) = Z p . f t ) . p (dt) ( 1 3 . 2 . 1 . ) 
1J 1K Kj 

Sin embargo, aquí" sólo es posible pasar del estado E^ al E. + -

o permanecer en el E. . Si en el intervalo dt se produce un nacimiento, 

se pasa de E. a E. La probabilidad de transición será: 

P. . . = X . . dt + 0(dt) (13 .2 . 2) i , i + l i 

X . se denomina coef ic iente o tasa de nacimiento y su valor, en general, 

depende del valor actual de la población. 

Si en el intervalo dt, se produce una muerte, se pasa de E. a 

E, j y la correspondiente probabilidad de transición será: 

p. . = 1JU • • dt + 0(d t ) (13. 2. 3 . ) i, i -1 i 

siendo . el coef ic iente de muerte o desaparición que también depende de 

la población presente. 

La probabilidad de que haya un cambio (aumento o disminución) -

en la población será: 

P = + p. ) dt + 0(dt) ( 1 3 . 2 . 4 . ) 

Si sabemos que ha habido un cambio, la probabilidad de que este haya ¡sido 

debido a un nacimiento es de tipo condicional: 

í\x I - i • ") p ( N a c H Cambio) ^i „ r . P \ Nac Cambio = v ^ , ' —rr—~ = —; ( 1 3 . 2 . 5 . I I J P (Cambio) A. .+ ]í. v ' 
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y, analogamente, la probabilidad de que el cambio haya sido debido a una 

muerte es: 

P (muerte] Cambio) 
X . + u . i r i 

(13. 2 . 6 . ) 

La probabilidad de que en el intervalo dt el sistema no cambie de estado 

sera: 

p = 1 - p = 1 - ( X . + p..) • dt + 0(dt) ( 1 3 . 2 . 7 . ) 

Se observara que cuando el sistema está en el estado E , sin 
o 

ningún elemento en la poblacion sólo es posible o pasar a E^ o permanecer 

en y, análogamente, del estado E^. sólo puede pasarse al E ^ o pe£ 

manecer en E . De acuerdo con ésto, el gráf ico de comportamiento del -

sistema es el que sigue (Fig, 1 2 . 5 . ) . 

(1 dt) . (1 - ji. dt) 

X . dt 1 oc 
o p. dt i -1 

X dt 1 - u 1 dt N -1 " N 20 
i + 1 N 

E stados 

Fig. 12.5. 

1 3 . 3 . - ECUACIONES DEL PROCESO. 

Si apl icamos la ecuación ( 1 2 . 2 . 1 . ) al proceso , teniendo en cuenta 

que k sólo puede ser igual a j - 1, j ó j + 1, tendremos: 

p..(t + dt) = p..(t) . p. .(dt) + p. . (t) . p. . .(dt) + p. . _(t) . p. . .(dt) ^ij IJ JJ i, j - i w ' j + i w y 

(13. 3 . 1 . ) 

y en virtud de ( 1 3 . 2 . 2 . ) , ( 1 3 . 2 , 3 . ) y ( 1 3 . 2 . 7 . ) tendremos: 

p..(t + dt) = p..(t) . (1 - dt)( 1 - jjl. . dt) + p. . ,(t) . X. . . d t + p. . . . 
iJ J J i» J-l ' J-l i. J+ 1 

. dt 
(13 .3 . 2. ) 



- 2 0 4 -

y como d p. .(t) - p. .(t + dt) - p..(t), tendremos: i j ij U 

d p (t) 
— J — = - ( X . ^ . p ^ t ) * X ^ P ^ ^ t ) + U j + 1 . p i ( j + 1 ( 1 3 . 3 . 3 . ) 

ecuaciones que son una particularización de las ( 1 2 . 9 . 3 . ) para el tipo de -

p r o c e s o que aqui' estudiamos. Las ( 1 3 . 3 . 3 . ) nos describen la secuencia 

de estados del p r o c e s ó y constituyen las ecuaciones básicas del mismo . Las 

condic iones de contorno que imponemos son: 

d p. (t) 
I a , ) j = 0; ; t ° = - P i f 0 ( t ) + h p u ( t ) ( 1 3 . 3 . 4 . ) 

d p (t) 
2 . ) j = N¡ — = V i p . N . l ( t ) - % . p . N (t) ( 1 3 . 3 . 5 . ) 

que nos descr iben las pos ib les evoluciones del sistema a partir de los es-
tados E y E 

o N 
Las condiciones iniciales que se postulan son: 

P í ; (o) = i íi 
(13. 3 . 6 . ) 

p (0) = 0 (i j) 

Admit i remos además, que para todo t, es: 

N / 2 P„(t ) = 1 ( 1 3 . 3 . 7 . ) 
j=l J 

es dec ir , la matriz P(t) = [ p..(t) ] es estocást ica. i j 
La condicion ( 1 3 . 3 . 7 . ) la cumplen siempre los p r o c e s o s cuya p o -

blación es finita. Cuando no se cumple la suma es menor que 1, pero no 

nos ocuparemos de esos casos . 

El sistema ( 1 3 . 3 . 3 . ) junto a las condiciones iniciales ( 1 3 . 3 . 6 . ) y de 

contorno ( 1 3 . 3 . 4 . ) y ( 1 3 . 3 . 5 . ) permite calcular las probabil idades de tran 

sicion una vez que se conozcan las expresiones de y jj, que depende -

rán de cada tipo de p r o c e s o . 

1 3 . 4 . - PROBABILIDADES DE ESTADO. 

La expresión de las probabilidades absolutas de estado, se deduce 
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para este caso de las ecuaciones generales ( 1 2 , 7 . 5 , ) . T e n d r e m o s : 

Pj(t + T) = 2 p k (t) . p k . ( r ) ( 1 3 . 4 . 1 . ) 
k 

si c onocemos las probabil idades iniciales de los estados, podemos calculajr 

las para un instante cualquiera. 

Si el p r o c e s o es ergódico , que es el caso que aquí vamos a consi_ 

derar , existe: 
Hm p (t) ( 1 3 , 4 , 2 , ) 

t_>íx> 1J 

y es igual a p., probabilidad absoluta del estado E. . Entonces se dice que 
J J 

el p r o c e s o ha alcanzado regularidad o equilibrio estadístico, o bien el r e -
gimen permanente. Ha desaparec ido la influencia de las condiciones inicia_ 

les y las probabil idades de equilibrio p. satisfacen la relación: 

2 P = 1 ( 1 3 . 4 . 3 . ) 
j 3 

En este caso se ver i f i ca que: 

d p (t) 
l im = 0 ( 1 3 , 4 , 4 , ) 

En efecto, con las hipótesis hechas 

l ím p..(t) = p. (13 .4 . 5 . ) 
t—fr.00 J 

Como p. no depende de t, derivando ( 1 3 . 4 . 5 . ) se obtiene ( 1 3 . 4 . 4 . ) . 
En este caso , las ecuaciones fundamentales ( 1 3 . 3 . 3 . ) se transfor-

man en: 

- ( X . + u.) p . + X . , p. ,+ u - n P- , = 0 J J 3-1 j - l ^J + 1 J + 1 

0 < j < N 

y las condiciones de contorno pasar a ser : 

" • P Q + h • Pjl = 0 

(13 .4 . 6 . ) 

( 1 3 . 4 . 7 . ) 

A N - r P N - 1 " ^ N ' PN = ° 



- 2 0 6 -

Las ( 1 3 . 4 . 6 . ) y ( 1 3 . 4 . 7 . ) se obtienen tomando l imites en ( 1 . 3 . 3 . , 1 3 . 3 . 4 . 

y 13 .3 .5 )y aplicando las condiciones de ergodicidad ( 1 3 . 4 . 4 . y 1 3 . 4 . 5 . ) . 

Podemos ahora calcular las p. resolviendo el sistema ( 1 3 . 4 . 6 . ) -
3 

con las condiciones ( 1 3 . 4 . 7 . ) . Para ello observemos que las ( 1 3 . 4 . 6 . ) se 

desdoblan en dos conjuntos de ecuaciones uno de los cuales se obtiene a -

partir del otro. Estos conjuntos son: 

- • P. + u . . p = 0 
3 J h J+ 1 J+ 1 

(13. 4 . 8 . ) 

j -1 " P M + P-J 
p = 0 ( 1 3 . 4 . 9 . ) 

Obsérvese que las ( 1 3 , 4 . 9 . ) se obtienen de las ( 1 3 . 4 . 8 . ) cambiando j 

por j -1 y que la suma de ambas da las ( 1 3 . 4 . 6 , ) . P o r consiguiente solo 

es p r e c i s o operar con una cualquiera de ellas, s impli f icándose el proble — 

ma. Eligiendo las ( 1 3 . 4 . 9 . ) , con las condiciones de contorno ( 1 3 , 4 . 7 . ) se 

obtiene: 

X . L . . . . . . .A.. , 
= p i i L 

j o ^ . . . . . . . . y.. 

Si apl icamos ahora la condición ( 1 2 . 4 . 3 . ) , tendremos: 

(13. 4 . 1 0 . ) 

1 = P, 
N 
Z 
1 

X X. o 1 

f i h 
1±L + 1 (13. 4 . 1 1 . ) 

De donde la solucion general es: 

P. 
J 

V-Z ' 

"j-1 

1 zN 1 + ¿ j -1 

(13 .4 . 12. ) 

Obsérvese que el cumplimiento de la condición ( 1 3 . 4 . 3 . ) exige que 

la ser ie 
N \ o 1 
z 
1 P-1 P-2 

••-1 (13. 4 . 1 3 . ) 
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sea convergente, para lo cual basta que se verifique la siguiente re lac ión: 

< <* < 1 (13. 4. 14.) 
X. 

J 
+ 1 

Si cons ideramos a y c o m o variables aleatorias cuyas proba 

bilidades asociadas son las p., podemos determinar sus valores medios por 

las fórmulas correspondientes . Obtenemos asi' 

N 
L = 2 X . . p. 

j=0 J 3 
(13. 4. 15. ) 

N 
U = Z V j • P j 

j=0 3 J 

(13. 4. 16. ) 

que serán las tasas o "ve loc idades" medias de nacimiento y muerte. 

13. 5. - APLICACION A UN PROCESO DE NACIMIENTO PURO. 

Vamos a determinar las probabilidades de transición en un caso -

senci l lo en el que X . ^ 0, ]a. = 0 (nacimiento únicamente). En el Ínter-
J J 

valo dt solo es posible el paso de E. a E. . y en un intervalo t finito 
J J +1 

se pasará de E,, a E^ ( j ^ 1). Las ecuaciones ( 1 3 . 3 . 3 . ) se reducen a: 

d p . . (t) 

dt - x j P . . ( t ) + x . ^ . p . . _ l ( , ) ( 1 3 . 5 . 1 . ) 

P a r a reso lver este sistema de ecuaciones di ferenciales , apl icamos 

la transformación de Laplace. Tendremos : 

£ 
d p . . (t) i j 

dt = s - p ^ o ) 

Debido a las condiciones ( 1 3 . 3 . 6 . ) : 

p . . (0) = ó . . = -i j iJ 

1, i = j 

0. i ^ j 
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Entonces, ( 1 3 , 5 , 1 , ) se transforma en: 

(s + X . ) . P. .(s) = 6 .. + \ . . P. . . (s) 
J i. J i j J - l i. J-l 

(13. 5 . 2 . ) 

Además, P . . ( s ) = 0 para j < i ya que el sistema evoluciona solamente 

por crec imiento o manteniniiénto de su población. Tendremos de ( 1 3 . 5 . 2 . ) : 

X . , . P, . ,(») 

= 1 s + X ' ( i * » 
j 1J 

Y por reiteración, deducimos: 

X. • X . 
/ \ 1 í + l P . . s = 

X . 

(s + X . J . . . . . . . . . (s + X .) v i + v v / 

P (13. 5. 3 . ) , \ íi 

Ahora bien, para j = i la ( 1 3 . 5 . 2 . ) da: 

( s + X .) P . . = 1 i n 

ya que P . (s) = 0, por lo que ( 1 3 . 5 . 3 . ) se t rans forma en: 
i, i -1 

X • • X . , , X. . 
P . . ( s ) = 1 - 1 + 1 

1J (s + X .) ( s + X.) 
3 

(13 .5 . 4 . ) 

Si apl icamos a (13.5 .4\ el método de los residuos, tendremos: 

" i j ( t> = l \ 

con 
R = (s + X ) P . . ( s ) . e k k i j 

st 

s = -X 

con lo que resulta, finalmente: 

J ík^ - X t 
p..(t) = 2 A . . ' . e k (j > i) 

i j k=i i j 
(13. 5 . 5 . ) 
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siendo 

A (k) X i • X i +1 •••• X ,j-l 

La solución general consta de ( 1 3 . 5 . 5 . ) y de: 

P. . (t) = 0 (j < i) 

En el caso en que para todo i, sea X. = X tendremos: 

/ - \j-i - ^ t 
V U t > (j - t) . < » • * - M 

que es la expresión de la distribución de Poisson. Por consiguiente, esta 

distribución es un p r o c e s o de nacimiento puro de coef ic iente o " tasa" 

constante. 

1 3 . 6 . - .APLICACION. LA DISTRIBUCION DE ERLANG, 

Supongamos una central telefónica automática que puede atender s_i_ 

multáneamente hasta N l lamadas. Dicha central está conectada con n -

abonados y funciona en regimen de llamadas perdidas, esto es si está ocu 

pada procesando N conmutaciones y rec ibe una nueva demanda de comuni -

cación al no poder atenderla, envía la señal de ocupación con lo que esta 

llamada desaparece . Se supone además que las peticiones de llamada l l e -

gan a la central según un regimen de Po i sson de parámetro a, constante, 

e independiente de las llamadas que haya en proceso . P o r consiguiente pa 

ra todo j, = a. Admit i remos también que la probabilidad de que una -

conversac ión termine es proporc ional al numero de l lamadas en proceso , 

esto es, P- . - j- Si a < 1 (condición usual) se satisface la condición 

( 1 3 . 4 . 2 . ) y tenemos un regimen estacionario en la central . 

Fáci lmente pueden e s c r i b i r s e las ecuaciones del p r o c e s o en este 

ejemplo, para lo cual basta sustituir en ( 1 3 . 4 . 6 . ) y ( 1 3 . 4 . 7 . ) los va lo -

res indicados de X . y ]i.. La solución, se obtendrá sustituyendo en 
j 3 

(12 .4 .10 ) estos va lores de ^ . y V-.. Se obtiene: 
J J 

a j 

p, = ^ = P(E.) ( 1 3 . 6 . 1 . ) 
3 N J ' 
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La distribución ( 1 3 . 6 . 1 . ) se denomina de Erlang y se representa 

por E (j) . Por su gran importancia en la Teor ía de Trá f i co Telefónico , 
2. 

se encuentra tabulada. Los valores de L y u, son: 

L = a 

u = a 

c o m o fácilmente puede comprobarse . 

Se observará también que si hacemos 

N j el ci 
N—• £ —:— = e y entonces: 

j=0 J 

(13. 6. 2 . ) 

P • = 
J ~a aJ . e 

J j ! 
(13. 6 . 3 . ) 

que es la distribución de Poisson , que como se ve es el l imite de la 

Erlang cuando el numero de estados tiende a infinito. P o r ésto, a veces -

a la distribución de Erlang se la denomina distribución de P o i s s o n trunca-

da. 
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X I V . - T E O R I A D E C O L A S O L I N E A S D E E S P E R A . 

14. 1. - INTRODUCCION.' 

Las colas o líneas de espera son fenómenos famil iares , cuyas carac 

ter íst icas son las siguientes: 

cL 
1 . - Hay una llegada de unidades o elementos en intervalos de 

tiempo regulares o no a un sistema que las atiende o presta un serv ic io . 

El origen de estas unidades se l lamará fuente. Podemos citar como ejem-

plos la llegada de camiones a un centro de carga, llegada de pedidos de -

material a un almacén, llegada de peticiones de conexión telefónica a una 

central, etc. El número de unidades solicitantes del serv ic io puede ser 

finito en cuyo caso el sistema se l lama cerrado, o infinito (a veces se su 

pone así para mayor senci l lez) y entonces el sistema se l lamara abierto. 

2 a . - El sistema comprende uno o más órganos de serv ic io y una 

o varias co las . Las co las se forman frente a los órganos que prestan el 

serv i c io requerido. La cola puede ser limitada, esto es con un número 

cualquiera de elementos esperando, o limitada en la que ese número no -

puede sobrepasar una cota f i ja. 

Si hay varias colas , pueden existir d iversos c r i ter ios según los -

cuales se van a poner en cola las distintas unidades que llegan. Pueden -

escoger una cola alazar, o la más corta, o seguir un determinado tipo de 

prioridad. 

Para descr ib i r el fenómeno neces i taremos además conocer : 

a) La ley de llegada de unidades al servic io . Estas unidades pue-

den presentarse a intervalos regulares o i rregulares siguiendo por e jemplo 

una ley de Po isson . Además puede haber varias fuentes que se comporten, 

según las leyes distintas. Estas llegadas constituyen un p r o c e s o estocást i -

co con parámetro de tiempo continuo. La velocidad de llegada o tasa de -

llegada puede ser constante o variar con el tiempo. Nosotros considerare-

mos que la llegada constituye un p r o c e s o de Poisson, cuya tasa es c o n s -

tante, 
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b) La duración del tiempo de serv ic io . Esta puede ser constante 

o aleatoria, conociéndose la probabilidad de que el serv ic io termine en 

el intervalo dt. P o r ejemplo, si el serv ic io es de tipo Poisson, la proba -

bilidad de que termine en un intervalo dt, es ]a . dt, siendo jila tasa. Pue 

de haber diferentes órganos de serv ic io atendiendo la cola y cada uno con 

una ley de duración determinada. 

c) Numero de órganos que atienden la cola. En principio puede 

variar entre 0 e 00 . Si hay infinitos, evidentemente, no se f o rmará cola 

y cualquier unidad que llegue al sistema es inmediatamente atendida. 

d) Elecc ión por parte del órgano de serv ic io de las unidades de -

la cola. Esta e lecc ión puede hacerse secuencialmente atendiendo a las uni. 

dades que l legaron p r i m e r o (y que llevan más tiempo esperando), en cuyo 

caso se dice que la cola es ordenada, o bien el órgano elige al azar uni -

dades de la cola para atenderlas, y tenemos una cola totalmente desordena 

da. Puede haber también una prioridad en la e lecc ión de estas unidades. 

Supondremos s iempre que el órgano de serv ic io no descansa, es -

dec ir , que en cuanto ha concluido de atender a una unidad, empieza a ser 

vir inmediatamente a otra que se presenta a su entrada. 

Si cons ideramos un sistema con varios órganos de servic io , los -

instantes en que comienzan los serv i c ios forman un p r o c e s o que di f iere en 

general del p r o c e s o de llegadas de unidades al sistema, ya que un órgano 

no esta s iempre disponible cuando llega una unidad y, por otra parte, hay 

var ios órganos para efectuar el serv ic io . También los instantes de t e r m i -

nación del serv ic io formarán un p r o c e s o distinto. 

1 4 . 2 . - PARAMETROS CARACTERISTICOS DE UN SISTEMA DE -

ESPERA. 

En la figura 14.1 . se ha representado esquemáticamente la estruc 

tura general de ion sistema de espera. 

LLamaremos : 

m = numero de unidades en el conjunto; m puede variar de 0 a m 

n = numero de unidades dentro del sistema (en cola o rec ib iendo-

servic io ) . Se tendrá: 0 < n ^ m. 
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Fig. 14.1 . 

colas Organos de serv i c io 

SISTEMA 

v = numero de unidades en la co la (o colas) 0 ¿ v £ n -1 

s = numero de órganos de serv ic io , 0 < s < 

j = numero de unidades que están recibiendo serv ic io , 0 < j < n 

Q = número de órganos desocupados o l ibres . 

Pueden ocurr i r dos casos : 

a) n £ s 

entonces, evidentemente: 

v= 0 ; n = j ; Q= s - n (14. 2. 1 . ) 

b) n > s, y entonces: 

v> 0; n = v + S ; Q = 0 (14. 2. 2. ) 

En todo caso: 

n = v + j (14. 2. 3. ) 

Supondremos de ahora en adelante que el fenómeno es estacionario 

y que se ha alcanzado el regimen permanente. Si designamos por p la -

probabilidad de que haya n unidades en el sistema, podemos definir los 

siguientes parámetros caracter í s t i cos : 

a). - Numero medio de unidades en el sistema: 
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m 
n = E n . p ( 1 4 . 2 . 4 . ) 

n o 

b) Numero med io de unidades en co la : 

m 

v= l (n - s) . p ( 1 4 . 2 . 5 . ) 
i n n=s 1 

c) Numero med io de unidades en los organos de se rv i c i o : 
s 

J = £ n . p ( 1 4 . 2 . 6 . ) 
n 

o 

d) Numero med io de órganos desocupados ( s i s e cumple el c a s o a 

anter ior ) : s 
Q = 2 (s - n) . p (14. 2 . 7 . ) n o 

El t iempo de espera en la co la de cada unidad, es una variable a leator ia 

continua. Sea F(t) su función de distr ibución: 

F(t) = P £ t iempo de espera <_ t j" 

e) El t iempo de espera med io será : 

/

oo 

t . d F(t) ( 1 4 . 2 . 8 . ) 

También el t iempo de estancia de cada unidad en el s is tema es una varia-

ble aleatoria . Si su función de distr ibución es G(t), el t iempo de estancia 

m e d i o será : 
IX) 

u t . d G(t) (14. 2. 9 . ) 

De ( 1 3 . 2 . 1 . ) y ( 1 3 . 2 . 3 . ) se deduce: 

j -!- Q = s (ya que s = s por ser constante) 

v i- y = ñ 

Si fi es la duración media del s e r v i c i o 

]í + T = u 



- 2 1 5 -

Si las entradas son independientes de las salidas y las tasas de entrada y 

salida son X y (i , respectivamente, se tendrá: 

/\ . ~ = ~ " X . u = ñ (14. 2. 10. ) 

En el dimensionado de un sistema de espera, intervienen factores 

económicos , por lo que habrá que procurar encontrar funciones que nos -

den el coste de estos s istemas. El número de colas, órganos, e t c . , debe_ 

ra determinarse de modo que haga mínimas estas funciones de coste . V a -

mos a indicar una de las más senci l las . Si l lamamos c^ al coste originado 

por la espera de una unidad en la cola, por unidad de tiempo y c^ al de -

serv ic io en una estación por unidad de tiempo, el coste medio C en un 

periodo de t iempo T, sera: 

T(s) = (CjV + c 2 Q) . T ( 1 4 . 2 . 1 1 . ) 

o bien si c y c son constantes, el coste por unidad de tiempo será: J. Cd 
m s 

c(s) = c . v + c Q = c 2 (n - s)p ¡ -c £ (s - n) . p ( 1 4 . 2 . 1 2 . ) v ' 1 2 1 , ' n 2 n s + 1 o 

14. 3. - ECUACIONES GENERALES PARA UN SISTEMA DE s ES-

TACIONES IDENTICAS. 

Cons ideraremos que el s istema está en el estado E cuando hay -n 
n unidades dentro de el. El sistema evoluciona de acuerdo con un p r o c e -

so de nacimiento y muerte, en el que supondremos que X . y p.., son J J 
funciones del número de unidades que están siendo atendidas, por lo que -

cuando n > s sus va lores se estabil izarán en X y p. . Cada vez que una s s 
unidad entre en el sistema se reg is trará un "nacimiento" y cada vez que 

lo abandone una "muerte " . 

P o d e m o s entonces aplicar a este caso las ecuaciones generales e_s 

tudiadas en [j-3] teniendo en cuenta para j > s los valores de X y jj, . -

Tendremos asi: 

Condiciones inc ia l es : 

p. . (0) = 6 .. (14. 3 . 1 . ) 
i j ij 
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Condición de contorno: 

d P : J t ) lO 
dt 

= - Á . p. (t) + . p . . (t) ( 1 4 . 3 . 2 . ) 
o 10 1 l l 

Si el sistema es abierto, no hay mas que esta. 

Ecuaciones generales: 

d P;¡(t> 
( o < j < . ) J - > H Í ^ J t ) - U j + ü j j p ^ t ) + . P i J + 1 ( t ) 

(14. 3. 3. ) 

d p (t) 

(14. 3. 4. ) 

S i el sistema es cerrado y el máximo valor de n, es N, la otra ecuación 

de contorno será: 

d P iN ( t ) 
= A . p , (t) - Ü . p (t) (14. 3. 5 . ) dt s p i , N - l v ' Hs p i , N w \ • • ) 

Si existe un regimen permanente, se tendrá, como ya sabemos: 

l im p (t) = p(j) 
t—• !» 1J 

00 

£ P(j) = 1 (sistema abierto) 
1 

N 
2 p(j) = 1 (sistema cerrado) 
1 

y entonces: . / jA y d p..(t) 
l im = 0 dt t p. <*> 

y las ecuaciones anteriores se transforman en las: 

- A . p(o) + \L . p( l ) = 0 ( 1 4 . 3 . 6 . ) o i 
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(0 < j < s) X p(j - 1) - (X + ]x) . p(j) + (i , p ( j + l ) = 0 ( 1 4 . 3 . 7 ) 
J J J J 

( j > s) X . p( j - 1) - ( \ + U ) . p(j) + u . p(j + 1) = 0 ( 1 4 . 3 . 8 . ) s s s s 

La ecuación 

X . p(N - 1) - li . p(N) = 0 (14. 3. 5. ) s s 

se añadirá en el caso de s istemas cerrados . 

Las ( 1 4 . 3 . 6 . ) y ( 1 4 . 3 . 7 . ) se resuelven de modo análogo al estu -

diado en Q 3 . 4¡j y se tiene asi: 

X . . . . . . . X 
p(j) = p(0) . — ^ (0< j < s) (14. 3 . 1 0 . ) 

U 1 V j 

(14. 3 . 1 1 . ) 
C orno * ^ 

p(s) = 
p(s - 1) " 

aplicando ( 1 4 . 3 . 8 . ) para j = s, resulta: - \ ^ 

+ ^s " Xs" ¡ 
p(s + 1) = p(s) = 

V-s 

y en general, para j > s puede hallarse p(j) en función de p(s) o bien de p(0) pa 

ra lo cual basta aplicar ( 1 4 . 3 . 1 0 . ) . 

Si def inimos el estado del sistema por el número de unidades que 

están siendo atendidas por los órganos de servic io , y suponemos que hay 

también regimen permanente, llamando q(j) a la probabilidad del estado 

j, tendríamos: 

- X q(0) + V-. • q(l) = 0 o 1 

(0 < j < s) X q(j - 1) - (X . + |X.) . q(j) + ft q( j +1) = 0 l ( 1 4 . 3 . 1 2 ) 

(j = s) X g _ 1 . q (s - 1) - j.ig . q(s) = = 0 
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y la probabil idad q(j) será : 

X X 
q(j) = q(0) ° H ( 1 4 . 3 . 1 3 . ) 

^ . . . . . . U . 

s 
determinándose q(0) con la condic ión 2 q(j) = 1 

j= l 

14. 4. - SISTEMA DE ESPERA CON UN ORGANO DE SERVICIO Y -

TASAS CONSTANTES. 

V a m o s a estudiar el c a s o m á s senc i l lo de s i s temas de espera . 

En el la fuente envía unidades según un p r o c e s o Po i sson , de tasa X , y el 

órgano de s e r v i c i o atiende siguiendo también una ley de P o i s s o n de tasa -

En este caso entonces, X = X y p.. = p para todo j . La ecua - -
j J 

c ion ( 1 3 . 3 . 1 0 . ) nos dara la probabi l idad del estado j . 

P(j) = ( — ) j P(0) ' ( 1 4 . 4 . 1 . ) 

Como ha de ser 
oo 

s p(j) = 1 
o 

p(0) 2 ( — ) j = 1 ; p(0) = 1 
o 1 -

\ 

luego 

P(0) = 1 - y p(j) = (1 .Y.J ( 1 4 . 4 . 2 . ) 

A l coc iente —— se le representara por Y y se denomina factor de utili 

zac ión o intensidad de t rá f i co y expresa el grado de saturación del s i s tema. 
00 

Naturalmente, debe ser Y < 1, y entonces converge la ser ie Z ( X / 'fi)^. 
o 

Si es Y > 1 , la co la se a largar ía indefinidamente y no exist irá reg imen per 

manente. 

El valor med io del número n de unidades en el s is tema es : 

OO . 1 1 ' 
á = I j • p(j) = 2 j ( l - Y) . YJ = y ( 1 4 . 4 . 3 . ) 
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y la probabilidad de que n sea superior a un numero f i jo n , es: 
o 

oc 00 n + 1 
p(n > nQ) = l p(j) = (1 - Y ) . 2 Y j = (1 - Y ) . Y ° 

n + 1 n + 1 o o 

(14. 4. 4. ) 
n +1 

\jr o 
• 1 - Y 

El número de unidades en la cola v , es 

v = 0 si n = 0 

v = n - 1 s i n > 0 

el valor medio será: 

00 Y 2 

V = 2 (j - 1) p(j) = ( 1 4 . 4 . 5 . ) 
1 1 - Y 

En el sistema entran y salen por unidad de tiempo X unidades. El número 

medio de unidades en la cola es v , luego el tiempo medio de espera sjs 

ra: 

Y 2 1 Y 
X- t = - p - = — r j z ^ T - = — — . — rr, ( 1 4 . 4 . 6 . ) esp A A(1 - Y) \í 1 - Y v ' 

Y, análogamente, los va lores medios de los tiempos de estancia en el 

sistema y de serv ic io sea/án: 

u = t = = — = — (14 4 7 ) 
s istema X X 1 - Y ü 1 - Y ' • ' 

1 1 , . ™ 1 
u = t . . = t . - t = . — — (1 - Y ) = (14. 4. 8. ) ^ serv ic io sist esp ¡i 1 - t p. 

c omo era de esperar por seguir el órgano de servic io un p r o c e s o de P o i -

sson. 

Supongamos que el órgano de serv ic io se somete a una observa - -

ción durante un tiempo T. Estará ocupado durante t segundos y l ibre du-

rante t ' , y t -h t1 = T. 
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t 
t(ocupado) -••-t l(libre) 

La probabilidad de que un observador encuentre el serv ic io ocupa 

do, puede hallarse a partir de estos t iempos: 

P (ocupado) = t(ocupado)^ ( 1 4 . 4 . 9 . ) 
r ' T(observación) 

P e r o también será igual a 1 - p , ya que p^ representa la proba 

bilidad de que el serv i c io esté l ibre puesto que es la probabilidad del 

estado cero , que se da cuando no hay unidades en el sistema, luego: 

\ 
P (ocupado) = 1 - p = ( 1 4 . 4 . 1 0 . ) 

r o jx 

A la proporc ión de tiempos ( 1 4 . 4 . 9 . ) se la l lama intensidad de 

tráf ico en el órgano de servic io . Tenemos asi' una nueva interpretación 

del cociente X / ]J, ya que se había definido como tasa del serv ic io . 

La ecuación ( 1 4 . 4 . 9 . ) se re f i e re a valores medios . Deducimos de 

ella que por término medio el t iempo de ocupación del órgano de serv ic io 

es igual a (1 - P )• T. Como tarda 1 / segundos en atender a cada u n i -

dad, resulta que en el tiempo T de observación será capaz de atender 

(1 - p ) . T 
N = r = U (1 - P ) T ( 1 4 . 4 . 1 1 . ) 1 o 

unidades. Ahora bien en ese tiempo T han llegado al sistema X. T 

unidades y como por ser el régimen estacionario el número de unidades 

que llegan al s istema debe ser igual al número medio de unidades que 

salen, tendremos: 

\ T = ji (1 - p ) T (14. 4. 12. ) 

que se conoce con el nombre de ecuación de f lujos. 

A continuación estableceremos otras relaciones útiles para los 

s istemas de espera poissonianos: 

El número medio de unidades en el sistema ñ es igual a X . u 
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siendo u el tiempo medio de estancia en el sistema. h sea: 

n = K . u (14. 4. 13. ) 

en efecto, n es igual al número medio de unidades que llegan durante el 

tiempo medio de estancia de una de ellas. 

Análogamente, el número medio de uLidades en la cola y será: 

v = \ w (14. 4. 14. ) 

siendo w el tiempo medio de estancia en cola. Combinando estas re lac io 

nes con la ( 1 3 . 4 . 7 . ) y ( 1 3 . 4 . 5 . ) , resulta: 

n u 
U(1 - PG) 

w = 
( i - P„) 

(14. 4. 15. ) 

14. 5 . - FUNCIONES DE DISTRIBUCION DE LOS TIEMPOS DE ES-

PERA Y ESTANCIA, 

Supongamos que la unidad n - 1 llega al sistema en el instante 

t , v lo abandona en el t' . . El tiempo de estancia en el sistema es n - 1 n - 1 
u , . Sea i el intervalo que separa la llegada de las unidades n - 1 n - 1 n 
y n. Si t > u , , la unidad n l lega al sistema cuando ya lo ha aban-1 n n - 1 
donado la n - 1 y entonces no tiene que esperar , por lo tanto: 

u - T < 0 n - 1 n W = 0 n 

Si por el contrario u - r > 0, la unidad n l lega cuando -^ n - 1 n -
todavía está la n - ly , por consiguiente, debe esperar un tiempo W 0 
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u - T > 0 „ W = u - T > O (14. 5. 1. ) n - 1 n ~ n n - 1 n — 

En regimen permanente estos t iempos (variables aleatorias) serán los mis 

mos para todas las unidades, luego e s c r ib i r emos ( 1 3 . 5 . 1 . ) en general: 

W = u - X (14. 5. 2. ) 

Vamos a l lamar G(x) a la función de distribución de la variable -

aleatoria u: 

G(x) = p | u < x J 

La variable T , tiene una función densidad que es de tipo exponencial: 

- X X 
f( T ) = X ( 1 4 . 5 . 3 . ) 

La función de distribución de W, se obtendrá en virtud de ( 1 4 . 5 . 2 . ) m e -

diante la convolucion: 

F(w) = f X.. e ^ T G(w + t ) ' . d t (14. 5. 4 . ) 

Como u = w + v y la variable v que representa la duración del 

serv i c io tiene también una densidad de probabilidad de tipo exponencial: 

g(v) = l i . e - P- . v (14. 5. 5 . ) 

tendremos que: «x 

G(x) = - v , . . e . F(x - v) . dv (14. 5 . 6 . ) 

Las ecuaciones ( 1 3 . 4 . 4 . ) y ( 1 4 . 5 . 6 . ) permiten calcular las funcio-

nes de distribución F y G. Para ello comenzaremos transformando 

( 1 4 . 5 . 4 . ) . Si en esta hacemos w + T = x, tendremos: 

\ 
F(w) = / X . e U . G(x) dx = X e 

-X A W 

w 

e" ^ X . G(x) dx 

( 1 4 . 5 . 7 . ) 

- Xx G(x) dx ; F(w) = X . e 
X w F(0) - X x , . e . G(x) . dx 
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Si apl icamos a esta ecuación la transformación de Laplace, poniendo 
•V £ [ F ( w ) ] = F (s), se tiene: 

F % ) __ F ( 0 ) - * • O ( . ) ( U 5 _ 8 - ) 

s - X 

por otra parte, la ecuación ( 1 4 . 5 . 6 . ) es una convolución, por lo que: 

G*(s) = . P*(s ) ( 1 4 . 5 . 9 . ) 
s + ja 

* Si e l iminamos G(s) entre ( 1 4 . 5 . 8 . ) y ( 1 4 . 5 . 9 . ) , quedara: 

F » F ( ° ) / ( 1 4 . 5 . 1 0 . ) s . (s - X - ji) 

y aplicando ahora la transformada inversa de Laplace, se obtiene: 

F ( x ) r , _ e - ( - X ) X J ( 1 4 - 5 1 1 < ) 

ji - X L 

La determinación de F(0) se efectúa, teniendo presente la condición 

F( + (XI) = 1, resultando asi: 

F(0) -

con lo que: 
F(x) = 1 - — . e " ( ^ " ) X (14 .5 . 12.) 

resulta asi que w sigue también una ley de duración de tipo exponencial 

negativa. La probabilidad de que la duración sea superior a w , será: 

* v , - -( H - X ) . w 
p(w > w ) = — . e = Y . e (14. 5. 13.) 
^ o' u 

y la duración media: 

o>o 
w = I X . d F(x) = - i - . T Y (14. 5. 14.) 
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valor que ya habíamos encontrado en ( 1 4 . 4 . 6 ) . 

Análogamente podemos p r o c e d e r para el cá lculo de G(x). La ex-

pres i ón G ,É(s), deducida de ( 1 4 . 5 . 8 . ) y ( 1 4 . 5 . 9 . ) , es : 

G'*(s) fí • F(0) 
. (s - \ + í 0 

y hallando la t ransformada inversa, resulta, sustituyendo el valor e n c o n -

trado de F(0) : 

G(x) = 1 - e 

El t iempo medio de estancia en el s i s tema será : 
> 00 

u - d G(x) 1 - Y 

(14. 5 . 1 5 . ) 

(14. 5. 16 . ) 

resultado también encontrado en ( 1 4 , 4 . 7 . ) . 

1 4 . 6 . - DISTRIBUCION DE LOS INTERVALOS DE SALIDA. 

En la f igura 1 4 . 3 , , se han representado los instantes e intervalos 

de entrada y salida en dos e j es . D e s e a m o s hallar la función de d istr ibución 

Llegadas 

Salidas 

Fig . 14 .3 . 

de la var iable a leator ia t 1 representat iva de los intervalos de t iempo que n 
separan la salida de las unidades del s is tema. 

De la f igura se deduce: 

X + u = t 1 4 u n n n n - 1 
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De donde: 

X ' = T -r u - u i n n n n - I (14. 6. 1 . ) 

Vamos a definir ahora la variable y , asi: n 

y = T 1 - V n n n 

Si w = 0 , u = v , y quedara y = t - u . n n n n n n - 1 

(14. 6. 2 . ) 

(14. 6 . 3 . ) 

Si w > 0 , r ' = v ya que el intervalo que separa la salida de dos u n i -

dades consecutivas debe ser igual a la duración del servic io , pues la uni-

dad n entra en el órgano cuando sale la n - 1. 

La variable aleatoria y (positiva o nula) representa la duración 

del per iodo de inocupación del órgano de servic io , que precede a la uni-

dad n, según se indica en la f igura 14. 4. 

t 
n-1 i 

' n 
n 

y. n 

n-1 
u 

n-1-

Fig. 14 .4 . 

Allí' se ve que si u , < T , el organo esta desocupado desde -n - 1 — n 
el instante t -i- u , hasta el t , siendo la duración de esta "desocu n - l n - 1 n — 
pación 

y =t - (t -! u ) = t - u n n n-1 n-1 n n-1 (14. 6. 4. ) 

Como ya hemos visto, el intervalo de salida x ' viene dado por : 

= y h- v n n n (14. 6. 5. ) 

Supondremos que se ha alcanzado el regimen permanente con lo -
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que x , v, y serán independientes de la unidad n, resultando ser iguales 

para todas las unidades, Se tendrá entonces: 

t ' = v + y (14. 6. 6 . ) 

y deseamos hallar su función densidad de probabilidad. 

Para ello habrá que calcular p r i m e r o la densidad de probabilidad 

de y puesto que la de v ha sido ya determinada en ( 1 4 . 5 . 5 . ) . 

De ( 1 4 . 6 . 4 . ) tenemos: 

y = T - u 

y por (14. 5. 3. ) y (14. 5. 15. ) 

_ X t ** 
f ( t ) •= X . e . ( O 0) 

1 > ( 1 4 . 6 . 7 . ) 

f 2 ( u ) = ( íi - X) e ' ( U U ( u ¿ 0) i 

X y u, independientes. 

Recordando la expresión de la densidad de probabilidad de la dife 

rencia de dos variables aleatorias independientes, tendremos : 

_ X 
f ( y ) = / f 2 ( u ) • f j í y + U) . du = í X . e " ' ( y + u ) ( ÍL - X ) e " ( ^ 

u du 

-oo 
(14 .6 . 8 . ) 

/

<X> 

- u u , x / \ - X y e du = — ( Ji - K) e U 

ya que f. y f_ son nulas en el intervalo f -oo , 0 ."] . X Úá 
Como 

T < = v + y (14. 6. 9 . ) 

aplicando ahora la expresión que da la densidad de probabilidad de la su -

ma de dos variables aleatorias, tendremos: 

f ( r ' ) = / " ° V ) f 2 ( r ' - v) dv = r , e"1r l v — . ( , a - X ) e " X ( " = 
él Ct <J f) 

= x . ( ) e - ' Y V » » V dv 
O 
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l u e g ° _ X X 
f( t ' ) = A . e (14. 6. 10.) 

por consiguiente, los intervalos de salida siguen una ley de probabilidad -

exponencial negativa, de donde se inf iere que los instantes de salida obede; 

cen a un p r o c e s o de Po i s son de tasa X que es igual a la de entrada. En -

conclusión: alcanzado el equil ibrio estadístico, las entradas y salidas son 

p r o c e s o s de Po isson de idéntica tasa. 

14. 7. - SISTEMA DE ESPERA DE ERLANG. 

El estado del s istema es E , cuando hay n unidades en el sis -n 
tema. (Caso pr imero de 1 3 . 3 . ) . Ademas se supondrá que: 

a). - El régimen de llegada de unidades sigue un p r o c e s o de P o i -

sson por lo que para todo j X . - a 

b). - Solo hay una cola y es ilimitada. Entonces 0 ^ n í 90 

c) . - Existen s órganos de servic io , y el t iempo de duración 

del m i s m o es una variable aleatoria con una distribución 

exponencial negativa. 

d). - El coef ic iente o tasa de muerte o desaparición de 'unidades -

del sistema es igual al número de unidades que están rec ib ien 

do serv i c ios . Entonces: 

= J (0 < j 1 s) 

jxj = s j > s 

e ) . - La cola está perfectamente ordenada. 

Las ecuaciones ( 1 3 . 3 . 6 . ) y ( 1 3 . 3 . 7 . ) para este caso serán: 

- a . p(0) p ( l ) - 0 ( 1 4 . 7 . 1 . ) 

0 < j < s a p(j - 1) - (a + j) . p(j) + ( j + 1) p(j -i- 1) = 0 ( 1 4 . 7 . 2 . ) 

j 1 s a . p(j - 1) - (a + s) . p(j) -r s . p (j + 1) = 0 ( 1 4 . 7 . 3 . ) 
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Las dos pr imeras dan: 

PÜ) = P(O) (o < j < s) (14. 7 . 4 . ) 

Como a . p(s - 1) = s . p (s) , ( 1 4 . 7 . 5 . ) aplicando ( 1 4 . 7 . 3 . ) 

para j = s, resulta 

a . p(s - 1) - (a + s) . p(s) + s . p ( s+ 1) = 0 

y sustituyendo p( s - 1) por el valor deducido de (14. 7 . 5 . ) : 

s . p(s) - (a + s) . p(s)+ s . p (s -h 1) = 0 

por lo que teniendo en cuenta ( 1 3 . 4 . 4 . ) 

P(s + 1) = ~ ¡ - p(s) = 

de donde deducimos: 

J 
PÜ) = P(O) . 

s + 1 a 
s ! . s P(0) (14. 7. 6 . ) 

s ! . s"' - s 
( j > B ) (14. 7. 7. ) 

La determinación de p(0) se hará, como siempre, aplicando la condición. 

Z PÜ) = I j 

Como hay infinitos estados posibles : 

P(0) 

S - 1 . 
„J 

+ z 1 + £ 
j=l j ! j=s s ! . s J - s 

= 1 ( 1 4 . 7 . 8 . ) 

Como 
00 

z 
s! . s j - S s ! 

DO 

z 
j=0 .i! S! s - a 

tendremos finalmente: 
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P(j) = J 1 
s -1 

2 

3=0 
j ! s s - a 

P(j) = 

J s a . s 

s ! . s 
s -1 

j=0 j ! s ! s - a 

(O < j < a) 

( j > s) 

\ 

y ( 1 4 . 7 . 9 . ) 

y 

que son las probabil idades de estado deseadas. 

Si r e co rdamos £13. 6.] que 

E J a ) a S / s ! 

1 + + a S / s ! 

podemos escr ib i r las ( 1 4 . 7 . 7 . ) en forma más sencilla: 

j - s s ! 

p(j) 
E (a) s v ' s - 1 

J - s 

p(j) = 
1 

E ^ í + s - a 

(0 < j < s) 

( j > 8 ) 

(14 .7 . 10.) 

La probabilidad de que una unidad espere, será la de encontrarse 

los s órganos ocupados, y, por consiguiente, el s istema estará en cual -

quiera de los estados 

E , E , s s + 1 o . , Entonces: 
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1 00 a j " S 1 P espera = £ p(j) = Z ~) = 
j = s 1 | a s 1 | a 

E (a) s - a E (a) s - a s s 

( 1 4 . 7 . 1 1 . ) 

s . E (a) 
s 

s - a s - á + a . E ( a ) s 

Se supone que s > a . Si es s = a esta probabilidad vale 1 y si 

s < a no hay régimen estacionario, y la cola se alarga indefinidamente. 

El número medio de iinidades en la cola será: 

v= 5 ' a 2 • ( 1 4 . 7 . 1 2 . ) 
( s - a ) 1 + E (a) ( s - a ) s 

c o m o se deduce fáci lmente aplicando ( 1 4 . 2 . 5 . ) a este caso . 

14. 8. - SISTEMA DE ERLANG CON COLA LIMITADA. 

En este caso , el número de unidades en la cola no puede ser supe 

r ior a un c ierto valor c. 

Se pueden aprovechar los resultados anteriores hasta l legar a la -

condición ( 1 4 . 7 . 8 . ) teniendo en cuenta que el máximo valor de j es s + c . 

Se tendrá: 

a j 

p(j) = P(0) — (0 < j < s) 

aJ 
p(j) = p(0) . — (s < j <s + c) 

s ! . s 

> ( 1 4 . 8 . 1 . ) 
/ 

La condición 2 p('j) = 1, será: 
j 

c 
2 p(j) = 1 

j=0 
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s -1 

p(0) Í1 + 2 
j=l 

i! + 

s +c 
2 

j=s J " s 
] = 1 (14. 8. 2. ) 

pero : 

1 - ( - ) S-HC J S e s s el 3 y y 3. \ J 3. p 3 
. . J - s s! . s s ! s . a j=s s ! . s j=0 1 

Sustituyendo en ( 1 4 . 8 . 2 . ) despejando p(0) y entrando en ( 1 4 . 8 . 1 . ) 

tras algunas transformaciones , se obtiene, finalmente: 

P(j) = 

PÜ) = 

J - s s! \ 
j ! 

(0 < j <s) 

- [ 1 - ( — ) ] s s 
E s ( a ) 

J-s 

( — ) v s ' 

E (a) s 
+ 

a 
s n i - ( - M ] 

i -

La probabilidad de espera, resulta: 

(14. 8. 3 . ) 

( j < :s c) 

J 

i -

P espera (14. 8. 4. ) 
a 
s p - ( - r > ] 

E J a ) ' 
1 -





- T A B L A S -





TABLA - 1 DISTRIBUCION DE POISSON 

ti 

0,1 0 ,2 0 ,3 0 ,4 0 ,5 0 ,6 0 ,7 0,8 0 ,9 1 1,5 2 2 ,5 3 3,5 4 

0 0,904 0,818 0 ,740 0,670 0 ,606 0,548 0 ,496 0.449 0 ,406 0 ,367 0,223 0,135 0 ,082 0,049 0 .030 0,018 
! 0.090 0,163 0,222 0.268 0,303 0,329 0,347 0,359 0,365 0 ,367 0,334 0,270 0 ,205 0,149 0,105 0,073 
2 0,004 0 .0 ; 6 0,033 0,053 0,075 0.09S 0,121 0,143 0 ,164 0,183 0,251 0,270 0,256 0,224 0,185 0 , ! 4 6 
3 0,000 0,001 0,003 0,007 0 , 0 : 2 0,019 0,02S 0,038 0,049 0,061 0,125 0,1 SO 0,213 0,224 0,215 0,195 
4 — 0,000 0 ,000 0,000 0,001 0.003 0,005 0 ,007 0 , 0 ! 1 0,015 0,047 0,090 0,133 0,163 0,188 0.195 
5 — — — — 0,000 0,000 0,000 0 , 0 0 ! 0 ,002 0,003 0,0 K 0,036 0,066 0,100 0,132 0.156 
6 0 ,000 0 ,000 0 .000 0,003 0,012 0.027 0,050 0 ,077 0,104 
7 0,000 0,003 0,009 0 ,02 ! 0,038 0,059 
8 0,000 0,003 0.008 0,016 0.029 
9 

- - 0,0"'.' " ,002 0,006 0.0 ! 3 
!C O.COO 0,002 0.005 
- M - 0,000 0,00! 
i ; 0,000 

r 
4 ,5 5 5,5 6 6,5 7 7,5 8 S,5 9 9,5 10 | 12 14 16 18 

0 0,011 0,006 0 ,004 0 ,002 0,001 0.001 0.001 0,000 | 0 ,000 0 .000 
1 0.050 0.033 0 ,022 0,014 0,009 0 ,006 0.004 0,002 o . o o i 0,001 0,000 0.000 _ — — 

2 0,112 0.0S4 0,061 0,044 0,031 0,022 0.015 0 ,010 0,007 0 ,005 0,003 0,002 0 ,000 — — — 

3 0,168- 0 ,140 0 ,113 0,039 0 ,068 0,052 0.03S 0,028 0 ,020 0 ,015 0,010 0,007 0,001 0 ,000 — — 

4 0,189 0,175 0,155 0,133 0,111 0,091 0 ,072 0,057 0 ,044 0,033 0,025 0,018 0,005 0,001 0,000 — 

5 0,170 0,175 0,171 0 ,160 0,145 0,127 0,109 0,091 0,075 0 ,060 0,048 0,037 0,012 0,003 0,001 — 

6 0,128 0 ,146 0,157 0 ,160 0.157 0,149 0,136 0,122 0 ,106 0,091 0,076 0,063 0,025 0,008 0,002 0,000 
7 0 ,082 0,104 0 .123 W 0,146 0,149 0 ,146 0,139 0 ,129 0,117 0.103 0,090 0,043 0,017 0,006 0,001 
8 0,046 0,065 0 ,084 0 ,103 0 ,118 0 ,130 0,137 0,139 0,137 0,131 0,123 0,112 0,065 0,030 0,012 0,004 
9 0,023 0.036 0,051 0,068 0 ,085 0,101 0 ,114 0,124 0,129 0,131 0,130 0,125 0,087 0,047 0,021 0,003 

10 0,010 0,018 0,028 0,041 0,055 0,071 0,085 0,099 0 ,110 0,118 0,123 0,125 0 ,104 0 ,066 0,034 0,015 
11 0,004 o . o o s 0 ,014 0 ,022 0,033 0,045 0 058 0,072 0 ,085 0,097 0.106 0,113 0 ,114 0 ,084 0,049 0,024 
12 0,001 0,003 0.006 0,011 0,017 0,026 0 ,036 0,048 0 ,060 0 ,072 0.084 0,01)4 0 .114 0,098 0,066 0,036 
13 0,000 0,001 0,002 0,005 0,00S 0,014 0,021 0,029 0,039 0 ,050 0,061 0,072 0,105 0,106 0,081 0,050 
14 — 0,000 0,001 0,002 0,004 0.007 0,011 0 ,016 0 ,024 0 .032 0,041 0,052 0 ,090 0,106 0,093 0,065 
15 — — 0,000 0 ,000 0.001 0,003 0,005 0,009 0,013 0,019 0,026 0,034 0 ,072 0,098 0,099 0.07S 
16 — — — — 0,000 0,001 0 .002 0 ,004 0,007 0 ,010 0,015 0,021 0 ,054 0 ,086 0,099 0,088 
17 0,000 0,001 0 ,002 0,003 0,005 0,008 0,012 0,038 0,071 0,093 0,093 
18 - 0,000 0 ,000 0,001 0 ,002 0,004 0,007 0 ,025 0 ,055 0,083 0,093 
19 0 ,000 0,001 0,002 0,003 0 ,016 0 ,040 0,069 0,088 
20 0 ,000 0,001 0.001 0,009 0 ,028 0 ,055 0,079 
21 0,000 0,000 0,005 0,019 0 ,042 0,068 
22 0,003 0 ,012 0,031 0,056 
23 0,001 0 ,007 0,021 0,043 
24 0 ,000 0 ,004 0,014 0 ,032 
25 0 ,002 0,009 0,023 



T A B L A - 2 REPARTICION DE POISSON COMPLEMENTARIA 

- m = 2 f j e -
s=r 

a 

0,1 0 , 2 0 ,3 0 , 4 0 ,5 0 , 6 0 , 7 0 ,8 0 ,9 1 1,5 2 2 ,5 3 3 ,5 4 

0 1 .000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1 ,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1 ,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
1 0 ,095 0 ,181 0 ,259 0 ,329 0 ,393 0,451 0 ,503 0 ,550 0 ,593 0 , 6 3 2 0 ,776 0 ,864 0 ,917 0 ,950 0 .969 0 ,981 
2 0 , 0 0 4 0 ,017 0 ,036 0,061 0 , 0 9 0 0,121 0 ,155 0,191 0,227 0 , 2 6 4 0 ,442 0 , 5 9 4 0 ,712 0 , 8 0 0 0 , 8 6 4 0 ,908 
3 0 , 0 0 0 0,001 0 ,003 0 , 0 0 7 0 , 0 1 4 0 ,023 0 ,034 0 , 0 4 7 0 ,062 0 , 0 8 0 0,191 0 ,323 0 ,456 0 ,576 0 , 6 7 9 0,761 
4 — 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 ,000 0,001 0 .003 0 ,005 0 ,009 0 ,013 0 ,019 0 ,065 0 ,142 0 ,242 0 , 3 5 2 0 ,463 0 , 5 6 6 
5 — . — — — 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 0,001 0,002 0 ,003 0 ,018 0 ,052 0 ,108 0 , 1 8 4 0 . 2 7 4 0 ,371 
6 0 , 0 0 0 0 ,000 0 , 0 0 0 0 ,004 0 , 0 1 6 0 ,042 0.0S3 0 . 1 4 2 0 . 2 1 4 
7 0 , 0 0 0 0 ,004 0,014 0 ,033 0 ,065 0 , 1 1 0 
S 0,001 0 ,004 0,011 0 , 0 2 6 0 ,051 
9 0,001 0 ,003 0 ,009 0 ,021 

¡ 0 0 ,000 0,001 0 ,003 0 ,008 
¡1 0 , 0 0 0 0,001 0 , 0 0 2 
12 0 , 0 0 0 0 , 0 0 0 

a 

4 ,5 . 5 5 , 5 6 6 , 5 7 7 , 5 8 8 , 5 9 9 , 5 10 12 14 16 18 

0 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
I 0 ,988 0,903 0 , 9 9 5 0 ,997 0 ,99S 0 ,999 0 , 9 9 9 0 ,999 0 ,999 0 , 9 9 9 0 ,999 1,000 1,000 1,000 1,000 1.000 
2 0 ,938 0 ,959 0,973 0 ,982 0 ,988 0 ,992 0 ,995 0 ,997 0 ,992 0.99S 0 ,999 0 ,999 0,999 1,000 1,000 I 000 
3 0 , 8 2 6 0 ,875 0,911 0 ,938 0 ,957 0 , 9 7 0 0 ,979 0 ,986 0 , 9 9 0 0 ,993 0 ,995 0 ,997 0,999 0 ,999 1,000 1,000 
4 0 ,657 0 ,735 0.79S 0 ,84S 0 ,888 0 ,918 0 ,940 0 ,957 0 ,969 0 ,978 0 ,985 0 ,989 0 ,997 0 ,999 0 ,999 1 0 0 0 . 
5 0 ,467 0 ,559 0 , 5 4 2 0 , 7 1 4 0 ,776 0 ,827 0 ,867 0 , 9 0 0 0 ,925 0 ,945 0 ,959 0 ,970 0 ,992 0 ,998 0 ,999 0 ,999 
6 0 ,297 0 , 3 8 4 0,471 0 ,554 0,631 0 ,699 0 ,75S 0 ,808 0 ,850 0 ,884 0,911 0 .932 0,979 0 , 9 9 4 0 ,998 0 ,999 
7 0 ,168 0 , 2 3 7 0 , 3 1 4 0 ,393 0 ,473 0 ,550 0.621 0 .686 0 ,743 0 ,793 0 .835 0 ,869 0 ,954 0 ,985 0 ,996 0 ,999 
8 0 .0S6 0 ,133 0 ,190 0 , 2 5 6 0 ,327 0,401 0 .475 0 ,547 •0,614 0 , 6 7 6 0,731 0 ,779 0 ,910 0 ,968 0 , 9 9 0 0 , 9 9 7 
9 0 , 0 4 0 0 , 0 6 8 0 ,105 0 , 1 5 2 0 ,208 0 ,270 0 ,338 0 ,407 0 ,476 0 , 5 4 4 0 ,608 0 ,667 0.S45 0 ,937 0 ,978 0 , 9 9 2 

10 0 ,017 0,031 0 ,053 0 ,083 0 , 1 2 2 0 ,169 0 ,223 0 ,283 0 ,347 0 , 4 1 2 0 ,478 0 ,542 0 .757 0 , 8 9 0 0 , 9 5 6 0 , 9 8 4 
11 0 ,006 0 ,013 0 ,025 0 042 0 , 0 6 6 0 ,098 0 ,137 0 ,184 0 , 2 3 6 0 , 2 9 4 0 ,354 0 , 4 ¡ 7 0 ,652 0 ,824 0 , 9 2 2 0 ,969 
12 0 ,002 0 , 0 0 5 0,011 0 .020 0 ,033 0 ,053 0 ,079 0 ,111 0,151 0 . 1 9 7 0 , 2 4 8 0 ,303 0 ,538 0 , 7 4 0 0 ,873 0 ,945 
13 0 ,000 0 , 0 0 2 0 , 0 0 4 0 ,008 0 ,016 0 ,027 0 .042 0 ,063 0 ,090 0 , 1 2 4 0 ,163 0 ,208 0 ,424 0,641 0 , 8 0 6 0 ,908 
14 — 0 , 0 0 0 0 , 0 0 ! 0 ,003 0 , 0 0 7 0 ,012 0,021 0 , 0 3 4 0,051 0 ,073 0,101 0 ,135 0 ,318 0 ,535 0 ,725 0 ,857 
15 — — 0 ,000 0,001 0 ,003 0 ,005 0 , 0 1 0 0 , 0 1 7 0 ,027 0 ,041 0 , 0 6 0 0 ,083 0,223 0 ,429 0 ,632 0 ,791 
16 — _ — 0 , 0 0 0 0,001 0 , 0 0 2 0 ,004 0 ,008 0 .013 0 022 0 ,033 0 ,048 0 ,155 0 , 3 3 0 0 ,533 0 ,713 
17 — — — — 0 , 0 0 0 0,001 0 ,002 0 ,003 0 ,006 0 .011 0 ,017 0 .027 0,101 0 ,244 0 ,434 0 ,625 
18 — — — — 0 ,000 0 ,000 0,001 0 .003 0 ,005 0 ,008 0 , 0 1 4 0 ,063 0 ,172 0 ,340 0 ,531 
19 0 ,000 0 ,001 0 , 0 0 2 0 ,004 0 ,007 0 ,037 0 ,117 0 , 2 5 7 0 , 4 3 7 
20 0 , 0 0 0 0,001 0 , 0 0 2 0 ,003 0,021 0 , 0 7 6 0 , 1 8 7 0 ,349 
21 — — — _ — — 0 . 0 0 0 0 , 0 0 0 0 ,001 0,015 0 ,047 0,131 0 ,269 
2 2 0 , 0 0 0 0 ,006 0 ,028 0 ,089 0 , 2 0 0 
23 0 ,003 0 , 0 1 6 0,058 0,144 
24 — — — — — — — 0,001 0 .009 0 , 0 3 6 0 ,101 
25 0 ,000 0 ,005 0 , 0 2 2 0 , 0 6 8 



TABLA - 3 

ORDENADAS (Y) DE LA CURVA 

NORMAL TITPIFICADA EN ABS -

z 
1 ° 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0.0 .3989 .3989 .3989 .3988 .3986 .3984 .3982 .3980 .3977 .3973 
0.1 .3970 .3965 .3961 .3956 .3951 .3945 .3939 .3932 .3925 .3918 
0.2 .3910 .3902 .3894 .3885 .3876 .3867 .3857 .3847 .3836 . .3825 
0.3 .3814 .3802 .3790 .3778 .3765 .3752 .3739 .3725 .3712 .3697 
0.4 .3683 .3668 .3653 .3637 .3621 .3605 .3589 .3572 .3555 .3538 

0.5 .3521 .3503 .3485 .3467 .3448 .3429 .3410 .3391 .3372 .3352 
0.6 .3332 .3312 .3292 .3271 .3251 .3230 .3209 .3187 .3166 .3144 
0.7 .3123 .3101 .3079 .3056 .3034 .3011' .2989 .2966 .2943 .2920 
0.8 .2897 .2874 .2850 .2827 .2803 .2780 .2756 .2732 .2709 .2685 
0.9 .2661 .2637 .2613 .2589 .2565 .2541 .2516 .2492 .2468 .2444 

1.0 .2420 .2396 .2371 .2347 .2323 .2299 .2275 .2251 .2227 .2203 
1.1 .2179 .2155 .2131 .2107 .2083 .2059 .2036 .2012 .1989 .1965 
1.2 .1942 .1919 .1895 .1872 .1849 . .1826 .1804 .1781 .1758 .1736 
1.3 .1714 .1691 .1669 .1647 .1626 .1604 .1582 .1561 .1539 .1518 
1.4 .1497 .1476 .1456 .1435 .1415 .1394 .1374 .1354 .1334 .1315 

1.5 .1295 .1276 .1257 .1238 .1219 .1200 .1182 .1163 .1145 .1127 
1.6 .1109 .1092 .1074 .1057 .1040 .1023 .1006 .0989 .0973 .0957 , 
1.7 .0940 .0925 .0909 .0893 .0878 .0863 .0848 .0833 .0818 .0804 
1.8 .0790 .0775 .0761 .0748 .0734 .0721 .0707 .0694 .0681 .0669 
1.9 .0656 .0644 .0632 .0620 .0608 .0596 .0584 .0573 .0562 .0551 

2.0 .0540 .0529 .0519 .0508 .0498 .0488 .0478 .0468 .0459 .0449 
2.1 .0440 .0431. .0422 .0413 .0404 .0396 .0387 .0379 .0371 .0363 
2.2 .0355 .0347 .0339 .0332 .0325 .0317 .0310 .0303 .0297 .0290 
2.3 .0283 .0277 .0270 .0264 ..0258 .0252 .0246 .0241 .0235 .0229 
2.4 .0224 .0219 .0213 .0208 .0203 .0198 .0194 .0189 .0184 .0180 

2.5 .0175 .0171. .0167 . .0163 .0158 .0154 .0151 .0147 .0143 .0139 
2.6 .0136 .0132 .0129 .0126 .0122 .0119 .0116 .0113 .0110 .0107 
2.7 .0104 .0101 .0099 .0096 .0093 .0091 .0088 .0086 .0084 .0081 
2.8 .0079 .0077 .0075 .0073 .0071 .0069 .0067 .0065 .0063 .0061 
2.9 .0060 .0058 .0056 .0055 .0053 .0051 .0050 .0048 .0047 .0046 

. 3.0 .0044 .0043 .0042 .0040 .0039 .0038 .0037 .0036 .0035 .0034 
3.1 .0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 .0027 .0026 .0025 .0025 
3.2 .0024 .0023 .0022 .0022 .0021 .0020 .0020 .0019 .0018 .0018 
3.3 .0017 .0017 .0016 .0016 .0015 .0015 .0014 .0014 .0013 .0013 
3.4 .0012 .0012 .0012, .0011 .0011 • .0010 .0010 .0010 .0009 .0009 

3.5 .0009 .0008 .0008 .0008 .0008 .0007 .0007 .0007 .0007 .0006 
3.6 .0006 .0006 .0006 .0005 .0005 .0005 .0005 .0005 .0005 .0004 
3.7 ' .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 .0004 . .0003 .0003 .0003 ' .0003 
3.8 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 
3.9 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0002 .0001 .0001 



TABLA - 4 

AREA COMPRENDIDA POR LA 

CURVA NORMAL TIPIFICADA 
DE O a Z. 

) 
A 

¿O 
flk 

f2) 

2 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359 
0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 ' .0636 .0675 .0714 .0754 
0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141 
0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1331 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517 
0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879 

0.5 .1915 .1950 .1985 .2019 .2054 .2088 .2123 .2157 .2190 .2224 
0.6 .2258 .2291 .2324 .2357 .2389 .2422 .2454 .2486 .2518 .2549 
0.7 .2580 .2612 .2642 .2673 .2704 .2734 .2764 .2794 .2823 . .2352 
0.8 .2881 .2910 .2939 .2967 .2996 .3023 .3051 .3078 .3106 .3133 
0.9 ,3159 .3186 .3212 .3238 .3264 .3289 .3315 .3340 .3365 .3389 

1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621 
1.1 .3643 .3665 .3686 .3708 .3729 .3749 .3770 .3790 .3810 .3830 
1.2 .3849 .3869 .3888 .3907 .3925 .3944 .3962 .3980 .3997 .4015 
1.3 .4032 .4049 .4066 .4082 .4099 .4115 .4131 .4147 .4162 .4177 
1.4 .4192 .4207 .4222 .4236 .4251 .4265 .4279 .4292 .4306 .4319 

1.5 .4332 .4345 .4357 .4370 .4382 .4394 .4406 .4418 .4429 .4441 
1.6 .4452 .4463 .4474 .4484 .4495 .4505 .4515 .4525 .4535 .4545 
1.7 .4554 .4564 .4573 .4582 .4591 .4599 .4608 .4616 .4625 .4633 
1.8 .4641 .4649 .4656 .4664 .4671 .4678 .4686 ,4693 .4699. .4706 
1.9 j .4713 .4719 .4726 .4732 .4738 .4744 .4750 .4756 .4761 .4767 

2.0 .4772 .4778 .4783 .4788 .4793 .4798 .4803 .4808 .4812 .4817 
2.1 .4821 .4826 .4830 .4834 .4838 .48 42 .4846 .4850 .4854 .4857 
2.2 .4861 .4864 .4868 .4871 .4875 ' .4878 .4881 .4884' .4887 .4890 
2.3 .4893 .4896 .4898 .4901 .4904 .4906 .4909 .4911 .4913 .4916 
2.4 .4918 .4920 .4922 .4925 .4927 .4929 .4931 .4932 .4934 .4936 

2.5 .4938 .4940 .4941 .4943 .4945 .4946 .4948 .4949 .4951 .4952 
2.6 .4953 .4955 .4956 .4957 .4959 .4960 .4961 .4962 .4963 .4964 
2.7 .4965 .4966 .4967 .4968 .4969 .4970 .4971 .4972 .4973 .4974 
2.8 .4974 .4975 .4976 .4977 .4977 .4978 .4979 .4979 .4980 .4981 
2.9 .4981 .4982 .4982 .4983 .4984 .4984 .4985 .4985 .4986 .4986 

3.0 .4987 .4987 ,4987 .4988 .4988 .4989 .4989 .4989 .4990 .4990 
3.1 .4990 .4991 .4991 .4991 .4992 .4992 .4992 .4992 .4993 .4993 
3.2 .4993 .4993 .4994 .4994 .4994 .4994 .4994 .4995 .4995 .4995 
3.3 .4995 .4995 .4995 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4996 .4997 
3.4 .4997 .4997 .4997 .4997 .4997 ..4997 .4997 .4997 .4997 .4998 ' 

3.5 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 .4998 
3.6 .4998 .4998 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 
3.7 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999' 
3.8 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 .4999 
3.9 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 .5000 
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