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« PROLOGO -~

Se han preparado estos apuntes, adaptados a las explicaciones -
que se desarrollarin en clase para facilitar la labor del alumno, evitando
la necesidad de tener que tomarlos y de este modo poder dedicar su aten-
cion a las explicaciones de clase e intervenir de forma mas eficaz en su
deSa”roiio. Por imperativos de tiempo se ha reducido el programa a un -
minimo ﬁmpz’escmdabla Tal circunstancia, junto con el deseo de enfocar
el estudio de la Estadfstica Tedrica hacia la Técnica de Telecomunicacidn
han configurado la estructura particular del Curso, que en consecuencia -
queda presentado en la forma siguiente:

Unos primerss Capftulos de Introduccién destinados al Cdlculo de
Probahilidades, npare dospués wtudxaz* con cierto detalle las vanables -
aleatorias v sue proviedades asi como las distribuciones clasicas mas
Lucportantes. Esta sequnda parte es la que da base para el estudio de los
prccesos zleatorios, que constituye la erencia del Curso por sus mmedla-
tas aplicaciones a la Teoria de la Contunicacién. De aqui la extensién con
que se trata el tema, apartindonos con €l un poco de los temas que pudle
ramos llamar “cl;isicm” como estimaciones, muestreo etc. Fmahzan los
apuntes con el estudio de los procesos de Markov y la exposzcmn de algu—
nas nociones sobre Teoria de colas, con especial aphcacmn i Telefonia.

La exposi¢idén de algunos Teoremas y resultados notables se ha -
seguido de ejemplos para su mejor comprensién. No cbstante, y con obje-
to de conseguir una mayor familiarizacién del alumno con las cuestiones -~
relativamente nuevas gue aguf se le presentan, hemos preparado una Colec
cion de Ejercicicios resueltos, e_;i‘dc*zaaos y adaptados a los temas que -

s¢ tratan v que le wafzmtwmn ver como, en cada caso, se aplican -
los conceptos tedricos a2 iz resolucidn de problemas.

7 ndicadeo, los Apuntes pretenden facilitar a labor
del alurmno en clase, pere no le pueden day una formacién eficaz. Reco- -
] eciura de algunos de los libros que se mencionan

labor muy Gtil de complements v ampliacién de -

snocimienios. Purs mavor comodidad los libvos se citan clasificades por
temeg. Practicamente se encuentran tedos en la Bibliotera de la Escuela.
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I.- INTRODUCCION

1.1. ESTADISTICA. SU OBJETO Y METODOS

La Tstadistica se aplica al estudio de fenémenos que no obede -
cen a una ley matematica conocida o bien son debidos a causas muy nume
rosas y complejas que irapiden su estudic matematico, asi como todos -
aquellos fendomenos que se rigen por las leyes del azar.

Estos fendmeros se caracterizan por ser aleatorios, es decir -
repetidos en condicioners sensiblemente andlogas dan resultados diferentes.
Podemosg citar por ejeruplo las lecturas efectuadas en un aparato de medi-
da, la longitud de una deterrmainada pxeza fabricada, etc. IZstos resultados
se repregentan en loc urodelor muaternaticos por medio de varfables. La -
Eetadistica trata de enconirar caracteristicas de estas variables de azar -
o variables aleatorias, obienidas al poner en correspondencia todos los -
resultados posibles del fendmeno que estudiamos con el conjunto de los -
nimeros reales.

Lstae variables aleatorias son abstractas y wno podemos obtener
en generai todos sus valores ya que pueden toraar infinites Ihdlios valores
estardn sujetos a ciertas leyes probabilisticas La estadistica matemdtica
crea modelas tedricos & partir de tales veriables y sus distribuciones de -
probabilidad v por rtedio de ellos obtiene una serie de par‘;rru"ros que
nos informan de las propiedades y carvacteri isticas mas notables de la va
riable en estudio, como el valor mas probable, desviaciones en torno a
éste, etc.

En el terrenc real, al estudiar un fenomeno no podemos, en ge-
neral, conocer tedos los posibles reshitados (que constituyen el llamado
colectivo o nomlaemn) sino que tendremos que trabajar con una muestra
esto es con un ntmero finito de reswltados menor que el total posible.

Paralelamente al caso anterior podemos establecer una corres-
pondengia entre los vamres contenidos en la muestra vy los nimeros rea-
les, apareciends asi el copcepto de variable estadistica que de acuerdo
con lo dicho, serd discreta vy finita. Evidentemente los valores gue toma
esta variabie estadistica estan incluidos en los de la variables alea oria
pero el reciproco no es cierto.

La Estadistica aplicada, efectua el andlisie de la muestra para
de &1, y utilizando ios modelos de los que hemos hablado, deducir propie-
dadea del colectivc al gue pertenece muestra extraida. Desde luego esta -
condicidn lleva implicito un grado de confianza que éependera del tamafio
de la muestra y de la fozma elegida, o de otro modo del método de mues
tra qQque se siga.

El célculo de probabilidades juega un papel importantisimo en -
Tstadistica, por lo que a ¢l destinamos las primeras leccignes.

La definicidn precwa de pvo‘bablhdad ha ongmado grandes con-
troversias entre los matematmos. Hoy dxa, esta cuestion ha quedado -
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satisfactoriamente resuelta definiendo la probabilidad de un suceso por via
axiomatica, de modo que la Teoria de Probabilidad, viene a constituir una
parte de la Teoria de la Medida.

Deseamos presentar aqui la definicion cldsica, sus inconvenien
tes y mas adelante indicar brevemente los axiomas en los que se apoya -
la definicién actual con objeto de que esta sea conocida, al menos en sus
aspectos fundamentales por el alumno. Para ello son necesarias algunas -
ideas de Teoria de Conjuntos que son ya conocidas de cursos anteriores y
que para repaso y recordatorio hemos expuesto brevisimamente en los -
puntos 1,2 y siguientes.

0 -/ o I3
Continuaremos despues por el estudio de las variables aleato--
. o 4 o o po o o . N o
rias y sus propiedades mas significativas, asi como de las distribuciones
, )
mas importantes.

° . 7 . Id .
A continuacion se revisaran brevemente los procesos aleatorios
o estocasticos, con sus particularidades mas notables para terminar con -
. o ° o o e N
algunas indicaciones relativas a Estadistica aplicada y muestreo.
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1:2., - OPERACIONES CON CONJUNTOS. RETICULOS.

Se llama union de dos conjuntos A y B y se representan por A U B
al conjunto formado por todos los elementos que pertenecen a A 6 a B, Se
llama interseccion de A y B y se escribe A N B al conjunto formado por

todos los elementos que pertenecen a A y a B.

Estas operaciones entre conjuntos satisfacen las siguientes

propiedades, que son duales entre si:

I. Conmutativa AUB=BUA ANB=BNA
II. Asociativa AU(B UC) = (AUB)UC
An(BNC) =(AnNB) C
111, Idempotente AUA = A AQA = A

IV.  Simplificacion AU(ANB) = A AN(AUB) = A

. P
o Absorcion

Un conjunte C es cerrado respecto a las operaciones de U, NN si
el resultado de efectuar estas operaciones con subconjuntos de C es otro
subconjunto de C.

Un reticulo es un conjunto cerrado en el que cumplen las pro-
piedades I - IV, Asi el conjunto formado por todas las partes de un con--

9 e -
Junto .@s un reticulo,

1.3.- OTRAS PROPIEDADES DE LA UNION & INTERSECCION.
ALGEBRAS DE BOOLE.

Si consideramos todos los elementos de una clase fija, forman
. . o ~1{
un conjunto que llamaremos universo y designamos porii, todo otro con--
. S0LO .
Junto gue contenga elementos de esta clase sera un subconjunto o parte -

de &5 . Si A Cuse tiene:
LY e B
I‘AUQQ-%,)ADQ—A

Se llama conjunto vacio y se designa por @ al que no posee -

Ie 3 o a
ringun elemento, Para todo A < M se verifica

II"AU &= A AnNd® =&



e

Si A, B y C son partes de un conjunto, se tiene:

1 AU (Bnc)

(A UB)n (A UC)

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

que constituye la propiedad distributiva.
Si Acuse llama complementario de A y se escribe A' o A
al conjunto formado por todos los elementos de %que no pertenecen a A.

El complementario de A satisface las siguientes propiedades.

IV AUA =U; Apa =@

Todo reticulo cuyos elementos cumplan las propiedades I' - IV’
diremos que tienen la estructura algebraica de Algebra de Boole .QBtra pro-
piedad interesante de las Algebras de Booie es la conocida como ley de -

dualizacion o de Morgan:
(A UB) = A'NB' ; (ANB) = A'UB!

La ley de involucién expresa que (A')' = A, Las propiedades -

anteriores pueden comprobarse faciimente con el empleo de los diagramas

de Venn.

1.4, - DIFERENCIA,

Sean dos conjuntos A y B. El conjunto diferencia A - B es el
formado por todos los elementos de A que no pertenecen a B. (No es -

preciso que B< A). Obsérvese que
A - B =ANB

la diferencia satisface las propiedades siguientes:

A

I. (ANB)U(A - B)

en efecto (ANB)U(A - B) = (ANB)U(ANBY) = AN(BHB") = ANU-A

II. (ANB)N(A - B) =P

pues (ANB)N(ANB') = AN(BNB') = AN$=-9¢
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1.5.- SIGMA ALGEBRAS.

Se llama unidn estricta, o diferencia simétrica de A y B y se
representa por A % B al conjunto de elementos que pertenecen a A 0B -
pero no a los dos. Se llama anillo de partes del conjunto @ , a todo sub-
conjuntovf}) del reticulo R(@) tal que es cerrado respecto a la union estric

o e 5
ta e interseccion. Esto es, si:

; ] (1.5.1.)
Btsﬂ" ! ANB A

. ° .’ o . . °
Como consecuencia también la union ordinaria y la diferencia -

de subconjuntos pertenecen al anillo.

En efecto:
AUB = (ANB) V (AVYB)

y de (1.5.1.) se deduce AUB el .

. : } s .
Analogamente, se comprueba que A - B £ Lﬁ escribiendo la dife
rencia en la forma:

A - B = AVY(ANB)
Haciendo A = B se deduce que

o ¢ A
0 Si se verifica que para todo subconjunto A; E‘xA(i =1, 2,....) es
U AiE @ﬁ el anillo se denomina ¢ - anillo.
1
o0

Si se tiene para todo subconjunto Aié&ﬁ(i =1, 2,....) que -

ﬁ AiE «ﬁal anillo se le llama & - anillo.
A

Los - anillos con elemento universal (utiﬁ,) se llaman -

- algebras

1. 6.~ FUNCIONES DE MEDIDA.

-

Son conocidas las correspondencias o aplicaciones entre dos

oLl
conjuntos & y €' que asocian a cada elemento a (:e otro b & €

Vamos a tratar aqui de un tipo de correspondencia mas general
entre el conjunto formado por todas las partes de un conjunto2y el semi-

grupo aditivo R de los numeros reales positivos



b

_ +

fo A £C ——————w r, €R
i i

A esta correspondencia le exigimos la siguiente condicidn. Si Al’ AZ,A3,,

€C y para todo (1,3) es A, N A j= &, ha de verificarse

e o0 20
I -% U A)= 3% r,
e 1 1 s 1
: (1.6.1.)

II - Existe y es finita £(f)

No todos los posibles subconjuntos Ai de C cumplen la condicidn
anterior por lo que la correspondencia f solo esta definida para una clase
de subconjuntos de C que cumplen I y II. A esta clase de subconjuntos -
cuya estructura algebraica es de g algebra se le llama conjunto o campo
de Borel, y lo representamos por B

Lios campos de Borel quedan definidos mediante las siguientes

propiedades:

1. Y <P

. SiAcP D A ¢ B (1.6.2.)
II'. Si AA,. ... €8 = &iﬁ A, €8

De I' y II' se deduce que @ éﬁ por ser & =t

De IIl se¢ tiene

oo
[+2¢]
= Al
@Ai ( Ul By )€ B (1.6.3.)

Por otra parte como A - B = ANB/; A - Bng La corres- -
pondencia o funcidén f, definida sobre todos los subconjuntos que pertenecen
a % se llama una funcién de medida establecida en C. Los subconjuntes -
mencionados se llaman medibles; f(Ai) se denominara medida de Ai.

Vamos a ver a continuacién algunas propiedades adicionales de

las funciones de medida

1. #(AY = (YY) - £(A) (1.6.4,)
Esto es evidente por ser

2‘[": AU Af
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2. 8iB <A, f(A - B) = f(A) - £{B) (1.6.5.)
En efecto:

A =BUY(A - B) y como BN(A - B) = &

aplicando (1.6.1.) tendremos:

f(a) = £B) + f(A - B)

3. 8i ANB # ® no podemos aplicar directamente la ley aditiva

(1.6.1.). Para calcular en este caso f(A UB) es preciso expresar AU B

s 7 L) ) -y “ .
como una union de partes disjuntas. Esto se consigue poniendo:

AUB = A UB - A [B)

en efecto AN(B - ANB) =%, luego

flA UB) = £(A) + £(B) - £(A nB) (1.6.6.)

4, Si B#A no podemos aplicar (1.6.5.) para calcular f(A - B).
Sera preciso transformar esta diferencia en otra equivalente que cumpla -
la condicidn requerida en (1.6.5.).

Ello puede conseguirse poniendo:

A -B=A-ANB

y ahora A NBc A, como puede compro barse. Entonces:
f(& -« B) = £(A) - £f(ADB) (1.6.7.)

expresidn que generaliza la (1.6.5.) .

Haremos uso de estos resultados en el siguiente Capitulo.

8i todos los subconjuntos Ai ¢ B tienen un nimerc finito de -
elerentos, una de las funciones de medida mas sencillas, y que podemos
citar aquf a modo de ejermaplo, es la que asigna a cada Ai el nimero de -
elermentos que contiene, gue designaremos por n(A.i). En ella pueden com-

probarse facilmente las propiedades anteriores.
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Il ELEMENTOS DE LA TEORIA DE LA PROBABILIDAD

2.1.- EL ESPACIO DE LAS REALIZACIONES,

La teoria elemental de la probabilidad se basa en la idea de un
experimento, real o conceptual pero capaz de ser repetidc, Se le llamara
experimento aleatorio, siendo su caracteristica mas importante el que no
es posible predecir de antemano su resultado.

Los resultados de este experimento los llamaremos realizacio-
nes o sucesos simples. La totalidad de los sucesos simples del experimen
to constituye un conjunto universal que se liama espacio de las realizacio-
nes o espacio muestral. Cada suceso simple es un punto de este espacio.

Por ejemplo, si el experimento consiste en el lanzamiento de -
un dado un suceso simple es la aparicién de un 1, otro la aparicion de -
un 2, etc, El espacio de las realizaciones es un conjunto universal de -
seis puntos, donde cada uno corresponde con uno de los seis posibles re-
sultados que pueden obtenerse al lanzar el dado.

El espacio de las realizaciones puede ser finito o infinito, se-
gun contenga o no un numero finito de realizaciones. En el caso de no ser
numerables se le llama continuo.

Un subconjunto de este espacio constituye un suceso y en gene-
ral esta formado por un numero finito de realizaciones.

- Si el suceso A no contiene ninguna

o o 7 E
realizacion queda representado por el
conjunto vacio ® y diremos que tal -

suceso es imposible.

Si el suceso A contisne todos los

puntos del espacio de realizaciones,

n 'd
representa un suceso gque ocurrira

% limacid _
Realizacion con certeza y se designa pordl. Un

suceso A diremos que tiene lugar

o o ° o 7
cuando se verifica la aparicion de -
cualquiera de las realizacicones que contiene,
Los sucesos pueden someterse a las operaciones U, [l y com-
o
plementacion.

Sean dos sucesos, A, B. Se define el suceso A ) B como -
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aquél cuya verificacidn implica la realizaciéon de A y de B. Si A n B

@,
se dice que los sucesos A y B son incompatibles. Se define el suceso -
A Y B como aquél cuya verificacién implica que se realice al menos uno
de los A y B. Esto es que se verifique A, B, o los dos. Si AU B = YU, ,
siendo@i,el espacio de las realizaciones, A y B se llaman exhaustivos.

A partir de todo suceso A, se define su contrario o comple- -
mentario A', que se verifica cuando no se realiza A. A y A' son simulta-
neamente incompatibles y exhaustivos.

Como resumen de la adaptacion del algebra de conjuntos a las

operaciones entre sucesos podemos escribir:

% ..... Todas las posibilidades

A c 2:?: ,,,,, Suceso particular

A =Y ... ‘El suceso A ocurrira con certeza

A =@ ..., El suceso A es imposible

At L No ocurre A

x €X ..., x Es una realizacidn de X

y I_EfIY ..... y no es realizacién de Y

ANBNocers... N L =8 La verificacion del suceso S implica la ocu- -
simultanea de los A, B,.... L

A UYUBU,se.....UL = S La verificaciéon S se realiza si ocurre A, ©, B, 0o,..

.o, L.

ANBNees..... N L. = ®Los sucesos A, B,.... L son incompatibles -

AUBU........ UL =% Uno de los sucesos A, B, ... L por lo menos
ocurre.

Podemos establecer de acuerdo con la tabla anterior un isomor
fismo entre los sucesos de un espacio de muestras y los subconjuntos de
un conjunto U,. Este isomorfismo permite trasladar la estructura del comn-
junto ?al espacio de muestras. Por ello el conjunto de todos los sucesos
constituye un Algebra de Boole respecto a las operaciones Ue [I a las que
damos la interpretacion citada anteriormente. Si efectuamos N realizacio -
nes del experimento aleatorio y en ellas aparece nj veces el suceso par
ticular Aj’ nj recibe el nombre de frecuencia absoluta del suceso. Se de -
nomina. frecuencia relativa fj al cociente fj = nj/N, Los fendmenos aleato-

rios ya hemos dicho que se rigen por la ley del azar en virtud de la cual
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fj se aproxima a un cierto valor limite cuando N aumenta. De esta cues

. ’ o 7 2 s
tion se tratara en la seccion siguiente.

2.2.- CONSIDERACIONES SOBRE PROBABILIDADES. DEFINICIO-

NES CLASICAS.

Antes de entrar en el estudio axiomdtico de la medida de proba
bilidad conforme al modelo probabilistico, conviene citar la definicion cla-
sica de Laplace e introducir una funcién empirica que cumple los requisi-
tos exigidos a las funciones de medida.

La definicion clasica de Laplace indica que la probabilidad de -
un suceso puede obtenerse como cociente entre el nimero de casos favora
bles a este suceso y el nimero de casos posibles (e igualmente probables).
Quizd su punto mas debil resida en la afirmacidn "igualmente probables' -
ya que en muchos problemas no es posible saber '"a priori' si los casos -
van a ser o no igualmente probables, puesto que tratamos precisamente -
de encontrar esta probabilidad.

Vamos ahora a volver sobre la idea ya mencionada en 2.1. de
las frecuencias relativas. Supongamos un experimento cualquiera, todas -
cuyas realizaciones nos han sido espedificadas.

Consideremos una cualquiera de ellas, o suceso, que designa--

remos por X . Si el experimento se repite N veces y entre ellas el -

K’
suceso Xk aparece n(Xk) veces la frecuencia relativa del mismo sera:
X .
)
N

Si vamos aumentando N observaremos que esta frecuencia rela
tiva tiende a estabilizarse alrededor de un valor fijo. Esta tendencia tie -
ne un caracter de limite, pero nc en sentido matematico, es decir no -
podremos asegurar que cuando N=P © [f - p| <&, sino que de un modo
aleatorio la frecuencia varia alrededor de p y que no son de esperar gran
des desviaciones cuando N es elevado, aunque son posibles. A este nume-
ro ¥ es al que llamaremos probabili-

Pl

dad del suceso Xk“ Esta definicién -

supone que las n repeticiones del su-

ceso tienen lugar en las mismas con-

diciones y que ''a priori'" no hay nada
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que favorezca la aparicion de X, sobre el resto de las posibles realizacio

k
nes. Se observara que 0 { n (Xk)\< N por lo que la frecuencia relativa -

esta acotada y

o
7\
Fh
N
o)
(en]
728
B
I
—

Un suceso para el cual P =4., implicariia n = N, por lo que
se llama cierto. Si P = 0, es un suceso imposible, no aparece en ninguna
de las realizaciones del experimento. La regla de Laplace puede utilizar -
se, con cuidado, en los problemas elementales sobre probabilidades. En -
problemas mas complejos en los que tal regla podria originar confusiones,
el Calculo de Probabilidades proporciona Teoremas para abordarlos.

Otras veces podemos hallar la probabilidad de una forma ”din_é
mica' o experimental, anotando las realizaciones de un experimento y -
observando la evolucién de la frecuencia relativa.

Si ésta tiende a estabilizarse alrededor de un nimero constante
asignaremos dicho nimero a la probabilidad del suceso.

Naturalmente este procedimiento lleva consigo el riesgo de que
por una circunstancia excepcional la frecuencia relativa se estabilice alre-
dedor de un nimero que no es el que deseamos, si bien esta circunstan--
cia es muy rara.

A continuacién expondremos las bases asiomdticas que nos de -

finen de un modo abstracto y riguroso la probabilidad de un suceso.

2.3, - MEDIDA DE LA PROBABILIDAD,

En la Introduccién hemos establecido una correspondencia entre
subconjuntos y nimeros reales de tipo aditive. La medida de la probabili-
dad de un suceso es una funcién de medida definida &obre los subconjuntos

del espacio de muestras que a su vez constituyan un conjunto de Borel.

Los resultados finales de la Teoria de la Probabilidad se

aplican al mundo fisico y por ello la medida de la probabilidad que esta-
blecemos no sera urna funcién cualquiera de medida sino que tendra que -

satisfacer ciertos requerimientos,

o o 4 -~
Aunque la prueba no es inmediata, vamos a suponer aqui que
todos los subconjuntos del espacio de muestras pertenecen al campo de -

Borel B, cumpliendo las condiciones que hemos estudiado pueden represen
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tar sucesos fisicamente realizables.

2.4.- ESPACIO DE PROBABILIDAD.,

Como veremos a continuacién este espacio es un espacio de -
muestras muy ampliado.

Sea un espacio de muestras cuyos puntos constituyen los suce-
sos simples ®w. Sea ahora un conjunto de Borel B definido sobre £ es de-
cir una clase de subconjuntos de Q (representativos de sucesos) que satisface
los postulados I, II, III de (1-5).

Efn este conjunto de Borel vamos a definir una medida P(A) me

diante las siguientes condiciones:

II. P(Q) = (2.4.1.)
IIT .51 Al’ AZ" .... forman un a clase numerable de
subconjuntos de B8 y dos cualesquiera de ellos son disjuntos.
0o 00
P( l{ A) = §P(An); AN A =0 % ; (2.4.2.)

Mediante los axiomas I - III queda completamente definida una
funcidon sobre los subconjuntos de ® . Esta funcidn es no negativa y tiene
la propiedad aditiva.

A estes subconjuntos de B los llamaremos sucesos compuestos
o si'mplementf sucesos y la funcién P medida de la probabilidad. Asi P(A)
nos dara .la probabilidad del suceso A.

De este modo queda configurado el espacio de probabilidad, -
cuya representacion esquemftica es (R, B, P) en la que se ponen de ma-

a o / s °
nifiesto los elementos basicos que lo constituyen:

(1) Un espacio Q de muestras.
(2) Un conjunto de Borel B definido sobre subconjunto A de @

(3) Una funcién de medida P sobre los subconjuntos. (2)
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2.5.- PROPIEDADES DE LA MEDIDA DE PROBABILIDAD.

Ademas de las propiedades estudiadas en (1. 6.) validas para -
todas las funciones de medida, y que podemos trasladar aqui sin mas que

o N o / o °
cambiar f por p, citaremos por su interes las siguientes:

Si A¢B yBS;g v A cﬁﬁsetiene

P(A) < P(B) (2.5.1.)
En efecto si A <B ; B = A L(B1AY)
Como ANBNHAY = (ANAY)Y B =91B =0
sera:
P(B) = P(A) + P(BNA') 3 P (A)
Si tomamos como B, todo el espacio &,
PA) K P(R) =1 (2.5.2.)
Nos “anjunto al axioma I las acotaciones de P(A), por lo que para to
do A:
0 < P(A) (1 (2.5.3.)
Si llamamos A' al suceso complementario del A, se tiene
P(A UAY =P(Q)= 1 =PA)+ P(A')
luego

P(A') = 1 - P(A)

La probabilidad del suceso complementario o negacién del A, es

el complemento a 1 de la probabilidad de A.

2.6, - PROBABILIDAD CONDICIONAL.

Sean los sucesos A y B yFeA) % 0 . Se define la probabilidad con

2 . o o o o
dicional de B suponiendo que A se ha verificado, asi:

P(B | A) = _P(A N B) (2.6.1.)

P(A)



-14-
(Axioma de las probabilidades condicionales)
Andlogamente puede definirse P(A | B)

__PAND)
P(A |B) = —5pm) (2.6.2.)

La medida de probabilidad condicional, implica considerar el
subespacio definido por la produccion del suceso B y se establece en tal sub-
espacio. Vamos a demostrar que esta definicién es contingente con las pro-
piedades de la medida de probabilidad expresadas en (2.4.) y (2.5.) conlo -

que probaremos que (2.6.1.) es una medida de probabilidad.

1. P(A ] B) 1 (2.6.3.)
En efecto: A N B< B luego (2.5.1) sera P(A NB) ¢ P(B) y por

consiguiente
P(A | B) = P(A N B)
L1
P(B)
2. P(Q]|B)=1 (2.6.4.)
En efecto QN B =B , P(QN B) = P(B) luego
_ _P(nB) _
P(2 | B) =~y =1
[#0) ol
3. P(U A, |B)=2P(A, | B), A.NA, =0y A €Q(2.6.5,)
;1 1 i i 7 i
En efecto:
oS o
U A, NB=U (A, NB) y (A.NB)N (A.nB) = @
;4 L4 i j
Luego 0 00 oo
P( U A.NB) P[U(A.HB)] . P(A, NB)
00 ;! 1 1 !
P( U A ) l B) = = =
1 1 P(B) P(B) P(B)
o0
= £ P(A, | B)
1 i

A continuacién veremos algunas propiedades adicionales:
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I. P(A | A) =1 (2.6.6.)
Se deduce directamente de la definicidén la
II. P(AB) = P(A) . P(B,A) =P(B) . P(AI!B) (2.6.7.)

La introduccién de las probabilidades condicionales nos permite

aplicar la medida de probabilidad a la interseccidén de sucesos.
III. Si A y B son exclusivos, AN B =% y entonces
P(A B) = P(B]| A) =0 (2.6:8.)
IV. Si ATB es A "B = A y por consiguiente
P(B A) =1 (2.6.9.)

V. Dos sucesos A y B se llaman estocasticamente independien -

tes si;

P(A.B) = P(A) . P(B) (2.6.10.)

En este caso, las probabilidades condicionales son:

i

P(B | A) = P(B)

(2.6.11.)

H

P(A | B) = P(4)

Las igualdades (2.6.10.) vy (2.6.11.) se usan indistintamente co
mo definiciones de la independencia estocastica de dos sucesos.

Més adelante (2.7.) ampliaremos esta nocidén de indespendencia.
Vi. P(A | B) v P(A |B) son complementarios

En efecto,

pA18) _ _PlB - (AnB) )

P(B) B(B) =1 - P(A]B) (2.6.12.)

P(A | B) =

Si A y B son independientes, resulta P(z] B) = 1 - P(A) =

=5 o
~—

= P(A) luego también lo son A y B.
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VII. P(A | B) y P(A] B) son también com-
plementarios,

Vamos a calcular primero P(A | B) - en
funcién de las probabilidades condicio

nales que conocemos.

Se tiene:
- PANB)  PiA -(ANB)]
P(s | B) = P(B) 1 - P(B) B
. _P(A) - P(ANB) _ 1 - P(B|A)
B 1 - P(B) = P(a). =5 P(B)
Fig. 2.1. (2.6.13.)
p(E | B) - P(ANB) P(AUB)  1-PAUB) 1 -[P(A)+P(B)-P(ANB)T
- P(B) ~  PB) T P(B) ) 1 - P(B) )
_ (2.6.14.)
=1 - P(4) . 11‘. .P(P]?(IL)A) =1-P(alB)

Si A y B son independientes, resulta, P(A [B) =PA) y P(E|B) =1 -
- P(A) = P(B)

Por consiguiente si A y B son independientes también lo son -
EyB, A, EyA, B.

Vamos a estudiar ahora otra propiedad interesante:

Sean B1 cees Bn sucesos disjuntos entre si y tales que su -
union sea tedo el espacio de muestras:
n
B.NB, =% ; Q= U B,
i j i i

Consideremos ahora un suceso A tal que la produccion de uno

cualquiera de los B,pueda ¢ no impiitar la apaficién du 4, o sto me explica -
1

en la figura. El punto 1 indica que se ha preoducido B2 pero no A, El 2

sefiala la producciéon de B, y de A. Se deduce facilmente:

2

A=AnQ=ANB UB, U... UB)=(ANB)U(ANB,) U..

N
INONEN



Ahora bien:

luego:
P(A lBi) . P(B)) (2.6.12.)
férmula que nos da la probabilidad de A en funcidén de las probabilidades

condicionales y de las absolutas de los sucesos B, que ''condicionan' el -
1

A.

2,.7.- TEOREMA DE BAYES.

Partimos de las mismas consideraciones que nos han llevado -
a obtener la expresion (2.6.12.). A las probabilidades de que aparezca A
cuando se ha verificado Bi las llamaremos probabilidades ''a priori'" y co-
mo se ha visto, son probabilidades condicionales de la forma P(A ‘B1)

Deseamos calcular la probabilidad de que la aparicion de A -
sea debida a que ha ocurrido el suceso Bi’ es decir P(Bi | A).

A estas nuevas probabilidades se le llama ''a posteriori' debi-
do a nuestro conocimiento de la verificacion de A,

Evidentemente:
P(A NB)=P(B) . P(A | B,) = P(a) . P(B, | 4)
luego; teniendo presente (2.6.12.)

Al
P(Bi) . P(A ‘Bi)

P(B, | A) = - (2.7:1.)

T P(B,). P(A|B)
R 1 1
i=1

que es la expresion del teorema de Bayes para el calculo de las probabi -

lidades "a posteriori'’,
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EJEMPLO: Sean tres urnas U, U_ y U_ que contienen

1 2 3
U1 : 2 bolas rojas y una blanca
U2 : 3 bolas rojas y 2  blancas
U3 : 1 bola roja y 2 blancas

Se extrae una bola de una urna y se comprueba que es roja. Se desea saber la

probabilidad de que la bola se haya extraido de la primera urna.

Tendremos:
A = q suceso : Sacar la bola roja }
Bi= % suceso : Elegir la urna i para efectuar_‘ la extraccién}}
(A {Bi) = g suceso : Sacar bola roja de la urna i }
(Bif A) = {y suceso : Ha sido bola roja, eleccion urna 1}

En nuestro caso hemos de calcular P(Bi | A) y tendremos P(Bi)=

= 1/3 suponiendo cualquiera de las urnas tiene igual probabilidad de ser -

elegida.
P(A|B))=2/3; P(A| B,)=3/5; P(A|B,)=1/3
Tendremos:
. 1 2
. P(B,) P(A | B) 4 . £
P(B) | 4) = =71 2 3 I,
fP(Bi) P(A |B)) 3 (g +— +—3)
_5
= 12

2.8.- TEOREMA DE MULTIPLICACION.

4 sq o o 'Y
Acabamos de ver que la probabilidad de verificacion de dos suce

gos8 A y B es

P(ANB) = P(A) . P(B| A) = P(B) . P(A | B) (2.8.1.)
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Esta regla puede extenderse al caso de mas sucesos por ejemplo:

P(ANB NC) = P(a1B) . P C|(anB)| = Pa). (8] 4) . P[danB)

(2.8.2.)
Esto es: la probabilidad de que se verifique A, B y C es igual al produc-

to de la probabilidad de A por la de B(condicionada por A) por la de C /-
(Condicionada por A y B).
Y de un modo general:

0 = ! :
P(4,0 A, 1.0 An) = P(Al) . P(A2 [ Al) . P(A3i AlnAZ). .. P(An’Alezn

(2.8.3.)

dientes:

Luego

P(ANA,N...NA)=PA). . .P(A) (2.8.4)

1

2.9.- TEOREMA DE ADICION.

Si los sucesos A,.. An son tales que para todo (i, j) es Ai ﬂAj=

i

= ®, la propiedad II de la funcién P establecia:

n
P(AIU.,,,,,“ UAn)*-fP(_Ai) (2.9.1.)

A los sucesos que cumple la anterior condicion se les llama -
mutuamente exclusivos, y P(AIU ..... U An) representa la probabilidad de
que se presente uno cualquiera de los sucesos Ai'

En el caso de los sucesos Ai no sean exclusivos el resultado -
anterior se modifica. Examinemos primero el caso de los sucesos Al’ -

A, tales que A, N A, # & se tiene:

1

U = - { Vo . 9. 4.
AU A, [Al (A, 0 A0 U A, (2.9.2.)
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luego
U
P(A 1 A 2)

y en el caso de tres sucesos no excluyentes, aplicando lo anterior:

A UA LA, = [(Al Ua,) - (A, UA)NA, T U A,

1 2 3

P(a,UA,UA) = P(a) + P(s, UA,) - P [(4 UAZ)r.A;]

3)
pero como

. N _ f
(AIUAZ) NAg = (A 1Ay Ua, nAa,),

1

resulta finalmente:

U U - .;.. - * - -
P(A, Ua, Ua ) =P(A)) + P(4,) +P(Ay) - P(A;INA,) - P(A, 0 A,)
(2.9.4.)
- [ -+ N
P(A,N A) + P(A NA, [1A))
y en general
U u = -
Pa,U... Ua)=IPa4) T P(anN Aj) + £ P(An A, nae. .
1 1, ) 1, J:k
(2.9.5.)
n
....... (-1)" . P(Alﬂ... ﬂAn)
Se puede ver facilmente que en general:
P(A Y ...l U a) \g'EP(Ai) (2.9.6.)

empleandose el signo igual en el caso en que los sucesos sean mutuamente

exclusivos,.

= P(Al) + P(Az) - P(AlﬂAz) (2.9.3.)
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III. VARIABLES ALEATORIAS

3.1. - VARIABLES ALEATORIAS.

En esta Secciéon vamos a dar una idea intuitiva acerca de las va
riables aleatorias.

El resultado de un experimento aleatorio viene expresado por -
un nimero o conjunto de ellos que podemos representar en un sistema de
coordenadas, sistema que estara en correspondencia con el espacio de las
muestras.

Una variable aleatoria es una funcién real definida sobre el -
espacio de las muestras de un experimento aleatorio. (en algunos casos -
se consideran también variables de tipo complejo, si bien pueden separar-
se en sus partes real e imaginaria que ya son variables reales). Estos -
experimentos aleatorios estan regulados por las leyes del azar y si bien -
sus resultados presentan cierta regularidad cuando se repiten muchas ve--
ces, nos es imposible predecir con certeza un valor determinado de los -
mismos.

Consideremos el espacio de probabilidad ( 2 £, P) correspon-
diente a un experimento aleatorio determinado y sea un punto de &, y por
ello un suceso simple. Vamos a establecer unaqcorrespondencia entre el -
conjunto ,0—‘¢5 y la recta real R = t - X4 * Sea X( ®) esta correspon

dencia:

w € o R ..;.-:-z-r};p X (U.,) ¢ R

. . . . , . .
Pues bien, se dice que la aplicacion X(®) ses una variable: -

aleatoria si verifica las siguientes condiciones:

I. Es uniforme.
II. Sea K\x un conjunto de Borel definido sobre R y A'Z L%x En-

tonces ha de verificarse que A £.: siendo

w! X (w) ¢ .A'?

s . o / . =
Es decir, la aplicacion transforma subconjuntos de © en subcan

juntos de %X, por lo cual con ella se conserva la estructura de conjuntos
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de Borel.
Iil. PX(A") = P(X (w) €A') = P(A) = P(w €A)

siendo PX(A') la medida de probabilidad del suceso A' co -
rrespondiente al A en R.

Con estas condiciones construimos sobre R un espacio de pro-
babilidades P(R, Ex’ Px) que se llama espacio inducido en R por la varia-
ble X.

La notacion que seguiremos consistira en denominar a las va--
riables aleatorias con mayuscula; X, Y,...... ; y a sus valores especifi--
= X(m

. s, e .
cos en minuscula; asi x o bien x = X( ).

k k)

lL.as variables aleatorias constituyen un conjunto cerrado respec
to a las operaciones del analisis. Asi la combinacion lineal de ellas es -
otra variable aleatoria y el limite (si existe) de una sucesion de variables

aleatorias es otra variable aleatoria.

3.2. - FUNCIONES DE CUANTIA Y DISTRIBUCION EN EL CA-
SO DISCRETO.

Si el campo de variabilidad de X (¢') es el conjunto de los -
nimeros enteros es un conjunto numerable y constituye lo que ya se deno-

s / s s
mino espacio de muestras discreto. En este caso sea

el conjunto de los valores de X( w); x, se llama valor observado de X(®).

k ‘
Dada una variable aleatoria discreta X, se le asocia una, funcion llamada
funcién de cuantia de X, P(x) tal que su valor en el punto x, es igual a -
la probabilidad de que sea X = X

Px ) = P_ {x:::k}:pk (3.2.1.)

Esta funcidn solo tiene existencia en los puntos % donde toma
los valores P segun (3.2.1.).

El campo de variabilidad de p/%}) es el conjunto numerable -
(pl’ ...... Pyrco-e .) cuyos elementos pertenecen al cuerpoc de los nime- -

ros racionales.
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En la figura 3.1. se han representado los valores de (x) para algunos va

lores de la variable aleatoria X.

?5 -
U [t
LAY X Kegy
Fig, 3.1

- .« s 134 34 . .
Definimos también una segunda funcion asociada a la variable
'Y ‘ . e s e Iy .
¥, llamada funcién de distribuciéon de X (o tambien funcion de distribu- -

e o
cion acumulada), asi:

F(x) = P_ (X ¢x)= I P, (3.2.2.)

y representa la probabilidad de que para un x dado, la variable X tome

un valor tal que X ¢ x.

Asi en el ejemplo de la figura se tendria:

; ¥ ‘
Flx) =P ¢Xgx v2 P (X~ x)+ P (X = + P (X = =
Kl 4 P4 L 1 X 1 e o0 1 X
( n) ri ¥ 'n: e 1) r( 2.) r( n)
n n
=& P(xi) = LP,
i=1 1. -
Sezn.dos numeros. naturales a y b, con 2 <b ,
f ! ; K
Los sucesos A =’ x X g a.y B=ix|ad x (b son
: ‘ ¢ ¥ £
@i ciente excluyentes y se tiene:
AUB= x| Xt (3.2.3.)
como

P(AYUB) = P(A) +P(B) sera

P{Xg b = P(X ga)+ Pla « x § b)
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luego
Pla < x {b) = F(b) - F(a) (3.2.4.)

con lo que la funcion de probabilidad queda determinada conociendo la fun-
. ” . . . i ot A 4 g . Vd

cion de distribucion. Como. 12 fvacion de cudntia 1 es un numero no nega-
. « 7 . .

tivo, resulta que F(x) es una funcion no decreciente de la variable real x.

Obsérvese que

(3.2.5.)

Analogamente F(->) =0

F(x) es ademas no decreciente. En efecto:

= - >
F(Xn + 1) F(Xn) ) Pn +1 7 F(xn)

y es continua por la derecha, ya que:

A+F(x) = F(x + h) - F(x) = Pr(x ¢X x4+ h)
y 8i h —— 0, AF(x) ——p 0.

Esto es asi por incluir en la definicion de F(x) en el punto -

el valor correspondiente P Sin embargo no es continua por la izquier

*K
da ya que tendriamos:

K’

A F(x) = F(x - h) - F(x) = P_(x-h <X g%

y para h

» 0 resulta Pr(x) # 0. F(x) es una funcion escalonada puef
to que en cada valor de x se incrementa en la probabilidad correspon- -
diente. En la figura se da un ejemplo.

[} )
PI'PZ’P3 ___________________

P, { P, feece--—=m-

Fig. 3.2.
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La funcidn de distribucion F(x) a diferencia de la de cuantia, es-
ta definida para todo valor de x del eje real.
F(x) puede representarse por medio de funciones escalon unidad,

por ejemplo en la funcidén de la figura 3.2., se tiene

Fx) =P, . u(x -x;): P "u(x-xz) -g—P3.u(x-x3)

y, en general,
F(x) = z P, . ulx - Xi) (3.2.6.)

Supongamos que una masa unitaria se reparte a lo largo del -
eje x de tal modo que en el punto X, se situa una cantidad de masa igual
2 Py -

Tenemos asi una distribucién de puntos materiales, situados -
sobre cada uno de los valores que toma la variable aleatoria X, siendo -
la masa de cada punto igual a la del valor correspondiente de la probabi-
lidad para ese punto. Se utiliza mucho esta imagen fisica de una variable
aleatoria, y de ella, derivan varios nombres empleados en la teoria de es-
tas variables como dengidad, momentos, etc. Mas adelante volveremos -

sobre esta analogia.

Se obszrvara que la densidad de masa es nula fuera de los pun

tos % e infiniia en ellos. La funcidn representativa de tal densidad se -

k .
llama fu7cion densidad de probabilidad y dada su especial naturaleza en -
es!’ saso vendra representada por medio de funciones de Dirac. Si la -

+ jresentamos por f(x), tendremos

flx) = % P(xi) 6(x - Xi) = P, §x - Xi) - (3.2.7.)
i i

5.3, -~ VARIABLES ALEATORIAS CONTINUAS.

. o - L] % s .
En (3.1.) sze definid axiomaticamente lo que era una variable -
; I »
aleatoria y alli se estudié el caso en que X(®) tomase valores en el con-

junto de los nimeros enteros.

23 . / s -
A continuacidn se estudiara el caso mas general en que X( W) -

pertenezca al cuerpo de los nimeros reales,
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3.4.- FUNCION DE DISTRIBUCION.

Sea el intervalo (-™x) y

F(x) = P(X (w) ¢ %) = P{w[- 0o ¢ X( ) \<x}
i

L] o - I3 I °
Entonces F(x) se llama funcion de distribucion acumulativa de
e 0 I3 3 - » 3 / 3
X o mas sencillamente funcidn de distribucidn. Es una funcion uniforme -

y no decreciente de la variable x, continua por la derecha y tal que

-

F(- ) = 0" F(e) = 1

¢ s P s
(condiciones limites )

De modo analogo al estudiado en el caso discreto, si represen-
tamos por P(a < x ¢ b) la probabilidad de que X tome valores en el inter

valo (a, b), se tiene:
Pla <x b) = F(b) - F(a) (3.4.1.)

Podemos también aqui asociar a la variable aleatoria x una -
distribucién de masa a lo largo de la recta real R, con la diferencia de
que se tratara de una distribucidon continua. El valor total de esta masa
sera también igual a 1. La cantidad de masa que existe en el intervalo -
(a, b) sera F(b) - F(a) igual a la probabilidad de que x tome un valor de
ese intervalo. Hablaremos asi de una masa de probabilidad distribuida -

sobre la recta real.

3.5.- FUNCION DENSIDAD DE PROBABILIDAD.

La cantidad de masa contenida en el intervalo (x, x + dx) se--
ra f(x). dx si f(x) es la demsidad y cdrrespondera a la probabilidad infini-
tesimal de que x tome un valor comprendido en ese intervalo; f(x) se lla-
ma densidad de probabilidad de la variable X.

En virtud de la definicion:

f(x) = lim Plx <X x +Ax) _ . _AFR) F'(x)
A x A =x
Ax ~=0 A x=P0
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e inversamente -
F(x) = f £(t) dt (3.5.1.)

;
o

Rt

Si esta integral existe F(x) se llama absolutamente continua, en

f

Pla <x ¢b) = | £(t) dt = F(b) - F(a)

{

J,

este caso,

Por ser F(x) no decreciente se tendra F'(x) 0 luego f(x)) 0
para todo valor de x.
Si en (3.5.1.) hacemos X=—p» = recordando las condiciones 1i

mites, se obtiene /‘* x

ﬁ f(t) dt = 1 (3.5.2.)

Y= DO

lo que nos confirma que la masa total es la unidad. Solo aquellas funcio -
nes que cumplan la condicién (3.5.2.) llamada de normalizacion pueden -
representar una densidad de probabilidad.

Ses. F(x) es continua para x = a, entonces la probabilidad de -

que sea x = a, es nula:

P{x=aj‘«= lim Pga-ct(x‘ga}: lim F(a) - F(A -¢) =0

(3.5.3.)

La relacién de derivacidn que existe entre F(x) y f(x) tambiéh
es cierta para las variables discretas. Recordemos que, efectivamente, -
la derivada de la funcién escalén u(x - xo) es la funciénd (x - xo).

En las figuras se han representado en un ejemplo F(x) y f(x). -
Se observara que F(xo) es el drea encerrada por la curva f(x) entre - oy
X - Asimismo el area elemental f(x) dx da la probabilidad elemental de -
que la variable X tome un valor comprendido entre x y x + dx.

En la fig. 3.6. se da la interpretacién de (3.4.1.) como el
area encerrada por la curva densidad de probabilidad entre las abscisas

ayb.



Conviene hacer ahora una gistincion interesante f(x) . dx es

la probabilidad elemental de que la variable X esté comprendida entre -
los valores x y x + dx cuando no sabemos nada mas acerca de X. Sin -
embargo la probabilidad de que X esté comprendida entre x y x < dx cuan
do sabemos que X » x, sera una probabilidad condicional de la forma:

i
5 P %ﬁ"x XL X +dxﬂX>,x}

e ; N : J _ _f(x) dx

Pr x (X< x +dxlX2¢x} = 1 - F(x) T 1 - F(x)

(3.5.4.)

3.6.- DISTRIBUCIONES MIXTAS.

En algunos casos se presentan variables aleatorias que siendo con
tinuas, tienen una probabilidad no nula de tomar ciertos valores numéricos
determinados. Supongamos una variable aleatoria X tal que toma valores en
el intervalo fa b ] con una densidad de probabilidad g(x), y que ademids -

toma los valores X X 1 %, con probabilidades Po ....... Pk (ver -

1’
figura 3.7.).



g(x)
S S A N
Xo Xl a b Xk
Fig. 3.7.
Se tendra que
/b
1 g(x) dx <1 (3.6.1.)
a
debido a los valores X ceeoe.X que puede tomar la variable. La condi -
cion de normalizacion habra que ponerla en la forma:
f° i=k
foglx)dx+ L P, =1 (3.6.2.)
iz’
w2

La funcion densidad de probabilidad, sera de la forma:
f(x) = gx) + I P .38(x-x) (3.6.3.)

siendo & la “funcidn de Dirac, como corresponde a los valores ''discretos
Xee+-.- X . Integrando ente -3 y + 0, se obtiene (3.6.2.).

Como es natural ahora se podra hablar de la probabilidad de -
que X tome los valores X reeee %, bpero solec exclusivamente de ellos. Uti
lizando el simil que conocemos de asociar una distribucién de masa a la
de probabilidad, el caso que ahora estudiamos corresponderia a una distri
bucién continua de masa en el intervalo [a, b_ dende esta definida la -
variable aleatoria X (Este invervalo puede ser el -9, ), Ademis en los
‘ habra localizadas masas puntuales de valores numérices-

k
te tguales a p ..... .
mente iguales a P, Py

puntos xo... LL..X

« 2 s a . e . . .
La funcion de distribucion seguira la forma que se indica en -
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la fig. 3.8. Los puntos de discontinuidad de la funcién son precisamente
los X e X, Y en ellos el salto que experimenta la funcion es igual -

a la correspondiente probabilidad. Ahora tiene mas sentido. la probabilidad

Pr{x < X, } (i=0,...k)

1

ya que, efectivamente, existe y no es nula la probabilidad del valor X = x, .

F(%X) becom oo ———m e

-

Fig. 3.8.

Dados dos valores cualesquiera x_ - x de x, consideremos los
&

siguientes sucesos:

A {XIX “x,5, B —%XI,X‘ Xm} C 5)( = xe} D {X = xm}

\:.}
x, ¥V x pueden perteneger o no al conjunto de valores (xo ....... xk). En
este dltimo caso las probabilidades P(2) = P(X = x,) y P(D) = P(X = xm),

rd
seran nulas.

Vamos ahora a deducir una serie de relaciones generales, apli-

. . . A . ? . . «
cando la definicion de funcion de distribucion.
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Consideremos los sucesos:

a) BNA'= B-a ={x| x <X §x_
b BNA'UC = {x | ox X gx_ (3.6.4.)
c) BnA'ADUC = {x | = X <x
d BnA'nD ={X| x K o<x
Se tiene:
P(B NA") = P(B) - P(a)
P(B NA'U C) = P(B) - P(A) + P(C) (3.6.5.)

P(BnA' N D'UC) = P(B) - P(A) + P(C) - P(D)
P(B NA' N D') = P(B) - P(A) - P(D)

Luego (designando con + los valores por la derecha y con - por

la izquierda) se tiene:

P {xl <X\<xm} = F(xm)

Fr) =Flx ) - Flx)

P_ {xl X \<xm} = Flx_) - Flx)+ P(X=x) = Flx) - Flx")
(3.6.6.)
P_ {xl <X < xm} = Flx_) - Flx)+ P(X=x) -P(X=x_)=Fl_") - Flx;)

Pr {xl <X < xm} F(xm) F(xl) - P(X = xm) = F(xm") - F(xl)

Las relaciones (3. 6. 6.) son validas en cualquier caso. En -~
cada aplicacidn concreta las probabilidades que aparecen al final, tomaran el -
valor 0 o el que les corresponda, segin la naturaleza de la variable. Si esta es
solo continua y no toma valores con probabilidades no nulas las (3. 6. 6.) son to-

das equival entes y conducen al mismo resultado.

En general la funcién de distribucién F(x) de una variable alea

toria X es mixta, cuando puede escribirse en la forma

Fix)=a Fd(x) ta Fc(x) (3.6.7.)

d
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con a_ + ag = 1, y siendo Fd(x) la funcion de distribucion de una variable
discreta, y Fc(x) la correspondiente a una variable continua.

A continuacién, desarrollamos un ejemplo:

Ejemfilo. - La duracion en minutos de las llamadas telefonicas interurbanas

es una variable aleatoria X cuya funcién de distribucién viene dada por
F(x) = 0 para x <0

..._-]'——e'x/3____;_e- [X/3] X%O

F(x) =1 - >

donde [x/3] representa la parte entera de x/3. Se desea calcular:

12) Probabilidad de que una llamada dure mas de 6 minutos

22)Id. menos de 4 minutos.

39) id. de que la duracién sea de 3 minutos.

40) id de que la duracidon sea inferior a 9 minutos sabiendo
que es mayor que 5.

52) id. de que sea mayor que 5 minutos sabiendo que es infe -

rior a 9.

La funcion dada corresponde a una distribucién mixta, por -
cumplir la condicion (3.6.7.), Los valores de X para los que la probabili
dad no es nnla son de la forma x = 3k (k, entero). En la fig. 3.9. se -

representa la grafica de F(x)

Ar(x)

i /
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Aplicando las relaciones (3.6.6.) y la definicién de funcidn de

distribuciones, se tiene

1) P_(X>6) =1 - P (Xg6) =1 - F(6) = e 2 - 0,135

e-4/3 - L e-1= 0,684

- 1
2) P(X<4)=F4=1-—

2
3) P (X=3)=P,=F3+) - F3 -) a- e l) = 0,316

3, o diferencia entre

P, es el salto de la funcion F(x) en x

elvalor por la derecha (3 +) y por la izquierda (3 -).

Pr (5 <X =9 _ F(9) - P(9) - F(5) _
P(X > 5) - 1 - F(5) -

4) P_ (X <91 X> 5)

= _%—»(6-5/3"‘ el P o = 0,670
EIRLL N
" e _ _P(5<X<9) _ _F(9 - ¥(5 - P(9) _
5) P (X3 5X<9) =~ o T F(9) - B9) )
-—;— C é-5/3+ et e-'3 - e-z:’
- = 0, 206

—-;—- [:Z-e-3 - e-zj

3.7.- VARIABLES ALEATORIAS n-DIMENSIONALES.

. . . » . 4
Consideremos un experimento aleatorio tal que cada realizacion

del mismo permite observar n cantidades., Cada una de ellas es un pun-

to de un espacio muestras unidimensional y el conjunto sera un punto del
espacio producto de todos los espacios individuales.

Asi el resultado sera A SA A A

11 P2 n)

y como A, € &,
1 1

AeQ=2 & 9 @ ... @e (i=...n
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Si todos los sucesos Ai son mutuamente independientes (no siem-
pre se da este caso) la medida de probabilidad de A es el producto de las

medidas de los Ai

p(4) = P(a) ... P(a) (3.%.1.)

Podemos establecer la misma correspondencia que la de (3.1.)
entre el espacio 2y el espacio producto Rn, esto es, para todo w € Qse -
define X(w) ¢ rR" y esta aplicacion una vez impuestas las condiciones -
(I -1II - III - de 3.1.) define una variable aleatoria n dimensional X -
cuyos valores seran n-cuplas de nimeros reales: (x1 cens xn).

Definido el espacio { podemos ahora considerar que los A.1 son
puntos de este espacio sin mas que definir Ai como el conjunto(xl. R

..xn) indicando que es el formado por todas las combinaciones de valo- -
res de las Xj (j == i) y al valor fijo xi* de Xi . A este tipo de conjuntos
se les llama conjuntos cilindricos. ’

P(Ai) seria la probabilidad de que X = % cualquiera que sean
los valores del resto de las variables.

Si son independientes P(Ai) es la misma tanto si se considera
la variable Xi como si se consideran todas las demas.

. . . . . .’
De modo anélogo al caso unidimensional, definimos la funcion

de distribucion de la variable aleatoria n-dimensional, X = (Xl' . .Xn)
asi:
= - ; - ¢ see. =00 ? =
F(x1 xn) P*{ 2 <X, €% <X, ¢ Xy <X $x j
. (3.7.2.)
=Pg Xlﬁ_\xl,... Xnéxn}
En el caso continuo se tendra
; 5
,/Xl [Xz *n
= ! vee s R 4 ... dt 3.7.3.

F(xl xn) ) / _ j f(t1 ty n) dt, . ( )

w .3 b v e - O

siendo f(xl. x xn) la funcion densidad de probabilidad, que cumpli -

29 e
I . . ?
ra la condicion
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. 1 (3.7.4.)

_,;" @:"E e
A A ] - DG

En el caso en que las Xi sean independientes,

xn) = Fl(xl) FZ(XZ) Fn(xn) (3.7.5.)

siendo Fi(x,) la funcién de distribucion de la variable unidimensional X,
i

que es:
> ] A i
g 4 P
/
.. ... dx =

i . .
i

Fi(xi) = | .,
el [+

=Pg-c < X <

B, o
P e

F, se llama funcién de distribucion marginal de Xi y nos da -~

i
la distribucion de esta variable cualesquiera que sean los valores tomados

por los demas.
La condicién de independencia para las densidades de probabi -

lidad, nos da
f(x Xy oo X ) = fl(xl) fz(xz).. .fn(xn) (3.7.7.)

siendo fi(x) la densidad de probabilidad de Xi independientemente de los -

valores que adopten las otras variables.
Xn) es tal que los

En el caso discreto la variable X = (X

R
valores de las Xi forman un conjunto numerable y por ello X toma unos -

valores que son n-cuplas numerables.

3.8.- DISTRIBUCIONES DISCRETAS BIDIMENSIONALES.

Es interesante el estudio de una variable aleatoria bidimensio -

nal que tome pares de valores discretos (xk, yk) ya que en muchos pro- -

L] . . 4
blemas se manejan pares de nimeros que guardan cierta relacion y su con
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sideracion conjunta conduce a este tipo de variables . X( w) representara
ahora una correspondencia entre el espacio 2 y el espacio Rz. El conjun-
to de axiomas necesario para que X sea una variable aleatoria es el mis-
mo que en el caso unidimensional. X Y sera una variable discreta cuando
{Xk} e %Yk§ pertenezcan al conjunto de los nimeros enteros no negativos.
A la funcién de cuantia Pix y) correspondiente a este caso se -

le llama probabilidad conjunta del par de valores (x, y)

(x y) P (X =xnY=y) (3.81)
Con igual significado que antes, tendremos:

b, Y'a., ¢Y ¢b

Pla 1 %2 S

3 <X

LzaN

Andlogamente la funcidn de distribucidn conjunta sera:
Flx, v) = P (X< %x1Y& V) (3.8.2.)

r

Es posible demostrar que aqui también se tiene:

P(‘al §X & by, a, {Y¢ bz) = F(bl bz) - F(al bz) - 1-"(1:‘1 a-z) +

(3.8.3.)
¥ F.(a1 az_)
En efecto, consideremos los sucesos
_f < PP . "
A= lX'X:bl, Y¢p,ls C=iX | X ¢py Yga,
- f . N
B= !X lx\<al, Y{‘bz%" D={X | X g 3, + Yga, |
Consideremos el suceso
F=A-(BUQ (3.8.4.)
Se tiene:
P(F) = P(A) - P(B) - P(C) + P(BNC) (3.8.5.)
y de aqui

P {al.gX.gbl, a, § Y bz} = F(bl’ bz) - F(al. bz) - F(bl’ az) + F(al, az)
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queda asi probada (3.8.3.) |
f
*2 b2
3 |
b'l }}: :’L:‘)
Fig. 3.10.

La condicién de medida de f(x, y) sera ahora:

) /s =
I {x; yi) =1 (3.8.6.)
i, j

y las condiciones limites de F(x, vy):

lim F(x, y) = F(+% + ) =1

Xe=p &

Yy~ &

lim F(x, y) = F(- @ - =) =0 (3.8.7.)
X —$ %0

y—t

Sea ) (xi) la probabilidad de que X tome el valor x, cualquie-

ra que sea el valor de Y. Se tiene:
= J = i = ( .8.8.
) (xi) P_ { X X, cualquier Y} :f (%, yj) (3.8.8.)

ya que x, es excluyente con yj para todo j. A esta funcién de x se llama
funcién de cuantia marginal de X. Andlogamente tendremos la funcién de

distribucion marginal de X:
F.(x) = todo Y b
l(x) = P {X {x para todo Y |

F (x)= 2 ‘1(xj) (3.8.9.)
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Se pueden definir también ambas funciones marginales para la

variable Y:

Pz(y.) = Pr g Y = y; para todo X} = Jt .:-\xj xi)

F(Y)= £ 7(y) (3.8.10.)
Yjé’.Yi

Si disponemos los posibles valores de X e Y en forma de ma -

triz:
(x1 yl) ............... (x1 y n)
(xz yl) ............... (x2 yn)
(XY) =
[
(xmyl) ............... (xm yn)ilx
Las probabilidades correspondientes forman la matriz de pro -
babilidades:
i S BRI K 1n\
. !
{ ;‘ 21 4 2 & 0 b & 2 8 4 6 4 e 0 e v a e 0 - zn "
olx, v) = \ N o ! (3.8.11.)
\'rnl ........... 68 4 0 3 0 0 8 s "mn
Entonces:
:l(x,) =g “ia N 4o, 8 sea, la suma de los elementos
* t M de la fila i,
sy = v F Y F e 47> ., suma de los elementos de la -
2V 1j 2j mj

columna j.

En la fig. 3.11. se da un ejemplo relativo a una variable alea-
toria bidimensional. Se han representado los valores de la funcién de -
cuantia, la cual sélo esta definida en los puntos (xi yj) correspondientes -

a valores tomados por la variable (XY). Asimismo se han representado -
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. P -
las funciones de cuantia marginales

h
& )
? )l(x)
xO 7 A // : e "'-’T -)Y ) —Ai'- -.“-’
L .j.._ s A S I SR | xoa /L’
Ve b H
xl _____;:_.... —/..‘-._ ‘/.n/n...... 1.{_ _— gxl)_-‘l'
Z 4
xZ g a” // e < ) S
< D e R i s S A2
I Vi SO Vo VR L I
o f/ !/ . K //
4 /,f ’ ’- »-/x g "
* ir” ?ﬂt lt,-"ﬂ‘r 4',’/ .&/
By x
Fig. 3.11.
Asimismo se sugiere la interpretacion de 1(x) v 2(y) dada
anteriormente.

. . ’ . .
Dos variables aleatorias X e Y se llaman estocasticamente in-

dependientes si se verifica:

(g 79 = ) )

3.8.12.
para todo (xi, yj) (3.8.12.)

Si una de las variables condiciona el valor de la otra, la pro-
babilidad condicional Pr(X = %, Y = yj) se representa por P(xi: yj). Se

tendra:

Cx YY)
gy = —2 3 (¢ (y. 0 3.8.13
(Xi ,. 'YJ) r(yJ) . Z(Yl) =7é ) ( )
Obsérvese que:
C'x, [y
P ox/y) = B— f.(l—)l—= 1 (3.8.14.)
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Anilogamente la probabilidad condicional de Y para X = x, -

es:
’ , - xi Y')
e xi) = —-'"——']-—x) l(xi) # 0 (3.8.15.)
1"
y también
Ioalxg vy
L =1 {35.8.10.)

Toda distribucién bidimensional subordina m -- n distribuciones

unidimensionales de tipo condicional. En la figura 3.12. se sugieren dos -

de ellas.
A
g
Fig. 3.12.
La funcién de densidad de probabilidad bidimensional, serid de la
forma:

flxy) = 5 Z Blx V_J:) 8 (x-xu v-y) (3.8.17.)
i j

siendo & (xy) la funcién & de Dira¢ para dos simensiones. La funcién de -
distribucion F(x y) podra también ponerse en funcién del escalén unidad -

bidimensional:

Fxy)= & }j':f’(xi Vj) u(x - X, Y -yj-) (3.8.18.)
i j
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Cabe también aqui hacer la misma analogia de distribucion de
masa que se empled en el caso unidimensional. La distribucién de proba -
bilidad se correspondera con una distribucion de una masa unitaria en el
plano XY, de modo que en cada punto (xi YJ,) representativo de un valor -
de la variable bidimensional se coloque una masa puntual de valor -
F'(xi yj).

3.9.- VARIABLES BIDIMENSIONALES CONTINUAS.

Sea ahora la variable bidimensional (XY) que toma valores en
el plano XY. También podremos asociar a esta variable una distribucidn
continua de una masa unitaria extendida a toda la regién donde la varia- -
ble esté definida. Como en el caso unidimensional, no tendra sentido el
hablar de la probabilidad de un par aislado de valores, sino que habra -
que considerar la densidad de probabilidad en cada punto. Esta densidad -

sera una funcion de dos variables f(x, y) y st valor en (xy) multiplicado

por el elemento de area dx dy nos dard el elemento de probabilidad, o

probabilidad elemental

P Ex<Xgx+dx 1y <Y¥Ygy+dy] (3.9.1.)

La funcién de distribucion bidimensional F(x y) > nos dara la probabilidad:

i %
PrgX§x Ny £y b (3.9.2.)
Se tendra: Py ‘
,on /Yo
Fx, y)= | ] fx y)axdy (3.9.3.)
| i)
[ *‘i L7 M., “J

los limites de F(x,- y) vienen dados

por:

A
g

32
0
)

(3.9.4.)

. . s ?
y en consecuencia la condicion de nor-
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malizacion para f(x, y
f(x, y) dx dy = 1 (3.9.5.)
m@*’

De (3.9.3.), se deduce:

Yy
bbx F(x, y) = f(x, t) dt vy, por consiguiente:
_..DQ
——b; D Fx, y) = fx,.y) (3.9.6.)
) Y

que es la relacion que liga las funciones de distribucién y de densidad

en el caso continuo. La probabilidad:

Prl{al <X (K blﬂa YD

puede expresarse por la integral

£ 5"
:bl in

j{ f(x y) dx dy (3.9:7.)
;al o ha

o por medio de la funcidn de distribucidn:

F(b, b,) - F(a; b

1 2) - F(a2 bl) -+ F(al az)

La demostracion es andloga a la efectuada en (3.8.5.).

La funcion de distribucidn marginal de X, es:

F (x) P(X ¢ x) cualquiera que sea el valor de Y

[ (3.9.8.)
F(x) = 4 dx f(x y) dy

y representa la probabilidad de que la variable XY, tome valores en el re

cinto rayado de la fig. 3.14. la densidad de probabilidad marginal de X,
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+ =
sera, en consecuencia /{F
d Fl(x) /
= = = flx y ) dy (3.9.9.)
. o0
fl_(x) . dx sera la probabilidad
B P{x(ng-:—dxﬂ-N<Y<+°°¥7
x r 4
esto es de que (XY) tome valores -
en el recinto elemental de la figura
3.15.
A y de modo anilogo para la variable
y ‘
, :\: Y, se tiene:
:f N
| N f- ﬁ
| N : / .
| N F,(y) = P(Y€y) = / d | Hxy) dy
' K j
? N v 0o -0
! N
x x4
; _:\ - (3.9.10.)
z . .
: N 5 00
N d F,(y) f
N fz(y) 3y = f{x y) dx
: ?\\ G- OQ
| N
Fig. 3.15. (3.9.11.)
Simbdlicamente
P, (x) = Flx )
(3.9.12.)

F, (v) F(™, )
La interpretacion se sugiere en las figs. 3.16. y 3.17.

En el caso en que x e y sean independientes,

Fxy) = F)(x) - F, (y)

f(lx vy) :Afl (%) . f2 (¥) (3.9.13.)
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Ty +dy

7 74 "

Fig. 3.16 Fig. 3.17

La probabilidad de que la variable lidimensional (X, Y), tome

valores dentro del recinto R de la fig. 3.18 es:
Pr { (%, y) eR} =-[[ f (%, y) dxdy (3.9.14)
R

R De esta fdrmula se hard uso en el Cap. VIII.

// Si {(%, y) = cte. la probabilidad viene dada
777/ 4 ~

por €l area del recinto.
Fig. 3.18

3.10. - PROBABILIDADES CONDICIONALES EN EL CASO CON-

TINUO.

Nos vamos a limitar a presentar de una forma mas intuitiva que
rigurosa los resultados. La probabilidad condicional de que Y 'y con la condi-~
cibnx - A x < X { x puede escribirse:

P{x-A x<X ( x, Y<Y}
P { x-Ax <x ( x}

P{nglX-A x(X\<.x}=

La dificultad que entrafia esta definicidén elemental reside en -

que el denominador en general es cero. Podemos introducir las funciones den-

sidad si existen y poner: x y
f(xy) dx dy
P{Y\<y|x -Ax <X\<X}= x =-4Ax - 00
x
fl(x) dx
x- Ax
(3.10.2.)
y tomando el limite cuando A4x-—0 y
f(xy) dy
lim P ng[x-Ax(ng}’= it (3.10.3.)
Ax—> 0 fl(x)

Si designamos el primer mie mbro de P {Y\( y [ x’} y de-

rivamos la igualdad respecto a y
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Iy ¢y 1xt
AP LY vy [xf _ _flxy) (3.10.4.)
dy fl(X) . .
y ahora definimos
‘ dP {{Y\&’ y| X,
f (ylx) = dy (3.10.5.)

como la funcion densidad de probabilidad de la variable Y para X fija. Del

mismo modo tendremos

f(x
£, (y)

f(xly) = (3.40.6.)

La densidad condicional depende de la variable
f(xy)

x, y del parametro y que en cada caso toma un valor fijo. Si resulta inde
pendiente de este parametro x e y son mutuamente independiente.
Podemos comprobar que tanto f(x | y) como f(y| x) cumplen la -

condicion fundamental de toda funcién densidad; asi por ejemplo para la - -

primera:
/ﬁo@ 70 3 2 00
( ) / f(x lyo) 1 i ( , ) g
f (xy dy = ’ ——dy = — ,'/ flx|y 3 =
&Z aox ° @/oc fz (YO) fz(Yo) Uf/oo °
(3.10.7.)
_ £,(y,) :
£,(y)
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IV. PROPIEDADES ESTADISTICAS

DE LAS

VARIABLES ALEATORIAS.

4.1.- VALOR MEDIO DE UNA VARIABLE ALEATORIA.

. 3 . - . : . ”
Consideremos una variable aleatoria discreta X junto a su funcion

de cuantia
X = [xl, Xo s weon X ]

P(x) = [P, PZ’ ...... P

Se llama valor medio de X y se representa por X, o bien por -

E(x), al valor _
X= L x p (4.1.1.)

. 1
1

También suele denominarse a (4. 1. 1.) valor esperado de X, o -

esperanza matematica.
Si interpretamos la variable X como una distribucion de masa

concentrada en los puntos . siendo P, la masa en X (4.1.1.) representa

el centro de gravedad de tal distribucion, por ser I p, = L.
1

En el caso en que el canjunto de valores de x sea infinito el va-
lor medio®existira si la serie (4.1.1.) es absolutamente convergente.
Podemos generalizar la anterior definicién con la siguiente:

Sea "/(x) una funcion de la variable aleatoria X. El valor medio

de 9 (x) es

P(x) = E(9(X) = ;P‘ ‘P(x.) (4.1.2.)

i 1 1

Al valor medio también se le Ilama momento de primer orden de
la variable aleatoria. Surge este nombre de la interpretacion mecanica de -
(4.1.1.); si las Pi se considera que son fuerzas aplicadas en los X, la -

DY x Pi seria el momento resultante de este sistema de fuerza respecto -

del origen.
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Cabe también c¢ohsiderar el valor medio de una variable aleato -

ria n-dimensional:
o o °
Asi en el caso de dos dimensiones

EXY) =3 P, x v, (4.1.3.)
.o i 17
1]
Si Z =¢ (XY) tendremos asimismo
= ¥ I ¢ 1.4,
E(z) = £ % P, p(x, Yj) (4.1.4.)
1]
Consideremos a E como un operador tal que
E(X) = X
se verifica:
19 E(aX) = a E(X) (4. 1.5.)
En efecto
E (aX) = X P.ax =a Z P, ox = a E(X)
i i :
20 E(X + Y) = E(X) + E(Y) (4.1.6.)

En efecto, si Z = X + Y, de (4.1.4.) se deduce

= Z Z ‘ - = 3 2 2 =

i oj Y

e
‘™
i)

e
luego en genmeral E(aX *bY) = a E(X) = b E(Y) v queda asi probado que E
es un operador lineal.

3e Es inmediato comprobar que E(k) = k

40 Podemos. generalizar (4.1.6.) considerando la suma

, . e 5
de un numerc finito. de variables:
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B(X X )=EX) ... EX) (4.1.7.)

1

La relacion (4.1.7.) es cierta siempre, sean o no independien-

tes las X..
i

4.2. - CASO CONTINUO

Si X(w) es una variable aleatoria continua, su valor medio se de

x 00
fine asi _ [S
X HE(X)= | x f{x) dx (4.2.1.)

y

- 20
y representa también el c. de g. de una distribucidn unitaria de masa a -
lo largo del eje x con densidad f(x), a la que ya dijimos asimildbamos -
az. la variable x.

E(X) existira si y solo si la integral es absolutamente conver -
gente en toda la recta real o bien si f(x) es nula fuera de un cierto inter-
valo (a b) en cuyo caso (4.2.1.) deja de extenderse a un intervalo infinito.

Sea g(x) una funcidn finita de Borel. Entonces g(X(w)) es tam-
bién una variable aleatoria cuya distribucién esta determinada por la -
‘medida de probabilidad de X. El valor medio de g(x) queda definido asi:

[oa

i

E [gx)] = ! gx fx) ax (4.2.2.)

ol 00
y que conétituye un generalizacion de (4.2.1.) que nos va a permitir calcu
lar el valor medio de ciertas funciones ponderales de X de interés. Natu-
ralmente ha de asegurarse la convergencia absoluta de (4.2.1.).
En el caso de funciones de mas de una variable aleatoria se -
tendra: - /"N fal
St
@/ 00

glx y ) f(x y) ax (4.2.3.)

E[glx, y)] =

Si ahora consideramos a E como el operador

r>

E=Jf(x)dx

se deduce que 0

132, E(aX) = ax f(x) dx = a E(X)

- o0



//x -fl(x) dx +

A

@/"

que nos dan el caracter lineal del operador.

32) E(a) = a

49) Si X, Y son independientes
rr ’ '

. I
v ¢

E(X Y) = // xy f(xy) dx dy = fx £(x) dx |y £,(y) dy = E(X) . E(Y)

@/:’j & ,/

y en general

4.3. - MOMENTOS.

Sea @(x) = x* con r»> 0. Su valor medio se llama momento -

de orden r Trespecto al origen de la variable X
r - r :
E(X") = Zp, x (4.3.1.)
;L
o bien 55
r T .
E(X") = [ % f(x) dx (4.3.2.)
@'{/00

. ° + . o P o
Este valor existira si la serie o la integral en cada case son-

absolutamente convergentes.

El momento de orden r respecto a un punto cualquiera c, es

E[(X-c ] (4.3.3.)

Si se toma ¢ = X los momentos se dehominan centrales y los
. a B Id . I .
designaremos por L3 Si ¢ = 0, se les representara por m_. Observese

que X = m, -

Tendremos de este modo



M

r|:1
>
:
8
;
'

By . m_, =m, - m (4.3.4.)

i
t=1
"
]
B
I
=
»

Andlogamente pueden obtenerse los momentos de ordenes su -
periores sin mas que aplicar el operador E a las respectivas potencias -

de X - m, . Se obtiene asi:

w’!l-
5
Ba
3
8

y todos los momentos centrales pueden hallarse en funcion de los momen-
tos respecto del origen. En el caso en que X se distribuya simétricamen-
te alrededor del origen son nulos todos los momentos impares.

Al momento W, se le llama varianza de X, Var (X) y al valor

positivo de su raiz cuadrada, desviacidn tipica, y se le representa por -

c:\/ﬁz =5 im, - ?

:\__; 2 1

Podemos dar una interpretacién fisica a estos momentos. Su -
pongamos que X representa una corriente eléctrica; m, y m, son los valo
res medios de la corriente y de la potencia disipada por ella en una re- -
sistencia unidad. La desviacidén tipica es el valor eficaz o raiz del valor

2. .
cuadratico medio.

4.4. ANALISIS DE LA VARIANZA.

Vamos a ver aqui algunas propiedades del operador Var (X) vy’

por consiguiente del GZ(X).

12) Sean X e Y dos variables aleatorias, tendremos

2

Var(X+ Y) = E[(X + Y)2T -[E(X + v) 1% = 5xH+ E(YY) + 2 BXY) -

- EAX) +EX(Y) +2E(X) E(Y) ]
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En el caso en que X e Y sean independientes
E(XY) = E(X) . E(Y) luego

2

) - BEXY) = Var(X) + Var(Y) (4.4.1.)

Var (X + Y) = E(Xz) - EZ(X) +E(Y

y por consiguiente

El resultado puede generalizarse a la suma de n variables -

aleatorias independientes:

Var (X1 ..... X)= g Var(Xi)
' (4.4.2.)

2
= L g (
o} (x1 ..... xn) : (Xi)
2
22 Var (aX + b) = E (aX+ b)2 - E2 (aX +~ b) = a,2 E(X")

2 2 2

£2 ab E (X) + b2 - E® (aX) + 2 ab E(X) + b° = a’ E (X%) - EXX) =
= a.2 Var(X)

La varianza no es pues un operador lineal

Yy
Glax +b) = |a | . o0(x)
En particular, sia = 1/¢ y b = -ml/c" resulta
X - m, X - m,
Var( ———— ) = 1 y ¢ (———— ) =1 (4.4.3.)
¢ c

X -m _
A la variable Y = ——_6_—1_ en la que m, = EX) y ¢ =\fVar(X)

se le denomina variable tipificada. Su valor medio es cero y su varianza
y desviacion tipica uno. Como se ve se obtiene a partir de X sin mas -
que cambiar de origen y escala. Es muy frecuente en Estadistica esta ti-
piﬁcacién de variables, sobre todo a la hora de tabular sus valores.

Si X es combinacion lineal de las variables aleatorias indepen-

dientes Xi’ X =% a X
"'i i i
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se tiene

. 2
Var(X) = 2 a, Var(Xi) (4.4.4.)

3 . ) /
Si los a, son todos iguales entre si y a k, sera:
i

Var(X) = k° & Var(X,) (4.4.5.)
i

Vamos a aplicar este resultado al caso siguiente:
. . » . e .
Sean X, ....... Xn variables aleatorias con media y desviacion

tipica iguales (m, 0 )., Se tiene entonces:

X. + ....+X
2 2
Var ( 1 . n)=122Var(X)= lznci:-—;—-o'
n i n
luego
D S X0
o (— ny .2 (4.4.6.)

n T

es decir, la desviacién tipica de la media aritmética de n variables igua
les es igual a la desviacidn de una de ellas dividida por la raiz cuadrada
del nimero de variables.

Vamos a comprobar ahora otra propiedad interesante de la va-
rianza : La varianza es menor que cualquier otro momento de segundo -

orden.

2 (C#m)

B, = Var X) = E (X - m1)2<E(X-c)

*

En efecto:
2 2 2 .
E(X - ¢)” = E(- m, +m, - c)” = E(X - rnl) 4+ 2E (X - ml)(m1 - c) +

+ E(m1 - c)2 =

luego

By <E(X - c) c.q.d.

. . Pl rd
Este hecho tiene interes en teoria de errores.
Nos indica también que el valor eficaz de una corriente o volta

. / . . . e
je es menor cuando esta referida a su valor medio que si lo esta a otro-
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valor constante cualquiera.

4.5.- TEOREMA DE TCHEBYCHEFF.

La desviacion tipica constituye un medio para la medida de la
dispersion de los valores de una variable aleatoria alrededor de su valor
medio. Esto lo sugiere el teorema de Tchebycheff. Sea una variable alea-
toria X con fluna funcion de densidad de probabilidad f(x), media m,y -
desviacion tipica ¢ . El teorema establece que la probabilidad de que -

X - m, tome valores superiores a k &, es menor que 1/k

, ! 2 . °
P %IX - mli > k:f?;«\(l/k (k » 0) (4.5.1.)
Sea Y = ] X - m! , la probabilidad en estudio es:
- f‘érﬂl -1 7/, =
P 1! Yy ki { = / f(x) dx + 9," f(x) dx (4.5.2.)

Multiplicando por k2 62 resulta:

ifml-kﬁ'
k¥ ¢ . plyy xo} =/ Ko ix)ax o+
a/e ca
» 2 (4.5.3.)
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luego
2 2 ! 2 |
k G PAaYrkog p =0 (4.5.5.)
¢
A Y e 4 1
P{Y S ku}Q > c.q.d.
¢ J k
Por ejemplo:
[ |
P E’ |X - m, ;,zcjgo,zs
P { iX - m1‘| >3 c}‘@ 0,111
<
El teorema puede escribirse y enunciarse en otra forma equiva
lente: ‘
A 1
P (X -m] < ko §>1 - —— (4.5.6.)
: 1 J 2
¢ k
o bien:
- X 5. 1, 1
P —-X—_—_—)—("' <k i__ ,é;) 1-——2—‘ (4.5.7.)
X |x | k
poniendo & = K_f_ , se tiene:
| X \
— j .
P jl-——-———x;x | <& § > 1-c¢8 (4.5.8.)
| X )
TR i
siendo = — —
52 % | 2
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Esto es la probabilidad de que los valores absolutos de las -
desviaciones de la variable X respecto a su valor medio 3(—, sean inferio -
res a © igual a 1 - € , y estara tanto mas proxima a ! cuanto mayor sea
la relacion l-)_fl / G que se denomina a veces relacion sefial/ruido de -
la variable aleatoria X. Se utilizard (4.5.6.) en (6.2.) al tratar del Teo--

rema de Bernoulli.

4.6. - COMBINACION LINEAL DE VARIABLES ALEATORIAS.

Sean Xl’ D G Xn variables aleatorias y X otra varia -

2.’
ble aleatoria, definida asi:

= P 4.6.1.
X ‘."aiXi (61)

siendo fijos los coeficientes a,. Supongamos conocidas las distribuciones
1

de las Xi' El valor medio de X es:

E(X) = % a, E(X) (4.6.2.)

por ser E un operador lineal.

° 4
La varianza de X sera:

' 2 — - — .2
[o )% cBmx -F2-eBrza?(x -%)%7J= I Eal(x, -X))
' . i i i ) i i
i i
(4.6.3.)
Si las Xi son independientes tenemos:
¢ =1 ala(x)? (4.6.4.)
i

en virtud de lo visto en (4.4.1.)

4.7. - FUNCION GENERATRIZ.

Al estudiar el valor medio de una variable aleatoria X se am-—
« 2 « 2 o ? . .« 4 .
plié la definicion al caso de considerar una funcion @(X) cualquiera de es
ta variable. Es frecuente asociar ciertas funciones especificadas a una varia

ble aleatoria, las cuales nos permiten un conocimiento mas amplio de -
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esta variable. Ya estudiamos como mediante una de estas funciones: x* podian
definirse los momentos de orden r de la variable. Otro tipo de funcién aso
ciada es la etx y a partir de ella se define la funcidn generatriz de X, en

la forma siguiente

o(t) = E (e (4.7.1.)
qQue sera ¢
¢(t) = Z P, e™i (caso discreto)
i
Ve
/ tx :
P(t) = e dx (caso continuo) (4.7.2.)

f(x)
C“v/- ca

e e s . / . .
definiciones que, como siempre, tendran sentido en el caso de que exista
la conyvergencia absoluta de la serie o la integral. Para t = 0 siempre lo
son y ®(0) = 1. Para t #* 0 no seran siempre necesariamente convergen- -
tes, si bien para algunos valores de t puede tenerse esta convergencia.

~ I . .
Asi pues, en cada caso concreto habra que asegurarse si la convergencia
se tiene para todos los valores de t 0 solo para los de un intervalo.

Si derivamos en (4.7.2.) respecto a t, tendremos:

o ¥ .
— = IP, x i
ot . L1
i
m R (4.7.3.)
] ¢
——b(-)}';—= ; xf(x)exdx
o - 5q
y haciendo ahora t = 0 queda
I -1
1~ a5t i
| t=0

que nos da el momento de primer orden, y en general:

T
m IR (4.7.4.)

2t
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En efecto

> T - or x br tx r b
- (1) = § Ele) = K er ) = E(x" e)
nt nt at
T r tx ar ¥ |
E(X) = E(X &) E = " !
i t=0 at 1 t=0

Facilmente puede probarse que las funciones generatrices de .-

Y =aX+b e Y = X1 +- X2 son el?t w(at) y

¢ 1(1:) . L,Dz(t) respectivamente.

4.8.- FUNCION CARACTERISTICA.

Las dificultades de convergencia que hemos sefialado pueden -

. . . . . . s 2
evitarse tomando una variable imaginaria pura. Sea la funcién ¢(x) =

jtx . . v L .
= eJ ; entonces se define la funcion caracteristica de la variable aleato- -

ria X, asi: ]
- [’ »
) = B = [ f(x) S ax
M ;'l
o bien - o
&) = £ P, ™ (4.8.1.)

Podemos observar que @ (t) /2 n es la transformada inversa -

de Fourier de f(x).

Vamos a ver algunas propiedades de @ (t).

o251
I) ©(0) = 1, ya que en efecto /;(x) de = 1

/-
i) | @(t) | {1 En efecto
o0 o gk
f(x) ejtX dx | | £(x) ejtx ax | g // flx) dx = 1
-. 29 - o0 Y o



-58-

1) @ (t) es continua; en efecto
’ e
_ , . jtx . jAatx
A D (t) =®(t+A t)y - Nt) = f(x) e [e -17dx
u'_ %)
y como
ix &
X014 kAt +0(AY)

podemos escribir

~ - 0%
! , /
| & Ky)| = flx) % Tjx 4t + 0 (AD]dx| / f(x) x At dx
f"N_ & - o0

y cuando At=$ 0 | A t)j=+ 0 quedando asi probada la continuidad.

1V) Podemos ver también que® (t) genera los momentos de X -

En efecto:

LT jtx

2Y¢ (¢ o jitx 2" e T r jtx
B . 2 g (%) - B ( )= B &)
at nt >t
y para t = 0
5 @t r
r 3 Ty
ot
de donde
STE
m = — D & (Y (4.8.2.)
r X a
J ” t=20
. jtx
y como antes, desarrollando en serie e, tendremos:
M I3
()= £ T4 (4.8.3.)
i=0 iy

Suponiendo que existen todos los m..

Si Y =aX+ b

SO g = g . P =St e (a0 (4.8.4.)
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Si
X = ¥ X, & (T) = E(1 J%n)
i i x
y si las Xi son independientes
& (1) = B(8™1) ..... EE™) = & () ......... o (1) (4.8.5.)
x 3 x

La funcidén caracteristica de la suma de n variables aleatorias
independientes es igual al producto de las funciones caracteristicas de di-
chas variables.

Hemos visto como asociando ciertas funciones a la variable -
aleatoria X se obtienen propiedades estadisticas de esta variable. Concre-

tamente hemos marzjado las funciones:

0 (X) = X

3 (x) = e
itX

i (X) = e’

Existen diversas funciones de X como las anteriores cuyo estu
dio reporta utilidad y se llaman funciones ponderales. Como final vamos a

destacar entre ellas la

9(X) = - log X

. . . 7 e
que nos da la medida de la incertidumbre asociada con la aparicion de -

cada valor de X, o del sistema o experimento que la origina. Esta fun-

o / /. o~ o 7
cion es basica en Teoria de la Informacion.

4.9.- FORMULA DE INVERSION.

. . s 2 A . .
La importancia de la funcion caracteristica reside en que a -

partir de ella puede determinarse completamente la funcién de distribu-
cion,

Dada una variable aleatoria X, sea ¢(t) su funcién caracteristi-
ca. Vamos ‘a demostirar que
pl ! )l L plx -] -
Péa <X<b3‘-fTP{X —av‘é— +TP{X—b}— (4.9:1.)

#

T -o --
e .Jta. -e jtb

= lim
=¥ Tt j
T N@j-T 2 T jt

¢ (t) dat
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. ’ . .
La demostracién se hara para mayor comodidad suponiendo -

que X es continua. Se tiene entonces:
<]

/T {T
it _ith s
1 eJa"- € Jt}) eJta

e-th

Q,J, —T

270 jt

™ fx) dx) at

- =

la integral en x es absolutamente convergente y siendo T finito es posible

cambiar el orden de las integraciones:

f‘ 2]
[ / T
-jta  -jtb -jta | Cith
| _,rf’r' £ 3 ;f ¢ (t) at = / (x) ( > ?t Jtx dt) dx
» 7 L j @/i o5 J o T ]
(4.9.2.)

Descomponiendo la segunda integral, se tendra:

f 7 .
R jt(x - 2) /T tx-v) O
: j e ‘ e
| / < at-) S a4t
=T & =T

como los integrando son pares, la expresion anterior, se transforma en :

[T &y
i
2 i sen t(x - a) sen t(x - b)
/ -
2" [i} t dt t dt
¢ 0 o 0
Haciendo en la primera t(x - a) =% 'y en la segunda t(x - b) = %, queda:
g e ;
> ﬁ ! d j (4.9.3.)

~Gf -T(x - b)

llevando este resultado a (4.9.2.) tendremos:

n 9O

- /if(x). ;ﬁ

(

fr(x - 2)

-T(x - b)

T
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Es posible pasar al limite para T=» ™ ya que la integral

sen T ’, .
—— d 7 esta siempre acotada.
-

1

Dicho limite viene dado por:

po SR

/

gf f(x) . H(a, b, x) dx (4.9.4.)
&/ - o2 |

siendo la funcion H(a, b, x):

g

B b T

H

H(a, b, x) 1/2 8i x=a 6 x=0b>

S

(o)

Si a <x <<b

P

A

Por consiguiente, en el caso absolutamente continuo,

se tiene:
fi f
/P L T ljta  -jb
[,{ f(x) dx = lim —— / = jt- =
! e §
e’ a 1= = o =T
(4.9.5.)
o (t) dt

Si, ademas, | v (t)| es integrable, esto es, si
' o0
| o(t)| at < o

-

la variable X sigue una distribucion de probabilidad absolutamente continua,
especificada por la funcién densidad de probabilidad f(x) dada para todo x-
real por £ e i

‘ -;’l -'tx )
flx) = 2175 i 7oy at (4.9.6.)

-

En efecto, para todo punto x de continuidad de F(x) de (4.9.5.) se deduce
(para b = x):
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y derivando respecto de x se obtiene (4.9.6.) que es la féormula de inver-
sién que permite conocer la funcion de densidad de probabilidad a partir -
de la funcidn caracteristica. Se reconocerad en (4.9.6.) la transformada

de Fourier de ¢(t), (salvo el factor 1/27) en correspondencia con lo -

dichoen (4.8.). Podemos escribir simbodlicamente:

f(x) = —

— FL o (1) ]

T

(4.9.7.)

o) = 22 F " [ f(x) ]

Por consiguiente, salvo el factor 2 7 f(x) y ®(t) forman un par conjugado -
relacionandose por la transformacion de Fourier. Este hecho es muy im--
portante y permite hallar facilmente f(x) a partir de ¢ (t), asi como abor-
dar otros problemas de calculo de funciones de densidad aplicando los -
métodos operacionales basados en la transformacion de Fourier y sus -

‘propiedades.
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V. ALGUNAS DISTRIBUCIONES PARTICULARES.

5.1, - DISTRIBUCION BINOMIAL CON PARAMETROS (0, 1)

Consideremos una variable aleatoria discreta X tal que puede tomar
los valores 1 y 0 con probabilidades «~ y q. A esta variable se le llamara
binaria o dicotomica. X puede representar el hecho de lanzar una moneda
al aire, si asignamos el valor 1 a uno de los sucesos que ocurren y el 0
al otro.

Se tiene:

E(X) =i (5.1.1)

Var(X) = B(X - )2 = (1 -p)® . p (-p)° . a=qa"p+ pa=pa (51.2)

.7 I'd .
La funcion caracteristica es:

o jtX gt _
¢ (0 = E(e?) =q+p ¢ y5.1.3)
A la distribucidn de esta variable X se le llama distribucién -
binomial con parametros 0 y 1 que son los valores que toma X.
El conocimiento de esta distribucién tan elemental, nos sera -
util al tratar de la distribucién binomial con parametros (0, n) o de Ber -

nouilli.

5.2. LA DISTRIBUCION DE BERNOUILLI.

Consideremos un experimento aleatorio con dos resultados posi
bles A, y A,. Sea p‘(Al) =P v ﬁ‘(Az) =q=1-p.

Si el experimento se repite n veces y los sucesivos ensayos
son independientes entre si, la probabilidad de que A1 aparezca k veces,

y en consecuencia A, n - k, es:

2

_ % Kk n-k
p,=( )P q (5.2.1)

En efecto, la probabilidad de aparicion de k A1 yn -k A2 es

k -k
p qn k por ser independientes ambos sucesos y como este hecho se puede
"

presentar de ék) formas, tendremos (5.2.1).

Conviene destacar que I‘pk es la probabilidad de que aparezca -
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k veces A1 yn -k AZ' Vamos a ver algunos ejemplos que nos pongan -

de manifiesto. el hecho de que ha de indicarse claramente el tipo de suce-
so para poder calcular corregtamente su probabilidad.

Ejemplo 1:£Cudl serd la probabilidad de que aparezca A, k ve-

ces por lo menos?

1,podr,a{ aparecer k, k + 1,.... n veces luego

la probabilidad pedida, sera:

Evidentemente . A

< n k n-k
P = & (k) P 4
k

Ejemplo 2: Probabilidad de que en las n realizaciones del ex
perimento, _A1 aparezca en i lugares fijos y determinados: j, k, 1,.....

.r y A en los restantes.

2
. . . s
Eneste caso de las combinaciones posibles solo una es valida,

por lo que

i n-i
P=P q
Ejemplo 3: Probabilidad de que Al se presente al menos en i
lugares fijos y determinados j, k, 1,...... r.

Aqui tenemos varias posibilidades:

1). - Que A1 se presente solo en los lugares especificados.
Es el caso anterior:
. .41 n-i
P; =P 4
2)s - Que A1 ademas se presente una sola vez en cualquiera de

los n-i lugares restantes:

W i+ 1 n-(itl
p, = (b-i B* qn(l )

3).- Que A, ademids, se presente dos veces en cualquiera de -

1
los n - i lugares restantes:

b, = ( ) pi+. 2 qn-(i +2)

e e
y asi sucesivamente hasta el caso en que .A1 pueda presentarse en todos -

los n - i lugares restantes, y en consecuencia en todos los posibles:



n-i 0
p, = ( ) p
n-i
luego la probabilidad pedida sera:
= p, + ko =gt [1 - n-1) gt (n_l) ? 972
= p B = . -4 + G a e oo e e
p i n ] 1% 5 p
n-i n-i -n-+ i"-! i n-i p.\n-i 1 qn-1 i
+°°'°'+ ( ) P q J: -]:J q (1 + ) = p —n.—_T. = _p

Como ejemplo tfpico del experimento aleatorio que estudiamos

puede citarse el lanzamiento al aire de una m-neda. El suceso A, repre -

1
sentara por ejemplo el hecho de salir '"cara' y el A2 el de salir ''cruz'.

Volviendo al caso anterior, podemos definir una variable alea -
toria discreta X, tal que X = k si en las n pruebas aparece k veces
el suceso A,. Aqui conviene indicar que es indiferente repetir el experimen

1

’
to n veces y anotar el numero de veces que aparece A. que efectuar el

y A

1
experimento de una sola vez con n elementos que puedan producir A

1 2°
. . 3 .’
Por ejemplo, es igual lanzar una moneda al aire n veces y anotar el nu
mero de '‘caras'' (suceso Al) que lanzar una sola vez n monedas y ha--
o « 2 . . o .
cer la misma anotacion. Esto es asi debido a la independencia que se ha
supuesto en las realizaciones del experimento.

Segﬁn esto, la variable X que estamos estudiando, cuya fun- -

cién de cuantia segin (5.2.1) -es:
. n .
p*k = ( Kk )P q (5.2.2)

1 a . / ° .
puede considerarse como suma de n variables dicotomicas Xi indepen- ~

dientes de las que se tratd en (5.1.1):

X=X,+ ... +X

1 n
1.0 E(Xi)=p
X =
’ | 0.... q Var(X,) = ¥ q

a o # o4 8 4 ’ . I .
y esta consideracién nos permitira hallar rapida y comodamente la media ,
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. . 7 o .
varianza y funcion caracteristica de X:

n
E(X) = E(Xi) =np (5.2.4)
i=1
n
Jai,.., = I Var(Xi) =n pgq (5.2.5)
i=1
itX n jt n n n n jt n-1
@ () =[BT DI = (e 2 9= () "+ ()b s :
N (n) _k jtk n-k (n) . n ejtn (5.2.6)
+ Py oot ()P
Por otra parte, por definicion de funcidén caracteristica:
jtX . it . jtk . i
¢ (1) = E@) =p X =0) 2 p(X=1)+ ....... + T PX = K)o+
PRI L p(X = n)
Luego, identificando (5.2.6) y (5.2.7).
n
. .k n-k
p(X=X =( )p ¢q (5.2.8)
k

que es (5.2.2). Obsérvese que (5.2.2) se ha calculado sobre la base de -
repeticion de pruebas y (5. 2. 8) considerando una prueba unica con n ele--

mentos.

La media podria calcularse aplicando la definicién :
n n
.k n-k
EX)= & k( )P 4q
kt0 k

pero se habra fiodido apreciar que aplicando la consideracion (5.2.3) el cal
culo es mas rapido y cémodo.

Los momentos centrales de orden superior son de la forma:

po=E [X - np)" ] (5.2.9)

y pueden obtenerse a partir de la ffincién generatriz de la variable X - nP



jo3 k 1 e k
v =e P (p et @ = (b %5 q Y - [p ZJ%L + q 2——"-"§st‘)‘— ]
k ) k :
(5.2.10)
.k k
. o; 29 ralp) koo

Por otro lado como es sabido ¥ (t) puede obtenerse también a par

tir de la serie:

o0
‘V = ‘1?
v (1) g: 518 kk { (5.2.11)

. s . k .
identificando los coeficientes de t en ambas expresiones, hallaremos los }lk;

asi se tiene:

B, =np g

B, = nopg (@ - p) (5.2.12)
. 2.2 2 :

B = 3n g +npq(l-6paq

I ° -
La razon de dos valores consecutivos de P es:

(5.2.13)

Pr +1  n-k  p

Py k+1 q
> ”, \__ . _

es -~ 1 segun sea k P L

Vamos a hallar el valor de X de maxima probabilidad. Sea este

valor x = k. Se tendra entonces:

p ‘P y p <p
k k+ 1 k k-1
o. bien:
P’ .
k p N
e > ]y - K (5.2.12)
P P -
k+ 1 k-1

Empleando (5.2.12.), tendremos:

k + 1 q\,
p‘

- K 1 n-k+1 Py

—_— i,




.
Ch
L}
X
ol

(k + 1) q

y de aqui:
-k +1)p 2 kgq

k+q 2 np
y, finalmente, se deduce que k tiene que cumplir la -
n+1)p > k

condicién: .
np -1% k % np (5.2.15)
y sera aquel valor entero comprendido entre np - 1 y np'.
La funcion de distribucidn sera:
x' n
_ _k n-k
Fx) =P(X <%= 'z ( )pq xn
k=0 k
AP0
(5.2.16)
Para n impar p(xk) tiene un solo maxi-
mo; para n par tiene dos maximos igua-
les.
5.3.- LA DISTRIBUCION DE POISSON.
l I | _ T T > Diremos que una variable aleatoria discre

b4 b 4 X OB W e . L. . . .
i X A3 X ta X tiene una distribucién de Poisson, si

2

. . .
su funcion de cuantia viene dada por:

P%X=x}= e 18 (A>0) )(5.3.i)

« 2 a . 'Y .
La funcion de distribucion correspondiente es:

|x| X

Fx) = '3 e i, x > 0 (5.3.2)
z :

F(x) = 0 x < 0

F(x) es uniforme y no decreciente, con F(0) =e " vy
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o] x 2
-A & - A X
F(™) = T e’ - ¢ (1 +-—'I—+ > + e , ) =1
0 !

La distribucidén de Poisson es un caso limite de la binomial, Su

. . 5 . «
pongamos que en esta P no es constante sino cierta funcion de n tal que

lim nP(@n =A>0

n=% po
Entonces n %
lim () [P 17 [1-P() 1!*""=e"“,\<, (5.3.3)
n—s ® x ' )
Podemos comprobar esta relacion en la forma sigﬁiente:
, n n-x .nn-1) .., (n-x +1
) = (%) P@)™ 1 - Plw) 7% = 2ol )
L e G R
x n n
n
. 0.l 2y _x -1
>\x[1_p(n)]n'x— (1—n_)(1_n)"'(1_ - ).
x! ' - ' [1-P@n)]* |
)
1
= 0 -Pn]
e (1 -1 - (1 )
n=p [1 - P(n)]
¥y
lim % -P@n) ] = lim f[l - P(n)] -1/P(n) ] A A
n_.& o2 . n- .Dc'n' .
luego en el limite oy )x
f(x) = e " (5.3.4)

Asi en el caso binomial si el nimero de pruebas n se hace -
grande 'y la probabilidad de un suceso, P es lo suficientemente pequefia pa-
ra que n P =\ e_sté acotado, la p'robabilidad de un resultado determinado -

en estas pruebas tiende a seguir la ley de Poisson.. El margen normal -
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de aplicacién de esta distribucién estd dado por

n > 50 P <0,1 A <10

En el caso en que la variable x siga la distribucién de Poisson,

tenemos
2 3 n
-A A A A
= = £ - v A R e )=
m o =Ex=e " [ A7+ 5+ S T 1
e hal e
. 2 n
T N S T I\ 2 A |
mZ—E(x)-e [1 T +2 o7 oot I RER PR ]
Como 2 ‘
n__ n(n-1)+n _ 1 + 1
n! n! " {n-1)¢ n - 2)¢
se deduce .. . .. -
- ) N .
m,=e (he *+ A% &)= A4 Al

2

. . s 7 ) g .
La varianza y desviacidn tipica, son respectivamente

Se observara que en esta distribucidn coinciden la media y la
varianza. En }as Tablas n%s. 1 y-2 se dan valores de la funcion de cuan-
tia y de la/funcién de distribucién complementaria de esta distribucidn.

Vamos a deducir de otro modo la distribuciéon de Poisson lo -
que nos permitira introducir la idea de un proceso de Poisson.

Supongamos un hecho que se repite en el tiempo y que lo re- -.
gistramos. Este hecho puede ser la desintegracion de um sustancia radioac
tiva o las peticiones de llamada que recibe una central telefénica o la -

P . . . PO z
emision de electrones por un filamento incandescente. Admitiremos ademds

para el fenomeno que estudiamos las siguientes hipotesis:

a) La probabilidad de que en el intervalo de tiempo [t, t +dt ]
se produzca una vez ese hecho es proporcional a dt, y la
probabilidad de que se produzca mds de una vez, es des- -

preciable.
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b) La ‘serificacion del hecho en un instante determinado es

. . . « 7 .
independiente de su realizacion en otros instantes.

Deseamos encontrar la probabilidad de que haya n
ciones de este hecho en el intervalo [0, t] . Se designarad esta
dad por P(n, t). Veremos que P(n, t) sigue una distribucion de

en la que t es un parametro.
En virtud de (@) : P(1, dt) = A. dt
Por otra parte: P(0, dt) + P(1, dt) = 1
PO, dt) = 1 - h dt
En virtud de le hipdtesis (b) :
P(0, t +dt) = P(0, t) . P(0, dt) = P(0, t) [1 - adt]

luego

P(0, t +dt) - P(0, t) = -4 P(0, t) dt

d P(0, t) = -AP(0, t) dt

verifica-

probabili

Poisson,

(5.3.5.)

(5.3.6)

(5.3.7)

(5.3.8)

e cq. . 4 .
que sera la probabilidad de que no ocurra ningun suceso en el intervalo -

o t3J

Vamos a calcular P(k, t) por induccidén, por lo que empezare -

mos determinando P(1, t).

Para ello supondremos que el suceso

ocurre en el instante T . (0 < T <
d:; La probabilidad correspondiente sera:
| 4] ]
T L T

~y ahora habrd que sumar todos estos

t).

casos elementales para todas las posiciones posibles de dentro del intervalo

{0, t] luego:



Ky
fi
P(1, t) :/ ANPO,v). PO, t-g)dg=xat. e =n. t PO, t)
/
“0

Y en general
ft .
P(n, t) =/ %P0, 7). , Pn-1, 7 )P0, t-1) dz

/

0

P(n, t) = | ‘ e (5.3.11)
&0

Aplicando sucesivamente (5.3.11) a partir de (5.3.9.) resulta:

P(n, t) = }-“-nt Pn - 1, t) (5.3.12)

que es la ley recurrente. En definitiva:

P R
P(n, t) = —g—n%—e t (5.3.13)

que es la ley de Poisson., Los fenémenos que por cumplir las hipotesis -
enunciadas satisfacen (5.3.11) se llaman de Poisson.
Si consideramos la variable aleatoria discreta N, tal que el -

valor N = k se toma con unapr obabilidad P(k, t) es facil comprobar que
E(N) = N = At (5.3.14)

Lo que nos da una interpretacién para la constante i como %eloci
dad media'" del proceso, o nimero medio de veces que éste se realiza por
unidad de tiempo. X se le suele llamar también '"tasa'' del proceso.

También es Var(N) = N como ya habiamos sefialado para la -
di‘stri‘bucig)n de Poisson.

I's interesante taniii¢n encontrar la distribucion de los interva
los de tiempo que transcurren entre la verificacion de dos sucesos en un
proceso de Poisson. Sea 7 el intervalo entre dos sucesos y G(v) la fun--

e o o a & o
cion de distribucion complementaria:

G('t:) = Prob {t > ';j}
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Ahora bien, esta probabilidad sera igual a la probabilidad de

. i .- N -
que no ocurra ningun suceso en el intervalo (0, t), es decir:

-AT
G( V=P, 7)=¢e " (5.3.15)
La funcién de distribucidn de T sera:
A
F(t)=1-G(t)=1-¢e (5.3.16)

y la funcion de probabilidad

o - v )
(o) - AELD oA (5319
h
Por consiguiente, estos intervalos obedecen a una distribucion

exponencial.

5.4, - LA DISTRIBUCION NORMAL.

Una variable continua aleatoria X se dice que tiene una distri

« 2 . .
bucion normal o gaussiana si

f(x) = — - e 2o (5.4.1)

i .0' Van

« 7
Vamos a ver en primer lugar que cumple la condicion de norma

» « 4. .
lizacion &a

F(x) dx = 1 (5.4.2)

En efecto, sea o0 - .
X-m

si hacemos el cambio

queda
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Pero

luego I = 1, verificandose por consiguiente (5. 4. 2),

La curva representativa de f(x) es:

A f(x)'

1/ Gzn e e e e - e

cuyo maximo se obtiene para x = m, pues

. . 2 N . .
Si hacemos una traslacion de ejes al punto x = m y ponemos

Id
*= X - m, quedara E

1 20

(g) = ——5=— e (5.4.3)
) : o \E;

que es par en £ de donde se deduce que f(x) es simétrica respecto al eje

X -m = 0,

Como

al igualar a cero se obtiene:
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que son las abcisas de los puntos de inflexidn de la curva. Esto permite
situar dichos puntos que estan separados del maximo en la desviacidn ti--
pica.

El valor medio de f(x) es precisamente m; en efecto:

],.ﬁv“"‘: gx-m!z

i 2
| 2 ¢
EX)= | x 1,@ e dx (5. 4. 4)
gyam
- XK
si hacemos el cambio
X - m
e R4
V2 a
nos queda 20 ‘/7" oa
'5’;/ 2 N . ,‘, 2
- v2 & -
rr:: eV dy+ — = /vye Y dy (5.4.5)
Vot '_‘},"l ‘\" T . Fe e
s

la segunda integral se anula por ser funcidon impar de y y como

£ o ,/ﬁac
fi/ - 2 4’ -yz
;s/ eV dy = 2 | e dy
J- -
por ser funcidn par, resulta
E(x) = m

De modo andlogo puede probarse que la desviacidn tipica de X

€s

Q

» 4
La varianza sera

£ o0
1= { (x-m)? f(x) o

k-4

V = E[ (x - m)°

&/- %

y aplicando el mismo cambio que en los casos anteriores, resulta:

}7@00
2 2
24 ;2 -
V== /[ y e Y dy
y por ser el integrando funcién par, quedara:
i
2 2
4 0 i 2 -
ve—-—] vy 7 g

=}
Vi Jo



que puede integrarse por partes

2

-~ o0 2 .
{ - - 6 40" . ¥ 2
V=L__%_Y6Y +_%_ y }4

0 7 0

luego

El momento de orden k, sera

o)

SN

. e o o . .
que por simetria se anulara si k es impar. Si k es par, integrando por -

o . o e
partes se obtiene la siguiente formula de reduccion:

2
=C - . 4,
I (k-1)1__, (5.4.7)
con f*oo fx-,m[z
1 - 2
/ c
Ik = —°—1-[-;;:*— [ (X - m)k € 2 dx
G oy 2n
" = 00
2 .
Como I2 = 0 sera
k
L =(-1 11 ¢ =E@x- m) (5.4.8)
En particular
k =2 E(i:,-m)2=62
k = 4 E(x - m)4 = 3!102 (5.4.9)
La funcién de distribucién de X, es:
(1:-mg2 :
— T 3% dt = —é— erf (——’-‘-—a—@—) (5. 4.10)
g ¥a2n
siendo por definicidn 2
fx 1 2
Erf (x) =/ — e dt
¢ - o0 v 2

llamada funcidn error, de amplio manejo y que se encuentra tabulada. Es un

/ - - . °
caso mas de funciones definidas por una integral.
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Si efectuamos el cambio

¢ X - m
resulta: 2
i(§)=———l‘—'— e 2 (5.4.11)
2T

- id [l . ° ° ' . k3 °
y la variable £ se dice entonces que sigue una distribucidon normal tipifica
. . . . .
da. Su valor medio en este caso es 0 y su desviacién tipica 1. La funcion

de distribucion normal tipificada
. ¢
F(g)y =" ——=— e dt = erf(¢ ) (5.4.12)

-G 2"

es precisamente la funcidén error como se acaba de ver.

En las Tablas n®s. 3 y 4 dan valores de la funcidon densidad de
probabilidad y de la funcion de distribucién de una variable normal tpifica
da.

Obsérvese que el valor de F(z) es igual a 0,5 mas el valor que
da la Tabla 4, as{ F(2 ) = 0,54 0,4772 = 0,9772; para z » 0. Si z < 0,
F(z) es igual a 0,5 menos el valor de la Tabla. Por ejemplo F(-3) = 0,5 -
- 0,4987 = 0,0013. La disposicion de valores que aparece en la Tabla se
hace asi para mayor comodidad debido a la simetria de la funcion.

. ” e . a
La funcion caracteristica de la variable normal es:

P 2 S 2
Dol x-m) jtm _L>_<_m2L__
¢ (t) = “"'_};_‘.? Pooe 20 2 I ax = -e—:.::'— i e 2¢c e‘](X m) dx
e B S 2n ¢ -
(5. 4.13)

Si hacemos el cambio

queda;: 2.2 7 29
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y como esta integral es 1, resulta finalmente:
" ZtZ

(1) = "™ o 2 (5. 4.14)

de donde pueden obtenerse los momentos centrales de X, empleando el mé

todo ya conocido. Re sulta asi:’

E(X)=m

2 2 2
E(X)=m + @ (5.4.15)
E(X4) = Zm3 + 3 Gz

Como toda distribucion normal puede tipificarse inmediatamente,
normalmente es la funcion de distribucion tipificada la que se encuentra ta
bulada, (Tablas 3 y 4) y a ella nos referiremos.

Si X es normal se tiene:

ﬂm + 7\20’
Plm +A_ 6<X <m + A G\L.;—l—' ; . £( x -1 ) dx =
1 2w g c
m+ A, 0
1
R (5. 4.16)

y de la tabla_de valores de F(x) se deduce inmediatamente el valor de la pro
babilidad.

Por ejemplo, la probabilidad de que la desviacién de la X respec
to a su valor medio sea»igual al doble de la desviacion ti'pica es 4,55%, si
es tres veces p = 0,27 %.

Si X es normal y = aX + b también lo es y su valor medio y
desviacién tipica son respectivamente am + b y a ¢ .

Sea ahora la suma X = 2 Xi siendo Xi normal (mi Gi).

Entonces X es también urta variable con distribucidn normal cuya

. . « 7/ 4 . .
media y desviacion tipica vienen dadas por:
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m =Z m, ¢  =Ig,; (5.4.18)
~
'@)\
' m
Fig. 5.2.
En efecto, la funcion caracteristica . (f) de X., es
5 i i
. g itz
_ Jmit - T .

La funcion caracteristica de X es por (4.9.5)

P(t) = @ (t) ool (1)
; 2 : 2 22
(m, +....- m )t -t 2 . . -0 t
0 (1) = e 1 n o 2,(9 -k— :D+JYI )___eJmte >
(5.4.20)

lo que comprueba (5.4.18).

Acabamos de ver que la suma de n variables normales es -
otra variable normal.

En el Capitulo VI veremos que este resultado puede generali- -
zarse:

a) Cuando la suma es de variables dicotdmicas (Teorema de -

Bernouilli)

b) Cuando los sumandos son variables independientes cualesquie

ra, pero con una misma distribucidn.

En ambos casos la variable suma tiende a seguir la distribu- -
cion normal cuando el nimero n de sumandos tiende a infinito.

Algunas veces las tensiones de ruido que existen en los circui-
tos siguen una distribucidén normal. Tedricamente es posible tener enton--
ces picos de ruido de cualquier amplitud. Sin embargo la misma forma de
la funcidén densidad o bien el teorema de Tchebicheff nos ponen de mani- -

fiesto que los picos de gran intensidad seran muy poco probables y por -
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consiguiente su aparicion sera poco frecuente.

Supongamos que se fija un valor X de referencia. La probabilidad
de que ;X | sea mayor que ) sera: P =2[1 - F(xo) ] Esta probabi-
lidad se utiliza como estimacion de la frecuencia con que los valores modu
lares o amplitudes de la tension de ruido excederid el valor x . Comﬁnme_z__l
te se refiere al tiempo, esto es se dice que el valori X[ excede a X, du
rante un P por ciento del tiempo de observacion. Naturalmente esta afir -
macidon hay que interpretarla en el sentido de "por término medio". Por -
ejemplo para | X| = 1,645 resulta P = 0,1 o sea el valor 1,645 se excede
ra positiva o negativamente durante el 10 % del tiempo de observacidén -
por término medio.

A estos valores de referencia tales como el x  se les llama -
factores de pico. Segun se elija dicho factor el tanto por ciento del tiem -
po durante el cual tal es sobrepasado por las amplitudes del ruido, sera -
variable.

A continuacion se da una tabla en la que se indican los valores
modulares del pico de referencia en voltios y en db, asi como el tiempo -

durante el cual se rebasan, o probabilidad, en tanto por ciento.

TABLA 5.1,
g i % del tiempc
Valor modu- , Factor - en el que se
lar del pico. : de pico excede el va-
. pAdb). ] lor de pico.
1,645 4,32 10 o
2,576 8,22 1
3,291 10, 35 GpL1l
3,890 11, 80 0, 01
4, 417 12, 90 0, 001
4,892 | 13,79 0, 0001

Por encima de 2,576 se observa que una reduccidén de 1/10 en
el tiempo de exceso, implica un aumento en el pico de referencia del or-
den de 1 db.

Para estos voltajes en que la amplitud sigue una ley de variacion

fm
gaussiana el factor de forma vale V2/m = 1,253 (1,296 dh). Para una -



-81-

onda sinusoidal, el factor de forma es 7 1’?/4 = 1,111 (0,91 db) por lo -
que si se mide un voltaje de ruido con un aparato calibrado para la lectu-
ra de tensiones sinusoidales habrid que hacer la correccién oportuna ya -
que el voltimetro nos dara una lectura inferior en 1,05 db a la real, en -

I'd - . e .
el caso mas normal en que el instrumento lleve un rectificador lineal,

5.5.- LA DISTRIBUCION DE CAUCHY.

Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucidén -

de Cauchy, si

,;’;. X

F(x) = P(x  X) :./ —dt (5.5.1)

2 (1 + t2)

Su funcion densidad de probabilidad es:

1
f(x) = — (5.5.2)
1 (1 + x2)

I
Observese que:

?

; r o9
£(x) dx=-—1—‘arc tg x] =1
/ ib .
a= o0 - %

S e

Fig. 5.3,

Su valor medio conduce a una integral que no es absolutamente

convergente por lo que segun (4.1.) no tiene existencia

5.6.- LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL.

Su funcion densidad de probabilidad es:



flx) = ae a>o x >0
fx) = 0 x < 0 (5.6.1)
y la funcién de distribucién
.i(.x
] -at -ax
F(x) = ; ae dt = 1 - e (5.6.2)
'jx-; f'e)
Ambas se han representado en las figs. 5.4. y 5.5.
a ) () AF (¥)
\ Blm e e = =
B .
X X
Fig. 5.4. Fig. 5.5.

. . . N .’ .
Esta distribucidn conocida también con el nombre de exponencial
. 3 . . /
negativa se presenta al estudiar los intervalos de separacion entre la pro-
. « ” . 4 e -
duccion de dos sucesos consecutivos en un régimen de Poisson, como se
.« 2 . . . .
vio en (5.3), y aqui radica su importancia.

E1l valor medio de X es 1/a.

5.7.- LA DISTRIBUCION UNIFORME.

. . . n . . « .
Se dice que una variable aleatoria X sigue una distribucion uni
. = . . aq s
forme en un intervalo {:a, b J , cuando su funcion densidad de probabilidad
es constante en ese intervalo.

Esto es:

f(x) = (5.7.1)
0 Resto



-83-

Entonces se tendra:
luego .
1
k = —m———— (5, 7. 2)

Por consiguiente X solo puede tomar valores en un intervalo finito.

L.a media y varianza de X, son, respectivamente:

X =
(5.7.3)

2
Var(X) = &_'__aL_

12 )

b i a i

2 E
|
L

En la fig. 5.6. se ha representado la funcion densidad de probabilidad y -

- 4 . . 3
en la 5.7. la funcidn de distribucién que sera:

0 X < a
X - a
F(X) = B — a$x (b (5.7.4)
1 x > b

a0t A F(x)

i_,--_......, S——
/M

i
: B> : B X
4. O A . ) yA
Fig. 5.6, Fig, 5.7.
La funcidn caracteristica, es:
- jtb jta
e - e
o(t) = . (5.7.5)

. . 2 . . . .
La distribucion uniforme se presenta al estudiar el ruido de cuanti
. e . e . N . ?
ficacion en los sistemas de modulacion por impulsos codificados. Tambien es carac
L) . . /. . N , ’ n
teristica de ciertos tipos basicos de procesos aleatorios, como se vera masacde-

lante.
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VIi. TEOREMAS FUNDAMENTALES.

6.1. - INTRODUCCION,

El teorema de Tchebycheff nos permite aclarar el concepto de
desviacidn tipica; junto.a él, hemos de conecer otros teoremas relativos a
propiedades de la suma de n variables aleatorias cuando n tiende a ha-
cerse infinito. Veremos como en este caso la variable suma tiende a distri
buirse en forma normal. Este hecho justifica el empleo de la distribucidn
normal en el estudio de fenémenos que obedecen a un gran nimero de causas

independientes.

6.2. - TEOREMA DE BERNOUILLI.

Consideremos las variables aleatorias Xi’ como en la dis-~

tribucidén binomial

X = | (6.2.1)

n
X= ¥ X (6.2.2)
1

X representard el nimero de veces que en n ensayos ocurre el suceso des

crito por Xi' La frecuencia relativa del suceso sera:

8=_=

(6. 2. 3)

n
sera otra variable aleatoria. De (4. 6.2) y (4. 6. 3) deducimos que su valor -

medio y su varianza, son, respectivamente:

E(8)=— EX =P _ =p (6.2. 4)
n n
Var (§)=_" Var(X) = P9 _ pq
2 2 n
n n

Si aplicamos el teorema de Tchebycheff a la variable § ,

tendremos:
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q 1
P{la-p] y k\{ = }6 (6.2.5)
n 2
k
Tomando k = € \I n/p q quedard
P {[‘e -p,;e}‘ qu (6.2, 6
n€
Como 1
P <
2
podemos poner
1
P { |8 -p| zg}g—-—-—— (6.2.7)
4n € 2
De aqui se deduce que, dado € ) 0, podemos encontrar & > 0 tal
que
1
P{i&-plze} \<6—-_-_2_ (6.2.8)
4ne
(Teorema de Bernouilli.)
Basta para ello elegir n ) !
2
48 ¢

Este teorema nos indica que la probabilidad de un suceso puede
estimarse por la frecuencia relativa de tal suceso, y que esta estimacion
sera tanto mejor, cuanto mayor sea n, puesto que la probabilidad de que
la frecuencia relativa difiera de la probabilidad del suceso en menos de
es menor que 1/4 ne 2’

Se dice entonces que © es un estimador de la probabilidad (des-

conocida p). Ademds por ser E (©) = p (6.2.4) el estimador se denomina

insesgado., Otra forma de escribir el resultado (6. 2. 8), es la siguiente:

1
P i 10-p|g e}z, 1o — (6.2.9)

4ne

o bien:

P {9—9 < P« e+8} - L
2
4ne

(6. 2.10)
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esto es con una probabilidad superior al - 1 p estara comprendida
entre 8~ y © ¢, A este intervalo, se 1é 71t1ama intervalo de confianza
de ia e#timacidn y sera tanto mis pequefio cuanto menor sea € 1o que obli
g.araf a tomar un valor mayor para T con objeto de que se siga verificando
la relacion (6. 2,10).

Si imponemos una cota inferior para la probabilidad y fija-
mos el intervalo de confianza (dando £ ) quedara univocamente determinado

1 ; /Asi para una cota de 0, 75 para la probabilidad y € = 10'2, resultara:

1-____1___=o,75; n=1o4

410~

En la tabla siguiente se dan algunas cotas para la probabili

dad, a partir de valores de n y €

e 10| 1% | 10* 10° 10°

107} 0,75 | 0,975 | 0,9975 | 0,99975 | 0, 999975
k}o'z - - 0,75 0,9975 | 0,99975

1072 . - - - 0,75

1074

107>

De la Tabla se deduce que para tener una probabilidad en

la estimacion, mayor del 99, 975% con € = 10-2 es preciso que sea (| = 106.

Otra interpretacion del Teorema, se sugiere en el ejem-
plo que sigue:

Efectuamos 10. 000 veces un experimento, y hemos encon-
trado 1. 200 resultados favorables., La frecuencia del suceso es entonces --
0,12, valor gue estimamos como probabilidad del suceso. La probabilidad -
de que el error que se comete en esta estimacién sea inferior al 1% sera --

(n = 10.000, ¢ = 0,01).
-4

P<§ = 1 = 0,25

4.10% 1074

resultado bastante pobre, lo que indica que el error es mayor., En efecto,

la probabilidad de que el error sea del 5% sera
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P < 1,25

Si queremos que el error sea inferior al 1% con gran probabilidad -

i ’
habra que aumentar el numero de ensayos.

6.3.- CONVERGENCIA EN PROBABILIDAD Y EN DISTRIBUCION.

. 7 N o
Dada una sucesion de variables aleatorias Xl’ XZ’ ........ X , cuyas
n

funciones de distribucion son conocidas, es interesante conocer si tal su--

u’ . 3
cesion converge a una variable aleatoria X.

Daremos, sin demostrar, algunas definiciones y condiciones de con- -
vergencia.

Convergencia en probabilidad: diremos que la sucesiéanni converge
¢

en probabilidad a la variable X cuando para todo £> 0

P{ lkn-xl;é}»o (6.3.1.)

para n =¥ o0
En particular, X puede ser una constante.

Podemos ahora interpr!e.:ar el teorema de Bernouilli (6.2.7.) afirman-
do que la frecuencia relativa de un suceso converge enjprobabilidad 2 la
probabilidad de ese suceso.

Convergencia en distribucién. Sea Fﬂ(X)‘ ia tuncion de distribucién de
la variable .Xn. Si existe una funcién de distribucién F(X) tal que para -
n=p 50 Fn(X) o F(X)} en cada punto de continuidad de F(X) decimos -
que la sucesién {Xn}converge en distribucion.

Si X_n converge en probabilidad, también converge en distribucidn.

A continuacidén daremos algunas condiciones para la convergencia en -
distribucién.

a) Para toda funcidén g(x) acotada, ha de ser

lim E [:g(xn) 1= E [gX) ] (6.3.2.)
ne=d 00 '

s 2 2 P
b) Si para todo t, converge la funcion caracteristica

lim @ (t) = ¢ (t) (6.3.3.)
nes s O
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Esta condicién la aplicaremos al demostrar los teoremas de -

De Moivre y del limite central.

c) Si para todo intervalo [a bJ] en el que F(X) es continua, -

se verifica

P [a<X <b]

F (b) - Fn(a)

| n (6.3.4.)
P [a<X < b] =F (b) - F (a)
6.4.- TEOREMA DE DE MOIVRE.
Consideremos la variable binomial X. Sabemos que:
2 S Tl W
E(X) =n. @ ; Var(X):zen.p".q : wx(t)th--.p.e
Sea ahora la variable
vy 2-n. P (6.4.1.)
[ .
y nPq

y vamos a estudiar su comportamiento cuando n+#%, permaneciendo p
fijo.

® . . s '

Concretamente nos interesa ver si Y converge en distribucion

para lo cual usaremos el criterio (b) de 6.3.

Tendremos:
- - it
LPy(t) = E [exp (jtY) ] = E |exp é jt -—}S_‘:—:ng— ff = E [expv%
S EC T
-jtn’p -jtoP ," T EAE:
. ex = = exp |~ +P exp —
: P\anp»q] ? W}Lq Y

Desarrollando en serie las exponenciales, queda

r . ] 22,2 . 3.3 3
Y VnBg - e ' (nPq)

(6.4.2.)
1n
2.2 2 3,3 3
+ oo+ —ItPq L dtqP 1 g i't'q’p
’ 21 npq 3t 2 . (3/2
{npq (np q) i
con |® | €1 y 1% 1 <1
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La suma de restos es:

3.3,
1 it P 2 2
Y 1)3(}2 (P8, + a” 3,
' (a7q)
Como
.3 2 2 1
[i7Pq (P8, +q 8,) | & —-2=72 <1
podemos escribir el resto asi’:3
t g
\)33/2 con I\?‘?’] <1
31 (n.pq)
Por consiguiente, tendremos:
N 2 3 < n
4 t twa H
¢ (t) = E‘l - = : (6.4.3.)
! 21! .. \3/2 !
¥ n 31(npq) /2]
Si ahora hacemos que n=» <
B 2
lim (g(jby(t) = et /2 (6.4.4.)

Na® 50

que es la funcién caracteristica de la distribucién normal tipificada, lo que

prueba que la variable Y tiende asintdticamente a la distribucién normal.
Este resultado constituye el Teorema de De Moivre: La sucesion

de las variables binomiales %Yngv converge en distribucién a la variable

normal tipificada X.

6.5.- TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL,

Sean las variables aleatorias X, (k = 1, 2,.....n) independientes

k ( ,

. . o’
entre si y con la misma distribucién. Sean m1 y ¢ 1 la media y desviacion
tipica de cualquiera de las Xk' Esto es, para todo k

E[X, 1= m

2
Var [Xk] =0,
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Consideremos la variable

n
X= g X (6.5.1.)

Si la tipificamos, tendremosy

X - E (X) _
Y_ = T % (6.5.2.)

De (4.7.2.) y (4.7.3.) deducimos

E(X) =n m,
s(X)=VTn o !
por consiguiente n
213 Xk -n ml
Y - — (6. 5. 3)
n N
¥ n (51

El Teorema establece que cuando n aumenta Yn tiende a ser una

. o o me . o 2 £ ! ° .
variable normal tipificada, o sea Y converge en distribucion hacia la normal;

En consecuencia .
b
X - nm .‘ 2
lim Pqa ¢ ————-——1—<bj=v_21-;-f- ey"/zdx/ (6.5.4.)
Ne o0 \’ n 0‘1 ‘ e a

Como se ve, se trata de una generalizacion del Teorema de -

. . . 5 A .
Moivre, al caso en que las variables Xk sean cualesquiera. Lo unico que
se exige es que sean entre si independientes y obedezcan a la misma dis-
tribucion.
. cq . . » + 2
La demostracién se efectuara utilizando el criterio de la funcion
2 .
caracteristica.

Hemos indicado que la variable Yn es:

El teorema quedara demostrado si probamos que

- 2
- et /2
(pY (t) =€
n
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que es la funcién caracteristica de una distribucién normal (Ver 5.4.14.).

(6.5.3.) puede escribirse, asi:

==

dno, Y = (X, -m) 4.+ (X -m)  (6.5.5.)

1 1 1
Como E(X1 - ml) =0 v 'J(X1 - ml) = 0’1 la funcion -
caracteristica de uno cualquiera de los sumandos sera:
X, - m.) 1 2 <j")3m3 M
(pi(t)=E[_e i 1 J=1-T()’1t+———'3—!—"—(6.5,6.)
Siendo m, el momento central de tercer orden de Xi -m, y . ' ¢ IQ’ 1.
La funcidn caracteristica de ¥n oY sera el producto de las¢ i(t)
- n
'Dl(t) = i tpi(t) = [ (t) ] (6.5.7.)
=1
y por (4.9.4.) la de Yn’ sera
- t “n
Y (t) = [y (—— )
n 1 ¥ < !
i N ()1 i
luego 3
_ : =n
ity 1 ¢ (3 m; 8 ]
¢y () =ETe nl= 1 - + :
Y o 3[€ﬁci f o
K 1
(6.5.8.)
y 81 D= se tiene
2,
oy (B =e /2 (6.5.9.)
n

como queriamos demostrar,

Este teorema se ha extendido también al caso en que las varia-
bles Xi tengan distribuciones cualesquiera, conservando su independencia
estadistica. En este caso el teorema es aplicable si se verifica que

n

s E (Xi - mi)k+,-2
lim ! =0 (6.5.10.)
n
k+2
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Ejemplo .

A un dispositivo sumador, llegan tensiones de ruido Vl V'Z' ..
V cada una de las cuales tiene una distribucién uniformeﬁTen el intervalo

n
[C-A,, A7 . La sefial de salida del dispositivo es V = il Vi . 81 n es

grande cual sera la distribucion de V¥

s 3 I3 L3 ’ »
Para n grande, esta distribucion sera asintoticamente normal

i‘mm

.. s s 7 # 4 - 8
con media n m., y desviacion tipica %n ¢, siendo

1 ; 1
G, = ¢ (V

=9 ()

Facilmente se deduce que
m, = 0 (por la simetria de la distribucion)
©
/&
c?(v) =5 | Xt axie(v) = —2—
t 2 o/’!-A t Y3

luego - l;’“'”“‘““
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VII. CORRELACION. DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES.

7.1.- MOMENTOS DE VARIABLES ALEATORIAS BIDIMENSIONA
LES.

Sea la funcién ponderal ¢ (X Y) = X1 YJ; el momento de orden -

(i, j) de la variable bidimensional (X Y) es:

x

m,.=E (X Y) =

e
ij x yJ f(xy) dx dy (7.1.1.)

- 00

y el momento central de orden (i, j)

By = E {(X -3t (v -?)j}

r's a
Asi, como casos particulares tenemos:

m10=E(X)=X mn:E(X Y) = XY
m.. = E(Y) = Y m,. = E (X%) = X2
0l 20
2 =2
mOZ—E(Y)—Y

En cuanto a los momentos centrales:

0

Po1 7 Mo

. =24 _ 2 Ll
Pw- E[X-X)] =06 (%) m

X . Y Emy,-my,myy
e =24 a2 2
[ 02 = E [(Y - Y) ]— N <Y) = moz = m01 (7'1'2')

7.2.- COEFICIENTE DE CORRELACION.

En muchos problemas del mundo fisico se plantea el estudio de

dos cantidades variables X e ¥ con una relacién y = f(x) desconocida entre
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ellas. En general esta relacion no es expresable analiticamente y nuestro
problema reside en estudiar solo si existe o no, partiendo de una tdbla -
de valores observados de X e Y. Es decir deseamos encontrar si los va-
lores de una influyen en los de la otra. En el caso de que tal influencia
exista, una medida de este grado de dependencia es el llamado coeficiente
de correlacidn que se define asi:

n
Q = Pn 1 (1.2.1.)

V#20 Foz2 ¢ (x) o (y)

Una primera propiedad de Q es que solo toma valores en el in-

tervalo [-1, 1] En efecto sea

Z = a(X - X) +b(Y - Y)

A , 2
siendo a y b parametros reales. Para cualquier valor de a y b E(Z") >0,
luego:
£(z%) = Efa(X - %) +b(Y - V)] 2=a’n, +2abyp,, +b°p

‘ ' 20 11 a2

Como esta forma cuadratica es definida positiva, el discriminante

es negativo

2 v
M1 “P20 Foz £°
y de aqui
- 11
el =l—= | <1

V-t Poz
Si @ = %1 hay una completa dependencia entre las variables X e Y. Si
son independientes:

pll = E(X-‘ml)(Y - mz) = E(X - ml).E(Y-mZ)::O

s o o 2 P o
y en este caso su coeficiente de correlacion es cero. El reciproco, sin em

\’ 2 2
bargo, no es cierto. Por ejemplo si X e Y satisfacen la relacion X + Y

£ 1 resulta F“ = 0 por simetria, luego Q= 0 pero no son independieh

tes, ya que, por ejemplo
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Px>1/¥2, Y>1/V2)=0
pero P(X>1/V2) . P(Y> 1/.\/_2-)74 0 luego no es cierta la relacion

Px>1/V2, ¥> 1/V2)=px>1/V2) . P(Y> 1/ V2)
que se tendria si X e Y fuesen independientes.

7.3.- REGRESION.

Consideremos la variable aleatoria bidimensional (XY). A cada
valor de X por ejemplo X le corresponden infinitos de Y que estarian -
sobre la recta r de la fig. Si deseamos establecer una relacidon sengilla -
entre X e Y para trabajar con pares de valores, podemos suponer que tal
relacion va a ser lineal, y de la forma y = ax + b. Entonces si Vo = axo+

+ b de todos los valores de y que se correspondian con X hemos elegido

I . .
el Vo Cometeremos un error € que sera una variable aleatoria:

. €=y - ¥y (7.3.1.)
Yy & o

T y=a ¢ b

. Yy

€ /
Yo
xO [y

// >
Fig. 7.1,

P s o :
que puede tomar valores positivos y negativos, asi como el cero. A la -
? Iy e .
operacion descrita se le llama regresion y en este caso se dice que tal -
. 2 s o - . . 4
regresion es lineal. Los coeficientes, a y b de la recta de interpolacion,
. o s 2 AP
se determinaran con la condicién de que sea minima el momento central
—2 ) ,
de segundo orden de £ , <« o dicho de otro modo que el error cuadra-
. . o o . » . :
tico medio sea minimo. Por consiguiente hemos de determinar a y b con

. . .
la condicion de que sea minimo.

2

f(a, b) = E(Y - aX - b) (7.3.2.)
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Para ello han de anularse

of of
0 a Y Db
bbi=2E(+bX-XY +aX2)‘=0 6‘3'
} (7.3.3.)
of e ) = i
bb—ZE(b +aXY) = 0 |
— = —2
xy = b X +a X ‘)
- — {
Y=b+aX J
a mZO + b m10 = m11
a mlO + b = m01
11 Mo
. - "ot ! o™y T M0 Mor Pin @ o(x) .o (y)
" m m - 2 - 2 - 2
mzo 10; m,, - My, 0" (x) g (x)
10
(7. 3.24.)
=Q _QJXL
¢ (%)

A este valor de la pendiente de la recta de regresion se le llama

a o« 2
coeficiente de regresion de Y sobre X.

El valor de b es:

20 S B
™9 M1 mo0 Mo1 ~ ™11 ™o 35
b = 2 = 2 (7' . ')
¢ (x) ¢ (x)
pero
Moo = F20 % ™o
m = ~m m
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luego
C_ P20 ™o + ™0 Moy " M1 Mi0 T ™10 Mor - M20™1 T Mo
- 2 - 2
g (x) ¢ (%)
(7.3.6.)
Entonces la recta de ajuste o interpolacion, es:
u [ My - b m
_ 211 % + 20 . 01 5 11 10 (7.3.7.)
G " (x) ¢ (%)
o bien " y -m % -m
, - -
= 11 < . 01 10,
Y=Y +—-—-——2 (X - X) o Ty =Q 5
]
x
(7.3.8.)

recta llamada también de regresidn. Se observara que pasa por (X Y) centro
de gravedad de la distribucién de la variable bidimensional (XY).

. o .
El valor minimo de f(a, b) (error minimo), resulta ser:

2 .
g y (1 - ) (7.3.9.)

. o . . o
También puede hallarse la recta que hace minimas las desviacio

nes respecto al eje x. Resulta entonces

= — - (7.3.10)

®
|

que también pasa por el centro de gravedad. El valor minimo del error -

en este segundo caso es

- 2
g (1 - Q") (7.3.11)
X
La primera recta se llama de regresion de Y sobre X y a su
pendiente Q,%#— coeficiente de regresién de Y sobre X. Para la segun
X

‘ Iy e 2
da la terminologia es analoga cambiando la Y por la X.
/ /
Se observara que cuanto mas se acerque Q a su valor extremo

2. . o
1, menor es el error cuadratico, lo que viene a reforzar la idea de que g
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es una medida del grado de dependencia lineal de las variables X e Y.

7.4.- LA DISTRIBUCION NORMAL BIDIMENSIONAL.

Esta distribucidn tiene una densidad de probabilidad dada por

?
~ J (x - m, )°
i -
) = — exp - | [——"
1 2(1 - Q) ¢
k X

27 dxcy 1 -0

(x -m, My -m_ ) (y-m. ) 2.
_ 20 10~ o, QL] (7.4.1.)
GX 3] G
y v

Los puntos en los que la densidad de probabilidad tiene: un

&
valor constante obtienen cortando a la superficie Z = f£(x,y) por planos -

paralelos a xy. Resultan asi curvas cuya ecuacién general es de la forma

2 v
(x = mlo) ‘- 2 Q (x = ml&~(_y - m01) +
2 ' ¢ 0
0 5 y
(7.4.2.)
2
+ 2 = C
Z = k Iy y
1
h .‘:
2n oxoyl\/.- Q
NY
X

Fig. 7.2.

2 ‘ )
Con C = - 2(1 - Q) log 2kn o 0 'l -Q



-98-

. 1
Si 0<k < > C resulta positivo y la cur
27 Gx o) \/1 -Q

va (7.4.2) representa una elipse. Se obtiene asi una familia de elipses coa
xiales

si Kk = 1

2 0 o \1 o2

la elipse se reduce a un punto, y es el caso en el que el plano Z =

es tangente en el vértice de la superficie Z = f(xy) er su maximo. Al -
tender k a cero las elipses van creciendo. Estas curvas se llaman de aen
sidad de probabilidad constante.

Si k> - L =, resulta C < 0 y las elipses son -

2!
2100 \/I-Q
Xy

imaginarias. Esto es natural, ya que entonces el plano Z = k no corta -

a la superficie Z = f(x, y).
81 Q =0, x e y estan incorreladas, y las elipses se transfor-

man en otras ya referidas a sus ejes:

2 2
(x - m (y - myy)
> + — =..C (7.4.3.)
. o

y en este caso

[ 2 2
® f(x ) - 1 ex 5 _ 1 ,((x_- 10) + (Y - mOl) ) .
M T Pi- 2 2 {
\ y i

(7.4.4.)

que es el producto ordinario de dos densidades de probabilidad como co- -

. . " /
rresponde a variables incorreladas. Ademas, en este caso al ser

flxy) = f£(x) . £(y)

X & Y son también independientes. Luego aqui hay biunivocidad entre corre

. P . P 2
lacién nula e independencia estadistica, lo que vimos que en el caso en -
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que las variables no fuesen normales, no era, en general, cierto. Si las

variables estan tipificadas las elipses (7.4.3.) son circulos de ecuacion:

xz—{- y2= C (7.4.5.)

Si @ = 1 la distribucién degenera, ya que en este caso de ma -
xima correlacién hay dependencia lineal entre las variables.
En este caso las elipses (7.4.3.) degeneran en el par de rec--

tas reales

T - ) =0 (7.4.6.)

que son las de regresién, de X sobreY, y de Y sobre X.

Si introducimos nuevas variables mediante una transformacién
de coordenadas de determinante no nulo, se produce solo un cambio -
de ejes en las elipses de equiprobabilidad pero no se alteran estas cur-
vas y por ello se conservan las caracteristicas de la distribucidon. Por -
ello si X e Y tienen una distribucidn conjunta normal también la tendran
dos funciones lineales cualesquiera de X e Y siempre que el determinan-
te de la transformacién sea no nulo.

Las densidades de probabilidad marginales seran

X - )2
d | Gmgn)
. 1 2
()= | fxy) dy - . x (7.4.7.)
1 - o0 Gy V 2n
(x - m )
Y -
1 -
f.(y) = flxy) dx = ————— e (7.4.8.)
2 - s dy\/z T

» e o
es decir, son tambien densidades normales.

Las densidades de probabilidad condicionales seran:
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0 2
[(x-m)e+—(y-my)]
f(y/x) =~ = L e - Sy
t 26 1- @ 201 - Q)
y
(7.4.9.)

. Seqc L e « 9 N .
que es una distribucion unidimensional en vy, ya que X es un parametro .
Su-  edia E(y/x) se obtiene inmediatainente s1 escribimos la expresion -

anterior asi.

G.. 2
- . Y _
f(y/x) = exp -
, 2 2(1 - &) o
hR2m o 1 - @ - Q ¢ i
I y ;
Entonces
Sy
E(y/x) = my; - T, @ (x - mlO) (7.4.10.)

.’ . .
Este valor es una funcion lineal de x. Si X toma un valor me- -
dio propio m,, E(y/x) = mz. Se tiene asi una correspondencia_entre valo- -
res medios, independiente del grado de correlacidn.

La desviacidn tipica de la digtribucidn es CV 1 - QZ indepen-
diente del valor que se asigne a x. Si laz variables son independientes -
Q =0 y E(y/x) = m,, los valores de x no proporcionan como era de prever
ninguna informacidén sobre el valor de E(y/x) que permanece constantemente

igual a m Fig. 7.3.

5"
Volviendo a considerar la superficie z = f(xy) que representa -
a la funcidon densidad de probabilidad, si cortamos por planos paralelos -

3
al z, y, x = X tendriamos la curva:
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3 E(x/y) /

3
[N
Y .
]
=)

I/ ™ x
Fig. 7.3.

fl(xo) es un factor constante y nos queda una curva k f(y/xo) que como
acabamos de ver es la representacion de la probabilidad condicional y

tiene la forma normal. Igual ocurre si cortamos por planos de cuacién

A

. . « Z « s o - o . ’
La distribucion normal tipificada en dos dimensiones, tendra

como densidad

2 2
exp[- X——2%% *Y 57411,

f(xy) = NS >
-Q 2(1 - Q")

. . . . . .’
A continuacién indicamos los momentos de la distribuciéon nor -

&
mal bidimensional.

myg = my = X "zoz.df
mgy = mp = Y “oz=6§
m20=§2=of+mf B =@ 0, 0,
m02=—}22=6§+m§
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VIII. FUNCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS

8.1.- FUNCIONES DE UNA VARIABLE ALEATORIA,

Uno de los problemas fundamentales que se nos pueden presen-
tar es: dados los valores de una variable X y conociendo una funcidn de
la misma Y = 9¢(X) obtener de Y una informacidn estadistica similar a la
que es posible deducir de X mediante los métodos estudiados. Concretan
do mas, el problema estd en determinar la funcién densidad de probabi -
lidad de Y cuando es conocida la de X.

En primer lugar vamos a considerar el caso de una funcidén -
uniforme, real, continua y estrictamente creciente, si bien lo extendere-
mos a casos mas generales.

El método de calculo consiste siempre en determinar la funcion
de distribucion de la variable Y, y a continuacién por derivacién de ésta
hallar su densidad de probabilidad.

En este caso la funcién ¢hace corres

ponder el intervalo [ - oo. xo] al -

y = :’I’{ {)
) [~ v, Tver fig., 8.1.). Si F(x) vy
G(y) son las funcicnes de distribu- -
cion de % e v respectivamente, se ten
dra:
Yo fomm---sz
[ - - = F(x
" Gly) = P(Y <y ) = P(X ¢x) = Flx)
I
I R |
2 i Es decir F y G son tales que el valor
|
4 x de F en el punto x_ es igual al de G
= , 1 :
Fig. 8.1 en el v, ﬂp(xO) uego
Gly ) =FL o (v) ]
o o
y en general
4 ,
Gly) = F [ 9 (y) ] (8.1.1.)

para
-® Ky < +®
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G(y) cumplird las mismas condiciones limites que F(x), e#ste es
G(- ) =0 ¥y G{+ o0 ) =1

Si f(x) es la funcién densidad de probabilidad de X, se tendra:

f(t) dt (8.1.2.)

Si g(y) representa la funcion densidad de probabilidad de la -

variable Y, sabemos que

gly) =~ G() (8.1.3.)

luego para hallarla bastara derivar (8.1.1.) teniendo presente gue el limi

te superior de la integral depende de y. Se obtiene asi:

-1, .
gly) = £ 9 ) ] al @dy@ d (8.1.4.)

o P o
o simbolicamente

gly) - dy = f(x) . dx (8.1.5.)

Observemos que el resultado obtenido es anadlogo al que conoce
el lector para el cambio de variables en una integral. En efecto, si en-

1a X

F(x) = f(x) dx

- 00
&

se hace x = ¢ -1(y), se obtiene (8.1.2.) o bien (8.1.4.) derivando.
Antes de aplicar estas férmulas a un casc concreto es impres-
cindible cerciorarse de que la correspondencia funcional cumple las con-
diciones requeridas, sobre todo la de que sea estrictamente cmeciente -
para todo valor de x.
Si ¢ (x) es decreciente (fig. 8.2.) para toda x, el razonamiento

es parecido:

Fx) =Px <x)=Ply2y)=1-Ply2 y)=1-06y)
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y en general

y = (%)
Y \“"\..
2 >
X b4
o
Fig. 8.2.
-1
(v)

(Obsérvese la diferencia) G(y) = 1 - F[ ¢

G(y)

8

y diferenciando queda

S
gy) = - £0 9 iy 1 2L (8.1.6.)

Ahora bien, como la ¢ es decreciente, la derivada es negativa,

luego g(y) a2l hacer el calculo resultara positiva.
Por consiguiente, en todo caso, y simbdlicamente, podemos

»

poner:
gly) = —L——i fé’; l (8.1.7.)
Tax

. » 2 .
A continuacion veremos algunos ejemplos.

En el segundo se observara que se ha hecho el calculo directo

por tener ¢ (y) una parte creciente y otra decreciente. Este caso debe -

I3 « ”
estudiarse con atencion.

8.2.- EJEMPLOS.

19), - Sea un rectificador lineal cuya sefial de ent
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la de salida (fig. 8.3.):

(8.2.1.)
Y=0 X<
X Y
——{p— e
Fig. 8.3,
Para valores positivos de X:
1 y
Q (y) = 'Al F( A) (8.2.2.)

. . . N ./ . . « /2 o .
Si x tiene una distribucion normal de media 0 y desviacién tipica

2
-y
2_2
a(y) = ,2, L . 2 Ac y> 0 (8.2.3.)
o‘\/z n
Como P .&- 0 (x SO} = 1/2 la densidad de Y consta de la distribu

cién continua (8.2.3.) y de otra discreta de valor 1/2 aplicada en y = 0.

29). - Detector cuadratico Y = a x2 (Fig. 8.4.).

La curva podemos dividirla en dos partes
P Y = P[ X P f X 2‘
Vo <Y LY, +Ayo}— 3»xm< X, + Ax r+ ‘-'l-xo -ax, < <-xOJ

Al tender A X,y A y, @ cero:

) f(x ) +£(-x) i flx) + (- x_)
Q (Yo) - dy - 2 ax
| & | o
2
Si f(x) = 1 e-x /2 or ser ar
\/2 + P P
1 e-xz/z
Va2n 1 -y/2
ly) = — = Y/22 (8.2.4.)

2 ax ‘7-__—21|:ay



Ax

o 0 o
Fig. 8.4.

8.3.- CASO MULTIDIMENSIONAL.

Sea X = (X1 A Xn) una variable multidimensional cuya funcidn
de distribucidn es F(x1 cees xn), y
Y= 0 XXy e X))
Y= 9, (X X, X)) . (8.3.1)
Yn - Lpn (Xl XZ Xn)
Si las (,‘ son diferenciables y tienen derivadas parciales conti -

k
nuas, el jacobiano

® d (Y, ¥, «... Y))
A = 1 "2 n
a(X1 X2 Xn)
es no nulo y existe la funcidén densidad f(x1 v xn) se tiene
1
gy, -« Yn)zlAlf(XI ceee x) (8.3.2.)

8.4.- TRANSFORMACION DE COORDENADAS. DISTRIBUCION
DE RAYLEIGH.

. . .’
Supongamos que estamos estudiando la situacion de un punto -

aleatorio en el plano XY. Sus coordenadas pueden considerarse como una

s . " s . e .
variable aleatoria bidimensional. Se supondra conocida la funcién densidad.
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conjunta f(xy). Deseamos hacer un cambio a coordenadas polares (R %) y
determinar la densidad @ (R ?) en términos de estas variables.

El problema es un caso particular de lo que acabamos de ver.

Evidentemente:
R = (Xz . Y2)1/2
@ = arc tg Y/X
po DRz 21/
> (X ¥) | )
luego
2 2,1/2
Sr9) = 6 e A ) (8.4.1.)

Por ejemplo, sean X e Y variables aleatorias independientes con distribu-

e o«
cion normal, y densidades

2
X
- 2
f(x) = -1 e 2 O’x
\/anx
2
SR A
2
1 20
fly) = —=— ¢ Uy
21 G
y
R xZ yz
-( > + > )
1 20 20
f(xy) = e * v
210 O ‘
x
En polares se tendra:
T r cos (p senzt;)
Q(ry"p) = zndxc exp E- 2 ( 2 B 2 ) j (8'4"2')
y . 0y

que se conoce con el nombre de distribucién de Rayleigh. En particular,

si Gx =g y = ¢ resulta independiente de ¢



-108-

2 (8.4.3.)
glrp) =— 2 ¢ 26
20

forma mas sencilla y familiar de la distribucién de Rayleigh. La densidad
es independiente de la direccidn; esto es ® tiene una distribucién uniforme
entre 0 y 2 y R y ®son independientes, La densidad de R se ha representa
do en la fig. 8.5, y vale g; (R) =.__.B_£_ e -r2/262. La de & es Ey(9)=1/2x
a
La probabilidad de que R esté situado fuera de un circu-

lo de radio d, es

o0 2% 2

9
3

Fig. 8.5

El1 valor medio de R es:

E(R) = rg(r)dr:\, TZE G (8.4.5.)

¢

vyE(r?) =2¢2 (8.4.6.)
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p 7 . . °
La funcién de distribucidn es:

Tr
2 2
F() :j o(fy at =1 .- e % /20 (8.4.7.)
& 0

En el estudio del ruido de banda estrecha se llega a la conclusiéon de que
la amplitud del voltaje de ruido obedece a una distribucion de Rayleygh. -
También es posible aqui fijar unos valores de pico de referencia y estimar
durante cuanto tiempo seran rebasados, como se hizo en (5.4.) al tratar
de la distribucion normal. Siguiendo las ideas alli expuestas se puede -

construir la siguiente tabla

TABLA 8.1.
Valor mods Factor de % del tiempo en
lar del pico. pico (db). el que se exce -
de el valor de pico.

1, 517 3, 62 10

2,146 6, 63 1

2,558 8, 39 0,1

3,034 9, 64 0,01

3,392 10, 61 0, 601

3,675 11, 31 0, 0001

El factor de forma para una onda cuya amplitud siga la distribucion de -
Rayleygh resulta ser igual a 24 = 1,128 y habrid que tenerlo presente -

cuando se midan tensiones de ruido.

8.5.- FUNCION DENSIDAD DE LA SUMA Y DIFEREN--

CIA DE DOS VARIABLES ALEATORIAS.

Vamos a hallar la funcidn densidad de probabilidad de ia suma de
dos variables aleatorias independientes X e Y cuyas densidades individuales

son conocidas, fl(x) v fz(y). Por la independencia se tendra

fxy) = £(x) . £,(y)

. ° .« ?
Nuestro problema consiste en determinar la funcion de

distribucion de X + Y, esto es:
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: ‘3
P IX+Y ¢t}
r . o i

Consideremos la recta x + y = t, en la que t es un -

parametro. Entonces (Fig. 8.6.):

: !

P iX+Y<Cti=] flxy)dxdy= /x £,(x) £,(y) dy = | F (t-y)i,(y)dy=
| ;o ; /
,."-,,.-R - ,J - .w'- o0 .R_,_)‘:I_ 0
(8.5.1.)
= F(X +7)
\\ A v
\
R -\
\'\x-!-y=t»
0\
A\ >
\ x
\\
\

Fig. 8.6.

Siendo Fl(X) la funcién de distribucién de la variable X.

La funcion densidad serd aF/pt

/o
f(x +y) = £t) = lf £,(t - y) £,(y) dy (8.5.2.)
o= oo

Observemos que (8.5.1.) y (8.5.2.) son integrales de -

« ”*
convolucion.

Si recordamos (5.8.) tendremos

§) = F L () ]

13

() = FLO (9 ]
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siendo @X v & las funciones caracteristicas de X e Y.
Como 3 (t) = & (t) . 5 (1) se tendra:
z x %
N .
= K 2 = . = ; - .5.3,
fz) = FLo_ () .2 (9] @ 500 = £ -y 50 dy (8.5.3)
- o0

y llegamos de nuevo al resultado anterior. El resultado puede generalizar

3 e . ’
se al caso de mas variables independientes; en general sera

fx) = £,0x)) *E,(x,) *... ¥£ (x )

En el caso en que las variables X e Y no sean independientes
no puede hacerse la descomposicion de f(x y), sino que hay que utilizar -
la funcidon de distribucién marginal. También puede resolverse el problema
mediante un cambio de variables. Con objeto de exponer los dos procedi -
mientos vamos a resolver ahora el problema por medio de un cambio de
variables. El método que emplea la funcién de distribucién marginal se -
aplicard al caso de hallar la funcidn densidad de una variable aleatoria
diferencia de otras dos, que se desarrollara seguidamente.

Si hacemos:

x =t (8.5.4.)
y =z -t
y llamamos ¢(z, t) a la funcidn densidad de probabilidad conjunta de z y

la variable auxiliar t, recordando (8.3.2.) tendremos:

» -

Como el mddulo del jacobiano de la transformacion (8.5.4.) vale

1, resulta

¢(z, t) = =, vy (8.5.5.)

La densidad de 2z sera la marginal de ¢(z, t) y por (3.8.9.)
se obtendra integrando (8.5.5.) en todo el rango de valores de t, que es-
el de valores de x. Suponiendo que ésta varia entre - ® e %, tendremos:

g(z) = ff(t, z - t) dt (8.5.6.)

¥

- OO

Do,

e ?

SF
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Si f se puede descomponer, este resultado conduce a (8.5.3.) como debia
de ser. Este método del cambio de variables es completamente general -
y por consiguiente puede aplicarse tanto si X e Y son independientes como
si no lo son.

Sea ahora Z = X '- Y. La funcidn de distribucién de Z, sera:

-l

F(z) = pr[ Z <z]= /! / f(xy) dx dy (8.5.7:)
'R
siendo R el recinto rayado en la fig. 8.7. y f(xy) la densidad conjunta -
del par XY.
Tendremos:
F(z) = ;| dx | f(xy) dy (8.5.8.)
(/,l_ oQ ;1/.- fale)
Si X e Y no son independientes, llamando FX a la funcidén de -

distribuciéon marginal de la variable X, se tendra:

j.'.v 3
F(z) = ' Fx(x', z +x) dx
T J‘i /lx-y=z

Yy °

/
/|

Fig. 8.7.

. . .
y derivando ahora con respecto a Z obtendremos la funcion densidad:
oo

f(z) = / flx, z + x) dx (8.5.9.)

/
('/l - 0

Si X e Y son independientes f podra descomponerse y (8.5.9.) se -

4
transformarga en:



-113-

(3
f(z) = [ fl(x) . fz(z + x) dx (8.5.10.)
o - o
También aqui cabe aplicar el método del cambio de variables. Bastaria -

hacer:
y=t

8.5.11.
z = x +t ( > )

para llegar, siguiendo el mismo método que el expuesto en el caso de la-
suma, a las expresiones (8.5.9.) o (8.5.10.).

Si X e Y son variables discretas, y Z = X ; Y, se tendra:

P [Z=k] =P[X +Y=k]=P[X=kNY=0]+ P[X=k-1NY =

i=k i=zk
=1 4 e = 3 P[(X=iNY=%k-1i ] = Z P(i, k - i)
i=0 i=0
(8.5.12.)

siendo P(x, y) la funcién de cuantia conjunta de X, Y. Si son independien-

tes P(xy) = PI(X) . Pz(y) y entonces:

i=zk
Pk) =P_[Z=k]= g P(i. P(k-i (8.5.13.)
T . 1 2
i=0
o, en forma simbélica:
P(z) = P (x) # P,(y) (8.5.14.)

.. & - L)
que es equivalente a una convolucién. De esta forma se determina punto a

punto la funcién de cuantia de Z.

8. 6. - FUNCION DENSIDAD DEL PRODUCTO Y COCIENTE DE
DOS VARIABLES ALEATORIAS.

Sean las variables aleatorias X, Y y la variable Z = X . Y.
Suponiendo conocida la funcidn densidad de probabilidad conjunta de X e Y,
f(x y) deseamos hallar la funcién densidad de la variable aleatoria Z. -

Aplicando el método del cambio de variables, basta hacer:

x =t
(8.6.1.)

_Z
y =7
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y entonces: O 1 f
f(x:
o (e =ty |_L___2= | =V (8.6.2,)
t tZ lt I
Como
o0
f(z) = .9 (z, t)dt (8.6.3.)
- 60
Se tendra:
b0 o
f(z) = f(t, _%_) 1 oae- fe, 2y L4
t t t ¢
o _ o0
(8.6.4.)

No hemos supuesto nada acerca de las variables X e Y. Si

son independientes f podra descomponerse en un producto. En todo caso

la ec. (8 6.4.) tiene una validez completamente general.

Supongamos ahora que Z = X/Y. Haciendo:

y = ¢t
= t. =z
Se tiene:
2z
o (= 1) = f{xy), =t ey
Entonces:
00 o0 o)
f(z) = f(t =, t) [t] . dt= fltz, t) . t dt - |f(tz, t)t dt

-5 (8,6, 6,)

- 00 o
férmula completamente vélida tanto si X e Y son independientes como si
no lo son.

8.7 METODO DIRECTO.

re
Acabamos de ver como se resuelve el problema de calcu

lar la densidad de probabilidad de una variable aleatoria Z= ¢ (x, Y ) en
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los casos particulares en que \P es una suma, diferencia, producto y co

ciente. P odemos tambien resolver el problema de un modo directo par

tiendo de la definicién de funcién densidad.

Supongamos conocida la funcién densidad f(x,¥Y) conjun

ta de XeY, definida en el recinto D (fig. 8.8). Comenzaremos por hallar

la funcidn de distribucidn de 2

b Y

P

2,

Se tiene, por definicidn:

F(z0) = Pr{z < zo} = Pr { (%, y) < Zo} (8.7.1)

Sea R, el recinto en el cual se cumple la desigualdad -

que se obtendrd dibujando la curva ¢ (%, y){ zo y de-

7

7

Fig. 8.8

X

terminando en que zona de D se satisface la
desigualdad anterior. La probabilidad --
(8.7.1) es igual a la probabilidad de que la

variable (X.Y) varie en el recinto R, luego

‘P(X.W(* Y)- z en virtud de (3. 9,14), seré:
LA B 7

F(zn) =ff f(x, y) dxdy . (8.7.2)
. R

integral que dependera de Z, . Como compro

bacion debe obtenerse F ( =) =0 ; F(++ ) =1

Derivanao F obtendremos la densidad de probabilidad.
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IX. DISTRIBUCIONES DERIVADAS DE LA NORMAL Y OTRAS.

9.1.- LA DISTRIBUCION "CHI" CUADRADO 'X'z.

Sea X una variable normal tipificada (0, 1) e Y = XZ. La fun -

cion densidad de Y, que se dedujo a modo de ejemplo en (8.2.), es:

1 -y/2
gly) =——— e v/ y> 0
\/Zny
(9.1.1.)
gly) = 0 y< O
La funcidn caracteristica de Y, sera: o
- /900 . 1 1 .
/] 1 - 2 ——— - — -
oty =/ —2— Vg L [y o (1Rt

®/0 \/2Ty \/2T o

Haciendo el cambio (1 - 2jt) y = 2u , la integral se transfor-

ma en la
/’oo
Vl_ . 1 iu-l/z e " du
T 1 - 25t o,/o
luego:
1 o -1/2
e () = — M(1/2) = (1-2jt) (9.1.2.)
= - \/1 - 2j-t
Consideremos ahora la variable aleatoria Z definida asi:
Z =Y, + Y. 4+ ..... +Y (9.1.3.)

siendo Yi = Xiz, y Xi normal (0, 1) para todo i, siendo ademas todas las

Xi independientes. A la funcién densidad de Z se le denomina ''chi'' cua- -
drado ("."Cz) con n grados de libertad. Para calcular la densidad de proba
bilidad de la variable Z, se empleard el método de la funcion caracteris -
tica. )

La funcidn catracteristica de cada Y,, es, por (9.1.2.) ¢ (t) =
= (1 - 2j t)'l/z-;s,.”?;

(X3
1
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Ahora bien recordando (5.8.) la funcidn caracteristica de Z, sera

el producto:

&pl-(t) ) &pz(t) <pn(t) (9.1.4.)

luego
(9.1.5.)

¢ (0= (1 - 25 9

Podemos determinar ahora f(z) aplicando (4.9.6.) pero vamos -

s . .
a desarrollar aqui otxro procediniiento:

Sabemos que
DO,... bl
Tl - oax — (9.1.6.)

haciendo ahora o= 1 - 25t y P = n/2, se tiene

S S /2
_’,1 - STz T L mix G a5y
e
y si hacemos por ultimo 2x = z, resulta:
5 :op (9.1.7.)
7 ."?:"’ -1 -Z/Z .
PR R Mk R ot az = (122572
Dy 2n/?_
I 2 (;" [o]
luego n__,
z 2 e =/2 z >0
fn(z) = - Z
S Zn/zl"”,('—r'zl—) ;
1(9.1.8.)
= C 0
fn(z) 0 z <

. . s N .a e 2 .
que es la funcién densidad correspondiente a la distribucién ''chi" cuadrado con

n grados de libertad.
La funcién de distribucion es:

fz n o L_u
1 2 . Z.du

R A e

o 0
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que en efecto cumple F ( ») = 1.
n

La esperanza , a partir de la funcidn generatriz es

n n
n S "2
wl(t):-—g—(l-zt) 2 -(‘2)=n(1-2t) H
Lo (9] = o =n (9.1.10.)
t=0
y para calcular la varianza,
5
9" (1) = n (- +1)(1 - 2 ¢) L2
(891 _ =n+ -«
t=0 2
de donde
0'2=0(2-052=n2+2n-n2=2n (9.1.11.)
9.2.- REPRESENTACION GRAFICA DE f (z), SEGUN LOS VALO-
RES DE n.

Representamos a continuacion la funcién fn(z) para algunos valores
de n dando los puntos importantes. Debe tenerse en cuenta que fn(z) =0

para z < 0.

a) para un grado de libertad, n = 1 - Figura 9.1.

2. e 2/2 (9.2.1.)

fl(z) T —, 2z
\/ 27T
Asintotas z = 0 y fl(z) = 0. No hay méaximos, ni minimos, ni-

puntos de inflexidn

1/2'AK




-118-
b) para dos grados de libertad, n = 2. Figura 9.2.
_ 1 -z/2
£ (2) =5 e

1

fz(z) = 0 es asintota, cuando 2z - *. Para z = 0, fz(z) = No hay -
s . . s o .’
maximos, minimos ni puntos de inflexion.
4 3(2) -
M maximo
1/V.fzne BERRRE
) : punto de inflexidn
1 1+¥2 7
Fig. 9.2,

c) para tres grados de libertad, n = 3, Figura 9.2,

1 -z /2
£, (z) = — zl/z. ez/ (9.2.2.)
2m
Asintotas: £{z) = 0 para z . Para z = 0, £,{x) = 0. Ma -
ximo para z = 1. Inflexién para z = 1 +712.

d) para cuatro grados de libertad, n = 4. Figura 9.3.

&

£(2) = —-i—*z o2/ (9.2.3.)

Asintotas: f4 (z) = 0 para z ... » Para z = 0.

1
~

f4(z) = 0. Maximo para =z

Punto de inflexidn en z = 4.
2 £, () .
4 _maximo

1/2el P .
\qpunto de inflexidv

\

Fig. 9.3.

~.

o
z

!
N
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9.3.- DISTRIBUCIONES QUE SE DERIVAN DE LA Tl'z.

Es interesante el conocer las distribuciones de las siguientes

variables
19) B =X2+X2+ ...... + x° (9.3.1.)
n 1 2 o n TTe

1 2 2 2

o - —

29) Yn = (Xl' +X2 + .. +Xn ) (9.3.2.)
*1 2 2 2

o - 1 ) .

39) xn \f——n (X1 XS+ Xn) (9.3.3.)

en las Xi son variables normales (0, 0) e independientes, a diferencia de

2
lo que ocurria con la X~ de Pearson, en la queXi era normal (0, 1),

19) Distribucién de B

ﬁn X1 2 XZ 2 XnZ
0'2:(0' )+(0_ )+ +(o.)

pero por ser ¢ 2 1a varianza, las variables Xi/o' son normales (0, 1),

por lo que

__B n c2 2 8

Con esto, la funcidn de distribucidn de Bn es

_— X 1
fad =Ple, <x1=P[¥ ¢—57 - n/Z o, m
o 2 /r_'( )
o 2
1
- —u (-3~ -1) (9.3.4.)
. e 2 u 2 T, du = Bn(x)
y la funcidn de densidad, derivando respecto a x
B, L x
1 x 2 . e 2 o] 2

b (x) = m” 7 .

(9.3.5.)
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29) Distribucién de Yn.

Teniendo en cuenta lo dicho en la distribucién anterior,

Yn 12
P 2 n
es decir 0—2 ,
Y = X
n n

Por lo tanto la funcidon de distribucidn es

xn/-‘j
G(x) =P[Y «x7]=P[y ¢ = = L
n n - h 2 4 n/2 v, .
o o 2 / [(n/2)
u n (9.3.6.)
- — —_ -1
2 1 2
e \! du = Gn(x)
y la funcién de densidad, derivando
n
_a 1 X n -1
¢ () - n 2 L2 2 2
n - n n/2 n
g - 2 / . (—E—ﬂ
(9.3.7.)

30) Distribucidn de A n

Por el mismo razonamiento que el de los dos casos anteriores
. A o= [—9 2

n \ n

Por el mismo razonamiento que el de los dos casos anteriores

. ° e 3 3 - -
y entonces su funcion de distribucion es

/2 2
in_ /g
2 fTx
L) =P[r <x]=P[ (2] -/ 1
- n - - Y 2 - R 1 n z n
1?'_/ o
(9.3.8.)
1 n
-5 u -

e . u . du = Ln(x)
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y la funcién de densidad, derivando: 2
1 nx
n/2 -
L(x)=2('—‘—-n—) . 1 . e ?'o'z.xn.1
n 2 n ( n )
o T2
(9.3.9.)

9.4. - DISTRIBUCION "t"" DE STUDENT.

L.a variable aleatoria

t = X ' (9.4.1.)

[ 1,2 _2 2
\/’T(XlJ' Xp + ot X))

en donde X, Xl’ XZ’ .... son independientes y normales (0,5 ) se deno-

mina "t" de Student. Vamos a calcular su funcién de distribucidon y de -

densidad. Para ello es conveniente poner la variable t en la forma -

t = X/A 0’ siendo )\n la variable definida en el apartado anterior. En este

apartado llamaremos A a A, Por comodidad.

Busquemos la funcién de distribucidn de t, es decir T (v) =

:Pr[t S_Y]

Se tendra
X . _ n-1
P [t 9 1=P [—<vy] =P [X¢nr .vy] = ¢ . A
® n .
.. R

_X2+n A 2 (9.4.2.)

202 N

e g dX d A

Siendo R el recinto rayado de la fig. 9.4. definidopor : 5 > & X ¢y .
ya que P(A<0) =0 ), ¥
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X=Ay

Fig. 9. 4.

Hagamos ahora el siguiente cambio de variable

i s i
i A w B vooul
l dX . dA= mod | © du.dvs= du dv =
5} D 1 :
A=V d u Ny 0 1

(9.4.3.)
= v , du dv

Los limites de v son los mismos que los de A; 0 <v ¢ os. Por ser X ¢y

A sera u. v £y . v, con lo que u <v, v los limites de u son - soq¢u (Y.

t
Queda por tanto « o 1 VZ(n _+u2}
"2 2
F(y)=P[t<yl=C_ Ve e du dv
fm 000
. (9.4.4.)
Hagamos un nuevo cambio de variable
v \/n .+ u - 'V_Z \J‘T V‘Z -G 1{2—"! i 2; I a v
e P .o "3 S
s V2 / 2  2VZ n +8
Va +y |dudv = mod . | v
i
u=z 8| u=S§ ! \ 0 1
¢ dS .dz
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los limites de S son los de u; -~ <y £x. Los de Z, igual que los de v
pues para cualquier u, cuando v = 0, o0; Z = 0, oo; 0 < Z ¢ o0, Sustitu
yendo resulta:
v e 1/2 1/2 n o,
T (y) = C ;[ z 2 ] e ¢
n " n 2. 1/2 - 1
L e Y V2. 212 (o ,sR)1/2
s/
dS . dz:=
o foo
n/z a4l £y : n-1/2
2 . / dy .z
C, - TR T T 2 et az -
V2 o= (ny 87 +1 w0
_ 2 o !,( n +1 ) ¢ das _
= — 2 )
n+1 o n / 2 n+1/2
G .vzn./’(—é—), V2 4~ w (n, 8 +1
n n 7( n 4 1 ) /0‘\
2l 2 Y
_ 1 ; dS -
- R n +1 x; 2 - )
['. ; ) n 2 o/ - 00 (1+.Sn )n'”‘/2 +1
n 1 9
N L, ;
= —= T =T (x) =P [ty
\/ neg " n . { s n + 1/2
(9.4.6.)
De aqui resulta como funcién de densidad.
q
¢ (y) = (1+ =)
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La esperanza es nula, y la varianza, funcion generatriz y funcidn caracte-

ristica son de dificil cdlculo. En cuanto a la forma de la funcién t (y), se da

en la figura 9.5,

-.n/n+2 hn/n+2

Fig..9.5.
Asintotas tn(y) = 0, cuando x © % o
Maximo paza y = 0. Puntos de inflexién para y = " L 5
Propiedades interesantes de la 't" de Student, son

L2
. 1 2
a) lim tn(x) = 2. - ©
n o

que es una distribucion normal (0, 1).
b) La distribucidon no depende de la varianza, de X, X, X, -

que ya dijimos eran mormales. (0,q ).
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X. PROCESOS ALEATORIOS O ESTOCASTICOS

10.1, - INTRODUCCION, DEFINICIONES.

Al estudiar las variables aleatorias, hemos centrado nuestra -
atencién en el conjunto de valores que tales variables tomaban. Este con—
junto de valores era el que permitia asociar una ley probabilistica a las -
variables. Es claro que para observar el conjunto de valores ha de transcu
rrir un cierto tiempo, pero los valores que registremos de la variable -
aleatoria no dependen del tiempo. Aclararemos esta cuestiéon por medio -
de un ejemplo: Supongamos que un cierto experimento aleatorio obedece a
una ley gaussiana. Imaginemos que cada décima de segundo se realiza -
el experimento, y se anota el valor de la variable. Al cabo de 10 segun--
dos tendremos 100 valores registrados., Sin embargo, el hecho de obtener
un valor en el instante 1 seg. no implica en absoluto que el mismo valor
puede obtenerse en el instante 2,5 seg. La variable aleatoria o el experi-
mento que se esta estudiando no depende del tiempo. Lo que ocurre es -
que si queremos registrar una serie de valores tendremos que dejar pasar
cierto tiempo para recogerlos. Sin embargo, ésto no es esencial. En el -
ejemplo anterior los 100 valores mencionados podrian haberse obtenido en
un soélo instante sin mas que hace en él 100 experimentos similares, en -
las mismas condiciones, y registrar los valores.

Resumiendo: la frecuencia es la que nos induce a determinar la
ley de probabilidad de una variable aleatoria, y su determinacion implica
una repeticiﬁn de pruebas o ensayos en el tiempo si bien esto, es secun -
dario. Nos fijamos solamente en los valores que toma la variable aleato--
ria y no en cuando los toma. Lo importante no es realizar los experimen
tos en sucesién en el tiempo, sino mas bien realizar un gran numero de -
experimentos. Este requisito de registrar un gran nimero de valores po--
dria cumplirse alternativamente, haciendo simultaneamente muchos experi-
mentos y anotando los valores en un instante dado.

.«
Supongamos ahora que tenemos una funcion de la forma

y = f(t’ X)

. . 4
en la que x es una variable aleatoria. Los valores de y dependeran de los

valores que tome x y también del tiempo. Se dice entonces que y consti-
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tuye un proceso aleatorio. Cada experimento, en un proceso aleatorio, con
tinda en el tiempo, como ocurria antes con las variables aleatorias. La -
diferencia estd en que ahora, el tiempo como tal, influye en la materiali-
dad del resultado.

Si fijamos t en el valor ti’ los valores de y para t = ti, cons
tituyen una variable aleatoria unidimensional. Si estudiamos el proceso en
los instantes ti vy tj, los valores de y en tales instantes Vs yj, constitui- -
ran una variable aleatoria bidimensional, etc. Este estudio supone, desde
luego, que tenemos un conjunto de experimentos en marcha y en el instan
te ’ci registramos los valores de todos ellos. Las variables aleatorias y; e
y. seran, en general, distintas aunque obedezcan en algin caso a la mis-—-
ma distribucién de probabilidad.

Si fijamos x en el valor xo, dentro de su campo de valores, -
el proceso aleatorio se convierte en una funcién ordinaria de t, llamada -
realizacién del mismo. Cada realizacién vendra afectada de una ley de pro
babilidad que sera la que afecte también a X .

La familia de todas las realizaciones junto a la ley de probabili
dad se denomina conjunto medible de funciones.

Hemos estudiado el proceso bajo dos aspectos interesantes. O -
bien fijando t en uno o mas valores, o bien fijando el parametro aleato-
rio del proceso. En la realidad, la evolucién del fenomeno que da lugar al
proceso aleatorio, se efectia, en el tiempo, pasando de una a otra de las
realizaciones,

La dependencia funcional y = f (t, x) que nos ha servido para -
introducirnos en el concepto de proceso aleatorio puede no conocerse de -
una forma explfcita én algunos tipos de procesos, que vendran definidos -
por propiedades que permitan construir y estudiar sus realizaciones.

Los procesos aleatorios pueden ser discretos o continuos, segin
sea la naturaleza de la variable vy.

Si fijamos t = t.y anotamos los valores de y en este instante -
en toda la familia de realizaciones, obtendremos todo el conjunto de valo-
res de la variable aleatoria v Trabajar con las realizaciones del proce -
so es equivalente a hacerlo con los valores reales del mismo, ya que al
considerar todas las realizaciones se tienen en cuenta todos los valores -

del parametro aleatorio x del proceso.
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Un proceso aleatorio puede estudiarse fijando los instantes -
t.(i=1,..... n) y estudiando las variables aleatorias que para tales instan
tes da el proceso, V5 i=1,..... n). A los instantes ’ci se les llama instan
tes de muestreo. Cada variable aleatoria obtenida en cada instante de -
muestreo, constituye una muestra del proceso.

El conocimiento del proceso exigira, en general, estudiar las -
distribuciones de probabilidad de las variables (yl), (Yl’ yz), ..........
Ce (yl, Vs oeeees yn) que se denominan de primero, segundo, n-simo -
orden. Ya veremos mas adelante que, para los casos practicos de aplica-
cidn que a nosotros nos interesan, basta con estudiar las distribuciones -
de primero y, a lo sumo, de segundo orden, ésto es, llegar a determi-
nar la densidad de probabilidad de v,V de (yl, yz), densidades que depen

derdn de t, y t., t, respectivamente, y seran:

17 2
f{y,,
Oy 8 (10.1.1.)
o bien, sin hacer explicitos los instantes de muestreo:
fly, t
SO (10.1.2.)

fly, vy t, t")

Un ejemplo tipico de proceso continuo puede ser el siguiente:
Consideramos un conjunto de radiorreceptores en los que registramos -
el ruido a la salida, que es un proceso aleatorio. Supongamos representa-
das las realizaciones del proceso. (En la fig. 10.1 hay representadas algu
nas).
los valores del

Elegidos los instantes de muestreo t., t

13
. -,
ruido seran

[X(tl)] , [X(tz)] ........ x(t.) ]

Si disponemos de muchos receptores es posible, por lo menos -
teéricamente, estudiar la distribucidn de probabilidad del ruido en cada -

instante ti'

P {x <X (ti) <x + dx}z f(x, ti) dx (10.1.3.)
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/\ﬁtl/\\ ﬁtz/\ A / ¢
L/ W

Fig. 10.1.

o probabilidad de que en 1:i este valor esté comprendido entre x y x + dx.
Sera la primera distribucion de la densidad de probabilidad del suceso. -
Podemos ahora definir la segunda distribucién como la funcidon representa-

tiva de la probabilidad de que en los instantes ti v tj se verifique:
P{x1 < X(ti) <X+ dx, ; x2<X(tj) <%, +dx2}

(10.1.4.)

que habra que definir para todos los posibles pares de valores de ti y tj.
Como se ve es la distribucién conjunta: f(xl, X5 tos tj).
Finalmente la n-sima distribucién de la densidad de probabilidad

I
vendra expresada por:

(10.1.5.)

PYRERERRE tn) . dxl . dxz. .. an

representara la probabilidad de encontrar simultdneamente los valores de

las variables aleatorias X(to), X(tl), .... en los intervalos:

oooooooooooooooooooo
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10.2. - EJEMPLOS DE PROCESOS ESTOCASTICOS.

Sea el conjunto de funciones:

X = sen {(t + §) (10.2.1.)

donde § es una variable aleatoria cuya densidad de probabilidad es ¢ ( & ).

En los instantes de muestreo tl’ tz, ,,,,,, la funcién X toma -~

valores asociados con diferentes variables aleatorias

&+

.

.

°

°
—~

o+

ot

~—

Il

sen (’c1 + 8)

(yd
>
—~
o+
oo
~—
I

sen (t2 + 9)

---------------------------

para t = ti podemos hallar la densidad de probabilidad de la variable -
X (ti) conociendo ¢ (9) .

Analogamente podra hallarse ®

f(x1 %, 5t tz) dx1 dx2 =P {Xl < sen (t1+\9) < x4+ dx1 ;

x, <sen (’c2 +9) Lx, dxz}

En este ejemplo X1 X2 ©+0.... son funcionalmente dependientes,
y esta dependencia es mas fuerte que la mera dependencia estadistica. -
En los procesos en que las muestras en ’ci v tj sean independientes, la -
distribucién conjunta de cualquier orden sera el producfo de las distribucio

nes individuales de primer orden.

Sea ahora el proceso

X = A +B t (10.2.2.)

en el que A y B son variables aleatorias con distribucidén normal de media
0 vy desviacién ti’pica 0 . La densidad de primer orden del proceso esta -

perfectamente definida. Por ejemplo para t = 2,

XZ:A+2B

la. variable aleatoria X2 es combinacidn lineal de dos variables aleatorias

3 . . Id
de distribucion normal.
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. - « 7 rd
La distribucion de x2 sera:

2
con G (1.+ 4o~ = ¢ V5

10.3.- PARAMETROS ESTADISTICOS.

Las caracteristicas de una variable aleatoria tales como el va-
lor medio, mortentos, etc. se engloban bajo el nombre comun de parame
tros estadisticos o, simplemente, estadisticos. Es posible también el -
cdlculo de estadisticos en los procesos estocasticos. En este caso hay dos
tipos fundamentales de estadisticos que llamaremos estadisticos de conjunto
y de tiempo.

Los primeros se calculan sobre la base de considerar el proce-
so estocastico como un conjunto de funciones. Ello implica efectuar un -
muestreo y considerar las distribuciones de orden n. Los estadisticos de
tiempo se basan en el estudio de un Unico miembro de este conjunto, cuya

e . .
evolucion en el tiempo es conocida.

10.4. - PARAMETROS ESTADISTICOS DE CONJUNTO.

Una vez definidas las funciones densidad del orden k en el pro -
U e e v e I
ceso, la definicion de los parametros estadisticos es enteramente analoga
s . . e
al caso de una variable aleatoria convencional. Asi el momento de orden

k de una distribucidén densidad de primer orden, es:

m (1) = B [(X() g 8 g(x, tax (10.4.1.)
y en particular
X(t) = m_(t) = x f(x, t) dx (10.4.2.)
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analogamente
by (1) = @ 29 = B [X(4) - m (1) ] (10.4.3,)
X(t.) X(t.) = X, X, f(xix,; t.t) dxi dxj

. s
La ecovarianza: sera:

) 1. [X(tj) -;m(tj)]}’ =0 (t) .0 (tj) a (tt)

M(tt) = E {[X(t,) - m(t,
i i 1]

J 1

(10. 4. 4.)

Siendo g la funcién de correlacién del proceso.

« ” .
Tambien se tiene

M(titj) = m, (titj) - mlo(ti) mOI(tj) (10.4.5.)

Podemos extender estos conceptos a densidades de probabilidad
conjunta de ordenes superiores. Todos los parametros se calculan aplican
do el operador momento a la expresion funcional de X(t) teniendo presen -

tes sus propiedades operativas. Por ejemplo, sea, de nuevo el proceso

X(t) = A +B t (10.4.6.)

y

E (A) =a ; Var (A):G:,

E(B) =b ; Var (B) =o .
tendremos

m(t) = E [x(t) F E B+ Bt] = E(A) +t . E (B) = a +bt(10.4.7.)
Var(x) :Gi = - E {[(A +Bt) - (a4 + bt)]} 2 . E {[(A - a) +
2 2 2 2.

+t(B - b)]} =E[(A-2a)"]+ 2t. E[(A -a) (B -Dbl+« E[B-b) J=

_ 2 2t 1:2 2
—6a+ Q6a6b+ db

(10.4.8.)
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siendo Q el coeficiente de correlaciéon de A y B en el instante t.

Ejemplo 22.- Si en el caso anterior A y B estan incorreladas -

2 2 2
Var. (x) =0+ gy - t (10.4.9.)
m_. (t, t) =1t t (b2+ 62)+62 (10.4.10)
11 "1 i b a
Boo(t, t) =t t 62+0‘2 (10.4.11)
11 Vi ij b a

Q(t; t) = ! (10.4.12)
2 2 2 2 2 2
g + -t . t
\/a oLt \lﬁraﬂu 6y

/ . 7 . .
Obsérvese que aunque no hay correlacion en las variables, si -

la hay en el proceso.

10. 5. - PARAMETROS ESTADISTICOS DE TIEMPO.

El concepto de parametros estadisticos de tiempo o estadisticos
de tiempo, trata del calculo de los parametros en una cualquiera de las
funciones del conjunto cuando se considera la variaciéon en el tiempo, -
cuando tales parametros existan. El valor medio en el tiempo de X(t), es,

. . . /
por definicion:

(10.5.1.)

La definicién es, por supuesto, contingente con la existencia de
un valor finito para el limite: Naturalmente en principio, este valor me- -
dio dependeré de la funcién del conjunto en que se calcule.

Podemos introducir el valor medio de segundo orden para cada -

N . -
funcion del conjunto, as1:

<X(t) . X(t + 1) = lim X(t) . X{t + %) dt (10.5.2.)

. . . e - .
Este valor medio nos da una indicacion de la interacion o cohe -
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rencia entre los valores en el tiempo de la funcién x(t) considerada. Este
tipo de promedio es fundamental como veremos mas adelante y de muy amplia

e . N
utilizacion.

10. 6. - PROCESOS ESTACIONARIOS.

Un proceso aleatorio se llama estacionario si es temporalmente

R xn)-

......t ) no se altera si en vez de tomar los instan-
n

homogéneo. Esto es, si la distribucion de probabilidad f(xl, x

calculada en (t., t

1’ 2,
- - -
tes ti tomamos los ti + to’ o sea, si hacemos una traslacion en el tiem -
e . . -,
po. Expresada matematicamente esta condicion sera:

f : I S :
(%, *n o ht ) = no 1ttty 2t

ot o+ t)
n o

y la igualdad se verifica para cualquiera que sean t( finito) y los valores
EEERRE tn.

Si la condicién se cumple para todo n, el proceso es estricta- -
mente estacionario. Si por el contrario s6lo se cumple para valores de -

. . . rd - . .
n inferiores a un cierto numero k, se llama estacionario de orden k.

- u/ ) .
De la condicion se deduce que todas las medias m, han de ser -
i

iguales entre si, m, = rnj va que
= {
f(xl) (XJ)
oQ oG
x, f(x,)) dx, = x, f(x,) dx,
1 J J J
¢- 0 -

por lo que m, = mj. Por ello m(t) = m = constante: El valor medio de -
i

una variable aleatoria estacionaria es constante. También lo es entonces -
2

mz(t) = E [x(t)].

. Id
En cuanto a la covarianza, sera:

fo00 % 00
L (t. t,) = / .- .- m) f(x,x,; t, t,) dx, dx, 10.6.2.
(t; ) /’wxl m) (x, - m) fxx 5t t) dx ( )
&

o, j- 00
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y por ser f invariante frente a las translaciones

£(x, x5 t, tj) = f(x,, x5 -t 0)

Si ponemos ’r:i - tj = T resulta

L(t, t) = L (7) (10. 6. 3.)

todos los estadisticos conjuntos de Xy Xj dependen de la diferencia T = ’ci -
- .t.j, pero no de los valores absolutos del tiempo. Por ser 0 constante, el coe

- - .’
ficiente de correlacion es:

Q (1, t,) - L - LT - (e (10. 6. 4.)

) o]

también funcidén de la diferencia de tiempo. Para que se cumpla (10.6.2.)
y por consiguiente (10.6.3.) el proceso estocastico ha de ser por lo me--
nos estacionario de segundo orden, en el sentido de estacionariedad dado
hasta ahora, ésto es, invariancia de f(xi, ti) v f(Xi xj; t. tj) frente a tras
laciones en el tiempo. Sin embargo hay procesos que verifican (10.6.3.) sin
gue la densidad de probabilidad conjunta sea invariante por lo que en es--
tos procesos de segundo orden es conveniente dar una definicion menos -
restrictiva que la general. En esta definicién o condicidn se exige, simple
mente, que la convarianza sea invariante. Diremos entonces que un proce-
so es estacionario de orden dos, o estacionario en sentido amplio cuando-
se verifica:

I. E [Xz(t)] < =Yt eT

: : (10.6.5.)
mE[X(t) - X(¢, + v)] = f(~c)Vt

10.7.- PROCESOS ERGODICOS.

Dado un proceso estocastico conocemos ya sus realizaciones o -
funciones muestra. Si construimos una funcidén tal que su valor en cada -
punto ti sea el valor medio de los que en este punto toman todas las fun-—
ciones muestra, tenemos determinada la que hemos llamado media en el -
conjunto del proceso E[ X(t) ] .

Si ahora calculamos la media en el tiempo



<X(t)> = lim —— X(t) dat (10.7.1.)

L~ ~

. e .
Funciones muestra Funcion de las medias

Fig. 10.2.

si el limite existe y se verifica que E [X(t)] = <X(t)> para todo t el pro
ceso se llama ergodico de primer orden.

Esta igualdad, como todas las que aparecen al tratar de ergodi-
cidad ha de interpretarse que se verifica con probabilidad muy proxima a
1, es decir ''casi siempre''.

Con este mismo sentido la ergodicidad de segundo orden implica

E [X(tj) X(tj + 1)) = <X(t) X(t+ 7T)> (10.7.2.)

Ejemplo.
Sea el proceso aleatorio

L4

X(t) = A coswt+ B sen wt

donde A y B son variables gaussianas (0, 0) y ®w es constante. Indicar si
es o no estacionario y ergédico.
El valor medio de conjunto se calcula aplicando directamente el

operador E; lo representaremos por X(t) , Se tiene:

X(t) = A . coswt + B senwt

siendo A V% B, los valores medios de las variables aleatorias A y B que

I . . .
segun las condiciones del enunciado son nulos, luego

X(t) = 0

Como X(t) es constante, independiente de t, el proceso es estacionario
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de primer orden. También puede comprobarse que < X(t)> = 0.

El valor medio de X(t) X(t + +), sera

2 2 , T
X(t) X(t+7.) = A" coswt . cosw(t + 1) + B" sen wt..seny(txt) =

5 . : ’ .
=0 [coswt cosw(t+ T ) +senwt. senw(t + 1)] = @ cos w T
funcidén unicamente de T, luego el proceso es también estacionario de se-
gundo orden (en sentido amplio).

2 o4
Para que sea ergddico, se debera tener que

X(t) . X(t+ %) = ¢X(t) . X(t+ %) p

Vamos a calcular <X(t) . X(t +t )> . Por definicidon, se tendra:
AZ
<X(t) . X(t + T)> = lim T cos wt . cosyw(t 4+ T) dt +
T
> -T
T
AB ' f
+ ST ( sen wt cos w(t + t) + cos wt sen w(t + ¢) dt) +
-T
T
2 .
B . 2 2
+ o7 sen wt senw(t+ t)dtp = A cosw T 4+ B sen @ T
-T

resultado que no coincide con el encontrado para X(t) . X(t + 7t), luego el
proceso no es ergédico. Se observaré, ademas, que la funcidn de autocorre
lacién calculada con promedios en el tiempo difiere de unas realizaciones
del proceso a otras, debido a que aparecen en ella las variables aleato- -

rias A y B, Esto no ocurre con la funcién calculada sobre la base del -

n
2w
lo que significa que las muestras del proceso obtenidas en instantes cuya

b

conjunto de funciones. Esta funcién se anula para Ty T (2 k 3 1)

.« ? . . . . .
separacion en el eje de tiempos sea 17, son independientes, cualquiera -

k
que sea la situacién de tales instantes, en virtud de la estacionariedad del

proceso.
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10.8. - AUTOCOVARIANZA.

Si tenemos dos procesos aleatorios X(t) e Y(t) vy los sometemos
a un muestreo, obtenemos las variables aleatorias X(ti) e Y(tj) cuya cova
rianza sera:
Cov [X(t), ¥(t)T = B [X(s) - X(5) 1. [¥(t) - (&) 7
(10.8.1.)

Si los dos muestreos se realizan en el mismo proceso aleatorio,

o . - - -
la covarianza se denomina mas especificamente autocovarianza, y es una -
medida de la interdepenaencia o coherencia entre las dos variables del -

proceso obtenidas en el muestreo Xi = X(ti) y Xj = X(tj).

Sutocov (X(t), X(£) ) = L (t, t) = ELX(t) - X&) 3 pc(?cj) ;

1

(10.8.2.)

La autocovarianza (que a veces cuando se sabe que se esta ma -
nejando un solo proceso, se llama sencillamente covarianza, para mayor
sencillez), resulta ser entonces una funcion de dos variables, que son los
instantes de muestreo. Unicamente en el caso en que se manejen proce- -

N . , .’ .
sos estacionarios de segundo orden L(t,, tj) sera funcion exclusivamente -
. . 1

de tj - ti = v, L(1t) y, por lo tanto, sdlo de una variable. Para este ti-
po de procegos existira otra autocovarianza en el tiempo, definida por:
T
lim —— X(t) . X(t + ) dt (10.8.3.)
Too 2T .

10.9. - AUTOCORRELACION.

Las variables X(t.) y X(t.) constituyen una variable aleatoria bi-

1 J
dimensional, cuyo coeficiente de correlacion se denomina funcién autoco- -
rrelacion del proceso aleatorio X(t). Suponiendo que tal proceso es estacio

. . o . . . .
nario y manejando los estadisticos de conjunto, tendremos que el coeficien
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. ’
te de autocorrelacion sera:

E[X() - X(t)7 . Xt + T) - X( -t.+;c) ]
Q ('L' 1 1 1
2 ’ —_— 2
\ftx - X() \/E (Xt ) - X(t, +7) ]
(10.9.1)

En el caso particular en que las medias sean cero

E [X(t) 1. [X(t, +7) ]
Q (%) = = 258
\/E \/E[Xt+r)]2
(10.9.2.)

o I . . .’ . 7
En la literatura tecnica se denomina funcion autocorrelacion a -
(10.8.2.) o a (10.8.3.) cuando en rigor viene dado por (10.9.1.) . En el
. . . .
caso de medias nulas, la autocorrelacion es la autocovarianza normalizada
< e . .o «
(10.9.2.). De aqui en adelante se supondra para mayor simplificaciéon que
manejamos procesos de media cero y que C(0) = 1, y podremos emplear
. 7 . . . . I
el nombre de autocorrelacion que numericamente coincidira con la autoco-
. « . . Zoae
varianza. Consideremos que los procesos en estudio son ergodicos, que -
2 ’ . e .
es el caso mas frecuente en la tecnica, por lo que los estadisticos de -
. . . ae / .
conjunto coincidiran con los de tiempo.
. . . . e
En virtud de las consideraciones anteriores, la funcion autoco- -

. 7 .
rrelacion que manejaremos es:

T
R(T) = lim ——Z—IT— X(t) X(t+ v )dt
T—» 0 .
-T
(10.9.3.)

. « o e . . 7
si se trabaja con estadisticos de tiempo o tambien
> [0

R(t) = f(xi xj, T) Xixj dxi dxj (10.9.4.)

- OQJj~ OQ
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. aq e . 7 . . . .
si se utiliza la funcion densidad bidimensional.

Vamos a ver sus propiedades fundamentales:

12. - R es funcién dnicamente de T por ser el proceso estaciona
rio.

23, - Si T es lo suficientemente grande para poder considerar -
a las variables aleatorias X(ti) v X(ti + T ) como estocasticamente inde--

pendientes, se tendra: f <Xi Xj) = f(xi) . f(xj) y por ello

R(T) = X(t.) . X(t.) = X(t.) . X(t)) (10.9.5.)

y basta que una de las variables tenga media nula para que R(1) = 0. En
general esta circunstancia se da en los casos practicos por lo que -
lim R (1) = 0.

T—»> a 2 2
3—.- R(0) = X (t) = <[X7(t)] > es decir la varianza.

a ’
4=, - R (T) es una funcion par.

En efecto

R(t) = < X(t) X(t+ t)> =<X(t -1) X(t) >= R(-t) (10.9.6.)
De esta propiedad se hace uso de tratar del espectro potencia..

_a s :
5—-.- El valor maximo de R se tiene para T= 0.

En efecto, de la desigualdad

b

Cx(t) *x(t +7)] 22 0
se deduce

x%(8) + X%(t+ v) +2 X() X(t+7T) > 0

y promediando

<X2 (t) > + <X2(t +;c)2 + ZR(%)

y por la tercera propiedad sera:

2 R(0) > 2|R(£)I (10.9.7.)
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a .
6—. - Sean tl, tz, ----- ) tn un conjunto de valores del parametro

t del proceso (real o complejo) X(t) v z., Z_s..-., z , un conjunto de -

T2
, . , .
numeros (reales o complejos, segun sea el proceso). Se dice que una fun-

cién R( 7) es definida positiva cuando para todo conjunto de valores t.y 2

como los indicados anteriormente, se verifica:

5  R(t -t)z .z >0 =t -t  (10.9.8.)
=1 1 J 1 J 1 J

Vamos a comprobar esta propiedad para los procesos reales que
. -’
son los que estamos manejando. Formemos la expresion:
N N N
Z

B( |5 X(t)z, |9 = K X(t) 2, 31

X(t,) ;) >0
i=1 i=1 j J J

1

3 R e . X
que aplicando la definicion de autocorrelacion, se transforma en:

N

2 R(t -t)z =z >0 (10.9.9.)
j=1 J i1

iy
por ser el valor medio de una variable aleatoria no negativa.

La funciéon R se ha definido dentro de un mismo proceso aleato-
rio. Sin embargo podemos considerar variables aleatorias referidas a pro-
cesos distintos. A este caso nos referimos brevemente en (10.8.) al ha- -
blar de covarianza. Podemos imaginar, por ejemplo, un sistema cuya en-
trada es una sefial estocastica X(t) y su salida es también estocdstica -

Y(t) . (fig. 10.3.)

[

Fig. 10.3.

Es posible considerar

E [X(t) . Y({t)] = f/x . v F(xy) dx dy (10.9.10)

-00 - o0

valor medio en el conjunto y en los instantes ’ci v tj.
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Si ambos procesos son ergodicos el valor anterior coincidira con
<X(ti) Y(tj) > gie es el coeficiente de correlacién cruzada entre X(t) e -

o . . . .
Y(t). Tenemos asi, las siguientes funciones de correlacidn:

RXX () =<x(t) x(t + 1)> = x(t) x(t+;c)
oy () =< y(e 1+ )> = X 3 1)
R (%) = <30 xt + )> = (0 x(e +7)

R (7) =<y(t) y(t +7) > = y(t) y(t +7)
que suelen diponerse en forma matricial:

R R
XX Xy

R R
yX Yy

Ejemplos.

1). - Sea el proceso

X(t) = A sen (t + §)

en el que A es una constante y & esta distribuida uniformemente en el -
intervalo [0, 27 .

Se desea hallar la funcién de autocorrelacidn.

Vamos a operar sobre la base de empleo de estadisticos de tiem-
po. Tendremos:

T T
< y(t)> = lim —— sen (t +9 ) dt = 1lim _Zé'I‘_ , (sent cos 9+
T =00 -T T—% 0 -T

+cos t sen$) dt = 0

» . 4. .
luego el valor medio en el tiempo es cero. El valor cuadratico medio, que

. a8 2 . -
coincidira con la varianza, Ssera:

<y (t)> = lim —S— senz(t + $) dt
-T
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Haciendo t+% = u vy descomponiendo el integrando, queda:
, AZ T+ 9
<y (t) >= lim ——— 1 cos 2 u _
T—50 2T ( > " > ) du =
-T+ @
_ 8%
2
La covarianza sera:
T
A° '
<y(t) . y(t+%)> = lim T sen(t + §) . sen(t+ 71+ § ) dt =
T-»00 -T
2 T 2
: . A .
= 1im-—§T -—;——{cos[Z(t+ $) +tv]- cos t}dt: 4 cos T
T o0
-T
Ai/él covs;L‘ 1
luego: R(T) = > = cos T
AT /2
2). - La sefial telegrafica aleatoria

Consideremos un generador que produce impulsos cuya duracion
es aleatoria y cuya amplitud es + E 6 - E. La ocurrencia de impulsos se
supone que sigue una Ley de Poisson siendo A /2 el nimero medio de im-
pulsos por unidad de tiempo.

En la figura 10.4. se da una representacion de una de las infini

*
tas posibles realizaciones.

] ]

0 +»

Fig. 10.4.

El nimero medio de veces que se cruza el eje cero, es A , por
. , % . . .
lo que en un periodo T, habra A . T cruces por termino medio. La probabi

lidad de que en el intervalo [0, TJ] haya n cortes del eje cero es:



-143-

AT)® - AT
P (T) = _(AT)” e (Ley de Poisson)

n n!

P .« « 7 .
El calculo de la funcidén autocorrelacion lo efectuaremos mediante
. A
la expresion:

R(T) = E[x(tl) cox(t. + 1) J= ZZXl Cox, f(x, x

1 2 12)

- p( +E, “-E) - p(- E, + E) + p(- E, - E)]

Ahora bien, p( + E + E) es la probabilidad de tener + E en el instante t1 N
+ E en t1 + T, que es igualv a la probabilidad de tener + E en el instante
t, por la de pasar de + E a + E en el intervalo [tl, t1 + 1] . Esta se-—
gunda probabilidad es igual a la probabilidad de que haya un nimero par -

de cortes en el eje 0 entre (tl vt o+ 7). Entonces:

+E) =p( +E) . p( +E | + E) = ——. _(Ae)® oA

p( + By, 2 n!
) n, par

ya que los estados + E y - E son equiprobables.

Andlogamente

p(- Epj E) = p( + E. - E)
¥ :
n-
1 (A 1) -AT

p(+E1,-E)=p(+E).p(-El+E)=———2. 5 — e

® n, impar '
Entonces

R(7)

L . . .
= AT A -AT
EZ . 5 (?\n‘L;Z e -3 (A1) o

- !
n, par n, impar ’
‘ 2 ax (A 2 2h v
R(t) = E . e {I-KT+————2—'——...}=E . e

Hemos supuesto que T > 0, pero el mismo procedimiento pue-
de aplicarse para T < 0. Para comprender los dos casos, podemos poner:

R(.r) _ g2 2 [ 7|
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La representacion grafica es la de la figura 10.15,

? R(¢)

Fig. 10.15.

10.10.- LA FUNCION AUTOCORRELACION DE UNA SUMA DE

PROCESOS ALEATORIOS.

Sea Z(t) = X(t) + Y(t) (10.10.1)

. - . 4 4. . : 7 o .
siendo los terminos procesos ergodicos. Una situacion fisica usual de es -
te caso se presenta cuando X(t) representa una sefial en un determinado -

sistema e Y(t) el ruido que la acompafia

ZZ(-c) = < Z(t) Z(t + ‘c > = Z(t) Z(t.+ ;c) = X(t) . X(t + 1; )+

SV S T 7 + X0 Y 1 9 4 Y00 X(ey ) = RXX(%) +ny(%)+

+R (1) +R (1) (10.10.2)
yx Yy

Aqui se aprecia la aparicion de la correlacién cruzada. En el caso de -

independencia de X e Y, es R = ny y entonces

VX

sy (T) = R (%) + RY(%)+2 X(t) Y(t)  (10.10.3)

Si, como es usual, en el ejemplo sugerido, Y(t) = 0, sera

= R_ (7) +Ry(%) (10.10. 4)
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Esto es, si uno de los procesos tiene media nula, la funcidn de
» ’ - -
autocorrelacion de la suma, es la suma de las funciones autocorrelacidn -

de los procesos sumandos.

10.11. - RESPUESTA DE UNA RED A UNA EXCITACION ALEATO-

RIA,

Si a la entrada de un filtro o cuadripolo cuya funcion ponderal (de
tension o corriente), es w(t), se aplica una sefial aleatoria y ergédica X(t),

la sefial de salida Y(t) se obtendra mediante la integral de convolucidn.

X(t) with 1 (1)
Fig. 10.6.
Y(t) = [ w(9) X(t -9) d§ (10.11.1)

Si la red es fisicamente realizable, se debe cumplir que:

w(®) = 0 para $ <0
luego:

Y(t) =j3 w($) X(t -9) a® (10.11.2)
(o]

La funcién de autocorrelacion de Y(t), sera:

N T ‘ T 50
Ry(r): lim 31,?/ Y(H) Y(t +7 ) dt = lim —217?-/ f/w(%)

T -T T -TJ/o & o

X(t -8) w(6) X(t4v -5) as a9 dt - w($) w(s) [ lim —=

O O -T

[2,9] [eo¢]
X(t -9) X(t+ 1 -8) dt]1dd do :ffw(s). w{('y Rx (v & -0)ds 48
o (o]

(10.11. 3)
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que es la expresion que da la funcidn de autocorrelacion de la sefial de -
salida a partir de la correspondiente a la sefial de entrada y de la funcidn
ponderal de la red.

Ejemplo.

Supongamos que la red que se maneja es un circuito RC diferen
ciador (Fig. 10.7) y se le aplica a la entrada una sefial aleatoria cuya -

e .«
funcion de correlacion es:

R(;l:):No. 5 (1)

Fig. 10.7.

Mas adelante se vera que esta sefial corresponde al llamado ruido blanco.
Se desea hallar la funcion de autocorrelacion de la sefial de -

salida.

La funcién ponderal w(t) de la red es:

w(t) = % e—t/T con T = RC

Aplicando (10.11.3), tendremos:

: » N &0 .
R(‘c)=————97 e-z/RC S(T+ z - u) du dz
v (RC)

(o]

y recordando las propiedades de la funcién & de Dirac;

> 4]

N

R (7) = o2 e-z/Rc e-( T+ z)/RC 4y = Noz " T /RC
4 RO J_ (RC)
o0 _
N
e-2z/Rc 4y = °o_ .- T/RC
2RC
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para T » 0. Como es una funcidn par, podemos poner, ya para todo T :

N

- |t| /rC
R (1) = —2%— |
y( ) = ZRg °©
La potencia de la sefial de salida sera:
No
$) = ——+ = 2
RY( ) PRC = E(v%)

10.12. - PROCESOS ALEATORIOS GAUSSIANOS .

Se dice que un proceso aleatorio X(t) es gaussiano cuando para
cualquier conjunto finito de instantes de muestreo {ti} = (tl, Eorseveees tn)
las variables aleatorias correspondientes Xl’ XZ’ ...... , Xn siguen una -
distribucion conjunta de tipo normal o gaussiana n-dimensional.

Si representamos por m, la media de Xi’ por Li' la covarianza
de Xi v Xj y por A el determinante de la matriz cuyos elementos son los

e
L..; esto es:

1]
m, = E (Xl)
' (10.12.1)
L,.=E[X, -~-m). (X, -m,)J= R(t,,t.) -m.m,
Ly T ELOG - m) (X - m)J= Rt t) -mm,
la funcién densidad de probabilidad n-dimensional de Xl’ X2 ..... ) Xn’ -
es:
n n
f(xl,XZ s X ) = n/12 1/2 exp {— 21A DD A(Xi-mi)(x.-m.)}
o (2m)™ % A i=1 j=1 7

(10.12.2)

s
Como vemos f(x x ) queda determinada solamente en funcion
n

1
A o R
de las medias y covarianzas. Este hecho, caracteristico de los procesos gau
ssianos tiene por consecuencia, que tales procesos si son estacionarios en
- - . i< . . -
sentido amplio, tambien lo sean en sentido estricto. En efecto si el pro -

ceso es aleatorio en sentido amplio, se tiene (10.6.):
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m, = m = m (para tOdO i, J)

(10.12.3)
R(t., tj) = R(’cj - ti) para todo i, j)

Entonces, las covarianzas son funciones de la diferencia de tiem
pos exclusivamente (10.12.1) y no de 1:i o tj por separado. De aqui resul-
ta que la funcidon densidad (10.12.2) es funcién de la diferencia de tiempos
y, por consiguiente, el proceso es estacionario en sentido amplio.

Si a la entrada de un filtro o red lineal se aplica una sefial que
es un proceso aleatorio guassiano, la salida también es gaussiana. Este -
hecho es importante y se emplea cuando se desea desarrollar en serie de
Fourier un proceso aleatorio gaussiano. Los coeficientes del desarrollo -
son entonces variables aleatorias gaussianas.

Si en la formacién de X(t) interviene un elevado nimero de facto
res, de forma aleatoria, en virtud del Teorema Central del limite X(t), -
tendera a ser de tipo gaussiano.

Por las propiedades enunciadas, este tipo particular de procesos
ha recibido un estudio muy detallado y constituye un modelo matematico -
muy idéneo para el estudio del ruido en los sistemas y procesos de comu
nicacion.

EJEMPLO.

. 4 o . . .
El ejemplo mas tipico e importante es el del proceso gaussiano
L
sinusoidal. Para este tipo de proceso, que es estacionario, m, = 0 y -
. i

L, t) = 62 cos 21 s, - t), (10.12.4.)

Puede demostrarse que, cumpliéndose estas condiciones, X(t) -

resulta de la forma:
X(t) = A coswt + B senwt ; w = 2 xf (10.12.5)

donde A y B son variables aleatorias gaussianas de media 0 ydesviacion

2)1/2 v

tipica 0 . Expresando (10.12.5) en forma polar con V = (A2 + B
9= arctg B/A, X(t) puede escribirse en la forma:
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X(t) =V . cos (@t + @) (10.12.6)

donde V sigue una distribucién de Rayleigh y ¢ esta uniformemente distri-
buido entre 0 y 27 . Inversamente, a partir de la expresion (10.2.5) & -
(10.12.6) de X(t) puede deducirse su caracter gaussiano y estacionario -

(10,12. 4).
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XI. ANALISIS ESPECTRAL DE LOS PROCESOS ALEATORIOS.

11.1. - INTRODUCCION.

Vamos a comenzar revisando rapidamente los conceptos ya cono
cidos de series e integral de Fourier que aplicaremos a lo largo de este
Capitulo a los procesos aleatorios.

Sea una funcién x(t) real o compleja de la variable t y periodica,
de periodo T. Supongamos también que x(t) es de cuadrado integrable en -

0 <t T, esto es:
T

2
| x(t) | dt ¢ o0 (11.1.1)

o

Entonces x(t) puede desarrollarse en serie de Fourier, en la forma:

oS . 27.[
x(t) = %o . SR wot w = (11.1.2)

- o<

c, s el n-simo coeficiente complejo del desarrollo de X(t) y esta dado -
por: T

-in® t

e " o

c = —— x(t) dt (11.1.3)

n T

o

Supondremos, en adelante, que las funciones x(t) que manejemos
representan sefiales eléctricas y que la variable t es el tiempo. En este
caso, la condicidn (11.1.1) pone de manifiesto que la energi’a de la sefial
es finita en [ 0, T ]. (Se supone que x(t) se aplica a una resistencia de -
1 ohmio).

Lia potencia media de la sefial es:

T
1 ] 2
P = T./: | =(t) |~ 4t (11.1. 4)

Del Teorema de Parseval se deduce que la potencia puede calcu-

« ” . e
larse tambien mediante la relacion
>3]

b c 2
|“n |

Esto es, la potencia total es igual a la suma de las contribucio-
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nes a la misma de todos los armodnicos. La potencia asociada al armdni -
co de orden n es ,Cn ’2.

Se define una funcion denominada densidad espectral de potencia
G(f) como aquélla cuyo valor en fo nos da la potencia de la sefial conteni-

da en la banda

En el caso de que x(t) sea periddica, su espectro es discreto -
por lo que la densidad espectral estara formada por funciones & de Dirac.

Se tendra:
1
o T (11.1.5)

Evidentemente, la potencia contenida en la banda (f,, f ) vendra

P 17 T2
dada por: 2
P = df 11.1.6
L a(t) (11.1.6)
f1
y la potencia total de la sefial P sera:
o0
P = G(f) . df (11.1.7)
- o
Si X(t) es real, c_ = c* oy e ,2 =]c | luego G(f) es par. Ade- -
’ n -n n -n

mas, por-definicion, siempre es positiva.
Se define la funcidon autocorrelacién de una funcidn x(t) de una -
forma analoga a la que estudiamos en [10.9.7:
T

R(%) = lim wtet) . =Ty at (11.1.8)

T —» 20 2T

-T
Si empleamos el desarrollo (11.1.2), queda:

T

' j t ~jnw t

-I[che o

(11.1.9)



-152-

Ahora bien, como:

T .
w -
lim —— o Blm-mt g (11.1.10)
2T m.n
T — &
-T
Resulta:
' % 2 jnw
R(T) = T || o 1 (11.1.11)
-0

De esta forma, hemos construido el desarrollo en serie de Fou-
rier de R(t) . La existencia de tal desarrollo pone de manifiesto que -
R(7T) es periddica. Los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de
R(t) son los cuadrados de los mdédulos de los coeficientes del desarrollo -
de x(t).

Para funciones x(t) que no sean periodicas, se aplica la transfor
mada de Fourier, que representa tales funciones de una forma similar a
como lo hacen las series de Fourier. La transformada de Fourier de la -

funcién x(t) viene dada por:

X(£) dt = F [x(t)] (11.1.12)
y la transformada inversa de X(f) por:
M -
x(t) = [ x(f) &P at (11.1.13)
-

Si x(t) no es periédica su espectro de frecuencias es continuo -
y el valor X(fo) ya no da la amplitud en fo al ser ahora impropio hablar
de armoénicos, sino que da la densidad de amplitud en un intervalo infinite
simal centrado en fb'

Lia transformada de Fourier es solamente aplicable a funciones -
representativas de sefiales de energia finita. No se aplica a las que tengan
potencia finita ya que como se toma un intervalo infinito, ésto implicaria
que tuvieran energia infinita.

Si hallamos la transformada de Fourier de la funcién autocorre-
lacién R( T) de una sefial periédica x(t) tendremos:

F [R(7) ]=f r(t) e Tay - / e, I.Z Hw - nw ) T

o] o0
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oo}
= 2 [C

T

nl §(f - n fo) = G(f) (11.1.14)
Esto es la transformada de Fourier de la funcién autocorrelacién es la -
funcion densidad espectral de potencia. Este resultado, denominado teore-
ma de Wiener-Kintchine tiene una validez completamente general y lo apli
caremos mas adelante.

Si x(t) no es periddica su espectro es continuo, como ya hemos
dicho. Se define también la funcidén autocorrelacidn y la densidad espectral.

Vamos a aplicar a continuacion los métodos aqui esbozados al -

caso en que x(t) sea un proceso aleatorio.

11.2. - DESARROLLO EN SERIE DE FOURIER DE UN PROCESO

ALEATORIO PERIODICO.

La descripcion de un proceso aleatorio x(t) puede realizarse -
utilizando la funcién de autocorrelacidn.

También es muy util la expresion en forma de serie de Fourier
sobre todo para aguellos procesos que representen sefiales,

Vamos a estudiar primero el desarrollo para un proceso periodi
co.

S6lo hay que hacer el estudio en el intervalo [0, T]por la perio
dicidad.

Se dice que un proceso aleatorio x(t) es periodico, de periodo T_,
cuando las variables aleatorias X(ti) v _x(’ci +T) son la misma para casi to
das las funciones muestra. (El término '"casi todas" implica que puede ha-
ber un conjunto de funciones muestra para el cual no sea valida la defini--
cién, si bien este conjunto se presentard con una probabilidad sensiblemen
te nula),.

Todo proceso aleatorio periddico admite un desarrollo en serie -
de Fourier cuyos coeficientes son variables aleatorias:

Consideremos un proceso aleatorio x(t) estacionario y periodico
de periodo T. Supondremos también que E [ x(t) J= 0. Su desarrollo en -

. . #
serie de Fourier, sera

; AN
x(t) = ¥ c ™o Ty = (11.2.1.)



con

-
o
1
.
la}
&
o]
(e

c =TT x(t) dt (11.2.2)

n
<, sera una variable aleatoria ya que la integral (11.2.2) sera distinta pa -
ra cada realizacion del proceso. Estas variables aleatorias, son ortogona-

les, esto es:

E(c . c )=0 (n 5 m) (11.2.3)

Esta propiedad solo es cierta para los procesos periodicos.En -

efecto, tendremos:

T T . .
1 -jn wot Jn U.)Os
E(c. . c) = E x(t) . x(s) e . e ds . dt
n m 2
T o] o

Recordando la definicién de funcién de autocorrelacién y cambian
do el orden de aplicacién de los operadores integral y E, resulta, repre-

sentando por R( t) la funcidn de autocorrelacidon de x(t),

M ] T pT j wo(ms-nt)
E(Cn . Cm) = ?f f R.(t - S) . € dS dt
o (o)

Al ser x(t) periodica, R(T) también lo es, y del mismo periodo T, por lo

que podra desarrollarse en serie de Fourier:

. 50 jnwo’l?;
R(t) =% a . e (11.2.4.)

]

Entonces:

: T : :
« ) o0 leo(t - 5) jw 0(ms - nt)
E(c c):~2— I oa e . e ds dt
n m . 5o
o Yo

intercambiando los operadores de sumacién e integracién y descomponiendo
resulta:
T . T
* 1 o i on(l - n)t on(m - s
Blegem) = T2 B2 e dt e ds
nom T - > o o
y, por consiguiente:

0; m=#1, n=~1

= (11.2. 5)
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- _ *y o oy
Entonces a, = u(c1 N ) = L(cl) = Var (cl).

g . .
De aqui, exiraemos dos conclusiones fundamentales:
1) Los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de un pro
ceso aleatorio periodico son variables aleatorias incorreladas. Obsérvese-

que la condicion (11.2.5) equivale precisamente ala anulacién del coeficien
te de correlacion de las variables c. v Cn: .

2) Las varianzas de las anteriores variables aleatorias son pre-
cisamente los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de la funcién
de autocorrelacion del proceso. La varianza de la variable aleatoria coefi
ciente del armonico de orden n(n fo) del desarrollo de x(t) es el coeficien
te del arménico del mismo orden en el desarrollo de R(7).

. ~ o e .
Si x(t) representa una sefial eléctrica, su energia media, es la -

° o o
media de las energias de cada una de las funciones muestra:

T 2
E(/ [ x(t) { ~ dt) (11.2.6.)

o

y la potencia media de la sefial sera:

T T
dat) = g(——lT—— x (t) xX{p dt)

o o

introduciendo el desarrollo en serie de Fourier de x(t), tendremos:

i1

L

1 o0 jnw t o —jmmot
> P = —— K Tce °. % cwe dt} (11.2.7.)
T n m
- 29 ]
o
recordando (11.2.5.}, queda: T
oQ
1 >0
P = =~ T a dt= Ta (11.2.8.)
T ! 1
- -
o

Por consiguiente, la potencia es igual a la suma de los coeficientes
. . « / .’ .
del desarrollo en serie de Fourier de la funcién de autocorrelacion. La densi-
N e
dad espectral de potencia sera:

00
G(t) = ¥ an5<f—n fo) (11.2.9.)

- 00

v, en efecto resulta
P =] G(f) df

[209]
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Vamos a comprobar que G(f) es la transformada de Fourier de

R(T). En efecto R(t) es por (11.1) igual a

: o0 jn o T
R(t) = T a_ e (11.2.10)
- 00 n
con 1 : -jnuoo T - )
a =5 . R(71) e dt (11.2.11)

La transformada de Fourier F [R( 1) ], sera:

&0 o0
(w-mnw )z
F R(7)]= R(v) e = T a e d1 =
.o 1
~ 0 - >
(11.2.12)
2]
= ?; S(f—nfo)

- - P
como queriamos demostrar. Esteiresultado que se ha obtenido aqui en un
caso particular, tiene una validez completamente general para cualquier -

proceso aleatorio y se establecera en (11.3.).

11.3.- EL ESPECTRO DE POTENCIA- DE UN PROCESO. TEORE-

MA DE WIENER-KINTCHINE.

Si consideramos a x(t) como representativa de un voltaje de tipo
aleatorio, el momento de segundo orden E [xz(t)] nos dara la potencia
media disipada cuando la tensién x(t) se aplica a los terminales de una re
sistencia de 1 ohmio. Este valor coincide con R(0) como ya se viéo en -
(10.9.). Suponiendo que la potencia media es finita, vamos a estudiar cé -
mo se distribuye con la frecuencia determinando lo que se llama densidad
espectral de potencia o mas brevemente espectro de potencia.

Como vamos a pasaral ambito o dominio de la frecuencia seri -
necesario aplicar a x(t) la integral de Fourier. Ahora bien, x(t) no se anu
lara en general en el infinito por lo que esta integral no es convergente -
por lo que el problema se inicia considerando una restriccion o truncatura

de x(t) en el intervalo [0, TJ (fig. 11.1.).
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//\“\//\\E/f o

Fig. 11.1.

En este caso ya existe transformada Fourier de xT(t)

>0 T

0= [ =0 eI a-l x

- 0

XT(f) es la densidad de amplitud para la frecuencia f. Se define la densi -

dad espectral de potencia de x(t), asi
2

EL]x.(9]7]
G(f) = lim 7 (11.3.2)
T— >
Como
| %92 - X (1) . XT* (9) L(11.3. 3)
Tendremos:
T T
E [,3{T(f) ' 2] = E f f x(s) x(t) er(s - ) ds dt
(11.3. 4)

Introduciendo el operador E dentro de la integral y recordando la defini

« 7 « . 7
cion de funcion autocorrelacion, resulta:

T T .
E[,XT(f)lzjsz R(t-s) ] ™t 8) 4o ar

(11.3.5)
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Haciendo, ahora, el cambio

T=1t - s
t=1
Tendremos:
T pT ° AT + 1T .
2 - -j WT
E[ |XT(f)| 7 = / R(7) e d T dt+ R(7)
. o %o
-T o
o
—jwT ' ‘ jwr, ' L -jw
e %arat =) R(7) . (T-7)ed®faz4rT R(t) . (T+7t)e™
o -T
y, en virtud de la paridad de R(1), podemos poner:
LY
1 2 _ T Ly -jwT
T E [| XT(f) |77 = (1 - = )JR(T) e dv (11.3.6)

-T

Cuando T-+>el primer factor del integrando tiende a la unidad -
y la integral se convierte en la transformada de Fourier de R(t). Por -
consiguiente, la funcion densidad espectral de potencia de un proceso alea
torio es la transformada de Fourier de la funcion autocorrelacion del pro-
ceso, resultado que se conoce con el nombre de Teorema de Wiener- -

. . I's R . P
Kintchine, como ya habiamos mencionado previamente. Asi:

oQ R .
10 T

Ga(f) = | R(v) e “ax (11.3.7)

3 -

v también:
. -] . T

R(t) = [ a@) & ¥ las (11.3.8)

- 0

Como R( T) es par, (11.3.7) puede también escribirse en la for-

o0
G(fy =2 | R(t). coswtd T (11.3.9)
(o]

Como también G(f) es par, podremos escribir (11.3.8) asi:
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- N .
R(t) =2 [ G(f) coswtdf (11.3.10)

(o]

La funcion G(f) que aqui hemos definido y calculado esta definida
para frecuencias positivas y negativas. Debido a su sumetria algunos auto-
res la. definen y manejan sélo para frecuencias positivas. Si llamamos -
G +(f) a la funcion densidad definida sdlo para frecuencias positivas se -

tiene:

G+H):2Gﬁ)dﬂ (11.3.11)

siendo u(f) la funcién escaldn unidad.
La potencia media total de la sefial X(t), que en (10.9.) se vié
que venia dada por R(0) se obtendra también por integracidn de la funcidn

densidad:

[>]
P = | G af (11.3.12)
- >
y por la paridad de G({)
o o0
P =2 G(f) af = [ G {¥) af (11.3.13)
() o ¥

quedando asi comprobada la relacién (11.3.11). Empleando cu(ﬂ, (11.3.9)

se transforma en: 29

G+(£) = 4 R(t) cosw 1d 7T (11.3.14)

y (11.3.10) en:
R(z) = G+(f) cos w T df (11.3.15)
o

Las relaciones basicas (11.3.7) y (11.3.8) y, por consiguiente,
todas las demas que se han deducido de ellas, seran validas siempre que
exista transformada de Fourier de R(7), lo cual ocurrird si R(7) es -
absolutamente integrable. Si R(T) es periddica, no podran aplicarse estos
resultados en el sentido de que G(f) no sera una funcién continua, sino que

. - . . « 7 o . .
estara constituida por funciones § . Esta situacién limite se ha visto ya -

en (11.2.). En éste caso puede observarse que
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@ %3

2

E[|X

G(f) = lim I (11.3.16.)

T—» T

En el caso en que x(t) tenga un valor medio no nulo (componente

de frecuencia 0), G(f) tiene una singularidad en el origen y entonces

Glf) af = {E[ x(t) ] } 2, fGl(f) af
(o} o

o bien
2
G(f) = {E [x(t) ]} & () + G(f) (11.3.17.)
En estos casos, es a veces util introducir la densidad espectral
normalizada
G, (f)
S(f) = (11.3.18.)

EJEMPLO.

Vamos a determinar el espectro de potencia de una sefial telegra
fica aleatoria cuya funcidn autocorrelacién fué calculada en (10.9.). Se -
tenfa:

R(7) = oy e-zx]rl

Aplicando (11.3.7) tendremos:

m ) - -
-2 AT
G(f) = 2E” / e 2 . coswtTdT

(¢]

y calculando la integral, resulta:

A

G(f) = (-o0¢ f 00) (11.3.19.)
2( AZ + nz fz) <

El valor de G () sera:

G (f) =—= - . (0 <f ¢ =) (11.3.20.)
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11.4. - DESARROLLO EN SERIE DE FOURIER DE UN PROCESO

NO PERIODICO.

En el caso en que el proceso aleatorio no sea periédico, las -
conclusiones anteriores no son validas. Entonces el espectro ya no sera -
discreto, sino continuo. El estudio se realiza tomando una restriccidn del
proceso en (0, T ) y haciendo que T —» & . Estamos aqui en una situa-
cién andloga a la que se plantea en el estudio de funciones no periddicas
mediante el método de Fourier.

Como se sabe, la funcidn se la considera periédica en|[ O, T7,
se establece su desarrollo en serie y semmsa al limite. Este método condu
ce a la integral de Fourier que es la que se utiliza para la representa- -
cién espectral de funciones no periddicas. Como la separacién entre dos -
armonicos consecutivos es inversamente proporcional a T, cuando T—s ®
esta separacion se hace infinitesimal y el espectro inicial discreto se -
convierte en continuo.

La condicién exigida para que una funcion sea transformable me-
diante la integral de Fourier es que su energia sea finita.

Consideremos, entonces, un proceso estacionario x(t) no periodi
co. Siguiendo las directrices anteriores, elegiremos T y lo supondremos -
periddico. Después haremos tender T a infinito. Tendremos:

jnw t ' -
o

o0
x(t) = I c e 0 = T (11.4.1.)
- 00

con I .
1 -Jjnw Ot
= — 11.4.2.
c T x(t) e ( )
o]

. Aa. .
la representacién es valida solamente en el intervalo [0, T] . Por ser

. . e M /4 .
el proceso estacionario, su estructura estadistica sera la misma en este
intervalo que en otro cualquiera de la misma amplitud.

Ahora R(T) ya no sera periddica. Se tendra:



x x JRWE -jmuw (t + 7)
R(v) = E[x(t) . x(t+7)J=[E =% c_ .c_ = e . e 1=
m n
jln-m)w t -jmuwt
= ¥ % E (c_. c*) e ° e °
n m
m n

resultado valido si t y t + T pertenecen al intervalo [0, TJ]dentro del -
cual se esta trabajando. Ahora, no se cumplird la condicién de incorrela-
.- * - . , ., .

cion de c,Y <, - Solo se consigue su satisfaccion en el caso limite para

T-—ex . En efecto:

L T
x ] Jmo(ms—nt)
E(c . ¢ ) =—5 R(t-s)e . ds dt
n’' m T'Z
o%¥%o

(11.4.3.)
Haciendo el cambio:
t -8 =mu
S
T
resulta:
] tl—V)
x jiw (m-n)vT Snw u
T. E(c_.c_ ) = e dv R(u) e du
n m
© -vT
: (11.4.4.)
Si ahora hacemos que T —» > , la segunda integral tiende al -

valor G(fn) constante e independiente de v y la primera tiende a cero, -

L)

luego:
*
lim T. E[c.c_ ] =0, (n #m) (11.4.5,)
n m
T—»
Si m = n, resulta:
Lim - ®y _
T_’MT. E(cn.cm ) G(fn) (11.4.6.)

siendo G(f) la funcidén densidad espectral de potencia del proceso dado -



-163-

%x(t).

Como en general los procesos que manejaremos seran reales, -
vamos a pasar los resultados obtenidos al campo real. Sea x(t) real. Su
representacidn en serie de Fourier, sera de la forma:

o0
= E H =+
x(t) 2 (an cos n.h)ot ; bn . sen nwot ) (11.4.7.)

Yy
1
a =T X(t) . cos nw t dt (11.4.8.)
o
58
b o= X(t) . sen nw t dt (11.4.9.)
n T ) o o
o

Las propiedades limite (11.4.5.) y (11.4.6.) se expresaran -

'd
ahora asi:

lim TLE[a,aj:O
T—poo

(m == n) (11.4.10.)

T —» o0 n m
Lim T. E [an . bm] = 0 (para todo m, n) (11.4.11.)
T—» 5

2 2
lim T.E [ ]= lim T.E[b ]:—LG(f) (11.4.12.)
T oo n T o0 n 2 n

El hecho de representar el proceso x(t) mediante una -
serie de Fourier se traduce en que obtendremos una representacion aproxi
mada para su densidad espectral continua G(f) en forma de una serie de -
funciones § equiespaciadas y de valor 1/T G(fn) con un intervalo de sepa--

. 1 . co
racion f - f =f z——y asi cuando T—>> esta separacion tiende a -
n + 1 n o T
P ~ N
cero y nos acercamos mas a la curva continua. (fig. 11.2.)

N . « 2 N P 4 ”
Volvemos a insistir aqui en que la situacion es analoga a la -

que se plantea en el paso de las series de Fourier a la integral de Fourier,
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% G(€)

-+ f

Fig. 11.2.
Hay un caso excepcional que merece: ser destacado.
Si x(t) es un ruido blanco, esto es, si su densidad espectral es
constante e independiente de la frecuencia, los coeficientes de su desarro-

« . g .
1llo en serie de Fourier estan incorrelados. En efecto, sea:
No

G(f) = >

(11.4.13.)

Aplicando el Teorema de Wiener-Kintchine (11.3.8.), se obtiene:

R(t) = & (1) (11.4.14.)
y repitiendo el calculo anterior se llega a:

* o}

N .T sen wo(m—n). T/2
E [Cri"cm] = > Ujo(m-n),T/Z ((].1.4:.15.)

y como T = 2 n/wo, resulta:

L YT smamen
[ em ° 2 T onmo )

de donde se deduce:

E [c_ cm*] =0, (m # n) (11.4.17)
NO. T
E [c <. J= [)cn] 1= > , (m = n) (11.4.18.)
por lo que N
1 2 . o
— E C |cn| ¥ = G(fn) (11.4.19.)
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11.5. - RELACIONES DE POTENCIA EN UNA RED LINEAL.

Estamos ahora en condiciones de ampliar el estudio realizado -
en (10.11.) sobre el comportamiento de una red lineal ante una excitacidn
aleatoria,

La funcién de autocorrelacién a la salida venia dada (10.11.3) -

por:
(o] [}
R, () = w(@) we)R (t+ 9-6) dg d§
o do
()l w(®) v
Fig. 11.3.
La potencia de la sefial de salida, sera Ry(O):
r] oG
Ry(O) = /W('@'). w('b)RX(& -6 ) dgdé (11.5.1.)
o &o
Haciendo el cambio ’cl =% - 6,9 =98, tendremos sucesivamen -
te:
00 /BOQ . . . ® . . o0
= Q- L - :
R(0) = [ [ w($) w(e - v) R (1) a8 ar, J R (t)ar, [ w(s)
o Yo o o
. w(% -t) as (11.5.2.)

o
La funcién G ’Cl) :/ w($) . w(® - ‘Cl) d 9, representa la -
()

convolucion de w(& ) con w(-9):
G('L’l’) = w($) % w(-9) (11.5.3.)

Si hallamos su transformada de Fourier, y llamamos H(f) a la

transformada de w(9), tendremos transformando (11.5.3.):
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FLG(t,) ] = HE . H 9 = | H()| 2 (11.5.4.)

Dadas dos funciones f(t), ¢ (t) cuyas transformadas de Fourier

son F(f), ® (f), el Teorema de Parseval establece que:

£(t) . @(t) dt = | F(f) . ®(f) df (11.5.5.)

0) = ' .
Ry( ) R (7). G(t)) d7 (11.5.6.)
Si aplicamos a (11.5.6.) el resultado (11.5.5.) recordando que -

F[ RX( ’t'l) = GX(f), densidad espectral de x(t), tendremos:

R (0) = | G_(f) .|H(H)| = af (11.5.7.)

que nos da la potencia de la sefial de salida de la red. Observamos que -
f H(f)] 2 es el factor por el cwal la red atenua la potencia a la frecuencia
f, lo que da una interpretacion fisica al Teorema de Wiener-Kintchine, Se
sigue de aqui que la densidad espectral de potencia de la sefial de salida -
y(t), sera:

G:(f) = G_(f) . | H(Y) | (11.5.8.)

que es la rel:. :io. que liga las funciones densidad espectral a la salida y

a la entrada de la red o filtro lineal, en funcién de la respuesta con la -

frecuencia de dicha red, dada por | H(f) |

11.6. - APLICACIONES . IDEAS SOBRE RUIDO.

Una sefial aleatoria cuyo espectro de potencia sea constante e -
igual a NO/Z, se denomina impulso o ruido blanco. Esta sefial no es fisi-
camente realizable ya que al ser la densidad espectral constante sobre to-
do el margen de frecuencias, necesitariamos para generarla una potencia

.
infinita, segun se deduce de la relacion:

oS > N . df
=R(0) =2 [ G () df =2 -2 - x

media 2
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. - . [ - -
Sin embargo, se maneja este ruido tedrico. Su funcién de auto -

. ”
correlacion sera:

) jwT 1 N ;osm: N, '
R(T) = f fzo——— 9 Mmoo — 928
(1) GO()e d o > e d w > 6 (T) (11.6.1.)
- 09 - >0

o sea, una funcién impulso ( 8 de Dirac) aplicada en t = 0.
Si este ruido se aplica a un filtro ideal cuya frecuencia de corte

e . .
es f , y cuya funcion de transferencia, en consecuencia, es:

-b’
H(t) = -
(t) K fb < f< fb
(11.6.2.)
H(t) = 0 f
(t) EIEEN
A
H(f)
. » f
- L
fb .fb
Fig. 11.4.
el espectro de potencia a la salida, aplicando (11.5.8.) sera:
No 2
G(f) = —— K | £] <£
2 —
(11.6.3.)
G(f) = 0 1] > £
y la funcion autocorrelacién de la sefial de salida:
N K b jw',c ) .NOKZ. jo v
R('t):——*-*—z—-—- e df = —— > e dw =
_fb
(11.6.4.)
2 W
T i T
} Nof:.b sen W T
- YARN ‘ w,

E1l ruido de salida de la red anterior se llama ruido de banda -

limitada y, como hemos visto, su espectro es:
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G(f) = N_ £ <f <,

G(fy = 0 en los demas casos.

Este tipo de ruido es fisicamente realizable ya que

f

_=[ % N ar=NB (11.6.5.)
media o) o}

siendo B = fz - fl el ancho de banda.
Si a la salida de un generador ideal de ruido blanco se coloca -
un filtro cuya funcion de transferencia es H(f), el espectro del ruido de -

[} ’
salida sera

(11.6.6.)

y la potencia media de ruido de la salida sera:

r_ =2 N |H(f)|2 df (11.6.7.)

»
max

Fig. 11.5.

Si ahora consideramos un filtro cuya funcién de transferencia sea
B . I _
rectangular, de altura H__  entre f, y f,, esta potencia sera (1 = H(fo) )

max
(fig. 11.5.)

2
P =N |H(fo) | B ; B =f, -1 (11.6.8.)

a Bn se le llama ancho de banda equivalente para el ruido del filtro que consi-

rd
deramos. Resultara:



-169-

2 f | F(9) | % as
o _

)

B
n

(11.6.9.)

| 5,

Por ejemplo, sea un filtro paso bajo RC (fig. 11.6.)

]

 — .
E
——cC
Fig. 11.6.
Su funcién de transferencia es:
H(f) = L A 1
I 4 f/fo 2 TRC
vy ademads H .~ H(fo) = 1. Aplicando (11.6.9.) el ancho de banda ejuivalen-
te resulta:
Vo]
voe]
5 -2 L ape— 2 ey £ - L
1+ (f/fo) 2 TRC o 2RC
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XII.- PROCESOS DE MARKOV.

12.1. - INTRODUCCION. GENERALIDADES.

Supongamos un sistema que puede adoptar una serie de estados
que designaremos por El EZ ..s... B vy tal que en unos instantes deter-
n
minados t, t, ..... (épocas) puede producirse un cambio de estado o tran

1 2
sicion. Estas transiciones obedecen a unas determinadas probabilidades, -
que llamaremos probabilidades de transicidon. La evolucidn del sistema, es
decir, la sucesidn de diferentes estados en el tiempo, constituye un proce
so aleatorio, una de cuyas posibles realizaciones se ha representado en -

la figura 12.1. Suponemos que el sistema permanece en el mismo estado-

rd . . s .
entre cada dos epocas consecutivas. Diremos ademas que en el instante -

A
®10 —
E i i
9 E8 : |
Eq — !
0 | I :-——--,—'-—1
6 | I : | i
Eg | | ! | i
o e
[
Eq I | — ¢
! ! | ! [ | ! B
t /
to tl 1:‘2 t3 t4 5 t6 t7 t8 epocas
Fig. 12.1.

t. el sistema esta en el estado Ek sl permanece en Ek
J

t, + 1). Asi en el instante tz el sistema estd en el estado E4, en el t6, -

en el intervalo (tj,

en el EZ’ etc.
Se llama probabilidad del estado Ei a la probabilidad de que el

sistema esté en el instante k en dicho estado y se representa por

p. (k)

En este instante k;, tendremos por consiguiente, un conjinto de -n
probabilidades, para todos los estados posibles. Esté conjunto de probabilida

des, puede disponerse en forma matricial como un vector fila

] = [0 oo » (x]] (12.1.1.)
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que llamaremos vector de estados del sistema en el instante t = k, o vec
tor estocastico. Este nombre se le aplica por ser:

}jpi (k) =1 (12.1.2.)

1
También para todo i, se tiene: 0 < P, (k) < 1.

La probabilidad de que encontrandose el sistema en el estado Ei
ent =k, haya ent = k + 1 una transicion al estado Ej se representara
o P (K)

1)
y se denomina probabilidad de transicidon. Al conjunto de todas estas proba
bilidades se le puede disponer en forma de matriz cuadrada. Tenemos asi

. . . « . e .
constituida la matriz de transicion, o matriz estocastica, que representa -

remos por P. En ella, se tiene:

(1) o 2 pij(k> L1 para todo (i, j)
) (12.1.3.)

ya que elsistema alcanzara algin estado en t = k + 1. La matriz P esta -
formada por vectores estocasticos. Si el elemento pij de P, es cero, esto
indica que no es posible la transicion del estado Ei al Ej.

Todo proceso como el descrito, constituye una cadeaa de Markov
de primer orden. Es caracteristico de estos procesos o cadenas de primer
orden, el hecho de que la probabilidad de alcanzar un estado cualquiera -
Ei dependa del estado anterior Ej, dependencia que se manifiesta en la -
necesidad de conocer el conjunto de probabilidades (pij) para poder estu- -
diar el proceso.

Puede ocurrir que la probabilidad de alcanzar el estado Ei depen
da no ya del estado anterior, sino de los k estados precedentes. Las -
probabilidades de transici entonces de la forma p(Ei ]Ei ......

Ei ) v el proceso constituiria una cadena de Markov de orden” k. -
Se estuéilarén aqui solamente las de primer orden por ser las mas impor-
tantes y sencillas.

Las probabilidades de estado en el instante k + 1, vendran dadas

por:



p. (k +1) = 2 p. (k) p.. (k) (12.1.4.)

como consecuencia del Teorema de Bayes. Si conocemos el vector[ pi(O) ]

. e . N
y la matriz estocastica P, tendremos completamente determinada la cade-
na, en el sentido de que podremos conocer todas las probabilidades de es

. -,
tado en cualquier epoca.
. . 4

Una cadena se llama estacionaria o temporalmente homogénea, -
. . 4 o °
si la matriz P no depende de la época k. En lo sucesivo consideraremos

solamente este tipo de cadenas. En este caso la expresion (12.1.4.) sera:

pj(k +1) =z p. (k) P (12.1.5.)

Si designamos por [p(k)] el vector fila [pl(k) c.. p (k) ], pode

n
mos escribir en forma matricial

[pik + 1) 7 = fpk)7]. p (12.1.6.)

ecuaciéon que nos da todas las probabilidades de estado en el instante -
k +1.

Una cadena puede representarse graficamente en la forma si- -
guiente:

Los diferentes estados se representan por puntos y las transi- -
ciones por lineas orientadas que los unen, indicando sobre cada una de -
ellas la probabilidad de transicién correspondiente.

Poreiemplo. Sea i un sistema de 4 estados, cuya matriz P, es:

0,1 0,3 0,2 0, 4

0,6 0,2 0 0,

0,5 0,3 0,1 0,1
0 0 0,2 0,8

La representacién sera: (fig. 12.2.)



12. 2. - PROPIEDADES DE LAS MATRICES ESTOCASTICAS.

I.- La propiedad estocastica I pij = 1, puede escribirse de -
otra forma interesante. Sea U el vector ’
1
1
U =|.
1

entonces la propiedad estocastica puede escribirse en la forma
P.U=U (12.2.1.)

como facilmente se comprobara. La relacién (12.2.1.) prueba, ademds, -

que 1 es un autovalor de P y que U es un autovector por la derecha. Ade

mas (12.2. 1.) puede también emplearse para probar que el producto de -

matrices estocasticas es otra matriz estocastica. En efecto, sea P yv Q -
estocasticas y R = P Q . Se tiene aplicando (12.2.1.):
Q. U=1U

multiplicando a la derecha por P:
P.(Q.U)=(P.Q.U=P.U=U
luego, R.U=U (12.2.2.)

. . . e . .
y, en general, las potencias de una matriz estocastica son matrices del -

mismo tipo.
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II. - Supongamos que deseamos calcular la probabilidad de tran -
sicion del estado Ei al E, pero al cabo de dos saltos. Si representamos -

esta probabilidad por pij tendremos que:

(2)

5 (12.2.3.)

= X P v Py
klk kj

De aqui se deduce.que el conjunto de todas estas probabilidades,

es una matriz igual a P

2 2
[pgj) ] = P (12.2.4.)
En general, puede considerarse pign) que sera la probabilidad -
de pasar de Ei a E. al cabo de n saltos, y la matriz[ pl(JH) ] sera =
En conclusidén: Si P es una matriz estocastica, también lo son las -
P'(i=1,.... n). De la ide.i¢ad matricial P~ 7% = P | P”, se dedu
°° (m. +n) (m) (n)
P, = 2 p. - P,
ij K ik ij (m, n > 0) (12.2.5.)

Las ecuaciones (12.2.5,) se denominan de Chapman-Kolmogorov
y constituyen una generalizacion de (12.2.3.) que es el caso mas elemental

de aplicacién de las mismas.

JII. - Consideremos una cadena cuya matriz sea la forma

(12.2.6.)

.........

siendo A y D matrices cuadradas de 6rdenes k y n - k, respectivamente.
Sea C el conjunto de estados (E1 e Ek). Evidentemente, es imposible

. « 7 - o 3 3
pasar en una sola transicion de un estado incluido en C a otro no incluido

e Fd .
en el y, reciprocamente, es decir:

1 =0 (12.2.7.)
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yva que sera 0 <i <k y k + 1 <j {n vy, por comnsiguiente, pij sera un
elemento de la submatriz 0 situada en la parte superior derecha de la -

matriz (12.2.6.).

- . . . .«
Vamos a estudiar si es posible efectuar la transicion en dos -

etapas. Se tiene:

Pij = X Py Pyt P Pyt
(12.2.8.)
2 p., - P, =0

En efecto: Como j # C, en el primer sumando es nulo, plj y -
en el segundo 1 g C, luego es nulo P (Condicion (12.2.7.) ) y, en gene-
ral p,. = 0 para todo n > i (i €C, _]I/C), luego es imposible alcanzar cual

i - i3

quiera delos n - k estados (E, . ..... En) a partir de los E

k +1 1 k)'
Se dice entonces que la matriz P (y consiguiente, la cadena) es reducible

va que A y D representan cadenas independientes entre si que pueden estu

diarse separadamente. Los dos conjuntos de estados (_El ...... Ek) vy -
(Ek’ o . En)’ se denominan entonces aislados o cerrados. En el -
caso particular de ser k = 1, al estado E1 se le llama estado absorbente.
IV.- 8i P es de la forma
k n - k
x { /& o
= | ..... N (12. 2. 9.)
n - k{ C D

donde A y D son matrices cuadradas, el paso de cualquiera de los esta- -

dos (Ek IEEE R Ek),

probabilidades de transicion correspondientes constituyen la submatriz C. -

En) a cualquiera de los (E es posible, y las

También son posibles las transiciones de un estado a otro dentro del gru-

po de estados (Ek PEEREREY En), (Las probabilidades correspondientes -
forman la submatriz D) y lo mismo ocurre dentro del grupo (E1 Ek)’

(submatriz de probabilidades A).

Sin embargo, no es posible el paso de un estado del grupo -

a otro del grupo (E

..... E e En) . Esto supone que una

k> k +1
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vez que se abandone uno cualquiera de los estados (E En) ya no

k + I

no se vuelve a alcanzar. Por esta circunstancia a tales estados se les lla
. . P " -’

ma transitorios. La probabilidad de que el sistema este en un estado -

. ° s s PR . . .

transitorio, tiende a cero cuando el numero de transiciones tiende a infini

to. Una propiedadandloga la presenta la matriz 'simétrica" de la anterior,
A B

0 D

V.- Supongamos que la matriz P es de la forma

k n -k
—~— ~A
k 1/ 0 B
el (12.2.10.)
n-k {\ c o
y sean: « el conjunto de estados (E1 e ”Ek) y B el conjunto (Ek bl En).

Dada la estructura de la matriz son posibles las transiciones de un estado
de « a otro de [ y viceversa, pero no lo son las transiciones entre esta -
dos de un mismo grupo. Por consiguiente, -el sistema ''oscilard'' entre «
y g , esto es, presentara alternativamente estados del grupo « y del gru-
po B. A este tipo de cadenas se les llama periddicas y por extension se

aplica el mismo nombre a la matriz que las representa.

12. 3. - ECUALCION DINAMICA DE UN PROCESO DE MARKOV,

Se denomina matriz dinamica del proceso, a la
D=P -1 (12.3.1.)

Siendo I la matriz unidad, esto es:

1l D
P11 P12 Pin
Poy Py, ~ 1 Pon
D =
P o ovreed e p -1
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en D se verifica:

0< d,

1jgl(l#j)-1<__di,<_0 2 d,.=0 (12.3.2.)

i . ij
La ecuacion (12,1.6.) puede escribirse:

[P (K + 1)]= [p(x)] . [D+ 1]

(12.3.3.)
[p (K +1) - pK)] =[p(x)]. D

« . . o . e
Esta relacion es util y permite el empleo de ecuaciones en deferencias fi-

. .. i
nitas que utilizaremos mas adelante,

12.4, - CADENAS REGULARES.

Se dice que una cadena de Markov es regular cuando la matriz
P’ para algin valor de r tiene todos sus elementos estrictamente posi -
tivos (no nulos). Si esta propiedad se cumple para r = T también sera
cierta para r > r, Si representamos por [p(O)] el vector de probabili -
dades de estado para t = 0, se tendra para la época r:
r
[e(r)] = [p(0)] . P (12.4.1.)
Las cadenas regulares presentan una propiedad muy importante
que es la siguiente: Si r —» ™, P tiende a una matriz en la que todas sus

. . 4
filas son iguales entre si:

lim P° = Q = [ .iiiiiii.., (12.4.2.)

y, por consiguiente, el vector [p(r)] en el limite resulta independiente

del vector [ P{0)]. En efecto, haciendo r— 2 en (12.4.1.) se obtiene:

B
B

[p(x)] = [p(0)] . @=[p; z » (0)...... , p 3 pj(o)] (12.4.3.)

j=1

pero por ser [p(O)] un vector estocastico



luego

[e(x)] = [Cp, --- 2] (12.4.4.)

n

que es independiente de [p(0)] como se queria demostrar.

A este wector limite le representaremos por = Yy sus compo-
nentes constituyen el llamado régimen permanente o estacionario del pro -
ceso. La propiedad asintdtica del vector [p(r)] gue acabamos de estu- -

. sq. .« 7 . . « 7 .
diar se utiliza tambien como definicion de los procesos regulares. Apli- -

cando la ecuacién (12.1.6.) se tiene:

[p(x +1)] = [p(x)] . P (12.4.5.)

y haciendo r — %>, obtendremos:

pl=p%. P (12.4.6.)

por lo que el vector P *del régimen permanente es un autovector por la
izquierda de la matriz P, correspondiente al autovalor A= 1,

Si hay regularidad en una cadena, necesariamente la distribucidn
estacionaria es unica. En efecto, supongamos que hubiese otra V. Se ten-
dria (para todo [p(O)]) :

P =[ p(o)] (12.4.7.)

En particular, haciendo [p(O)] =V

P¥=v.Q (12.4.8.)

V=V.Q (12.4.9.)

de donde

Sin embargo, el reciprocn ~a ¢s ticiin,Puede haber unicidad en la
N . e . . . . . 7 s . .
distribucion estacionaria, para una distribucion inicial dada, o bien puede

. r
existir lim P vy la cadena no ser regular.

r—p
‘ . s Z . . . . .
Lia distribucion estacionaria se obtiene a partir del sistema de -

ecuaciones (12.4.6.) que detallamos a continuacidn:



Py:Pyypt Pp-Pp? * PP TPy

Pp-Pip TPy Ppp 7 P P2 = Py

(12. 4.10.)
p 'p_'_ —-

1 “idn +PyPy t oot PP TP

que puede también ponerse, utilizando la matriz dinamica, en la forma:
P". D=0 (12.4.11.)

Id . e s 7
Como se vera, se frata de un sistema homogeneo, que admitira

una solucién distinta de la trivial si !D | = 0. Ahora bien
D] = |P-1=0
ya que A = 1 es un autovalor de P, por ser ésta estocastica. Por consi--

guiente, el sistema (12.4.10.) sera indeterminado. Si aplicamos la condi-
cidn

- e - =1 .4.11.
P+ P, + FP (12.4.11.)

quedara determinado y se obtendran entonces los valores de las probabili-
dades correspondientes a la distribucidn estacionaria.

Ya hemos dicho que la existencia de la distribuciéon estacionaria,
no implica que la cadena o proceso de Markov sea regular. La comproba-
cion de la regularidad de un proceso, se basa en el estudio de los autova

lores de la matriz del mismo, P. Tal estudio conduce al siguiente

TEOREMA. - La condicion necesaria y suficiente para que un -
proceso de Markov sea regular es que los autovalores de la matriz del -
proceso P sean de moédulo inferior a 1, salvo uno de ellos que valdra -
siempre 1. En estas condiciones, la distribucién estacionaria correspon- -
diente es el autovector por la izquierda, correspondiente al autovalor 1, -
de la matriz P.

La condicidén enunciada se cumple si la matriz P no es reducible
ni periddica, en el sentido expuesto en [ 12.2.]

DEMOSTRACION. -

.’
Vamos a hacer la demostracion para el caso en que los autovalo
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res de la matriz P, sean reales. [ La demostraciéon general para autovalo
res complejos, puede verse en Feller "An Introduction to the Probability
Teory and its applications' ]

Sean los vectores

los autovectores por la izquierda. Sean A TRRRRE A los autovalores de
n

, N e
P. Se tendra, por definicion de autovectores:

P.V,=A, .V, (12.4.12.)

WL P = A, . W (12.4.13.)

V.. W' =W.,. V! =K .§ . (12.4.14.)
R ij

siendo K una constante y 6 i las deltas de Kronecker. Podemos ''mormali
i all

« aae? . oy .
zar'' tales vectores, dividiéndolos por \(K vy, en lo sucesivo, admitire- -
mos que se manejan normalizados aunque conservaremos la misma nota- -

' .
cion para mayor sencillez. Entonces tendremos:

LV = 6 (12.4.15.)

V.. W, =W )
J J 1 1

1

Vamos a demostrar la propiedad de ortogonalidad. Si en (12.4.12)

multiplicamos a la izquierda por W), se tiene:
J

W, P .V, = A, WV, (12.4.16.)
j i i3 i

pero aplicando (12.4.13.) resulta:

WL, P .V, = X, W V, (12.4.17.)
J 1 ] J i
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luego

A, WLV, = AL W'V, (12.4.18.)

de donde para j #* i si los autovalores son distintos:

wL. vV, = 0
j i

Consideremos, ahora, las matrices

1
v |
Y
n
W
1
W = .
w
n
A
1
. =
A
n

El conjunto de relaciones (12.4.12.) y (12.4.13.), puede escribir

se en la forma:

P.V=V.L (i2.4.19.)
W'.P=L. W (12.4.20.)
y la condicién (12.4.15.) sera:
W',V =1 (12.4.21.)

siendo I la matriz unidad. De (12.4.19.) y (12.4.21.), se obtiene la rela-
cidn

P=V.L.W (12.4.22.)

que permite la descomposicion de la matriz P. Desarrollando (12.4.22.) -

./
se obtiene una expresion de la forma:
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P =i Al +A A+ .+ A A (12.4.23.)

1 2 n n

Las matrices Ai se llaman matrices de base de P y son de la -

forma

i i i
o bien, detallando

Vo W, e vV,. W
1i il li in
7

i

v W, e vV . W

ni il ni in

Estas matrices son ortogonales. En efecto:

A = . 1 . VAR i j
Aij V.. W Vj V\j 0 (i 5 jlpor (12.4.4.)

. .. . 2
Tambien son idevipotentes. Esto es: A, = A, En efecto:
- i i

A, . A =V, WL v W =V, W' =A,
i i i i 1 i i i

por el empleo de los vectores normalizados V., y W!. Por consiguiente, -
1 1

en general, Air = Ai.

Recordando (12.4.15.) se comprueba la relacidn:

n
Z A =1 (12.4.24.)
. 1
i=1

Estamos ahora en condiciones de poder expresar la potencia -
m-sima de la matriz P de una forma cémoda para el estudio. En efecto:

2 n 2
P =L 32 A, A ]
. i
i=1
y desarrollando, teniendo presentes las propiedades de las matrices Ai que

acabamos de ver, se obtiene:

n
2 2
P = I A A, (12.4.25.)
. i i
i=1
y, en general, n m
1= R X NoA (12. 4.26.)
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que es la forma candnica que representa la potencia m-sima de la matriz
P en funcidn de las matrices de base y de los autovalores. En[12.2. ] se
vié que hay siempre un autovalor igual a 1. Supongamos que es A, la ma-

1
triz de base que le corresponde. Tendremos entonces:

n
P = A + 3z AT A, (12.4.27.)
1 j=p 1 i

I.a matriz A1 sera:

Siendo Vl’ el autovector por la derecha correspondiente al autovalor A = 1.

También se vié en [12.2.] que

1
1
V1 = .
1
por consiguiente
VJ'
1 n
p™ M T xzn A, (12.4.28.)
. i=2
T
.Wl

Si las )\_i son distintas, su modulo es menor que 1. En efecto. Sea &« el

vector (OC1 OCn). Formemos el sistema:

| (P -2 pot] =0 (12.4.29.)

Fd . «
Este sistema sera compatible para los valores A, de A raices de la ecua-

cién caracteristica, pues para ellos | P - A1 I = 0. Supongamos resuelto
el sistema (12.4.29.) y sea Ofl oo una solucién distinta de la trivial.
Sea

E o= mi (&) &y &, |)

Se tendra:

[och] .]Ph1+.ﬂ,.+ P2 [&1 Ph1+...+o( :,“hxil

de donde In.] ¢ 1

1
Como consecuencia y volviendo a (12.4.27.) si hacemos m—>060,

I
quedara:



Ww!

. . . o . ° . .
Existe, pues, la distribucion estacionaria que coincide con el -
autovector por la izquierda de la matriz P correspondiente al autovalor -
./
A = 1. Queda asi demostrado el Teorema.

Un proceso de Markov es ergodico cuando es posible la transi-

. 2 . . .. < a
cion de un estado cualquiera a otro en un numero finito de pasos. Todo

4 oaa . . o A o
proceso regular es ergOdlCO, si bien el reciproco no e€s cierto. Asi un -

o« ? 9. 4 1.
proceso periodico es ergodico, pero no regular,

12.5. - CLASIFICACION DE LOS ESTADOS.

° P
Supongamos que partimos del estado E, y llamamos n al nume
i £
ro de pasos que da el sistema hasta alcanzar por primera vez el estado -
N . . Ie o .
E,; n es una variable aleatoria discreta, cuya funcion de cuantia asocia-
n . .. n
da representaremos por f() (que sera el elemento ij de P7), n repre- -
1)
I . 7 . .
sentara tambien el tiempo que es preciso esperar para observar el estado

E, partiendo del Ei. Su valor medio lo representaremos por p,j y es:
j i

7 (n)

pij: zlj n. f,, (12.5.1.)

1]
La probabilidad de alcanzar ! j partiendo de Ei’ por lo menos una vez, -
serd:

[0 ]
f,= % £, 0g £..¢ 1 (12.5.2.)
1

E.; f(n) , Tre
ii =
presentaré la probabilidad de volver por primera vez a E, al cabo de n
| 1

Andlogamente, podemos definir estas magnitudes cuando Ej =

e e . . . 4
saltos. Aqui n, se llamara tiempo de recurrencia y su valor medio sera:

R, =2 D £n) (12.5.3.)

¢ o= % £n) (12.5.4.)
1

Si f,, = 1 el estado Ei se llama persistente y si fii< 1, transitorio. Si -
ii : _
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no,, =0 el estado persistente se denomina nulo, si .. (o es no nulo.
ii ii
« 7o . .
Un estado E, se llama periodico de periodo T > 1 si el retorno
i
e . .
a E, ocurre en las epocas T, 2T, .... etc. Si no existe un valor T que
i
. ' / . . .
cumpla esta condicion, el estado se llamara aperiodico. Un estado persis-
o .« 7’ - /s .
tente que no es nulo ni periodico, se llama ergodico.

De acuerdo con estas definiciones, podemos establecer el siguien

te Cuadro de clasificacidn de estados:

‘
( Persistente Nulo
(o Recurrente) No nulo
Estados< Ergodico
Transitorio { Apericdico
Periddico
\

\

. .« ” . . . .
A continuacion, sin demostrarlos, algunos criterios que permiten
determinar el tipo de estado. Estos criterios, debidos a Feller, parten -
de las matrices estocasticas del proceso.

I. Si E, es transitorio, la serie

20 plo) (12.5.5.)
z
1A
converge, pero si es persistente, diverge, si bien en este caso P(n) —3 0
para n—>» %,
1I. Si Ej es ergaddico,
}J.jj<°° y P(n) = —l——(independiente de n)
jj .
3 (12.5.6.)
Si E, es persistente, no nulo y periddico de periodo T
J
T T
.. <00 yplo T o T (12.5.7.)
JJ JJ B i3

12.6.- APLICACION. MOVIMIENTO ALEATORIO DE UN PUNTO.

Supongamos un punto material que en el instante t = 0 esta situa
do en el origen de coordenadas. Este punto se va a mover en la forma -

Id . . .
siguiente: cada segundo efectuara un salto, hacia la derecha o hacia la iz-
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quierda, pero siempre de amplitud unidad. La probabilidad de que lo haga
hacia la derecha se designara por p, y hacia la izquierda por q = 1 - P
Diremos que el sistema esta en el estado E, cuando el punto estd en la -
abscisa j(positiva o negativa), j toma pues, valores enteros.

En principio, suponemos que el punto puede moverse sin ningin
obstaculo, por lo que hay infinitos estados. En la figura 12.3. se repre--
senta una parte de una de las infinitas evoluciones posibles del sistema.

AEstados

=
w

B

|
0 ! 2 3% P > Epocas
1 | |

Fig. 12.3.

La matriz de transicién sera infinita y tendra todos los elemen-
tos nulos salvo los de las dos lineas paralelas a la diagonal principal que

voldran p y q.

-1

........ 0 a 0 P
EO P -
) 0 0 q 0
1
E, V. 0o 0 0 g

El vector de probabilidades de estados para t = 0 sera:

[p(0)J=[...c... 0100 ........ 7 va que sdlo es pO(O) = 1, y para’ -
cualquier i, pi(O) = 0.
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El vector de probabilidades para t = 1, sera:
CLP)]=P (0)]. P

resultando

Ceqnyd=1"L....... 0, 4 b,Pr0s..... ] (12.6.1.)

es decir:

PE |E )=p

y todas las restantes transiciones tienen una probabilidad nula,

Analogamente se obtienen:

2
[P(2)]=T[..... 0, 47, 0, 2pg, 0, p-, 0,...1(12.6.2.)
Estados ..... E—Z E_l Eo E1 E2 ......
3 2 2 3
[P(3)] =[0, g, @, 39 p, ¢, 3p94, 0, P, O0.vurvon.. ] (12.6.3.)
Estados E E E E E.E_E_ ,......... Podemos calcular el vec
-3 -2 o 1 2 73 =

tor [P(m)] por este procedimiento, pero es mas comodo el que se expo

ne a continuacion.
Supongamos que deseamos calcular pn(m), esto es, la probabili-
dad de que la particula llegue al punto de abscisa n en m saltos. La

particula habra efectuado h saltos positivos y k negativos, luego:

h - k

1
=

(12.6.4.)

3

h+ k

La probabilidad de que efectie h saltos positivos y k negativos es

m
> pP g™ h (12.6.5.)
h

por consiguiente, ésta es la probabilidad de que, partiendo de x = 0, se

encuentre en x = n al cabo de m saltos. Por (12.6.4.) podemos escribir

(12.6.5.) asi:
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una vez fijada m, los valores posibles de n, son:

-mm, ~(m=-2), -(m-4),....., m-4 m-2, m

Para calcular el valor medio del desplazamiento neto n, obser -
vemos que:

n="hnh-%

luego: _
h - k

=
I

- 3 . I
pero como h y k siguen una ley binomial, sera:

_1—1:rn.p - E:m,q

de donde n = m . (p - q) (12.6.7.)

- 7
Lia varianza sera:

Var (n) = 2mpq (12.6.8.)
Sip<g, n< O
Sip = q, n =0 yVar(n)z—r—;—,
Sip>q n>0

2
La matriz P, del proceso es:

,,,,, q 0 2pq 0 P 0 0
2
P2 = ... 0 q 0 2pg O P 0
2

3 ,
y, analogamente la P, sera:
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2 2 3
..... 39 p 0 3p g 0 P 0 0 0 .....
2 3
..... 0 3qg p 0 3p q 0 P 0 o .....
3 2 3
..... q 0 3gp O 3p q 0 ) 0 .....
3
P = 3 =rp
..... 0 q 0 39 p 0 3p gq 0 p3..... L
3 2
..... 0 0 q 0 3g p 0 3pq O0.....
3 2 2
0 0 0 q 0 3g p 0 3p ¢g
..... 0 0 0 0 0 0 0 0 .....
o m s Id
Puede asi calcularse Pij , pero es mas comodo que el ir mul

tiplicando sucesivamente las matrices, emplear un razonamiento similar -

al que nos condujo a la determinacién de [_‘Pn (m)] . . 'eseamos calcular
(m) ,
pij . Observemos que
(m) _ (m) _ _(m) _ (m)
Ph T Pon " P j-i Py (12.6.9.)
En efecto, Pirr;) es la probabilidad de alcanzar | en m sal-

tos partiendo de i. Por la naturaleza del fendmeno esta probabilidad es -
igual a la de alcanzar j - i partiendo del origen. Por consiguiente, pode—

mos emplear la expresion (11.6.6.) poniendo n = j - i. Tenemos:

m
(m) m+ j - i m 4+ j - i m-j+ i
Pij ° 2 P 2 -4 2
(12.6.10.)
los valores de j, seran:
-(m - i), -(m -1+ 2, .... (m+ i) -2, m+ i
si j = i, se tiene:
(m) "/“ \ m m
pe = 0,20 L p q (12.6.11.)
1,1 '\ ’ 2 2

3
()]

i
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y resulta ser independiente del estado E,. Vamos a estudiar el comporta-—
i

miento de (12.6.11.) cuando m —300 lo que nos permitira clasificar los -

estados.
Tendremos:
m/Z
p ,(n,l) - m ! . (p. )
i, 1 . 2
)
[5) 1]

y aplicando la féormula de Stirling: n! ~ ( % )n . '\, 2tm, haciendo m =

Id
= 2n, quedara:

(—2—1}—)211 . I\IZTC 2n n
(2n) € ( n (4paq)
p,. = (p.@) = —/——
. ( n )Zn . 20T n ‘\/71 . n
e
Sip # 1/2, 4pq<lyla serie geométrica ¥ (4 p q)n es mavyorante de

2 .

la X p.( .n) luego esta es convergente. En este caso todos los estados -
i, 1

son transitorios (Criterio I de 12.5. ).

: (2n) . | o
Sip = 1/2, 4 p g =1 y entonces la serie I p, ; €S divergente, si bien -
pngl) —» 0 para n —» ® por lo que los estados son persistentes y nulos.
i, 1

En cualquier caso los estados son periédicos de periodo 2 y -
n
L= \fnn /(4paq) <o,
pJJ

12.7. - MOVIMIENTO ALEATORIO CON BARRERAS ABSORBENTES.

Vamos a suponer que en x = 0 existe una barrera absorbente, es
. . 4 . 3 .
decir, si el punto movil en su recorrido alcanza el origen, ya no se mueve

/ «
mas y el proceso termina. Tendremos entonces;

iv 1 p =1 (12.7.1.)

. . o7
T.a matriz de transicion, en este caso es:
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E E E, ... 0 ..
o 1 2

E 1 o ' 0 0......

o
El q 0 P 0......
E 0 0 p......

> q p
b

Sea u, la probapilidad de alcanzar x = 0 desde x = i en cualquier numero

4 . . . .« ? .
de saltos. Es facil establecer la siguiente relacion de recurrencia:

= + 1
u1 P u1+1 q ul__l i >
=1 12.7. 2.
u ( )
u =0
oo

. s 2 . . . . ¢ e 7
Las (11.7.2.) constituyen una ecuacion en diferencias finitas y su condicion

- i .
de contorno. Ensayando la solucion u, = ® , se tiene:

2
P& - o« +q =20 (12.7.3.)

Si p» q, resulta:

=1
%y
o« =
2 p
4 I i .
La solucion general sera: u, = A +B ( —‘g— )’, v teniendo en cuenta las -
condiciones de contorno se obtiene:
q 1 :
= 2.7.4.
o = () (12.7.4.)

Si q . p resulta u, = 1.

Supongamos ahora que hay dos barreras absorbentes, situadas en

= =1 = 1
Piy,1 P P+ g Poo
(12.7.5.)
= < 1 < - =
Pij .~ 4 1¢jsa-1 150 1

Hay entonces dos estados absorbentes, el 0 y el a, y el resto de ellos:

(1,2, ..... , a - 1) son estados transitorios.
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Este problema se llama también de la ruina del jugador. Si un

jugador A empieza su juego con una cantidad K,

a - K,

contra ofro que tiene -
el paso hacia adelante supone que A gana una unidad (probabilidad
p) v que B la pierde. Lo contrario sucede si se pasa de un estado a otro

de coordenada i ferior. El juego termina cuando se llega a x = 0 (A ha

perdido todo) o a x = a (A ha ganado toda la fortuna a B).

. . .« 7 . . Id
Ahora la matriz de transicion es finita y sera:

E E. .. ... .., E
o 1 a
E 1 0 0 0
o
E ] q 0 P 0
E 0 g e !
a .

Si representamos como antes por u, la probabilidad de llegar

a x = 0 en cualquier numero de saltos (0 £ i £ a), se tendran ahora las -

siguientes relaciones:

u, =P u1+1+q wo (1 ¢ic¢ca-1)

U, A4+ Py, (i =1) % (12.7.6.)
u TP+ d.u (i=a-1) J

Ademais uo =1, ua = 0, seran las condiciones iniciales. La ecua

. ’
cién caracteristica, es analoga a la (11.7.3.}.

2
Poa - x+9=0
Si p # q sus soluciones son:
=1
1
__4q
oxy P
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luego la solucion de (11.7.6.) se obtendra como combinacidn lineal de -

4
estas

ui:A(—E—) + B (12.7.7.)

imponiendo las condiciones iniciales se obtiene:

i a
(—q—p ) - ()
u, = P (12.7.8.)
l -9 *
1 -
(%)
. 1 . _ -
Sip=gq-= — 7 se tiene que 061 = OCZ = 1 v entonces:
u=A+B .1 (12.7.9.)

e imponiendo las condiciones iniciales resulta:

u, = 1 - — (12.7.10.)

12.8. - DURACION DEL PROCESO.

Deseamos establecer la funcion de distribucién de la duracién del
proceso cuando hay dos barreras absorbentes. Empezaremos por suponer
que esta duracidn tiene un valor medio que dependera del punto de arran -
que. Admitamos que éste es x = i, y representemos la duracién media -
por Di. Si el primer movimiento es hacia la derecha, podemos considerar
que el fenomeno vuelve a empezar siendo la posicidn inicial i + 1, y en-

L4 o .
tonces la duracion seria Di L1 7 1. Igual puede razonarse suponiendo que

el movimiento inicial tiene lugar de i a i - 1. Se tiene entonces:
= . (D + 1 .
D, =p . (D, , ) +a. (D, [ +1) (12.8.1.)
o bien
D, = D + D + 1,
i P i+ 1 q i-1
(12.8.2.)
(0 < i< a)
y las condiciones iniciales: D = 0, D_ = 0.
o a
Para resolver esta ecuacién se resolvera la homogénea: p . D, T
i+

-D. .+ q . D.1 1 = 0 y se afiadira una solucidn particular de la completa
i -
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(12.8.2.). Como tal solucién particular podemos ensayar la Di

= C . i.
Se tendra entonces (p # q):
Crp(i+1) -1 +q(i-1)]=-1;C = -1
p q ; p-q
luego
D, = ——— (12.8.3.)
1 Q-Pp
Entonces la solucién general de (12.8.2.) sera:
D, =A+B (%), 2 (12.8.4.)
1 p q-p

e imponiendo las condiciones de contorno queda:

(@ #p) (12.8.5.)

Sip=4g-= -—;— , Se obtiene:

(12.8.6.)

e . e
Vamos a obtener ahora la funcion generatriz de la duracion del -

juego. Para ello representaremos por fi(n) la probabilidad de alcanzar el

. n . -
punto x = 0, partiendo del x = i en n pasos; fi( ) satisface a la formula

de recurrencia

(n+1) _ (n) (n) , N
f, p.fi+1+q.fi_l,(0<1<a,n/0) (12.8.7.)

y las condiciones de contorno son:

(n)  (n)

fo = fa = 0
(0) _ , . £0) _
fo =1 i(i =D

. . e . o
Definimos la funcidn generatriz F,(s), asi:
1

F(s) = ? L g (12.8.8.)
1 n=0 1

Teniendo en cuenta esta definicion y la ecuacién (12.8.7.) se dedu
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. . o
ce que Fi(s) satisface la ecuacion:

Fis) =p . s . F, (S)+q'S'Fi—1(S) (0 ¢ i¢ a)

F(s) =1, F (s) =0 (12.8.10.)

La ecuacién caracteristica de la (12.8.9.) es:
2
ps o - o+ 9qgs=20

cuyas soluciones son

1+ \/fl—élpqs2

) -
1 -V1 -
o = o = 1 4 pgs

1 2ps 2 2ps

La solucién de (12.8.9.) sera de la forma:

F(s) =& . o +B a,

y debido a las condiciones (11.8.10.) tendremos finalmente:

o(a—i “a—l
i 1 T2
F(s) = (—2)
1 d i
1 2

.’ . o
Laa funcion generatriz para el segundo jugador, puede obtenerse -
. . e / 4 .
mediante un razonamiento analogo, pero es mas comodo deducirla de F.(s)
1
. s N o . N
sin mas que cambiar p, q, i, por q, p, a - i, respectivamente,.

e ° 2 v
La funcion generatriz de la duracion del juego es la suma:

Wi(s) = Fi(s) + Ga_i(s) (12.8.12.)
siendo . .
OCl - OCl
2
G (s) = (£ L (12.8.13.)
a-1 q a a
o« - 0

« 7 « . s
La duracion media D, se obtiene por la formula:

d W.(s)
D, = |—— = Wi(1)
i ds (s=1) i
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resultado que coincide con (12.8.5,) y (12.8.6.). La varianza viene dada

por : Var(i) = W'i’ (1) + W'i(l),

12.9. - PROCESOS DE MARKOV CONTINUOS EN EL TIEMPO.

. . . o 7 ”,
En este tipo de procesos, los instantes de transicion no estan -

localizados en puntos fijos, sino que pueden tomar cualquier valor en el

eje de tiempos. La distribucion de estas épocas y, por lo tanto, de los

. i

intervalos que las separan, dependera de unos procesos a otros, pero -

. - . e . . 3

siempre la longitud de tales intervalos sera una variable aleatoria. Segui-
. s . . .

remos considerando que el numero de estados posibles es discreto. (Fig.

12.4.).

Estad&s
L4 { |
| |
E3 1 .I : |
b
| 1 : |
t !
) ! : :
' P40 -> t
t
t 2 t3 4
T T :
d»--—L——.N—Z——S%—:iD
Fig. 12.4.

k) la situacion del sistema en el instante

tk (estado E.). Las probabilidades de transicién seran de la forma:

> {50 20 }

Representemos por Ej(t

, o
y se representaran asi;

P, (s, t) (t 2 s)
1]
y satisfaran la relacién fundamental

Py (s, t) =1 (12.9.1.)
j

Si consideramos tres instantes (s, T, t), las ecuaciones de -

Id
Chapman-Kolmogorov, seran:

Pij(s, t) = Pik(s,%) : ij(’c: t) (s< 1< t) (12.9.2.)

)
k
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Estos procesos se llaman temporalmente homogéneos, cuando -

Pij(s, t) es funcion de la diferencia t - s, lo que indicaremos asi:
Pij (t - s)

por consiguiente, en estos procesos, las Pij son funcién de la longitud del
intervalo y no de los instantes individuales. A este tipo de procesos es al
que nos referiremos en lo que sigue.

Si llamamos ahora T y t a los intervalos que separan tres épo--

cas consecutivas, las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov, para el caso -

Id ,
homogeneo seran:

A T 1 v 1
PlJ (t+1 ) = i Pik(—g) Ki (t) (12.9.3.)
o bien en forma matricial:
[P(t+7)]=[P (t)]. [ Pt) ] (12.9.4.)

donde las matrices [P ] son estocasticas y estdn constituidas por todos -
los P,.. Por definicién, la matriz [ P(0)] es unitaria,
1]
La probabilidad absoluta de encontrar el sistema en el estado Ej

en el instante t, es:

Pj(t) = 3 Pi(to) . Pij(t - 1:0) (12.9.5.)

v & tomamos t como origen de tiempos, podemos escribir en forma matri
o L
cial

[Pj(t)] =LP,(0)] .[P(H)] (12.9.6.)

siendo [ P.(t)] v [P.(0) Jlos vectores estocasticos cuyas componentes son -
j i

los estados del sistema.
Se llaman procesos estacionarios aquellos para los cuales [Pj(t) ]

es independiente de t.

12.10. - FUNCIONES DE PROBABILIDAD ASOCIADAS.

En los procesos que estamos estudiando, admitiremos la existen -

. . . o .
cia de los siguientes limites:
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19). - Existe y es finito

1 - Pii(dt)
lim T = q, (12,10.1.)
dt —» 0 '
20). -
P.. (dt)
1im — - g (i # ) (12.10.2.)
dt —» 0 dt H
y se verifica que q = X q;.
A

eq ¢ o 7 .
Las probabilidades de transicion, para el intervalo elemental dt,
eq o . 7/ / . e
podemos escribirlas en funcion de los parametros anteriores asi:

Pij(dt) = q; dt + 0 (dt) (12.10.3.)

y resultan ser proporcionales a dt, siendo constante el factor de proporcio
. . < .
nalidad. Esta constancia solo es cierta para los procesos temporalmente -
14 . . / ' .
homogeneos que, como ya se indico, son los que aqui consideramos.

La probabilidad de transicidn del estado Ei a otro cualquiera sera:

1 - P (dt) = q . dt+ 0(at) (12.10.4.)

11

. e o #
La matriz de transicion, para este intervalo elemental sera:

o bien como P, (dt) = 1 + qidt y Pij(dt) = qij dt, podemos poner:
ii

1 dt d
+ ql qlzdt qln t
dt
Appdt  l+q, dt 9pndt
A (12.10.5.)
q dt ..., ... l1+q dt
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2 (l — O ].2:., 10, 6-
. i.l ( )

Si llamamos Sij a los elementos de la matriz (12.10.5.) la condicién -

(12.10.6.) garantiza que:
3 9y = 1 (12.10.7.)
J

por lo que (12.10.5,) también es una matriz estocastica.

12.11. - ECUACIONES DIFERENCIALES DEL PROCESO.

Si escribimos ahora las ecuaciones (12.9.3.) para T = dt, tendre-

mos:

L (at) . pkj(t) (12.11.1.)

o bien:

p.. (t + dt) = 2 pik(t) : pkj(dt) (12.11.2.)
k

Si restamos pij(t) a los dos miembros de (12.11.2.)

j-1
Lt 4+ dt) - po(t) = Z (T (dt At Adt) -1
Pyft + @) - 2yt = T eyt 2i(49 4 20 [oglen) - 13
. p, (t (dt
+ k:Zj_H plk() pkg( )

y recordando (12.10.3.) y (12.10.4.) podemos escribir:

p..(t + dt) - pij(t) =

t) . .. d
y Palt) - ay -

pX
k
dividiendo por dt y pasando al limite, queda, finalmente:

d p,.(1)

i
- 2oy () - q (12.11.3.)

. . L -~
que se denominan ecuaciones del futuro del sistema. Por un proceso analogo

y partiendo de (11.11.1) se llega a las llamadas ecuaciones del pasado:
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d p. ()

= P (12.11.4.)

Al conjunto de (12.9.3.) y (12.9.4.) se le denomina ecuaciones di

ferenciales de Kolmogorov.

12.1. - REGULARIDAD.

La definicion es analoga a la estudiada en (12.4.). Un proceso con
tinuo en el tiempo es regular cuando lim Pij(t) = pij y hay una distribucion
limite para las probabilidades pj que es independiente de las condiciones -
iniciales. Uno de los casos mas importantes de procesos ergédicos es el
de nacimiento y muerte en el cual solo es posible en el intervalo (t, t +

+ dt) el paso del estado E, a sus vecinos E, o E,
i i-1 i+ 1

0 para i #j - 1, j + 1. De estos procesos nos ocuparemos en el proxi--

; ésto es L. =
qu

o
rmo capitulo.
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XIII.- PROCESOS DE NACIMIENTO Y MUERTE,.

13.1.- INTRODUCCION. HIPOTESIS DE PARTIDA

Vamos a estudiar a continuacién un caso importante de procesos
de Markov continuos en el tiempo. Supongamos un proceso que describe
la evolucion en el tiempo de una poblacion en la cual pueden aparecer -
o desaparecer individuos (nacimiento y muerte). Por ejemplo una pobla- -
cién bacteriana, con nacimiento y muerte de estos organismos (precisamen
te del estudio de éstas poblaciones surgio el nombre de estos procesos). -
Otro ejemplo ti’pico lo constituyen las llamadas telefonicas que atiende una
central. Aqui el nacimiento consiste en la apariciéon de llamada, y la -
muerte en la desaparicién de una llamada, al colgar un abonado. Tendre-—
mos asi un proceso de Markov en el cual el nimero de estados supondre-
mos que es finito e igual a N + 1. El sistema diremos que esta en el es-
tado Ei’ en el instante t, si en este instante la poblacién tiene i indivi-
duos (i llamadas en proceso, en el ejemplo de la central telefonica). En -

i , e . © .
tonces 0 i< N. Haremos ademas algunas hipotesis adicionales:

12 - Supondremos que el proceso es estacionario. Por consiguien
oq . . e - e
te.y recordando (12.7.) las probabilidades de transicion seran funcidn -

de la diferencia de tiempos:
t, T) = 4, 3 ; T -
pij( ) (i, t)

2%._ Consideraremos que en un intervalo dt, la probabilidad de que

. ., /, .. o pe s .

el sistema efectue mas de una transicion es de orden infinitesimal compa-
s . 2

rado con dt; lo que representaremos por 0(dt) segun la notacion usual del

A, .
Analisis.

a <qs < . .
3 .- La probabilidad condicional de que en el intervalo[t, t + dt]
haya un nacimiento, es decir, aparezca un nuevo individuo o elemento, -

cuando la poblacién tiene j individuos (estado Ej), es:

A, dt + 0(dt)
J
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4a. - Analogamente, la probabilidad condicional de una muerte o

desaparicion de un elemento en[ t, t + dt], cuando hay } individuos, es:

By - dt + 0(dt)

13.2. - PROBABILIDADES ASOCIADAS,

La ecuacidon general sera la de los procesos continuos, ya estable
cida en (12.11.) y que recordamos aqui:

p..(t +dt) =

i P, () - pkj(dt) (13.2.1.)

Z
k.

Sin embargo, aqui sélo es posible pasar del estado Ei al Eii 1T
o permanecer en el Ei' Si en el intervalo dt se produce un nacimiento, -

se pasa de Ei a Ei La probabilidad de transicién sera:

+

Pyy1 = Mg dte 0(dt) (13.2.2)

A ; se denomina coeficiente o tasa de nacimiento y su valor, en general,
depende del valor actual de la poblacién.

Si en el intervalo dt, se produce una muerte, se pasa de Ei a -
Ei—l y la correspondiente probabilidad de transicion sera:

= W, . dt + 0(dt) (13.2.3.)

Pi -1 i

siendo B el coeficiente de muerte o desaparicién que también depende de

la poblacién presente.

La probabilidad de que haya un cambio (aumento o disminucién) -

o 7 /
en la poblacion sera:

P = (A, + ui) dt + 0(dt) (13.2.4.)

1

Si sabemos que ha habido un cambio, la probabilidad de que éste haya sido

debido a un nacimiento es de tipo condicional:

P (Nac n Cambio) A

P (Cambio) A R

P{Nac | Cambio}z (13.2.5.)
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y, andlogamente, la probabilidad de que el cambio haya sido debido a una

muerte es:

P (muerte! Cambio) :ﬁ— (13.2.6.)
i

La probabilidad de que en el intervalo dt el sistema no cambie de estado

I
sera:

P, =1 -p=1-(A +p). dt+ 0 (13.2.7.)

11 1

I . i .
Se observara que cuando el sistema esta en el estado E , sin -
o

. -, .’ - .
ningun elemento en la poblacion solo es posible o pasar a E, o permanecer

1

en EO, y, analogamente, del estado E__ sdlo puede pasarse al E

N N-1 © PeX

7’ s .
manecer en EN. De acuerdo con esto, el grafico de comportamiento del -

sistema es el que sigue (Fig. 12.5.).

(1 -2, d). (1 - p, dt)

Sdt dt d
g o M L S N,
N
Estados
Fig. 12.5.

13.3. - ECUACIONES DEL PROCESO.,

Si aplicamos la ecuacion (12.2.1.) al proceso, teniendo en cuenta

que k sélo puede ser igual a j - 1, j 6 j + 1, tendremos:

L+ dt) = op.(t) . opo(dt)+ p, L (t) . op. . (d)+ p, . L (t) . p. (dt
Py IS F ORISR APRIUIE SN CURSE JAPIPLOINS FRRC)
(13.3.1.)

y en virtud de (13.2.2.), (13.2.3.) y (13.2.7.) tendremos:
+dt) = p..(t) . (1 -A,. dt)(1 -, . dt) + p, . (t). A, ,. dt L
ps(t+dt) = piy(0) - (1 -Agd(l -y dt) + py o 4(0) . Ao dt+ py Ly
(13.3.2.)

cu. g . dt
Bj ot



-204-

y como d pij(t) = pij(t + dt) - pij(t), tendremos:

dpi,(t)
S R N

dt J J ij }\J—l pl,J—l(t) + pJ+1 pl, j+ 1 ( 3.3.)
ecuaciones que son una particularizacion de las (12.9.3.) para el tipo de-
proceso que aqui estudiamos. Las (13.3.3.) nos describen la secuencia -

A s . S . .
de estados del proceso y constituyen las ecuaciones basicas del mismo. Las

condiciones de contorno que imponemos son:

a ) pio(t)
%) 5= 0 gt — = - A p (0 By py(® (13.3.4.)
d p. (1)
a iN
1 = - ————e = }\ -
2%y =N = N N C IR I (13.3.5.)

que nos describen las posibles evoluciones del sistema a partir de los es-

tados E E_ ..
o7 UN
Las condiciones iniciales que se postulan son:

p,. (0) =1
(13.3.6.)
p. (0) =0 (i %3
J
Admitiremos ademas, que para todo t, es:

N
g Pit) =1 (13.3.7.)
=1 Y

es decir, la matriz P(t) =[ pij(t> J es estocastica.

La condicidn (13.3.7.) la cumplen siempre los procesos cuya po-
blacién es finita. Cuando no se cumple la suma es menor que 1, pero no
nos ocuparemos de esos casos.

El sistema (13.3.3.) junto a las condiciones iniciales (13.3.6.) y de
contorno (13.3.4.) y (13.3.5.) permite calcular las probabilidades de tran
sicién una vez que se conozcan las expresiones de }\j v pj que depende -

ran de cada tipo de proceso.

13.4. - PROBABILIDADES DE ESTADO.

La expresion de las probabilidades absolutas de estado, se deduce
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para este caso de las ecuaciones generales (12.7.5.). T endremos:
pj(t+’c) = I Py (t) .. Py (1) (13.4.1.)

si conocemos las probabilidades iniciales de los estados, podemos calcular
las para un instante cualquiera.
. /4 a e -
Si el proceso es ergodico, que es el caso que aqui vamos a consi

derar, existe:
im p.. (t) (13,4,2,)
tpoo )
y es igual a pj, probabilidad absoluta del estado Ej. Entonces se dice que
el proceso ha alcanzado regularidad o equilibrio estadistico, o bien el ré-
gimen permanente. Ha desaparecido la influencia de las condiciones inicia

les y las probabilidades de equilibrio p, satisfacen la relacion:

sp. = 1 (13.4.3.)
PN
J
En este caso se verifica que:
d p,.(t)
lim ——3— =0 (13, 4, 4, )
dt E £ 3

t—»00
En efecto, con las hipdtesis hechas

im p..(t) = p, (13.4.5.)
t—p00 t J

Como p,. no depende de t, derivando (13.4.5.) se obtiene (13.4.4.).
J

En este caso, las ecuaciones fundamentales (13.3.3.) se transfor-

man en:

—(Aj+ pj) Pyt My Pigt i P =0

J J+
(13.4.6.)
0< j< N
y las condiciones de contorno pasar a ser:
_Ko'po_‘- p.l-p1=0
(13.4.7.)

N-1" PN-1 "Wy 0 Py T
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Las (13.4.6.) y (13.4.7.) se obtienen tomando limites en (1.3.3., 13.3.4.
vy 13.3.5)y aplicando las condiciones de ergodicidad (13.4.4. y 13.4.5.).
Podemos ahora calcular las pj resolviendo el sistema (13.4.6.) -
con las condiciones (13.4.7.). Para ello observemos que las (13.4.6.) se
desdoblan en dos conjuntos de ecuaciones uno de los cuales se obtiene a -

partir del otro. Estos conjuntos son:

P. =0 (13.4.8.)

-1 Pj—l + n, . p, =20 (13.4.9.)

Obsérvese que las (13.4.9.) se obtienen de las (13.4.8.) cambiando j -
por j-1 y que la suma de ambas da las (13.4.6.). Por consiguiente solo
es preciso operar con una cualquiera de ellas, simplificandose el proble -

ma. Eligiendo las (13.4.9.), con las condiciones de contorno (13.4.7.) se

obtiene:
N LA, e AL
b, = p o . 1 S—— (13.4.10.)
j o Bp v By e “j
Si aplicamos ahora la condicién (12.4.3.), tendremos:
N AN N s A
1 =p o 1 Iy y)13.4.110)
o 1 By By e pJ
De donde la solucidon general es:
Aghy rremeenees >‘j—1
v pz eele s 0 0 8 e 0 ‘p
p, = : . (13.4.12.)
J .
L. N Aghp »roerees A i-1
j=1 n 1}1 REREERE P j
Obsérvese que el cumplimiento de la condicion (13.4.3.) exige que
la serie
N Y U )
1 .
5 ° sl (13.4.13.)
1 pl pz oooooooo p;i
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. oo . . '
sea convergente, para lo cual basta que se verifique la siguiente relacion:

A
_J <a <
i 41 - !

(13.4.14.,)

Si consideramos a }\j y pj como variables aleatorias cuyas proba
bilidades asociadas son las p,,

podemos determinar sus valores medios por
e . o
las formulas correspondientes. Obtenemos asi

N
L= % A .op, (13.4.15,)
0 40
N .
u = . . 13.4.16.
A R ( )
J_

i . . . -
que seran las tasas o ''velocidades'" medias de nacimiento y muerte.

13.5.- APLICACION A UN PROCESO DE NACIMIENTO PURO.

Vamos a determinar las probabilidades de transicidn en un caso -
sencillo en el que A, 75 0, n
J

= 0 (nacimiento unicamente). En el inter-
valo dt sélo es posible el paso de E, a E,

i +1 v en un intervalo t
+

finito
se pasara de E, a E, (j » 1). Las ecuaciones (13.3.3.) se reducen a:
1 J

d'pij(t)
= - t . ) .5.1.
T A pﬁ()+ A p; 5_1(1) (13.5.1.)
Para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales, aplicamos
la transformacién de Laplace. Tendremos:

. d pij(t)
—3r | = s Pij(S) - p,;(0)
Debido a las condiciones (13.3.6.):
1, i =
0) = &,, =
p;; (0) i
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Entonces, (13,5,1,) se transforma en:

(s + >\J.) .Po(s) =8, + A (13.5.2.)

i, ij j-1 Pi, j-l(s)

Ademas, Pi,(s) = 0 para j < 1 vya que el sistema evoluciona solamente -

por crecimiento o mantenimiénto de su poblacién. Tendremos de (13.5.2.):

Ao o AL e AL
P.(s) = i it i-1 P (13.5.3.)
1
(s+>\i+l) ......... (s +\))
Ahora bien, para j = i la (13.5.2.) da:
(s + A i) P
ya que P, | 1(s) = 0, por lo que (13.5.3.) setransforma en:
i,i-
S AL
P (s) = L. i+l i-1 (13.5. 4.)
J (s + }\i) ......... (s+ A)

py;(t) = 12{ R,
o R, = (s+ A k) Pij(s) &t
s = -\ K
con lo que resulta, finalmente:
s oa® At
p..(t) = = A_ e k (j2i (13.5.5.)
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siendo
A AT S TR |
ij (A, - A L R 0 PR 1) g " A k)(xk+1-xk)...(xj— )
La solucion general consta de (13.5.5.) vy de:
Pij(t) =0 (3 <1)
En el caso en que para todo i, sea ')ki = Atendremos:
N B - At
()\ t) . €
P..(t " . 13.5. 6.
i (G- 9! ( )

« 7 . . « 7 . N o
que es la expresion de la distribucion de Poisson. Por consiguiente, esta
. . 7 . . P
distribucion es un proceso de nacimiento puro de coeficiente o ''tasa' -

constante.

13.6.- APLICACION. LA DISTRIBUCION DE ERLANG,

Supongamos una central telefonica automatica que puede atender si
multdneamente hasta N llamadas. Dicha central esta conectada con n -
abonados y funciona en régimen de llamadas perdidas, esto es si esta ocu
pada procesando N conmutaciones y recibe una nueva demanda de comuni -
cacidén al no poder atenderla, envia la sefial de ocupacién con lo que esta
llamada desaparece. Se supone ademds que las peticiones de llamada lle--
gan a la central segﬁn un régimen de Poisson de parametro a, constante,
e independiente de las llamadas que haya en proceso. Por consiguiente pa
ra todo j, 7\j = a. Admitiremos también que la probabilidad de que una -
conversacion termine es proporcional al nimero de llamadas en proceso,
esto es, B, =j. Sia <l (condicién usual) se satisface la condicidén -
(13.4.2.) y tenemos un régimen estacionario en la central,

Facilmente pueden escribirse las ecuaciones del proceso en este
ejemplo, para lo cual basta sustituir en (13.4.6.) y (13.4.7.) los valo- -
res indicados de )‘j y pj. La solucién, se obtendra sustituyendo en -

(12, 4.10) estos valores de 7\j y }lj. Se obtiene:

p. = : = p(E,) (13.6.1.)
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La distribucion (13.6.1.) se denomina de Erlang y se representa
por Ea(j). Por su gran importancia en la Teoria de Trafico Telefdnico, -

se encuentra tabulada. Los valores de L y u, son:

L = a
.6.2.
4 = a (13.6 )
como facilmente puede comprobarse.
Se observara también que si hacemos
N aj a
N—o 3 — = e vy entonces:
j=0 !
aj @
e
= - _ (13.6. 3.
P, i )

. . « 2 . o .
que es la distribucion de Poisson, que como se ve es el limite de la -
’ . . o 4
Erlang cuando el numero de estados tiende a infinito. Por esto, a veces -
. . e . . . s 2 .
a la distribucion de Erlang se la denomina distribucion de Poisson trunca-

da.
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XIv.- TEORIA DE COLAS O LINEAS DE ESPERA.

14.1. - INTRODUCCION.

e -’ eq e
Las colas o lineas de espera son fenomenos familiares, cuyas carac

« s . .
teristicas son las siguientes:

1%, - Hay una llegada de unidades o elementos en intervalos de -
tiempo regulares o no a un sistema que las atiende o presta un servicio.
El origen de estas unidades se llamara fuente. Podemos citar como ejem-
plos la llegada de camiones a un centro de carga, llegada de pedidos de -
material a un almacén, llegada de peticiones de conexion telefonica a una
central, etc. El nimero de unidades solicitantes del servicio puede ser -
finito en cuyo caso el sistema se llama cerrado, o infinito (a veces se su

I'd . « / .
pone asi para mavyor sencillez) y entonces el sistema se llamara abierto.

a . / / . .
2 .- El sistema comprende uno o mas organos de servicio y una

. ’
o varias colas. Las colas se forman frente a los organos que prestan el

PR . ‘. . '
servicio requerido. La cola puede ser limitada, esto es con un numero
. - . 4
cualquiera de elementos esperando, o limitada en la que ese numero no -

puede sobrepasar una cota fija.

. . . . . L] - -
Si hay varias colas, pueden existir diversos criterios segun los

cuales se van a poner en cola las distintas unidades que llegan. Pueden
# . . .
escoger una cola alazar, o la mas corta, o seguir un determinado tipo de

prioridad.

oy / . e
Para describir el fenomeno necesitaremos ademas conocer:

a) La ley de llegada de unidades al servicio. Estas unidades pue-
den presentarse a intervalos regulares o irregulares siguiendo por ejemplo
una ley de Poisson. Ademas puede haber varias fuentes que se comporten,
segﬁn las leyes distintas. Estas llegadas constituyen un proceso estocasti-
co con parametro de tiempo continuo. La velocidad de llegada o tasa de -
llegada puede ser constante o variar con el tiempo. Nosotros considerare-
mos que la llegada constituye un proceso de Poisson, cuya tasa es cons--

tante.
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b) La duracion del tiempo de servicio. Esta puede ser constante
o aleatoria, conociéndose la probabilidad de que el servicio termine en -
el intervalo dt. Por ejemplo, si el servicio es de tipo Poisson, la proba-
bilidad de que termine en un intervalo dt, es p . dt, siendo wla tasa. Pue
de haber diferentes o6rganos de servicio atendiendo la cola y cada uno con

e .
una ley de duracion determinada.

/

’ ” . . . .
c) Numero de organos que atienden la cola. En principio puede -
° 3 3 . 3 - - /
variar entre 0 e %, Si hay infinitos, evidentemente, no se formara cola

y cualquier unidad que llegue al sistema es inmediatamente atendida.

d) Eleccion por parte del 6rgano de servicio de las unidades de -
la cola. Esta eleccién puede hacerse secuencialmente atendiendo a las uni
dades que llegaron primero (y que llevan mas tiempo esperando), en cuyo
caso se dice que la cola es ordenada, o bien el 6rgano elige al azar uni-
dades de la cola para atenderlas, y tenemos una cola totalmente desordena
da. Puede haber también una prioridad en la eleccién de estas unidades.

Supondremos siempre que el organo de servicio no descansa, es -
decir, que en cuanto ha concluido de atender a una unidad, empieza a ser
vir inmediatamente a otra que se presenta a su entrada.

Si consideramos un sistema con varios 6rganos de servicio, los -
instantes en que comienzan los servicios forman un proceso que difiere en
general del proceso de llegadas de unidades al sistema, ya que un 6rgano
no esta siempre disponible cuando llega una unidad y, por otra parte, hay
varios Organos para efectuar el servicio. También los instantes de termi-

e P 4 . .
nacion del servicio formaran un proceso distinto.

14.2. - PARAMETROS CARACTERISTICOS DE UN SISTEMA DE -

ESPERA.

En la figura 14.1. se ha representado esquematicamente la estruc
tura general de un sistema de espera.

Ll.amaremos:

m = numero de unidades en el conjunto; m puede variar de 0 a w

n = nimero de unidades dentro del sistema (en cola o recibiendo-

« e e .
servicio). Se tendra: 0 < n 1 m.
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Fig. 14.1. SISTEMA

g .
v = numero de unidades en la cola (o colas) 0 ¢ v ¢ n-1

s = nimero de organos de servicio, 0 L8 4 o=
j = nimero de unidades que estin recibiendo servicio, 0 < j Xin
Q@ = numero de organos desocupados o libres.
Pueden ocurrir dos casos:
a) n <s
entonces, evidentemente:
V=0; mn=j ; @=s -n (14.2.1.)
b) n > s, y entonces:
v>0; n =V + s ¢=0 (14.2.2.)
En todo caso:
n=v-+j (14.2.3.)

Supondremos de ahora en adelante que el fenémeno es estacionario
y que se ha alcanzado el régimen permanente. Si designamos por p_la -
n
probabilidad de que haya n wunidades en el sistema, podemos definir los

. . e oL
siguientes parametros caracteristicos:

/4 . . .
a). - Numero medio de unidades en el sistema:
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n. p (14.2.4.)

n

.o ™ B

b) Nimero medio de unidades en cola:
m

v= % (n-3s).op (14.2.5.)
n
n=s 1

e . . / . .
c) Numero medio de unidades en los organos de servicio:

p (14.2.6.)

j =
n

oM n
B

4 « - .
d) Nimero medio de organos desocupados (sise cumple el caso a

anterior):

(s - n) . P, (14.2.7.)

2
Il
o Muwn

El tiempo de espera en la cola de cada unidad, es una variable aleatoria

continua. Sea F(t) su funcién de distribucién:

F(t) = P{tiempo de espera < t}

e) El tiempo de espera medio sera:
[25]
T=1t = t . d F(t) (14.2.8.)
o
También el tiempo de estancia de cada unidad en el sistema es una varia-

ble aleatoria. Si su funcién de distribucidén es G(t), el tiempo de estancia

. P
medio sera:

u = t . d G(t) (14.2.9.)

j +Q =s (yaque s = s por ser constante)
Vo J = n

. l, . . 3
Si p es la duracion media del servicio
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Si las entradas son independientes de las salidas y las tasas de entrada y

salida son A y W, respectivamente, se tendra:
A% o= 9" A. u=n (14.2.10.)

En el dimensionado de un sistema de espera, intervienen factores
econdémicos, por lo que habra que procurar encontrar funciones que nos -
den el coste de estos sistemas. El numero de colas, 6rganos, etc., debe
ra determinarse de modo que haga minimas estas funciones de coste. Va-
mos a indicar una de las mas sencillas, Si llamamos ¢y al coste originado
por la espera de una unidad en la cola, por unidad de tiempo y c, al de -

- . « 7 L3 - -
servicio en una estacion por unidad de tiempo, el coste medio C en un -

periodo de tiempo T, sera:

Q) . T (14.2.11.)

m

S
c(s) = ¢,V T, R =y sfl (n - S)pn + e, i(s - n) . pn(14.2,12.)

14.3. - ECUACIONES GENERALES PARA UN SISTEMA DE s ES-

TACIONES IDENTICAS.

Consideraremos que el sistema estdi en el estado En cuando hay -
n unidades dentro de él. El sistema evoluciona de acuerdo con un proce-
so de nacimiento y muerte, en el que supondremos que ./\j vy pj, son -
funciones del nimero de unidades que estan siendo atendidas, por lo que -
cuando n > s sus valores se estabilizaran en A AN Cada vez que una
unidad entre en el sistema se registrara un '"nacimiento' y cada vez que
lo abandone una ''muerte''.

Podemos entonces aplicar a este caso las ecuaciones generales es
tudiadas en [13] teniendo en cuenta para j > s los valores de A y . -
Tendremos asi:

Condiciones inciales:

0) = 6., 14.3.1.
b (0 = 6 ( )
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Condicidon de contorno:

d p, (t)

— 2 - _ A o :
e o pio(t) + By - Py (t) (14.3.2.)

. . * e P’
Si el sistema es abierto, no hay mas que esta.

Fcuaciones generales:

d p..(t)
: ¢ _— 1 - ,
(0 <.] N S) dt "}\j_l pl,_]—l(t) (>\J - p'J)le<t) + quJ +1] pl,J -+ l(t)
(14.3.3.)
N ) \ | .
(J - S) ——Et_—: s . pi,j'].(t) - (/\S + p’s) pi,J(t) i pS . pi,j J_l(t)
(14.3.4.)

v . / . .
Si el sistema es cerrado y el maximo valor de n, es N, la otra ecuacion

I
de contorno sera:

T ‘—‘7\S . pl,N—l(t) - ’p.s < P, N(t) (14.35)

1,

. s ) -’
Si existe un régimen permanente, se tendra, como ya sabemos:

lim  p,.(t) = p())

t—p o0 1

o0

%z p(j) = 1 (sistema abierto)
1

N
2 p(j) = 1 (sistema cerrado)
1
entonces:
Y d p,.(t)
lim =0
o at

y las ecuaciones anteriores se transforman en las:

- N . plo) + By p(l) = 0 (14.3.6.)
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. ”
L.a ecuacion

.xs . p(N - 1) -hy p(N) =0 (14.3.5.)

se afiadira en el caso de sistemas cerrados.
Las (14.3.6.) y (14.3.7.) se resuelven de modo analogo al estu -

diado en [13.4) y se tiene asi:

7\0 ............ A 1
p(j) = p(0) 1= (0< j<s)  (14.3.10.)
B REEEERREES b
Como \ 5
(s) “s-1
b _ ;
a1 A (14.3.11.)
s
aplicando (14.3.8.) para j = s, resulta:. Ag He

N

y en general, para j > s puede hallarse p(j) en funcion de p(s) o bien de p(0) pa
ra lo cual basta aplicar (14.3.10.).

Si definimos el estado del sistema por el numero de unidades que
estdn siendo atendidas por los organos de servicio, y suponemos que hay
también régimen permanente, llamando q(j) a la probabilidad del estado -

. I's
j, tendriamos:
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y la probabilidad q(j) sera:

. o j-1
a(j) = q(0) . (14.3.13.)
}ll s 0 6 s 0 1]‘
s
determinandose q(0) con la condicion I oq(j) =1
j=1

14.4. - SISTEMA DE ESPERA CON UN ORGANO DE SERVICIO Y-

TASAS CONSTANTES.

Vamos a estudiar el caso mas sencillo de sistemas de espera. -
En él la fuente envia unidades segin un proceso Poisson, de tasa A, y el
6rgano de servicio atiende siguiendo también una ley de Poisson de tasa -
M

En este caso entonces, Kj = Ay p.j = § para todo j. La ecua- -

cion (13.3.10.) nos dara la probabilidad del estado j.

: A 1
p(j) = ( — )" p(0) (14.4.1.)
B
Como ha de ser
00
£ p(j) =1
o
N 1
p(0) = )" = 1; p(0) =1;
o n A
1 - —
"
luego
;\. . AT, \Ilj
p(0) =1 - —= v p(h) = (1 -%) ¥ (14.4.2.)
A ,
Al cociente —— se le representara por ¥ y se denomina factor de utili

zacién o intensidad de trafico y expresa el grado de saturacidn del sistema.
o0 .
Naturalmente, debe ser ¥ < 1, y entonces converge la serie & ( A/ ';.L)J,
o
Si es ¥ > 1, la cola se alargaria indefinidamente y no existird régimen per
manente.
El valor medio del nimero n de unidades en el sistema es:
o) . \Jr
(1 -% . ¥ o=
o

p(j) = (14.4.3.)

si
It

o g
—
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y la probabilidad de que n sea superior a un numero fijo n , es:
o

o0 >0 n0+1
pn>n) = T p) =(1-¥). T ¥j=(1-¥).7¥
n +1 n +1
o o
(14.4.4.)
n +1
1 - \P (o]
1 -%
El nimero de unidades en la cola v , es
v = si n = 0
v=n - 1 si n >» 0

. ,
el valor medio sera:

v D( - 1)) s —— (14.4.5.)

En el sistema entran y salen por unidad de tiempo A unidades. El numero
medio de unidades en la cola es Vv , luego el tiempo medio de espera se

ra:

V \Ij 2

—

: ¥
ST C w1 ow (144.60)

Y, anélogamente, los valores medios de los tiempos de estancia en el -

. . . e
sistema v de servicio seran:

- . ¢ . ,
- . n — | .
. sistema A A\ 1 -V m 1T - w (14.4.7.)
1 1 . 1
= = 't -t = . 1 -¥) = — (14.4. 8,
W tservicio sist esp i 1 - ¥ ( \V) 0 ( )

como era de esperar por seguir el 6rgano de servicio un proceso de Poi-
sson.

Supongamos que el drgano de servicio se somete a una observa- -
cién durante un tiempo T. Estara ocupado durante t segundos y libre du-

rante t!', y t -+ t' = T.
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[+ t{ ocupado) —+>«t'(libre) ‘D’
< T ;7

La probabilidad de que un observador encuentre el servicio ocupa
do, puede hallarse a partir de estos tiempos:
t{ ocupado)

d = ’ 4:- . i
Pr(ocupa °) T(observacion) (14.4.9.)

Pero también serd igual a 1 - P, Ya que p_ represehta la proba
bilidad de que el servicio esté libre puesto que es la probabilidad del -

estado cero, que se da cuando no hay unidades en el sistema, luego:

.3
P (ocupado) =1 - p = — (14.4.10.)
r o 0

A la proporcion de tiempos (14.4.9.) se la llama intensidad de -
trafico en el organo de servicio. Tenemos asi una nueva interpretacidén -
del cociente A /i ya que se habia definido como tasa del servicio.

La ecuacién (14.4.9.) se refiere a valores medios. Deducimos de
ella que por término medio el tiempo de ocupacién del organo de servicio
es igual a (1 - po). T. Como tarda l/p, segundos en atender a cada uni-
dad, resulta que en el tiempo T de observacion sera capaz de atender

' (1-p).T

=p(l-p)T (14.4.11.)

o
1
o
unidades. Ahora bien en ese tiempo T han llegado al sistema . T -
unidades y como por ser el régimen estacionario el nimero de unidades
que llegan al sistema debe ser igual al nimero medio de unidades que -

salen, tendremos:

AT =p(l —pO)T (14.4.12.)

.’ .
que se conoce con el nombre de ecuacion de flujos.
. . 7 . ' -
A continuacion estableceremos otras relaciones utiles para los -
sistemas de espera poissonianos:

’ N . N — R
El nimero medio de unidades en el sistema T es igual a A . u
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siendo u el tiempo medio de estancia en el sistema. :sea:

n= h, u (14.4.13.)

en efecto, n es igual al nimero medio de unidades que llegan durante el
tiempo medio de estancia de una de ellas.

Anélogamente, el nimero medio de ui.idades en la cola y sera:
V= AN, w (14.4.14.)

siendo w el tiempo medio de estancia en cola. Combinando estas relacio —

nes con la (13.4.7.) v (13.4.5.), resulta:

14.5. - FUNCIONES DE DISTRIBUCION DE LOS TIEMPOS DE ES-

PERA Y ESTANCIA.

Supongamos que la unidad n - 1 llega al sistema en el instante -
t 17 lo abandona en el t;l B El tiempo de estancia en el sistema es
uo_ g Sea a el intervalo que separa la llegada de las unidades n - 1
yn Si v »>u la unidad n llega al sistema cuando ya lo ha aban-

n n- 1
donado la n - 1 v entonces no tiene que esperar, por lo tanto:

un -1 - 'Cn <0 @ Wn =0
T
O n >
' |
' t '
t ! \
E fal I st
t | n
I . w
@ e n—————N—io;
{ i
| |
|
l !
| |
I
. ltl
S ! ]
| a
b )
n-1
Fig. 14.2.
Si por el contrario u | T > 0, la unidad n ilega cuando -
n -

todavia esta la n - ly, por consiguiente, debe esperar un tiempo Wn > 0



u - T ;)_O 1" W = u - T > 0 (14:.5.1.)

/. . . . e .
En regimen permanente estos tiempos (variables aleatorias) seran los mis

mos para todas las unidades, luego escribiremos (13.5.1.) en general:
W =mu-r7 (14.5.2.)

Vamos a llamar G(x) a la funcién de distribucion de la variable -

aleatoria u:

G(x):p{uf_ X}

La variable © , tiene una funcion densidad que es de tipo exponencial:

1) = . e M (14.5.3.)

La funcién de distribucién de W, se obtendrd en virtud de (14.5.2.) me- -

I « 7
diante la convolucion:

F(w) = .o e Gw +7T) +. d7 (14.5.4.)

Como u = w + v y la variable v que representa la duracién del

servicio tiene también una densidad de probabilidad de tipo exponencial:

gv) = p. e F Y (14.5.5.)

tendremos que:

G(x) = n. e . F(x - v) . dv (14.5.6.)
o
Las ecuaciones (13.4.4.) y (14.5.6.) permiten calcular las funcio-
nes de distribucién F y G. Para ello comenzaremos transformando -

(14.5.4.). Si en ésta hacemos w +7T = x, tendremos:

50 A Y ) A
F(w) = A.e T le X.G(X)dxz?xe\wll:f‘: * . 6(x) dx -
(o]
(

14.5.7.)

] oM G dx]]‘F(W) CaL M [ (o) f e'“.cxx).dx]

(o) o
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. . « 7 .« ” .
Si aplicamos a esta ecuacion la transformacion de Laplace, poniendo -

L F(w)] = F"vr(s), se tiene:

FXs) = = (14.5.8.)

G(s) = ——— . P¥s) (14.5.9.)

* .
Si eliminamos G(s) entre (14.5.8.) y (14.5.9.), quedara:

F(s) F(?) (54 1) (14.5.10.)

y aplicando ahora la transformada inversa de Laplace, se obtiene:

F(x) =—§-_(Ol+ [ noa Lo “'MX] (14.5.11.)

La determinacién de F(0) se efectia, teniendo presente la condicion -

F(+ ) = 1, resultando asi:
p- A
(0) = —
"
con lo que:
A -(p- A
Flx) = 1 - — | SR M) = (14.5.12.)
[
resulta asi que w sigue también una ley de duracién de tipo exponencial

. 7. e . Id
negativa. La probabilidad de que la duracion sea superior a w , sera:

N L (p-AN) . w
\ v 7
p(W>W0)=—%—.e v . e © (14.5.13.)
y la duracidén media:
” ¥
w = | x.dFx = ul T (14.5.14.)
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valor que ya habiamos encontrado en (14.4.6).
Andlogamente podemos proceder para el calculo de G(x). La ex- -

presidn G (s), deducida de (14.5.8.) y (14.5.9.), es:

y hallando la transformada inversa, resulta, sustituyendo el valor encon--

trado de F(0):

Gl) = 1 - o (F M= (14.5.15.)

. . . . i
El tiempo medio de estancia en el sistema sera:

(=]
- 1 1
u —/ x . d G(x) = Yy Ty (14.5.16.)

o

resultado también encontrado en (14.4.7.).

14.6. - DISTRIBUCION DE LOS INTERVALOS DE SALIDA.

En la figura 14.3., se han representado los instantes e intervalos

de entrada y salida en dos ejes. Deseamos hallar la funcidn de distribucién
T u

n n
= Pt ol
| : :
tn_1 ,L Lt , Llegadas
T - '
1 |
' I
l i
1 I
| 1
i I
' !
) |
; I Salidas
: it! ' it!
=1 T n
S N e N
Fig. 14.3.

de la variable aleatoria 7T' representativa de los intervalos de tiempo que
n
separan la salida de las unidades del sistema.

De la figura se deduce:
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De donde:

7! = T u - u (146.1)

= T!'!' -
v, n " Vn (14.6.2.)
i = 0, = v, dara = - .6.3.
Siw u = v, yquedara y. To-u (14.6.3.)
Siw > O, 1:;1 = v, ya que el intervalo que separa la salida de dos uni--

dades consecutivas debe ser igual a la duracidén del servicio, pues la uni-
dad n entra en el organo cuando sale la n - 1.

Lia variable aleatoria Y, (positiva o nula) representa la duracidén
del periodo de inocupacién del Srgano de servicio, que precede a la uni-

dad n, segﬁh se indica en la figura 14. 4.

P Tn -
t v it
n=1 .{ A
i ! N
e
| : Vi
} r
! 1
| |
| 1 '
| I
1 h i
i u |
e n-1 -+
Fig. 14.4.
All{ se ve que si U < 'Cn, el 6rgano esta desocupado desde -
el instante t 1 4 u 1 hasta el tn, siendo la duracidn de esta ''desocu
n - n - —
O]
pacion'':
=t - (t .+ = -u . 6. 4.
Vn n ( n-1 un—l) Tn n-1 (14.6 )

Como ya hemos visto, el intervalo de salida 7' viene dado por:
n

=y 4 v (14.6.5.)

Zo.
Supondremos que se ha alcanzado el regimen permanente con lo -



-226-

que t, VvV, ¥ seran independientes de la unidad n, resultando ser iguales
para todas las unidades, Se tendra entonces:

| I

' = v+ y (14.6.6.)

y deseamos hallar su funcion densidad de probabilidad.

Para ello habra que calcular primero la densidad de probabilidad
de y puesto que la de v ha sido ya determinada en (14.5.5.).

De (14.6.4.) tenemos:

y=1 -u
y por (14.5.3.) vy (14.5.15.)
- AT
BT = e (%2 o)
(14.6.7.)
fz(u):(p— I\>e—(}x-7\)u (u > 0)

T v u, independientes.
Recordando la expresion de la densidad de probabilidad de la dife

rencia de dos variables aleatorias independientes, tendremos:

” ~ - A U (1 -A)u
f(Y)j/ fz(u)- fl(y+u). du:/ L. € (y - )(Fl-}\)e(rl >)du:

[>24]
(14.6.8.)
Ay [ )
- - - AV
= Ao (p-a) . e Y/e B au =2 (pnye
u
o
ya que £, y £, sonmlas en el intervalo [ -0, 0 ].
Como
Ti=vyy (14.6.9.)

aplicando ahora la expresion que da la densidad de probabilidad de la su -

ma de dos wvariables aleatorias, tendremos:

f(r') :/ f]_(v) fZ(T' - V) dv :f‘}l e—p‘v-% . (1.1—)1) e— ‘/\(T' - V) =

ATy, -
=A . (p-2)e /eﬁl }\)VdV
¥ 0
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luego _AT

f(tr) = A, e (14.6.10.)
por consiguiente, los intervalos de salida siguen una ley de probabilidad -
exponencial negativa, de donde se infiere que los instantes de salida obede
cen a un proceso de Poisson de tasa A que es igual a la de entrada. En -
conclusién: alcanzado el equilibrio estadistico, las entradas y salidas son

. . / .
procesos de Poisson de identica tasa.

14.7.- SISTEMA DE ESPERA DE ERLANG.

El estado del sistema es En’ cuando hay n wunidades en el sis -

tema, (Caso primero de 13.3.). Ademds se supondra que:

a). - El régimen de llegada de unidades sigue un proceso de Poi--

sson por lo que para todo j A, = a
J
b). - Sélo hay una cola y esilimitada. Entonces 0 X n £

. / . . . .
c). - Existen s oOrganos de servicio, y el tiempo de duracién -
del mismo es una variable aleatoria con una distribucidn -

exponencial negativa.

d). - El coeficiente o tasa de muerte o desaparicion de unidades -
. . e . . 3
del sistema es igual al nimero de unidades que estan recibien

do servicios. Entonces:

By = j (0 Ljs s
B = s iy s
e). - La cola esta perfectamente ordenada.

Las ecuaciones (13.3.6.) y (13.3.7.) para este caso seran:

-a . p(0) +p(1) = 0 (14.7.1.)

0< j<s ap(j-1)-(a +j) . p() +G +1)p(G+ 1) =0 (14.7.2.)

a . p(j -1)-(a+s).p@(E+s.p(i+1)=0 (14.7.3.)

s
[\
)
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L.as dos primeras

dan
. o)
r(j) = p(0) i (0 £j L) (14.7.4.)
Como a . p(s - 1) = s . p(s) , (14.7.5.) aplicando (14.7.3.) -
para j = s, resulta
a.p(s-1)-(a+ s). p(s)+s . p(s+ 1) = 0

y sustituyendo p(s - 1) por el valor deducido de (14.7.5.):

s . p(s) - (a +s) .

p(s)+s . p(s+ 1) =0
por lo que teniendo en cuenta (13.4.4.,)
a s 1
p(s + 1) == p(s) = A R— p(0) (14.7.6.)
de donde deducimos:
o
p(j) = p(0) 3 (j 2 s) (14.7.7.)
s ! s' - s

N ./ < . . o s
La determinacion de p(0) se hard, como siempre, aplicando la condicidn.

zp(j) =1
J
Como hay infinitos estados posibles:

S A ;
a a
p(0) 1+ X ~ * z — =1 (14.7.8.)
=l = s 1. 7 °
Como

o0 s o . S
5 al _a 5 al - s
j=s o1 Sj—s s §=0 it s! s - a

tendremos finalmente:
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- j!
T B — (0 <j <a)
a~_ S
2 j! s! s - a
j=0
\
al s°
J
s s
p() = —%1 S (3> 9
p) 2 _: S
3 j s! s - a

que son las probabilidades de estado deseadas.

Si recordamos [13.6.] que

podemos escribir las (14.7.7.) en forma mas sencilla:

i -8 s!
al 1
p(j) = 1 — . (0 <j <s)
Es(a) s o1 "
4
>
a j-s
p(j) = > (i >s)
1 a
Es(a) * s - a

i

4

(14.7.9.)

(14.7.10.)

La probabilidad de que una unidad espere, sera la de encontrarse

r . . a
los s Organos ocupados, y, por consiguiente, el sistema estara en cual-

quiera de los estados

E, E s e e e e s Entonces:
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> 1 > a j-s 1
P espera = s p(j) = z (—S—') =
j=s 1 l a s 1 L2
Es(a) s - a Es(a) s-a
(14.7.11.)
. ) s Es(a)
s-a s-a+a. E (a)

Se supone que s > a. Si es s = a esta probabilidad vale 1 y si -
s <a no hay régimen estacionario, y la cola se alarga indefinidamente.

4 . . e
El numero medio de unidades en la cola sera:

ve ——= 2 L (14.7.12.)

como se deduce facilmente aplicando (14.2.5.) a este caso.

14.8. - SISTEMA DE ERLANG CON COLA LIMITADA.

/ .
En este caso, el numero de unidades en la cola no puede ser supe

rior a un cierto valor c.
Se pueden aprovechar los resultados anteriores hasta llegar a la -

condicidon (14.7.8.) teniendo en cuenta que el maximo valor de j es s + c.

Se tendra:

j \

. a .
p(j) = p(0) — (0 <j <s)
N (14.8.1.)
j /
. a .
p(j) = p(0) . 7o (5 & &s o)
s! s /
/
La condicién 3 p(j) = 1, sera:
J
c
g p(d) =1
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luego:
s-1 j s +C i
p(0) [1 + = — s+ = = 7 =1 (14.8.2.)
j=1 J: j=s st s 7 F
pero :
c
a.
S-HC aJ S c a 58 a 1- (s)
2 ' Y .E (5 e ;-2
j=s s s j=0 gl

Sustituyendo en (14.8.2.) despejando p(0) y entrando en (14.8.1.)

tras algunas transformaciones, se obtiene, finalmente:

j-s s! \

a T
p(j) = (0 <j <s)
I
Es(a) 1-_1_
>_(14.8.3.)
j-s |
(—)
p(j) = . (i<s + ¢
1 === [1-(—=) ]
Es(a) ! N s‘ 1 a

La probabilidad de espera, resulta:

Q.
1o ()
1 - —=.
s
P espera = . (14.8.4.)
a
1 ,__S A ) ]
Es(a) R
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0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6 0,7 0,8

3.5
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wmoh U R O

2
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¢,000
10,004
0,000

i

|
0,904} 0,818

0,163
0.0:6
0,001
0,002

0,740
0,222

0,023

0,500

0,670
0.268
10,053

0,000

0,606
0,303
0,075

0,003} 0,007 | 0,012

| 0,001
0,600

0,548 | C,496 0.449
0,329 | 0,347} 0,359
0.098 | 0,121 0,143
0,019 0,028 0,028
0.003 1 0,005 ] 0,007

0,000 | 0,000} 0,00

0.000

1
H

0,049
0,149
0,224
0,224
i 0,168
0,100
0,050
0,021

0,008 1 0

0.185

i

t

0,018
0,073
0,146
0,185
C.198
Q.156
0,104
0,059

0,000

5,5

l ‘

8,5

9,5
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0,004
0,022
0,061
0,113
0,155
0,171
0,157
0.123
0,084
0,051
0,028
0,014
| 0,006
: 0,002
0,001
0,60

10,002
10,014
10,044
0.0
i 0,133
L 0,160
L 9,160
0,137
0,103
0,068
0,041
0,022
0,011
0.005
0,002
0,009

|

]

7 175 8
I
i

]

§ §
0.001 t 0,001 10,000 | 0,000
0,006 ; 0,004 | 0,002 | 0,001

0,022 0.015}0,010
0,052 | 0,038 : 0,028
0,091 | 0,072 | 0,057
0,127 0,109 | 0,091
0,149 10,136 | 0,122
0,149 | 0,146 | 0,139
0,130 0,437 0,139
0,100 10,114 | 0,124
0,071 | 0,085 | 0,099
0,045 { 0 058 | 0,072
0,026 | 0,036 | 0,048
0,014 ! 0,02t | 0,029
0.007 0,01t L0016
0,005 | 0,009
0,001 1 0.002 ! 0,004
0,000 | 0,001 | 0,002
— [ 0.000]0,0c0

0,003

€,007
0,020
0,044
0,075

0,106 |

0,129
0,137
0,129
0,110
0.085
0,060
0,029
0,024
0,013
0,007
0,003
0,001
0,000

0,000 ;

0,003
0,010
0,025
0,048
0,076
0,103
0,123
0,130
0,123
0.106
0.034
0,061
0,041
0,026
0,015
0,008
0,004
0,002
0,001
0,000

0,000
0,001
0,005
0,012
0,025
0,043
0,065
0,087
0,104
0,114
0.114
0,105
0,090
0,072
0,054
0,038
0,025
0,016
0,009
0,005
0,003
0,001
0,000

0,000
0,001
0,003
0,008
0,017
0,030
0,047
0,066
0,084
0,098
0,106
0.106
0,098
0,086
0,071
0,055
0,040
0.028
0,019
0,012
0,007
0,004
0,002

0,000
0,001
0,004
0,008
0,015
0,024
0,036
0,050
0,065
0,078
0,088
0,093
0,093
0,088
0,079
0,068
0,056
0,043
0,032
0,023




TABLA - 2 REPARTICION DE POISSON COMPLEMENTARIA

—

1—Fla) = Z” ‘;—se‘“

1,000 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 { 1,000 | 1,000 1,000 1,000
0,095 0,181 | 0,259 | 0,329 | 0,393 { 0,451} 0,503 | 0,550 | 0,593 | 0,632 | 0,776 | 0,864 { 0,917 | 0,950 | 0.969 | 0,981
0,004 | 0,017 | 0,036 | 0,061 { 0,090 | 0,121 | 0,155{ 0,191 | 0,227 | 0,264 | 0,442 | 0,594 | 0,7f2| 0,800 | 0,864 | 0,908
0,000 | 0,001 [ 0,003 10,007 | 0,014 | 0,023 | 0,031 0,047 | 0,062 | 0,080 | 0,191 | 6,323 | 0,456 | 0,576 | 0,679 { 0,761
— | 0,000 0,000 { 0,000 | 0,001 | 0,003 | 0,005 0,009 | 0,043 | 0,019 {0,065 0,142 | 0,242 | 0,352 0,463 | 0,566
C —_ — (0,000 { 0,000 0,000 0,001 { 0,002 { 0,003 | 0,018} 0,052 /0,108 0,184 0,274 | 0,371
—_ —_ — — 10,0001 0,000 0,000 0,004 0,016 | 0,042 0,083 | 0,142 | 0.214
— —_ —_ —_ — 10,000 0,004 0,014 0,033 0,065 0,110
— —_ — ~— 10,001]0,004]0,0t1] 0,026 0,051
— 10,00t 0,003 0,009 {0,021
—_ — — 10,000 0,001} 0,003 | 0,008
— — — | 6,000 0,001} 0,002
— — — | 0,000 | 0,000

45 | . 5 5,5 6 6,5 7 7,5 8 8,5 9 9,5 10 12 16 18

1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 1,000 { 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 ! 1,000
0,988 {0,993 1 0,995 | 0,997 | 0,998 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999} 0,999 | 0,99% { 1,000 | 1,000} 1,000 | 1,000 | 1.660
0,938 | 0,959 | 0,973 { 0,982 | 0,988 [ 0,92 | 0,995 | 0,997 | 0,992 | 0,998 | 0,999 | 0,999 | 6,992 | 1,000.| 1,000 | 1.000
0,826 | 6,875 0,911 | 0,938 | 0,957 | 0,970 | 0,979 | 0,986 | 0,990 | 0,993 | 0,995 | 0,997 | 0,999 | 0,999 | 1,000 }1,000
0,657 { 0,735 | 0,798 | 0,843 | 0,888 | 0,918 | 0,940 | 0,957 | €,969 | 0,978 | 0,985 | 0,939 |{ 0,957 | 0,999 | 0,995 | 1 000,
0,467 | 0,559 10,542 | 0,714 1 0,776 | 0,827 | 0,867 | 0,900 | 0,925 | 0,945 | 0,959 | 0,970 | 0,992 | 0,998} 0,999 | 6,999
0,297 | 0,384 | 0,471 | 0,554 | 0,631 ; 0,699 | 0,758 [ 0,808 | 0,850 0,884 1 0,911 [ 0,952 0,979 | 0,994 | 0,998 | 0,999
0.168 | 0,237 1 0,314 | 0,393 | 0,473 | 0,550 | 0.621 | 0.686 | 0,743 | 0,793 | 0,835 | 0,869 | 0,954 | 0,985 | €,996 | 0,999
0,056 | 0,133 | 0,190 | 0,256 | 0,327 | 0,401 { 0.475 | 0,547 |-0,614 | 0,676 | 0,731 [ 0,779 | 0,910 0,968 | 0,990 | 0,997
0,040 | 0,068 | 0,105 | 0,152 | 0,208 | 0,270 { 0,338 | 0,407 | 0,476 | 0,544 | 0,608 | 0,667 | 0,845 | 0,937 | 0,978 | 0,992
0,017 { 0,031 ] 0,053 | 0,083 {0,122 | 0,169 | 0,223 | 0,283 | 0,347 | 0,412 {0,478 | 0,542 | 0.757 | 0,890 | 0,956 { 0,984
0,006 | 0,013 | 0,025 | 0 042 | 0,006 | 0,098 | 0,137 | 0,184 | 0,236| 0,294 | 0,354 | 0,417 | 0,652 | 0,824 | 0,922 | 0,969
0,002 { 6,005 | 0,001 { 0,020 0,033 | 0,053 0,079 | 0,111 | 0,151 | 0.197 | 0,248 { 0,303 | 0,538 | 0,740 0,873 | 0,945

N LA WL O

— s
-0 0 %

12
1310,000 | 6,602 { 0,004 | 0,008 | 0,016 {0,027 | 0,042 } 0,063 | 0,090 0,124 0,163 | 0,208 | 0,424 | 0,641 | 0,806 | 0,508
14{ — [0,0000,001 {0,003 0,007 |0,012 0,021 | 0,034 | 0,051} 0,073 | 0,101 | 0,135} 0,318 0,535} 0,725 | 0,857
15y — | — 10,000]0,001 | 0,003 |0.005]|0,010|0,017 | 0,027 0,041 {0,060 | 0,083 | 0,228 | 0,429 0,632 | 0,791
16} — | — | — 10,000} 0,001 |0,002]0,004 [ 0,008 ] 0013} 0022]0,033}0,048{0,155| 0,330 0,533} 0,713
170 — | — | — | — |0,000|0,001 |0,002|0,003]0,006] 0,611 {0,017 | 0.027 ] 0,101 | 0,244 | 0,434 | 0,625
18 —~ |} — | — | — | — ]0,000]0,000 | 0,00t | 0,003 | 0,005 | 6,008 | 0,014 | 0,063 | 0,172 0,340 | 0,533
19y = | — | — | — | — | = | — }0,000]0,001]0,602 10,004 |0,007]0,037| 0,117 | 0,257 | 0,437
20§ — | — | — -~} —~ | — | — | — |0000]|0,001]|0,002]0,003 {0,021 0,076 0,187 | 0,349
2 e { = | —  — | ~ | — | =~ | — | -~ |0.000{0,000{0,0010,611}0,047]0,131 {0,269
2 — | — | —} — | — ] — | — | — | = | — | — 10,000/0,006}0,028{0,089 | 0,200
2B — | — | —m | — | — | —m — | —{ = e | — | — 0,003!0,016/0,058 {0,144

— — — ~— — 10,001 0,0090,036| 0,101
—_ — — ~— 10,000 0,005 0,022 | 0,068




TABLA - 3
ORDENADAS (Y) DE LA CURVA
NORMAL TITPIFICADA EN ABS -
CISAS / 2%
* V=ifle)- 2 T
2/
z 4] 1 2 3 4 5 6 7 ) 9
0.0 -.3989 .3989 .3989 .3988 ,3986 3984 3982 .3980' 713977 3978
0.1 3970 .3965 3961 .3956 3951 3945 13939 3932 .3925 3918
0.2 .3910 .3902 3894 3885 .3876 3867 3857 3847 .3836 - .3825
0.3 L2814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3725 3712 3697
0.4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 .3589 3572 .3555 3538
0.5 3521 3503 .3485 3467 3448 3429 3410 33901 3372 3352
0.6 .3332 3312 3292 3271 3251 .3230 3209 3187 3166 3144
0.7 3123 .3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 1.2943 2020
0.8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0.9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1.0 ;2420 2396 2371 2347 2323 ‘.2299 2275 2251 2227 2203
1.1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 L1989 ‘.1965
1.2 ,1942 1919 1895 872 1849 -.1826 1804 1781 1758 1736
.3 1714 1691 1669 L1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1.4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1.5 1295 L1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1.6 1109 .1092 1074 1057 1040 1028 - .1006 0989 0973 .0957
1.7 .0940 0025 .0909 .0893 0878 0863 .0848 .0833 .0818 .0804
1.8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 L0681 0669
1.9 0656 0644 .0632 L0620 .0608 .0596 0584 .0573 L0562 L0551
2.0 .0540 0529 0519 .0508 0498 0488 0478 .0468 ;0459, .0449
2.1 .0440 .0431. 0422 +,0413 0404 .0396 .0387 L0379 0371 .0363
2.2 0355 0347 .0339 .0332 0325 ..0317 L0310 .0303 0297 ,0290
3 .0283 0277 L0270 -.0264 0258 0252 .0246 0241 .0235 0229
2.4 .0224 .0219 0213 .0208 .0203 .0198 ,0194 1,0189 0184 .0180
2.5 L0175 0171 0167 . .0163 L0158 0154 0151 .0147_ .0143 .0139
2.6 0138 0132 .0129 0126 0122 0119 <0116 0113 0110 0107
2]7 L0104 0101 .0099 0096 .0093 0091 .0088 .0086 .0084 .0081
2.8 L0079 0077 L0075 0073 0071 0069 0067 0065 .0063 .0061‘
2.9 L0060 ,0058 .0056 0055 0053 .0051 L0050 .0048 0047 -.0046
3.0 ,0044 0043 0042 .0040 .0039 .0038 0037 0036 0035 .0034
3.1 .0033 .0032 .0031 .0030 0029 .0028 0027 - .0026 0025 . ‘.0025
3.2 0024 .0023 ,0022 .0022 0021 ,0020 .0020 0019 0018 0018
3.3 0017 0017 ©,0016 .0016 .0015 0015 0014 .0014 0013 0013
3.4 0012 0012 L0012 L0011 L0011 ,0010 .0010 .0010 .0009 .0009
3.5 0009 .0008 0008 ‘.0008 .0008 0007 0007 ,0007 .0007 v.0006
.3.6 0006 .0006 .0006 .0005 ,0005 .0005 .0005 .0005 ~.0005 0004
3.7 0004 0004 .0004 0004 ,0004 .0004 -.0003 .0003 0003 - .0003
3.8 0003 L0003 .0003 0003 .0003 .0002 0002 .0002 .0002 .0002
3.9 | .OOQZ L0002 » 0002 L0002 0002 .0002 0001 .0001

.0002




TABLA

- 4

AREA COMPRENDIDA POR LA

CURVA NORMAL TIPIFICADA

DE O a Z. 2 .
-{-—— P / o s 2 S >
Vor
-0

z 1} 1 2 3 5 6 7 8 ]
0.0 .0000 .0040 .0080 0120 0160 .0199 .0239 0279 .0319 0359
0.1 .0398 .0438 .0478 0617 0557 0598 °  .0636 0675 0714 0754
0.2 0793 .0832 L0871 0910 .0948 0987 1026 1064 1103 1141
0.3 1179 1217 1255 1293 1331 1368 1406 1443 .1480 1517
0.4 1654 15691 .1628 .1664 L1760 1736 1772 1808 1844 1879
0.5 1915 1950 .1985 2019 2054 2088 2123 2157 2190 22%4
0.6 2258 2291 2324 2357 2389 2422 2454 2486 2518 2549
0.7 2580 2612 2642 2673 2704 2734 2764 2794 2823 2852
0.8 2881 2910 2939 2967 2996 3023 3051 3078 3106 3133
0.9 3159 .3186 3212 .3238 3264 .3289 3315 3340 3365 3389
1.0 3413 .3438 3461 .3485 .3508 .3531 3554 3577 3599 3621
A 3643 3665 3636 3708 3729 3749 3770 3790 .3810 .3830
1.2 .3849 .3869 .3888 3907 3925 3944 .3962 3980 3997 4015

.3 4032 4049 4066 4082 4099 4115 4131 4147 4162 4177
1.4 4192 4207 4222 4236 4251 4285 4279 4292 .4306 4319
1.6 4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4429 4441
1.6 .4452 4463 4474 4434 4495 4505 .4515 4525 4535 4545
1.7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4625 4833
1.8 4641 4649 4656 4664 4671 4678 46886 4693 .4699. 4708
1.9 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 4767
2.0 4772 4778 4783 4788 4793 4798 4803 4808 4812 43817
2.1 4821 4826 4830 4834 4838 4842 4846 4850 .4854 48357
2.2 4861 4864 4868 4871 4875 4878 4881 4884 4887 4890
2.3 4893 4896 .4898 4901 4904 4906 4909 4911 4913 4916
2.4 4918 4920 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 4938
2.5 4938 4940 4941 4943 4945 4946 .4948 4949 4951 4952
2.6 4953 4955 4956 A9BT 4959 4960 4961 4962 4963 4964
2.7 4965 4966 4967 4968 - 4969 4970 4971 4972 4973 4974
2.8 4974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 4981
2.9 4981 4982 4982 4983 4984 4984 4985 4985 4986 4986
3.0 4987 4987 4987 4988 4988 4989 .4989 4989 4990 4990
3.1 4990 4991 4991 4991 4992 4992 4992 4992 4993 4953
3.2 4993 4993 4994 4994 4994 4994 4994 4995 4995 4995
3.3 4995 4995 4995 4996 4996 4996 4996 4996 4996 4997
3.4 4997 4997 4997 4997 4997 ..4997 4997 4997 4997 4998
3.5 4998 4988 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4908
3.6 4998 4998 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999 4999
3.7 43499 .4999 4999 4999 4999 .4999 4899 4999 .4999 49997
3.8 4999 4999 .4999 4999 4999 4599 4999 4999 4999 4999
3.9 5000 5000 5000 .5000 50600 5000 .5G00 5000 5000 5000

[/ I /. ! / ,
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