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Resumen

Este trabajo explora los fundamentos geométricos sobre los que se construye la Teorfa de la Relativi-
dad. En primer lugar, comenzamos con un bloque en el que se presenta toda la geometria diferencial
necesaria. Empezamos explorando el concepto de conexién y su relacion con el transporte paralelo.
Posteriormente se construye la generalizacién de la conexidn para formas diferenciables y campos tenso-
riales, demostrando a su vez la unicidad de dicha extensidn. Visto esto, obtenemos el tensor de curvatura
a partir del concepto de holonomia, un camino diferente al de la literatura cldsica, estudiando, ademds,
su interpretacién geométrica. A continuacién se encuentra el bloque de la Teorfa de la Relatividad,
donde se proponen los postulados de la relatividad desde un enfoque matemdtico. A partir de esto,
se demuestra cémo las Ginicas estructuras del espacio-tiempo compatibles con dichos postulados es la
newtoniana y la lorentziana. Abordamos también los aspectos cinemdticos de la relatividad especial, asi
como algunos principios de conservacion. Finalmente, se integran todos estos elementos para obtener la
ecuacién de campo de Einstein. Otros desarrollos a los que prestamos especial atencién y que completan
la literatura son la interpretacion geométrica de la torsién, la caracterizacion de estructuras métricas
compatibles con los postulados relativistas, la definicién de la conexidn a partir del transporte paralelo
y la ley de conservacién infinitesimal del impulso para el caso lorentziano.

Palabras clave: Espacio-tiempo, impulso, curvatura,tensor de Riemann, tensor de Einstein, cone-

xién, y ecuacion de Einstein.






Abstract

This project explores the geometric foundations underlying the Theory of Relativity. It begins with
a section dedicated to developing the necessary tools from differential geometry. The concept of
connection is introduced first, along with its relationship to parallel transport. The connection is then
extended to differential forms and tensor fields, and the uniqueness of this extension is established.
With these tools in hand, the curvature tensor is derived from the notion of holonomy, following a
different approach from classical literature, and its geometric meaning is analyzed.

The second part focuses on the Theory of Relativity. The postulates of relativity are formulated from
a mathematical perspective, and it is shown that the only space-time structures compatible with these
postulates are the Newtonian and Lorentzian models. The discussion then turns to the mechanics of
special relativity and several conservation principles. All these elements are eventually brought together
to derive Einstein’s field equation.

Additional developments that receive special attention and complement the existing literature
include the geometric interpretation of torsion, the classification of metric structures compatible with
the relativistic postulates, the definition of connection via parallel transport, and the infinitesimal
conservation law of impulse in the Lorentzian case.

Keywords: space-time, impulse, curvature, Riemann tensor, Einstein tensor, connection, and

Einstein’s equation.
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Introduccion

Una caracteristica fundamental de la naturaleza humana es su obsesién por entender el mundo
que lo rodea, desarrollando para ello teorfas que explican todo tipo de fenémenos fisicos. Todas estas
construcciones se basan implicitamente en una idea tan simple como que dichos sucesos ocurren en un
lugar y tiempo determinados. Sin embargo, pese a ser capaces de explicar muchos de estos fenémenos,
preguntas como ¢qué es el espacio? o ¢qué es el tiempo? atin no tienen respuesta; lo més cercano que
tenemos hasta el momento es precisamente la Teorfa de la Relatividad. Este marco tedrico nos permitié
pasar de la descripcién newtoniana en la que espacio y tiempo son el escenario donde ocurren todo
lo que observamos, a otra en la que forman parte de los propios sucesos. En palabras de Wheeler: “la
materia le dice al espacio-tiempo como curvarse, y el espacio-tiempo le dice a la materia cémo moverse”.
En este contexto, el objetivo de este trabajo es estudiar la geometria necesaria para poder explorar la
Teoria de la Relatividad.

El trabajo estd organizado en dos bloques diferenciados por su naturaleza. El primero estd dedicado
al desarrollo de los aspectos puramente geométricos, que constituyen la base matemadtica necesaria. El
segundo bloque aborda los elementos propios de la relatividad, aplicando los conceptos geométricos
previamente establecidos al marco fisico de la teorfa.

En el bloque de la geometria comenzaremos presentando el concepto de conexién. A partir de
esta nueva herramienta definiremos el transporte paralelo y extenderemos la idea de derivacién para
formas y tensores. En el segundo capitulo del bloque continuaremos con el estudio de la curvatura,
construyendo el famoso tensor de curvatura de dos maneras diferentes y entendiendo el porqué de
que esta es una extension de la curvatura para superficies. Veremos también el tensor de Ricci y su
interpretacion geométrica.

En cuanto al bloque de la Relatividad, comenzaremos formulando sus postulados desde una perspec-
tiva matemdtica y demostrando que sélo existen dos estructuras compatibles con estos: la newtoniana
y la relativista. Posteriormente, en el capitulo 6 pasaremos al estudio de la relatividad especial, en la
que formularemos la cinemdtica y veremos las consecuencias fundamentales de esta nueva perspec-

tiva; desde la contraccién espacial y dilatacién temporal, hasta la equivalencia de masa y energfa. En



el capitulo 7 desarrollaremos el lenguaje necesario para abordar problemas con una distribucién de
materia continua, presentando objetos fundamentales como la forma de impulso y el tensor de materia.
Concluiremos este capitulo obteniendo algunas leyes de conservacién e introduciendo para el caso de
un fluido perfecto las ecuaciones de la dindmica. Acabaremos el trabajo empleando todo lo estudiado
para demostrar la ecuacién de campo de Einstein.

Alo largo del documento encontramos ciertos desarrollos que merecen ser destacados. En primer
lugar, la seccién 3.2 en la que exploramos de manera diferente a la habitual la relacién entre el transporte
paralelo y la conexidn. Trataremos de establecer las propiedades bésicas que debe verificar el transporte
paralelo para inducir una conexién. Veremos que serd necesario imponer que el transporte a lo largo de
lazos infinitesimales debe converger a la identidad, una propiedad que no es inmediata, y que podria ser
objeto de estudio en otro trabajo. En esa seccidn, encontramos mds contenido que complementa a la
literatura cldsica en la interpretacién geométrica de la torsién nula en una conexién. En la seccién del
3.3 encontramos la extension del concepto de conexién para formas y campos tensoriales tratando de
justificar el porqué de las definiciones. Para el caso de las formas, veremos que podemos entenderlo
como la aplicacién dual de la conexién para campos modificada con un término para que verifique la
regla de Leibniz. En el caso de los tensores, proponemos dos definiciones: la primera imponiendo la
regla de Leibniz y en la segunda la del producto. Concluiremos que ambas son equivalentes y ademds
demostraremos que solo existe una extension de la conexién para tensores que cumple la regla de Leibniz.
Otra parte a destacar es la construccién del tensor de curvatura a partir del concepto de holonomifa.
Veremos cémo el tensor de Riemann se puede obtener tomando la diferencia entre un vector y el
transportado alrededor de un lazo infinitesimalmente pequeno. Esto nos revelard el papel fundamental
que juega el dlgebra de los campos tangentes; viendo como surge la curvatura a partir de fundamentos
algebraicos.

En cuanto a la parte de relatividad, empezamos destacando la seccién s5.2. En ella demostramos
que las estructuras del espacio-tiempo compatibles con los postulados definen una variedad con borde
cuyo interior estd formado por las métricas lorentzianas y el borde por las newtonianas. Demostrando
asi, no sélo que lo més probable es vivir en un universo relativista, sino que en caso de vivir en uno
newtoniano no podrfamos demostrarlo por medio del experimento de Michelson-Morley. En el capitulo
6 nos gustarfa destacar el teorema 6.21, en el que se extiende la Segunda Ley de Newton para el caso
relativista. En el capitulo 7 encontramos especialmente relevante la seccién 7.4.2 en la que estudiamos
la conservacién del impulso para el caso lorentziano, complementando lo presentado en [NSo4] que lo
hace solo para el newtoniano. Finalmente, hay que resaltar el resultado mds importante del trabajo, el

teorema 8.6 correspondiente a la ecuacién de campo de Einstein.
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Preliminares

En esta seccidon recordamos las definiciones basicas que utilizamos a lo largo del trabajo. Las referen-
cias bdsicas empleadas para los contenidos de geometria diferencial son [Kiitho6, BG8o, KoNo63]. En
cuanto a la parte de relatividad, hemos seguido [NS17, Caro4, HE94, SW77]. Como [NS17] no estd
publicado, se puede consultar la versién antigua [NSo4]

A lo largo del trabajo consideramos M variedad diferenciable C* de dimension finita 7. Diremos
que M es una variedad euclidea si M C R”. En caso de ser M una variedad con borde, a la variedad
borde la denotaremos 0.

Sea T,M el espacio tangente a M en un punto p € M y denotaremos indistintamente d, Bix,- 0
e, 1 < 7 < m, los elementos de la base coordenada en funcién del contexto. Sea Y;M el espacio
y T"M = Upear T, M los fibrados tangente y cotangente de M. Sea X(M) al 4lgebra de campos
vectoriales en una variedad. Denotaremos ® al flujo de un campo X € X(M). Diremos que M es
orientable si admite una n-forma w € A”M no nula, llamada forma de volumen.

Sea Tg M) = ®P TM ® Q)7 T*M el fibrado de campos tensoriales de tipo (p, g). Denotare-
mos la contraccion del i-ésimo indice contravariante con el j-ésimo indice covariante como C}’ Lla-
mamos formas diferenciales w a las secciones alternadas de tensores de tipo (0, p); el conjunto de
p-formas diferenciales se escribird como A? M y el dlgebra de formas diferenciales como AA. Conside-
ramos el producto exterior A definido a partir de la operacién de antisimetrizacion Alt(a) (vy, ..., v,) =
% 2ires, sign(a) a(vy (1), . - . Us(r)). Ademds, tenemos la diferencial exterior d: AN M — N yla
contraccion interior 1y respecto a un campo vectorial X € X(AM).

Denotaremos por G a un grupo de Lie y g a su dlgebra de Lie. Escribiremos el conmutador y la
aplicacion exponencial como [ -, -] : g X g — gyexp : ¢ = G, respectivamente.

Trabajaremos también con variedades métricas (M, g). Diremos que es riemanniana si g es definida
positiva en cada TM, y lorentziana si g tiene signatura (+, ..., —). Si g es no degenerada, permite
definir un tensor 2-contravariante simétrico llamado métrica contravariante b asociada a g que satisface

¢ Y) = hlax,ar), X, Y € X(M), donde ax (2) = (X, 2).
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Conexion, transporte paraleloy
geodésicas

En este capitulo analizamos la idea de conexidn, concepto que surge de la necesidad de transportar
vectores tangentes sobre la variedad de manera coherente. A diferencia de la geometria afin, en el
caso de variedades, el espacio tangente en cada punto no es difeomorfo a la propia variedad. Por lo
que no podemos identificar los espacios tangentes en cada punto como si sucede en R” y, por tanto,
no podemos definir operaciones como la derivacién de manera inmediata. Es decir, en variedades
necesitamos definir lo que se conoce como transporte paralelo mediante la conexidn.

Con esta idea fundamental en mente, empezaremos presentando la conexién con su definicién alge-
braica y, mediante ejemplos, veremos que se trata de un concepto intrinseco que generaliza la derivada
direccional. También veremos las condiciones que nos permiten definir la conexién de manera tGnica:
la conocida como conexién de Levi-Civita. Al final del capitulo, estudiaremos las curvas geodésicas:
unas curvas naturales dentro de la variedad que juegan un papel central en el estudio de la geometria
intrinseca de la variedad y que son fundamentales a la hora de entender la relatividad.

De este capitulo caben resaltar ciertas partes que divergen del planteamiento usual. En primer lugar, el
andlisis dela relacién entre el transporte paralelo y la conexién. En la seccién 3.2 se estudia cémo construir
una conexién a partir del transporte paralelo; al contrario de lo que suele ser habitual. En segundo
lugar, se presenta la conexién para formas a partir de la aplicacién dual. En la generalizacién para el caso
de tensores en la seccidn 3.3.2, se presentan de dos maneras diferentes en funcién de si imponemos la
regla de Leibniz o la del producto. Ademds, demostramos que ambas son equivalentes y que conmutan
con todas las contracciones. A partir de esa idea, vemos que existe una Unica generalizacién para
tensores verificando las propiedades anteriores. Finalmente, es importante mencionar que esta visién
nos permitird dar una interpretacién clara tanto de la torsién como de la compatibilidad con la métrica

que caracterizan la conexién de Levi-Civita.
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3.1. Conexion en variedades abstractas

Empecemos con la definicién mds general de conexién.
Definicién 3.1. Una conexidn en una variedad A es una aplicacién
V: X(M) X X(M) — X(M),
(X Y) — VxY
que satisface las siguientes condiciones:
1) Vi)Y =VxY+Vy Y, VX, Xp, Y € X(M),
2) VY =f(VxY), Ve C¥(M), VX Y € X(M),
3) Vx(1+Y2) =Vxhh+Vxl, VX 1, Y, € X(M),
4) Vx(fY)=X()Y +f(VxY), VfeC®(M), VX, Y € X(M).

Notese que las condiciones 1) y 2) en la definicidén 3.1 garantizan la linealidad en el primer argumento
y la condicién 4) es andloga a la regla de Leibniz. Con esto podemos empezar a ver que efectivamente
se trata de una generalizacién de la derivada sobre variedades abstractas como ya adelantamos. Ademds,

se pueden imponer condiciones extra como

Vel —VyX - [X, Y] =0, VXY e XM), (3.1)
X(g(¥,2)) =¢(VxY, 2) +g(Y,VxZ), VX, Y,Z € X(M). (3-2)

Si verifica la condicidn (3.1) se dice que es una conexién sin torsidn; al final de la seccién ??veremos

la interpretacién geométrica de esta condicion y entenderemos el porqué de su nombre.

Definicién 3.2. Llamamos torsidn de la conexién V al tensor © de tipo (1, 2) definido por
O, ¥) = V¥ —VyX - [X, Y], VX Y € X(M). (33)

La condicidn (3.2) se aplica para variedades equipadas con una métrica g. En los casos concretos en
los que ¢ es una métrica riemanniana o lorentziana decimos que es una conexién riemanniana en el
primer caso y lorentziana en el segundo. Veremos en el teorema 3.10 que estas condiciones son las que
nos garantizan que, dada una variedad, con una métrica no degenerada, induce una tnica conexidn.

La definicién que acabamos de ver es puramente algebraica y resulta muy til a la hora de operar; sin
embargo, no nos permite tener algo de intuicién. Por ello, con el objetivo de tener una idea geométrica
mds all4 de la algebraica empecemos por los casos sencillos del propio R” y variedades euclideas donde

podemos definir la que se conoce como conexién estindar en R”.
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Ejemplo 3.3 (Conexién en R”). Sea Y = 3] ]’Zl Vi % un campo tangente en R”. Llamamos conexion
J

estandar en R”, ala aplicaciéon V: R” X R” — R” tal que
\Y Y—Zm:)((f)i VX € X(R™)
X - J:1 ] ax’]’ .

Es fécil verificar que efectivamente se trata de una conexion. Asi, podemos ver que la conexién
estindar en realidad no es otra cosa que una derivada direccional del campo Y siguiendo las curvas

integrales del campo X.

Ejemplo 3.4 (Conexion en variedades euclideas). Sea N una variedad euclidea R” y sea V la conexién
estindar en R”. Dados X, ¥ € X (V) dos campos tangentes a N, (VxY), estd definido para cada
p € N. Denotamos (VxY )p su componente tangencial y «, (X, ¥) su componente normal, de manera

que se tiene:

(VaT)y= (VxV)y+ (X V), XY X(N), pes (34)

con (VyY )p € TyN ya,(X, Y) € (T,N)™, donde el simbolo * denota la proyeccién sobre el subespa-
cio ortogonal a 7},S.

Expresindolo de esta forma se ve que (Vx Y'), no tiene por qué ser un vector tangente a la variedad
N. Por tanto, para definir una conexién en N es necesario tomar la parte tangente de dicho vector. La

métrica en R” permite descomponer los vectores de R” en la componente tangencial y en la normal *.
Proposicion 3.5. La aplicacion V, dada en (3.4) es una conexion en N.

Demostracion. Las condiciones 1), 2) y 3) en la definicidn (3.1) son inmediatas teniendo en cuenta que
V es una conexién y la linealidad de la proyeccién T, — T,NN. Veamos que la condicién 4) en (3.1)
también se satisface. Sean f € C*(N), X, Y € X (M), entonces

Vx(fY) =X(f)Y +fVxY,

donde X (f)Y € X(IN). Por tanto, tomando la componente tangencial en ambos lados de la igualdad

anterior tenemos:
Vx(fY) =X(f)Y +fVxY,

con lo que se concluye. m]

"Nétese por tanto que dada una métrica sobre el espacio ambiente o sobre la propia variedad euclidea induce una tnica
conexién, salvo que la métrica sea degenerada. En el caso de una varieda abstracta es necesario afiadir la condicién de torsién

nula como comentamos.
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Observacion. Reescribiendo la definicién de V en términos de un limite de nuevo vemos que se trata de
una generalizacidn de la derivada direccional en IN. Sea¢: / — S una curva integral de X € X(S), con
¢(t9) = p. Se tiene

Y(c(o+1) - Y () |"
t

(VxY)(p) = (Yo o) () = lim € 1,5,

donde el superindice 7" indica la componente tangencial.

Una vez tenemos ya una cierta intuicién geométrica de qué representa una conexién, volvamos al
caso general Calculemos en la expresién en coordenadas de la conexion. Sean dos campos vectoriales

X= Zic sy Y = Z ;7/ - en M, la conexién en coordenadas locales viene dada por
9 . 0 6;7/ 0 . 0
VyY =Vy — = DI —) = +7V.e —).
& Zf“%EVIM ZC : 255) ;( 50w TV 5)

Ahora por la definicién de conexidn 3.1, sabemos que su imagen debe ser un nuevo campo tangente

por tanto podemos escribir que
0 0
Vo —:=Y I~
o 0 Z 7 0x*

donde Ff}. € C*(M). Asi, tenemos que

v YZEZ(E:ga_’/eJrE gl’,/r’?.)i (
X 5 ox! £ 77 9xk 35)
z l,_]

Noétese que por la propiedad de linealidad en el primer argumento en realidad no hace falta escribir

la férmula anterior para campos X generales. Basta con escribirlo para campos de la forma X = %. Asi

w )2
VXY:V%(;’%@):Z B 7) 5

De esta forma se puede ver que definir una conexién sobre una variedad consiste en dar las funciones

. . b 9
diferenciables {Fl.].}l.’].) 4 correspondientes a los campos V £ 9"

Definicidén 3.6. Llamamos simbolos de C'brz'stcﬁ%l alas funciones diferenciables sobre A1

Vo —= .6
ail (936/ Z Z]ax (:6)

Observacion. Nétese que todo este razonamiento es local, por tanto los simbolos de Christoffel se
definen para cada entorno coordenado. Debido a que son funciones diferenciables y los cambios de

carta también, los simbolos definidos en dos entornos con interseccién no nula son compatibles.
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Proposicion 3.7. Sea (M, V) una variedad diferenciable equipada con una conexion sin torsion, entonces
k _ Tk
Fz'j = sz .

Demostracion. Aplicando la definicién de torsién nula para campos coordenados:

O

Si nos restringimos a una tinica curva en el primer argumento de la conexién obtenemos lo que se

conoce como derivada covariante.

Definicion 3.8. Sea una curvac : / — M diferenciable. Sabemos que existe X € X(A) un campo
tangente a la variedad tal que ¢ es una curva integral. Entonces llamamos derivada covariante alo largo

deca
V@(t)Y = (VXY) (C(l‘))

En coordenadas locales tenemos que é(¢) = 3, ¢ (¢) %, y sustituyendo en la férmula (3.5) tenemos

que:
Vi ¥ = ZZ (214 (()) + 307 )T~ pe (3:7)
uf

donde hemos escrito ¢(¢) en vez de ¢(c()) con @ una aplicacién coordenada, para aligerar la notacién.

Observacion. La derivada covariante es una restriccion de la conexién a una tnica curva integral en el

primer argumento. Por tanto, la derivada covariante también es una nocién intrinseca a la variedad.

3.1.1. Unicidad de la conexion de Levi-Civita

Hasta ahora hemos visto que para definir esta generalizacién de la derivada direccional basta con
escoger los simbolos de Christoftel. Al quedar esto a nuestra eleccién, podria parecer entonces que la
conexién no nos dice nada acerca de la variedad. Sin embargo, veremos que existe una Gnica conexién
que ademds verifica las condiciones (3.1) y (3.2) de la definicién 3.1. Para ello empecemos demostrando

la Férmula de Koszul.

Proposicion 3.9 (Férmula de Koszul). Sea (M, g) una variedad métrica. Toda conexion en M que

cumple las condiciones (3.1) y (3.2), debe verificar la siguiente formula:

g(VxY,2) = (X (g(X2)+Y(g(X 2)) - Z(g(X, Y))
—¢(Z [V X]) - ¢(Y [X Z]) - ¢(X, [¥, Z])), (3.8)

paratodo X, Y, Z € X(M).
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Demostracion. A partir de la condicién de compatibilidad métrica, para todo X, ¥, Z € X(M), se

satisfacen las siguientes identidades:

X(g(¥,2) = g(VxY,2) +¢(Y,VxZ),
Y(¢(X,2)) = g(VyX 2)+g(X, Vy2),
Z(gXY)) = g(VzX, Y) +g(X,VzY).

Sumando las dos primeras y restando la tercera, y, reorganizando, obtenemos:
X(g(¥,2)) + Y (g, 2) - Z(g(X, V) = (Vx ¥, Z) + g(VyX, Z) + g(ViZ, ¥)
—g(VzX Y) +¢g(VyZ X) - g(VzY, X),
con lo que se concluye, teniendo en cuenta la condicién de torsién nula. O

Teorema 3.10. Sea (M, g) una variedad métrica con g no degenerada. entonces existe una inica conexion

V sin torsion y compatible con la métrica denominada conexién de Levi-Civita .

Demostracion. A partir de la férmula de Koszul (3.8), la unicidad es inmediata. Ahora debemos verificar
que VY definida a partir de la férmula de Koszul siempre existe y que ademds es una conexidén. Para
la existencia basta darse cuenta de que la aplicacién ¢ (X, -) define un isomorfismo entre 7M1 y T*M
ya que g es no degenerada. De esta forma, verificar que g¢(Vx Y, - ) es una 1-forma no nula nos garantiza

la existencia del campo VY. Es inmediato comprobar que fijados X, ¥ € X (M), se cumple:
e(VxY, Zi+ 2,) = g(Vx Y, Z)) + ¢(Vx Y, Z,), VZi,Z, € X(M),

pues los términos del lado derecho de la igualdad en la férmula de Koszul, (3.8), se comportan bien con
la suma de campos en el término Z.
Veamos ahora que ¢(VxY, fZ) = fg(VxY, Z) paratoda f € C*(M). Sustituyendo fZ en la
férmula de Koszul (3.8), tenemos:
2(VxYfZ) = X(g(Vf2) + YK f2)) - fZ(g(X 1))
—¢(fZ, [V, X]) - g(Y; [X fZ]) - ¢(X, [V, fZ]).
Sabiendo que [X, fZ] = f[X, Z] + (Xf)Z para todo par de campos y para toda funcién diferenciable,

sustituimos en la ecuacién anterior obteniendo:

20(Vx Y, f2) = X(fo(Y, 2)) + Y (e (X, Z)) ~ fZg(X, Y)
+f2([X Y], 2) - ¢(fIX Z] + (XN)Z Y) = ¢ (1Y, Z] + (Y)Z, X)
=fXg(Y, 2) + (Xf)g(¥, Z) + fYg(X, 2) + (Yf)g(X, Z)
—JZ¢(X Y) +fg([X, Y], 2) - fg([X, Z], Y) — (Xf)g(Z Y)
- fg([Y, Z], X) - (Y)g(Z X).
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Observamos que los términos con Xf e Yf se cancelan y los multiplicados por f  es precisamente
2¢(VyY, Z). Por tanto, la aplicacién Z + ¢g(VxY, Z) es una I-formay el campo Vy Y existe y es tnico.
La comprobacién de que V asif definida es una conexién se ve en el lema A.r. o

Hemos dicho que una conexién queda definida mediante la eleccién de los simbolos de Christoffel.
Sin embargo, el resultado anterior nos indica que la conexidn bajo ciertas condiciones es tinica y por
tanto en ese caso los simbolos de Christoffel también son dnicos. A continuacién vamos a ver cémo

determinarlos a partir de la métrica.

Proposicion 3.11. Los simbolos de Christoffel de la sinica conexidn métrica de una variedad métrica
(M, g) verifican:

m 1 m(@ 6 6 ) (3.9)

donde (g™) = (g;) 7.

Demostracion. Sea (8, ..., 0,) labase de campos coordenados y sean g;; = ¢(;, 9;) las componentes
de la métrica. Consideremos los campos X' = d;, ¥ = 8;, Z = 0, y sustituyamos en la férmula de

Koszul (3.8). Teniendo en cuenta que [3;, ;] = 0, tenemos:
2¢(V5,0;, 0) = 0; (9, Ok) + 0; g(h 0;) — O g(0y, 0y) = 0; gy + Oy gui — i Gy
Y sustituyendo (3.6) en la expresion anterior se tiene:
2 ri g0 = 0r g + 0 gir — Op gy

Multiplicando por la inversa (¢”%) y sumando en %, se concluye.
O

Observacion. Al estar unfvocamente determinados por la métrica si verifican todas las condiciones de la
definicién 3.1, los simbolos de Christoffel encapsulan las propiedades de la geometria intrinseca de la

variedad.

Observacion. En el caso de tener una variedad con una métrica constante, un caso particular de una
variedad plana, los simbolos de Christoffel son nulos. En el caso del espacio euclideo de R, vemos
de nuevo cémo la conexién coincide con la derivada direccional. Sean X = 3, &% 30 Y = 2 7 a%

sustituyendo en la expresién de la conexién en coordenadas 3.5 se tiene,

Vol = Z(Z 3 axz)

Para una interpretacién de los simbolos de Christoffel ver ??.
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Ejemplo 3.1z (Conexién en la esfera.). Consideremos la esfera unidad S? inmersa en R3. La métrica
inducida por la usual en coordenadas esféricas queda ¢ = dp? + sin® @ d6%, donde & es el dngulo en el
plano del ecuador y ¢ es el dngulo polar. Calculemos los simbolos de Christoffel empleando la férmula
3.9.
r? =10 L o =0
e = 28 (gopp +Lrpp —Lppp) + 58" \8pbp 800 ~ 8Lpps) = O

! (2sinpcosp) = a4

F‘9:£€¢( + - )+l‘9‘9( + - ):l
06 = 58 " \Sopp T &ppt T &b ) T 58 |8t T 8000 T Lphl 25in o sing’

Fge = %gw (g&w + 066 —gee,;p) + %gg’ﬁ (gee,e + g0 —ga&,e) = —sin @ cos @.
Anilogamente, se obtienen todos los simbolos de Christoftel:
Fge =0 FZ& = %ﬁ’
Fg¢ =0, F;; = —sin g cos @,
Iy, =0 T, =0

Consideremos los campos X = 9 yY = %. Finalmente, sustituyendo en la férmula 3.5 obtenemos

dp

COosS @

VxY = r* o, = r? Op = — Op,
k; : po P9 sin @
y del mismo modo
cos @
VyX= ) T% §,=T% §;=—L 6,
k:ZQ; : o o0 sin @

Siguiendo con la idea de que la conexidn generaliza la derivada direccional, este resultado se puede
interpretar como que el desplazamiento en la direccién de los meridianos?, 352,, un vector en la direccién
. . . CosS @

del paralelo dy experimenta un giro proporcional a - -
indica cémo se transportan los vectores tangentes de un espacio tangente a otro.

. Es decir, este ejemplo ilustra que la conexién

3.1.2. Transporte paralelo

Como comentamos al principio de la seccién, cuando trabajamos con R” que podemos comparar
vectores de diferentes espacios tangentes de manera natural, mientras que en el resto de variedades
no. Sin embargo, con el ejemplo anterior se puede de manera intuitiva como la conexién nos permite
definir esta correspondencia entre espacios tangentes. Esta es aplicacion inducida por la conexién se

conoce como transporte paralelo. Veamos cdmo construirla.

*Se razona de manera andloga para VyX.
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Definicién 3.13. Un campo Y € X (M) se dice paralelosiVyY =0, VX € X(M). Andlogamente si
¢: I — M es una curva diferenciable y 7 € X(c) un campo con soporte en dicha curva. Decimos que
V es paralelo a lo largo de csiV.V = 0.

Observacidn. El conjunto de campos paralelos forman un R-submédulo de X(A1). Sean ¥, Z € XM
campos paralelos. Entonces se verifica

Vx(aY +bZ) =Vx(aY)+Vx(bZ) =ad'Y +aVx Y +V'Z+bVxZ =0, VX € X(M) Va beR

De manera andloga se ve que los campos paralelos a lo largo de una curva forman un R-submddulo de

X(0).

Teorema 3.14. Sea c: I — M una curva diferenciable no constante. Sean ty € I, po = c(ty) € My
v € Ty, M. Entonces existe un sinico campo Y € X(c) con Y (ty) = vyque V;Y = 0.

Demostracion. En coordenadas tenemos ¢ = ), c"%, Y = Z]-;/ %. Como buscamos que Y sea
paralelo a lo largo de ¢, verifica que V.Y = 0.. Sustituyendo en la expresion de la derivada covariante en

coordenadas 3.7:

0
0

k
ZZ‘ + ZJ: FTH) =0, Vek=1...,m. (3.10)

Por tanto, para que el campo sea paralelo debe verificar este sistema de ecuaciones diferenciales. Por
el teorema de existencia y unicidad de soluciones ecuaciones diferenciales ordinarias, tenemos que para
la condicién inicial (7%, ..., #™)(¢(¢0)) = (01,..., v,n) con &(2y) el campo ¢ es Ginico. Debemos ver que
esto es independiente de la carta empleada. Pare ello, hacemos en cartas cuya interseccién contenga
ala curva. De nuevo, por el teorema de existencia y unicidad tenemos que la solucién obtenida en la

interseccién de dos abiertos debe de ser tinica. O

Veamos ahora si los siguientes campos sobre la esfera son paralelos o no a modo de ejemplo.

Ejemplo 3.15. » Consideremos el campo ¥ = i sustituyendo en el sistema de ecuaciones diferen-
0x?

ciales 3.10 tenemos
9 g _
1“&@ + st =0,
P P _
F&p +I5, =0.
En el ejemplo 3.12 ya calculamos los simbolos de Christoffel. Asi, llegamos a que Y es paralelo a
la curva tal que
cos
' @ _,
sin(@)

es decir, c(¢) = (6(¢), 5). Por tanto, el campo Y es paralelo a lo largo del ecuador. De manera

similar podemos ver que ¥ = % también es paralelo a lo largo del ecuador.
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d
W .
Veamos que Y no es paralelo alo largo de c. Por las propiedades de la conexién y con los resultados

= Consideremos ahora la curva ¢(¢) = (% %) contenida en un meridiano. y el campo ¥ =

del ejemplo 3.12 tenemos

5 O

+I,—
% 50

V:Y =V (40)(10) = wV(10)(1,0) = ([ ) = —wsin(8) cos(d) # 0

4
90 5P
La siguiente propiedad de los campos paralelos nos permitird definir el transporte paralelo.

Proposicion 3.16. Sea (M, g) una variedad diferenciable junto con una métrica no degenerada. Sea V
la conexion inducida por g. Sea X € X (M) un campo y c una de sus curvas integrales. Sean Y, Z € X(c)
dos campos paralelos a lo largo de c, entonces g(Y (t), Z(t)) es constante a lo largo de c.

Demostracion. Como V es compatible con la métricay ¥ y Z son campos paralelos a lo largo de ¢

tenemos que
X(c()(g(V,2) =¢g(V:Y, 2) + g(Y, V:Z) = g(0,2) +g(¥;0) = 0.
Por lo tanto, g( Y, Z) es constante a lo largo de c. O

Definicién 3.r7. Dada una curva diferenciable ¢ : 7 — A no constante, con ¢(zy) = py c(t1) = 4. Se
define el transporte paralelo de p a g alo largo de ¢ como:

P (o) : T,M — T,M

0
vi— V()

donde V' € X(c) es el nico campo paralelo a lo largo de ¢ con V' (2)) = v.

Observacion. Nétese que esta definicién del transporte paralelo falla para curvas constantes ya que todos
los campos son paralelos a lo largo de la curva. Esto no es un problema cuando lo que tratemos sea
comparar elementos de diferentes espacios tangentes. Sin embargo, cuando defininamos conexiones

a partir del transporte paralelo y para ello deberemos imponer que para curvas constantes P sea la

identidad.

Antes de seguir adelante debemos ver que la aplicacién estd bien definida; que no depende de la

parametrizacion de la curva.
Proposicién 3.18. E/ transporte paralelo P;} (c) no depende de la parametrizacion de la curva c.

Demostracion. Seay : J — I una funcién diferenciable y biyectiva tal que y(s0) = #o y (s1) = #1. De

esta forma podemos considerar la curva reparamentrizada como¢ =coy : | — M.
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Sea Y € X(c) el campo paralelo a lo largo de ¢ con Y (#) = y. Definimos Y € X(¢) como la
reparametrizacién de Y, es decir que ¥(s) = Y (y(s)). Por la regla de la cadena y las propiedades de

una conexién tenemos que

Vi ¥ = VY =7 Vi Y =7'(5)-0=0

Por tanto, ¥ es paralelo a lo largo de ¢. Asi, podemos definir la aplicacién del transporte paralelo sobre ¢
y como se verifica que Y (s1) = Y(y(s1)) = Y (1) y Y (50) = Y (¥(50)) = Y (#9) = y. Podemos concluir
que, P (2)(y) = Y1) = Y(p(s1) = Y (1) = Pg (¢)(y). Ademds, por la unicidad del campo paralelo
demostrada anteriormente podemos afirmar que no existe ningtin otro campo ¥ que lo verifique. Asi,
concluimos que 2, (¢) = Pfé (¢), y por tanto el transporte paralelo no depende de la parametrizacién

escogida. O
Veamos ahora alguna propiedad del transporte paralelo 3.2. Para demostracién, véase A.2.
Proposicion 3.19. El transporte paralelo PZ (©): Tez)M — Ti(1,)M satisface
PE(O) = P () 0 Pi(er),

c: [t0, 2] = M curva concatenacion diferenciable de las curvas cy: [to, 1] — M ycy: [11, 2] — M.
Ademds, el transporte paralelo P; (¢): T\ M — T M es una isometria lineal.

Para la demostracién del siguiente teorema, véase [1].

Teorema 3.20 (Teorema de Taylor en variedades). Sea (M, V) una variedad de dimension m equipada
con una conexion. Sea c : [0, t] — M una curva diferenciable con c(0) = p, c(¢t) = q. Supongamos que
V(t) un campo paralelo a lo largo de c. Sea V™ (¢) el campo trasladado por c desde q hasta p, es decir

i) = Po)(V(2) € T,

donde P{(c) es el transporte paralelo de T,M a T, M y P (c) su inversa. Entonces, alrededor det = 0,

V() = V(0) + ¢tV 7V (0) + §V§V(0) + o(£2).

Una vez tenemos el transporte paralelo podemos comparar vectores de diferentes espacios tangentes
y ver una conexién como un cociente muy similar al de la derivada usual. Sea V una conexién en My
P la aplicacién de transporte paralelo que define. Sean X, ¥ € X(M) campos tangentes y sea ¢ la curva
integral de X tal que ¢(0) = p entonces

14 -1 _ _.
VxYl, = lim (Po(c(t))z «(0) _ . Pe(®) —e(0)

t—0 t
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Es decir, el Gnico cambio con la derivada usual es que antes de hacer la diferencia entre dos vectores
es que tenemos que trasladar el vector mediante la aplicacién Pj(c(2)).

Por otro lado, si observamos la expresién anterior podemos ver como el miembro derecho depende
tnicamente del transporte paralelo sobre una curva. Esto hace que de manera natural surja la pregunta
de si podemos construir una conexién a partir de un transporte paralelo. En la siguiente seccién

trataremos de definir la conexién a partir de las propiedades vistas.

3.2. Equivalencia entre transporte paralelo y cone-
Xion

Definicion 3.21. Un pseudotransporte paralelo en M es una asignacion, en la que a cada curva diferen-
ciable ¢: [a, 5] — M le hace corresponder una familia de aplicaciones 2% (¢) : Ty, M — T, )M,

t € [a, b], que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Linealidad. Para cada curva diferenciablec: [4, ] — My cadat € [a, b], el transporte paralelo
Po(0) : TuyM — TunM,
es una aplicacién lineal.
2. Condicién inicial. Para cualquier curvac: [4, b)] — My cualquier ¢ € [a, b], se tiene
Pi(c) =idr,, -
3. Composicion. Seac: [a, b)] — M una curva diferenciable y sea s € (4, b) entonces

Pl(c) o Pi(c) = PL(0).

4. Invarianza bajo reparametrizaciones. Sea ¢ : [4/,0'] — [4, 5] un difeomorfismo con

derivada no nula en todo punto tal que ¢(4’) = 2y (&) = b, entonces

Pl(cog) = PL(0).

Observacion. Nétese que a partir de la propiedad 3 y por induccién podemos extenderlo a una composi-

cién finita. Sea una particiéna = #) < f; <... < t, = bdelintervalo [, 6]. Entonces

Py =P () o Pri(e) o0 P2(c) o Pli(c)
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Observacion (Intento de definicién de la conexidn a partir del pseudotransporte paralelo). Sea A4 una
variedad diferenciable dotada de un pseudotransporte paralelo 3.21. La aplicacién dada por
Py(a)(Ye) = Yy

Vx|, = lim - . XY e X(M),

donde ¢ es la curva integral de X que pasa por p € M, verifica todas las propiedades de las conexiones

menos la aditividad.

Demostracion. Dados X, Y € X(M) y seacla curva integral de X' que pasa por p € M, veamos que el

siguiente limite efectivamente define una conexién:

Poy()(Yer) — Yp
t‘ J

Vx Y|p = lim
dondec(#) = @ (p) esel flujo de X con c(0) = p. Veamos que este limite satisface todas las propiedades

de una conexidn.

1. Producto por una funcién diferenciable.

VY (p) =f () (VxY)(p), Vf € C™(M).

Sea c(t) = ®F (p) la curva integral de X en p. Es ficil ver entonces que la curva integral de /X
con f € C(M) es una reparametrizacién de la anterior. De esta forma podemos considerar
¢r(2) = c(h(2)) , con h(¢) una funcién diferenciable tal que »(0) = 0y 4'(0) = f(p). Entonces

por la propiedad 4 de invarianza bajo reparametrizaciones del transporte paralelo,

P Yy) =Y 200 Yow) = Y )

VfXY(P) - }1—% t t—0 t

Esto lo podemos reescribir como

PO (X)) - Y (p) h(2)
h(2) t

VY (p) = lim
Por definicidn, el primer factor tiende a (VxY)(p). Como f(p) = /' (0), entonces
VY (p) = f(p)(VxY)(p).

2. Aditividad en el segundo argumento

V(1 + 12)(p) = VxTi(p) + Vx Ya(p).
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De nuevo consideramos ¢(z) = @ ( ). Para demostrar esta propiedad basta con aplicar la linealidad
del transporte paralelo en el segundo argumento:

Tt + 1) ) = tim DO T2Na) 7 (52 )

PO (Yen) —Ni(p) | Pylo)(Yacw) — Ya(p)
= lim + lim

t—0 t t—0 t
= VxXi(p) + Vx Y2 (p).

3. Regla de Leibniz
V() (@) =X Y (p) +f(p)(VxY)(p), Vf € CT(M).

Seac(r) = ¥ (p) yseaf € C*(M). Por definicién y como P (c) es lineal tenemos que
f @) Py(0)(Yeiry) = f ()Y (p)

t

Vx(fY)(p) = }1_%
Si sumamos y restamos f'(¢(2)) Y (p), llegamos a que:

FE) [P0 (Yao) - Y (7| 1, Fc) -1 @) |7 @)
+ lim .

t t—0 t

Vx(fY)(p) = lim

Asi, es ficil ver que

Vx(fY)(p) = X)) Y () +f () (VxY)(p).
O

Observacion. Para garantizar que se verifica la aditividad es necesario imponer que el transporte a lo

largo de lazos infinitesimales debe converger a la identidad. Esto se puede ver en [KNsi] .

Asi, si anadimos esta tltima propiedad podemos demostrar que dar un transporte paralelo es

equivalente a dar una conexién.

Definicién 3.22. Un transporte paralelo P en M es una asignacion, en la que a cada curva diferenciable
sobre M, le corresponde una familia de aplicaciones que satisfacen las condiciones enunciadas en 3.21.
Ademis, se requiere que esta asignacion verifique una condicién de continuidad: al considerar lazos

infinitesimales, el transporte debe converger a la identidad (ver [KNs1]).

Veamos ahora que no sélo podemos definir una conexién, si no que podemos imponiendo dos

condiciones mds podemos obtener la conexién de Levi-Civita.
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Proposicion 3.23. Sea (M, g, P) una variedad diferenciable con una métrica no degenerada y un
transporte paralelo P que verifica las propiedades de la definicion 3.22. Si ademds P (c) es una isometria

para toda curva c y todo a, t € [a, b], es decir,

2 (P()(v), Po(0) (W) = go(a) (1 w), Vo, w € Ty M,

entonces la conexion V inducida por P es compatible con la métrica g.

Demostracion. Sea X € X(M) un campoy ¢(z) = o (p) una de sus curvas integrales. Dado que

Py (c) es una isometria:

(P () (Yoo PY()(Zer)) = ge(o) Yoty Zeta))-

Entonces derivando y sustituyendo en la igualdad anterior obtenemos:

d d d
ZL:OgC(t)(YC(t)) Zp) = gp(d_tL:OP? () (Yoo P (Ze() + g5 (PY (o) (X)), ZLZOP[O () (Zen)-

Por definicién tenemos que % |[:0Pt0 (c)(Y,») = VxY,y por tanto

d
7 |imo&e0 (Yewr Zet) = 8 (Vx Y Zp) + gy Vi Zy).

Por dltimo, como estamos derivando en la direccién del vector tangente a ¢ en p; podemos reescribirlo

como la derivada direccional segtin el campo X:

X (g, 2)(p) =g(VxY, 2), + g(Y, VxZ),.

O

Para ver qué se tiene que dar para que la conexién inducida tenga torsion nula, primero debemos

presentar el siguiente lema que nos da una interpretacién geométrica del corchete de Lie.
Lema 3.24. Sea X € X(M) y sea O su flujo. Entonces, para cada p € M se tiene

d
(X Y]y =—| (®L,-7), VYeX(@M)
=0

t

donde
O, Y =TdY oV o df

es el campo pull-back del campo Y por el difeomorfismo @Y.

Demostracion. Véase [KoNo63, Prop. 1.9]. O
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Es decir, que el corchete de Lie [X, Y] es la variacién infinitesimal del campo Y a lo largo de las

curvas integrales del campo X

Proposicion 3.25. Sea M una variedad diferenciable. Entonces definir una conexion en M con torsion
nula es equivalente a definir un transporte paralelo P que verifica las propiedades 1-4 de la definicion 3.22

vy, siguiendo la notacion anterior, que para todo X, Y € X(M) yp € M,

PUDE(2) (Yor (1) — Toy Yorp)  Prer)Xg ) — T8y (g ()
— lim =-[X Y],

lim
t—0 t =0 z

Demostracion. Sean X, Y € X(M). Hemos visto que la relacidn entre conexidn y transporte paralelo
es

P (p) (Ypr () = 1,
VY = lim o9 7 e
t—

Ahora, si sumamos y restamos T¢)_(,(Y ¢§((p)) en el numerador tenemos

Pl 0) (V) = Tgm (V) + 5, (Yr ) = %
VyY = 1111(1) p .
t—

Definimos

PY(ST () (Yyr () = T (YVyr ()

Ex(p) = lim p

entonces sustituyéndolo y aplicando el lema anterior,tenemos que:
V¥, = [X Y], + Ex (p).
Podemos hacer el mismo razonamiento para VyX definiendo Ey(p) y obtenemos
VyX, = [, X1, + Ey(p).
Considerando ahora la diferencia
VxY¥, = VyX, = [X Y], + Ex(p) — [, X], - Ev(p) = 2[X, Y], + (Ex(p) — Ex(p)).
Finalmente igualando con la condicién de torsién nula:

[X, Y] =2[X, Y]+ (Ex — Ey) & Ex - Ey =-[X Y].
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Teorema 3.26. Sea (M, g, P) una variedad diferenciable equipada con una métrica no degenerada y un

transporte paralelo que ademds verifica

1. PL(c) es una isometria para toda curva c y todo a, t € [a, b), es decir,
2e(6) (P () (0), P (o) (w)) = ge(a) (v, w), Vo, w € Ty M.

2. Paratodo X, Y € X(M) yp € M,

. PO (2) Yo ) — T85 (Yor () . P (er) (X, () = T8y (X, ()
1m —Ilim

=—|X Y],
t—0 t r—0 t [ ]‘D

entonces induce la conexion de Levi-Civita.

Demostracion. Como P verifica las condiciones de 3.22 entonces induce una conexién. Aplicando las
proposiciones 3.23 y 3.25 obtenemos que la conexién inducida V, tiene torsién nula y es compatible
con la métrica. Por tanto, podemos aplicar el teorema 3.10, que nos garantiza que dicha conexién es la
de Levi-Civita. ]

La proposicién 3.25 nos permite dar una interpretacién geométrica a la condicién de torsion nula
que al principio puede parecer sélo un detalle técnico que permite obtener la unicidad en la conexién.

Sabemos que los campos definen una derivada direccional para funciones diferenciables. Ademds, si
[ Y] = 0 ambos campos conmutan y X (Y (f)) = Y (X(f)). Lo mismo sucede con la composicién
de sus flujos, en el limite, es igual ir primero por la curva integral de X y luego por la de ¥ que al revés.
Por otro lado, si la torsién es nula y consideramos campos que conmutan tenemos que Ey — Ey =
—[X, Y] = 0, y por tanto la diferencia entre el flujo y transporte paralelo es igual hasta primer orden
independientemente de la direccién. Por ello, si la torsién es nula y éstos conmutan, el transporte
paralelo de vectores también. En el caso de que Ex — Ey # —[X, Y], aunque los campos conmuten, al
transportar un vector a lo largo de un campo y luego a lo largo del otro, incluso en el limite es diferente.
Por tanto, una conexién con torsién no nula introduce un término extra, ya que su comportamiento
difiere en funcién de su direccién, induciendo un “giro” a lo largo del traslado y que tiene como

consecuencia que el transporte paralelo no conmuta aunque los campos si lo hagan.

3.3. Conexién sobre formas y tensores

En las secciones anteriores hemos trabajado con la conexién y transporte paralelo definido para
campos. De esta forma, surge de manera natural la pregunta de si es posible extender esta idea para

formas diferenciables a partir de la dualidad entre 7M1 y 7;‘]1/[ . A priori, lo podemos hacer de dos
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formas diferentes. La primera, partiendo de que el transporte paralelo es una aplicacién lineal podrfamos

tomar su aplicacién dual en los espacios cotangentes:

PS(C)* : T;M — T;M

La segunda, viendo que fijando el primer argumento en la conexién obtenemos un endomorfismo
en el espacio tangente, y mediante la dualidad, definir una conexién en el cotangente. Por la equivalencia
que acabamos de ver independientemente de que camino escojamos podriamos construir una teorfa

andloga a la vista para campos’.
3.3.1. Conexion sobre formas

Sean (M, V) una variedad diferenciable equipada con una conexién y X € X (M) un campo sobre

M. Consideremos el endomorfismo inducido por X:
Vy : X(M) — X(M).
De manera natural la aplicacién candidata es la aplicacién dual
Vi AM) . — A'M
wr— Vyw:=woVy: X(M) — CT(M).

Es técil ver que esta aplicacién verifica las tres primeras propiedades de la definicién 3.1. Sin embargo,

no verifica la regla de Leibniz:
(Vi(f)(Y)=F - (Vi) (Y) XY eX(M), feC M), weAM

Es decir, esta aplicacién asf definida no puede ser una conexién para formas; intentemos pensarlo
de otra forma. Como w es una forma diferenciable, su evaluacién sobre un campo cualquiera w(Y))
es una funcién diferenciable. Para esta funcién su derivada respecto de un campo X (w(Y)) si que
estd definida. Sin embargo, X (w(Y)) captura todo su cambio sin distinguir si proviene de la propia &

respecto de X o del campo Y. Entonces, podemos escribir
X(o(Y)) = Vx(@)(Y) +(VxY),
Si despejamos, tenemos que

Vx(@)(Y) = X(«(Y)) - o(VxY).

3Esta idea en realidad se trata de un caso particular del estudio conexiones en fibrados cuando nos restringimos a 744
y T"M. No lo haremos desde esta perspectiva pues el estudio de esta rama se sale de los objetivos del trabajo. Ademds,
la construccién de la conexién definiendo primero una conexién para campos vectoriales y a partir de ella deducir la

correspondiente para 1-formas puede proporcionar una mayor intuicién
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Esta es una nueva candidata a ser una conexién para formas. Al igual que antes, la verificacion de las

tres primeras condiciones es inmediata. Veamos si cumple la regla de Leibniz.

(Vx(f)(2) = X((f)(2)) - () (VxZ) = X (F (2)) - f a(VxZ)
= X () a(2) + | X (2(2)) - a(xZ) |
= X(f) a(2) +f (Vxa) (2).

Asi se tiene que

Vx(fa) =X(f)a+f Vxa

Proposicion 3.27. Sea (M, V) una variedad diferenciable equipada con una conexion. Entonces induce

una tinica conexion para formas diferenciables:
Vi(2)(Y) =X («(Y)) —a(VxY), XY €X(M). (3.11)

Proposicion 3.28. Sea (M, g, V) una variedad diferenciable con una métrica no degenerada y una
conexion compatible con la métrica. Entonces, la conexion inducida sobre 1-formas es compatible con la

métrica contravariante b, es decir:
X(h(2,8)) = h(Vxa, B) + b(a, VxB),
paratodo X € X(M) ya, B € NM.

Demostracion. Siguiendo la notacién del lema anterior, sean ay, 2z € A'M. Por la definicién de la

métrica contravariante y por la compatibilidad de la métrica con la conexidn, tenemos que
X(h(ay,az)) = X(g(Y, 2)) =g(Vx Y, Z) + g(Y, VxZ) = h(avyy, az) + b(ay, av,z).
Por el lema A 3 se tiene que
X (h(ay, az)) = b(Vxay, az) + b(ay, Vxaz).

Finalmente, como g es no degenerada, define un isomorfismo lineal entre campos y formas, con lo que

se concluye. m|

3.3.2. Conexidn sobre tensores

Una vez hemos definido una conexién para campos y para formas, entonces deberfamos ser capaces

de definir una conexién para campos tensoriales. Para hacerlo, razonaremos como antes, imponiendo «
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priori unas condiciones que nos pueden parecer razonables y que se asemejan al comportamiento de la
derivacién a la que estamos acostumbrados y veremos que satisfacen las propiedades de una conexion.

La primera via es definir la derivada de tensores siguiendo la misma idea de antes. Si evaluamos el
tensor, obtenemos una funcién diferenciable y podemos calcular su diferencial aplicindole un campo.

Sin embargo, este diferencial engloba el cambio del tensor como de todas sus componentes.

Definicién 3.29. Sean (M, V) una variedad diferenciable equipada con una conexiény 7" € YZ(M )
un campo tensorial. Sea X € X (M) un campo. Entonces para toda coleccién de » 1-formas ay, . . ., @,

y s campos de vectores Y3,..., Yp, definimos la derivada tensorial en la direccién de X como

(Vi) (@, 0 Yoo ¥y) ::X(T(a)l,...,a)q, Yi..., Yp))

p
—ZT(wl,...,VXa)l~,...,wq, Yl,...,Y},)
=1

_Z T(a)l,...,a)q, Yl,...,VXY},..., Yp).
j=1

En esta definicién, las derivadas Vyw, y V xY;se obtienen de la conexién inducida en los fibrados
cotangente y tangente, respectivamente. Para comprobar que la derivada tensorial definida como 3.29

verifica las propiedades 1-4 de la definicidn 3.1, véase la proposicién A.4.

Observacion. Esta definicidn es la extensién natural para tensores de tipo (0,1) y (1, 0). Ademds, para
el caso de funciones diferenciables se tiene que Vx/ = X (f). Por tanto, la derivada tensorial es una

extension vilida de la derivacién que conocemos hasta ahora.

Al principio del capitulo presentamos las condiciones de torsién nula y la de compatibilidad con la
métrica con la Gnica motivacién de que estas nos garantizaban la existencia y unicidad de la conexién.
Sin embargo, sus nombres claramente derivaban de una interpretacién geométrica. La condicién de
torsién nula quedé explicada con la proposicion 3.25. Ahora que ya hemos definido la derivada tensorial

podemos darle una interpretacién a la propiedad de compatibilidad con la métrica.

Proposicion 3.30. Sea (M, g, V) una variedad diferenciable con una métrica no degenerada y una

conexion. La condicion de compatibilidad con la métrica es equivalente a
Vg =0.
Demostracion. Sean X, Y, Z € X (M) tres campos sobre M. Entonces es fécil ver que
X(g(¥,2)) =g(Vx Y, 2)+g(Y, VxZ) &= X (g(¥, 2))—g(Vx Y, 2)—g(Y, VxZ) = 0 & Vxg(¥, Z) = 0.

Como esto se verifica para cualesquiera tres campos, podemos escribirlo como Vg =0. O
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Ya vimos que si una conexién es compatible con la métrica, tanto longitudes como dngulos se
conservan al trasladar vectores mediante el transporte paralelo inducido. Es decir, los productos ¢ (X, X)
y ¢(X, Y) no cambian alo largo del traslado. Como podemos expresar esta condicién Vg = 0, podemos
darle una interpretacién geométrica andloga a la usual. Pues Vg = 0 significa que la métrica no cambia
segin nos movemos siguiendo el transporte paralelo inducido.

Antes de seguir avanzando, veamos la segunda forma de definir la derivada tensorial que adelantamos

al principio de esta seccién y veamos que es equivalente a la que acabamos de estudiar.

Definicién 3.31. Sea (M, V) una variedad diferenciable equipada con una conexién. Sean un campo
XeXM)yT =w1® - ®w; ® X; ® - ®X, un tensor de tipo (p, ). Entonces definimos la

conexién para campos tensoriales como

g ?
VxT=) 0@ - @Vxw® - ®u,0X18 - 8X,+ ) 08 - 80,0X® - 8VxX;®: -0k,
=1 =

donde Vyw; y VxX; denotan las conexiones para campos y para formas, respectivamente.

Observacion. En el primer caso hemos definido la derivada a partir de la regla de Leibniz mientras que

en el segundo con una andloga a la del producto.

Para ver que la derivada tensorial definida por la regla del producto es equivalente a la definida por

componentes, véase lema A.s.

Corolario 3.32. Sea (M, V) una variedad diferenciable con una conexion. Entonces la conexion para

tensores es unica.

Corolario 3.33. Sea (M, V) una variedad diferenciable con una conexion. Entonces V conmutard con

cualquier contraccion de indices.

Demostracion. Sean dos campos X, Y € X (M) y una forma diferenciable w € A'A1. Entonces, por

definicién de la conexién sobre tensores y la linealidad de la conexién tenemos que:
C(Vx(w®Y)=C((Vxo)®Y)+C(w®VxY) = (Vxo)(Y) +w(VxY).

Por la regla de derivacién de formas sabemos que Vy (w(Y)) = (Vxw)(Y) + w(VxY). Conlo que
concluimos: C(Vx(w ® Y)) = Vy(w(Y)) = Vx(C(w ® Y)). O

El proceso de extension del concepto de derivacién a objetos matemdticos mds abstractos se ha
basado en imponer unas reglas que considerdbamos andlogas a las que ya conocfamos en la derivacién
habitual. Sin embargo, puede ser que exista alguna otra regla 4 priori menos intuitiva que también

generalice la derivacién y no sea equivalente a las anteriores. Debemos comprobar que esto no pasa y,
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para hacerlo, resulta clave el resultado anterior, pues es una propiedad que ambas derivaciones conocidas
comparten. De hecho, el resultado siguiente muestra que, aunque 4 priori no es una forma intuitiva
de extender la definicidn, el que la derivada conmute con la contraccién es el lenguaje natural para
caracterizar las extensiones que buscamos. Es decir, toda generalizacién de la derivada que respete las

reglas impuestas debe conmutar con la contraccion.

Proposicion 3.34. Una extension de la conexion V para campos tensoriales que sea C* (M)-lineal en el
primer argumento y conmaute con toda contraccion es vinica y coincide con la derivada tensorial definida

porla regla de Leibniz.

Demostracion. Supongamos que existen dos extensiones, V' y V2, que cumplen estas propiedades y
coinciden con V cuando se aplican sobre campos vectoriales X (M) y 1-formas A1M1.

Definimos la diferencia Ay T := V}XT - V‘;‘( T'. Notese que en el caso de campos o formas Ay 7" = 0.
Por otro lado, como conmutan con la contraccién C(AxT) = Ax(C(T)). Entonces, por induccién
sobre el orden del tensor, es ficil ver que C(AxT') = Ax(C (7)) = 0 para toda contraccién y orden del
tensor. Es decir, se trata del tensor nulo ya que todas sus contracciones son nulas. Por tanto, Vi =V?
la extensién es tnica. Por lo visto anteriormente podemos afirmar que dicha extensién es la definida

anteriormente. Para ver la comprobacién de la regla de Leibniz consultar el lema A.6 m|

Por tanto, con esto lo que podemos ver es que la inica extensién posible de la idea de derivacién
es precisamente la que habfamos construido alo largo de la seccién. Ademds, nos da una tercera via
para definirla sin necesidad de imponer que se verifique la regla de Leibniz; basta con que conmute con

todas las contracciones.
3.3.3. Conexion como tensor

Antes de concluir el estudio de la conexién es importante mencionar que podemos verla de una
forma ligeramente diferente a como veniamos haciéndolo. Empecemos por el caso més sencillo. Vemos
que fijando el segundo argumento de la conexién obtenemos una aplicacién que en cada espacio

tangente actda como endomorfismo C* (M) —lineal

VY : X(M) — X(M)

Por tanto lo podemos ver como un campo tensorial de tipo (1, 1).

Observacion. Nétse que esto sélo es posible al fijar el segundo argumento de la conexidn, pues por
definicién es C* (M) ~lineal en el primero. Es decir, el endomorfismo VY es un tensor (1, 1) mientras

que Vx o V no ya que en la segunda componente verifica la regla de Leibniz.
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Esta misma idea se puede generalizar al caso de tensores. Podemos considerar la conexién en el caso
de tensores como

V. X(M) X TV (M) — T2 (M).

Si ahora fijamos el segundo argumento tomando un tensor 7" € Tg (M) obtenemos una aplicacién
C*(M)-lineal

VT : X(M) — T7(M)
X +— VXT

Es decir, podemos ver V7" como un tensor de tipo (7, 5 + 1) que al evaluar, o contraer, en su tltima

entrada en los campos obtenemos la derivada en direccién de dicho campo.

3.4. Geodésicas

En este apartado dejamos a un lado el estudio de la conexidn para centrarnos en un concepto clave
en geometria diferencial como es el de las curvas geodésicas, cuyo desarrollo se fundamenta en la teorfa

de conexiones vista hasta ahora.

Definicion 3.35. Llamamos geodésica en una variedad diferenciable A4 a una curva diferenciable ¢ :
I — M parametrizada por arco cuyo campo de velocidades es paralelo a lo largo de la propia curva,

es decir, que si ¢

Vg& = 0.
Veamos con un ejemplo la importancia de la condicién sobre la parametrizacién de la curva.

Ejemplo 3.36. Sean las curvas ¢; () = (£,0,0) y c2(¢) = (¢% 0, 0) definidas para ¢ positivo. Vemos que ¢;
es una geodésica ya que V¢1 = V(10,0)(1, 0, 0) = 0. En cambio, ¢ no lo es

Vii2 = Vi2400)(24 0,0) = 2¢V100)(22 0, 0) = 2¢((2,0,0) + (I, T3, T5)) = (42,0, 0).

Es decir, lo que hace que una curva sea o no una geodésica no es sélo la trayectoria, sino su velocidad.
Mientras que la velocidad de la primera es constante la de la segunda aumenta linealmente con el

tiempo; tiene aceleracién.

Observacion. Né6tese que si Vi¢ = A(#)¢ entonces existe una reparametrizacién ¢ = ¢ o b tal que ¢ es una
geodésica. Por tanto, podriamos haber anadido este caso a la definicién como en [Kiiho6, p. 229]. Para

evitarlo, basta tomar curvas que siempre estén parametrizadas por longitud de arco.

Veamos ahora algunas de las propiedades de las geodésicas.
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Proposicion 3.37. Sea ¢ : I — M una geodésica en una variedad diferenciable (M, g). Entonces:
1. La norma ||c(s)|| es constante.
2. O bien c es regular o bien es una curva constante.

3. Seay = c o bhuna reparametrizacion de c donde b : | — 1. Entonces 'y es una geodésica st y solo si

h(s) = as+ b para constantes a, b € R.

4. En particular, siv # 0, la geodésica y(s) = ¢ (2) reparametriza c por la longitud de arco.

Demostracion. 1. Derivando obtenemos que %Hc(z‘)”‘2 = %g(&(t), c(z) =2 g(&(t), Vt&(t)).

Como V:¢(z) = 0, se concluye.

2. Si ¢ no es constante, existe £y tal que ||¢(%)|| > 0y como la norma [[¢(#)]| es constante, se

concluye.
3. Es ficil ver que la derivada segunda de y es
V3() = W (Ve(e(h(5)) 1 (9)) = W () (B (5))*Vei + b7 (5)e (h(s)))
Teniendo en cuenta que ¢ es geodésica tenemos que
Vii = B F (b))

Para que y sea geodésica, debe cumplirse V,/y" = 0, es decir que /' (s)»” (5)¢(h(s)) = 0. Recor-

demos que ¢ €suna curva regular entonces se deduce quc

b'(5) =0 b(s) =as+b, abeR

4. Porloanterior, la curvay(s) = ¢ i) sigue siendo una geodésica. Ademds, si calculamos su norma

tenemos que ||y’ (s)|| = ”C(i)%}” =L=1
O

Proposicion 3.38.Sea ¢ : (M, g) —> (N, b) una isometria. Entonces, para cualesquiera campos
vectoriales X, Y € X (M), se tiene

dp(V4,Y) =V, o) (dpY),

donde V&, V" son conexiones compatibles con las respectivas métricas.
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Demostracion. Por compatibilidad con la métrica, para todo Z € X (A1) se cumple
X(g(¥,2)) = g(Vy Y, 2) +¢(Y, V5 2).
De igual manera en la variedad N se tiene
do(X) (b(dgpy, dpZ)) = b(vg o) (d2Y), dgpz) + b(dgpy, . (d@Z)).

Por el lema A.7, podemos igualar ambas dos expresiones:

g(VY, 2) + (¥, V52) = b(Vly ) (dpY), dpZ) + b(deY, Vi, 1 (dp2)).
Como @ es una isometria tenemos que ¢g(Y; Z) = b(d@Y, ngZ) y por tanto:
h(dgp(v«g(y), d¢Z) +h{dpY, d¢(v§z)) - b(vf, ) (d2Y), d@Z) +h{dpY, Vi, (dng)).

Finalemente, sabiendo que / es no degenerada y que laigualdad anterior se verifica paratodo Z € X (M),

se concluye:

dp(V4.Y) =V, o) (dPY).

Corolario 3.39. Las geodésicas son invariantes bajo isometrias.

Demostracion. Particularizando la proposicién anterior para X = Y = #(¢) con y una geodésica en M

obtenemos
(V) 7(0) = Vs (42 G10)) = Vs (dp2)) =0
Como (@ 0 »)'(¢) = dp((¢)), se concluye que
Vl yin(@ 0 (0) = 0.
O

Ahora que ya sabemos qué es una geodésica y algunas de sus propiedades mds importantes, veamos

cémo podemos calcularlas.

Proposicion 3.40. Sea (M, V) una variedad diferenciable equipada con una conexion. Entonces existe
una tinica geodésica maximal c(t) = (' (¢), ..., " () tal que c(0) = py &(0) = v satisface el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales

dxc* dc' dé
d_t‘2+zrf?._‘_‘:o Vk=1...,m. (3.12)
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Demostracion. Sustituyendo en la expresion local de la derivada covariante 3.7 la condicién V¢ = 0,

Vi= Z Z Zc‘efrk(c(r)))ik =

tenemos quc

Viendo que por la regla de la cadena, tenemos que ), & gj = %, concluimos
d2c* dct dd
2 22 0 Vek=1...,m

Az L dr
2
Por el teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias tenemos que existe una
unica curva tal que c(0) = py i(#) = v que satisface el sistema anterior. Es decir, dados ¢(0) = py
¢(t) = v existe una Gnica geodésica definida sobre 7 que las satisface.
Veamos cémo construir la geodésica maximal. Consideremos otra geodésica e : / — M tal que
2(0) = ¢(0) y 2’(0) = £(0). Definamos ahora el conjunto de tiempos en los que ambas geodésicas

coinciden; es decir,
S={telIn]:c(t)=a(r),i(r) =d()}.

En primer lugar, podemos afirmar que es no vacio ya que 0 € S. Ademds, es un conjunto abierto por el
teorema de la unicidad de soluciones de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias. También
es un conjunto cerrado. Sea la funcién diferenciable /(#) := ¢(z) — «(#), entonces podemos redefinir
S como S = £71(0) N (#")71(0). Es decir, por continuidad de £ y #7, S es una interseccién de dos
cerrados; por tanto, cerrado. De esta forma tenemos que S = 7 N /. Para terminar, tomamos la siguiente
unién de abiertos Z := (U ea{t € 1| ¢; : [ — M es una geodésica tal que ¢3(0) = p, ¢5(0) = v}y

definimos la geodésica maximal como
L —M
t+— 0(t) :=c)(¢) talquer € I).

O

Observacion. La unicidad de la geodésica maximal también se puede ver directamente como un corolario

del teorema 3.14.
Calculemos ahora las geodésicas en algunas variedades euclideas conocidas.

Ejemplo 3.41 (R™). Consideremos el espacio R™ con el producto escalar habitual. Como los simbolos
de Christoftel son nulos, las geodésicas Verlﬁcan =0 Vk=1,...,m. Esdecir, las geodésicas en

este espac1o son rectas.
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Ejemplo 3.42 (Cilindro). Es ficil ver que la métrica inducida por la usual de R? sobre el cilindro es
ds* = r*d#* + dz*. De nuevo, tenemsos que todos los simbolos de Christoffel son nulos y por tanto las

geodésicas son rectas en estas coordenadas:
c(2) = (6(2), 2(2)) = (a+ bt, c + dr).

Esto nos da tres tipos de curvas: rectas perpendiculares al plano XY si b = 0, circunferencias si

d = 0yhélicessib # 0 # d.

Estas curvas ademds nos permiten definir un sistema de coordenadas natural que es muy util ala
hora de trabajar con variedades diferenciables; las coordenadas normales. Para definirlas y estudiarlas

primero deberemos presentar la aplicacién exponencial.

Definicion 3.43. Sea (M4, V) una variedad diferenciable equipada con una conexién. Sean p € M un
punto fijado en la variedad y X € T,M un vector tangente en p y unitario. Sea é;)( la tinica geodésica
parametrizada por longitud de arco que pasa por p con vector tangente X en dicho punto. Entonces

llamamos aplicacion exponencial en el punto p a

exp, : U C Y}M — M
(5 5X) ¥ & (s).

Para diferentes puntos p podemos definir de manera andloga

exp: UCcTM — M
(p,sX) — expp(sX) = Cﬁ;(f)

Intuitivamente lo que hace esta aplicacién es transformar las rectas que pasan por el origen en TPM

en las geodésicas que pasan por p. Se puede probar que esta aplicacién define una carta de la variedad.
Lema 3.44. La aplicacion exp ; restringida a un cierto entorno U C T,M del origen, es un difeomorfismo.
Demostracion. Se puede encontrar en [Kitho6, p. 285-286] O
Corolario 3.45. La aplicacion inversa exp[;1 define una carta de la variedad.

Definicién 3.46. Sean (X}, ..., X,) una base ortonormal en T, y exp : la aplicacién definida en un
entorno del origen U C T,M. Llamamos coordenadas normales alas coordenadas definidas por dicha

aplicacién. Los elementos de la base de estas coordenadas se definen como

al'lé)(f ) = d(expp)])()(z')'
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Para cerrar el capitulo, demostraremos una generalizacién del resultado cldsico como las férmulas

de Frenet-Serret para curvas, en estte caso estardn contenidas en una variedad cualquiera.

Definicién 3.47. Sea curva parametrizada regular ¢ : / — A1 con M. Se dice curva de Frenet si estd

parametrizada por arco y, para cada s € 7, los siguientes vectores

() m—1
. PR
Vie:=V.V,- V¢
=1

son linealmente independientes.

Proposicion 3.48. Sea ¢ : I — M una curva de Frenet que no es geodésica en una variedad diferenciable
equipada con una métrica g no degenerada, y sea V la vinica conexion inducida por g . Entonces existe

una base ortonormal en cada punto de la curva tal que verifica las siguientes ecuaciones

Vee1(s) = x1(s)ea (),
Veaei(s) = —xi-1(5)¢j1(s) + kg1 2 <j<m—1,
qum(f) = _Km—lfm—l(j)

donde e, := Vi y x,(s) son funciones diferenciables. A las funciones x; se les conoce curvatura i-ésimas.

En el casoi = m también se le llama torsion.

Demostracion. Como ¢ es una curva parametrizada por arco tenemos que g((s), é(s)) =1 Vs € 1.
Denotemos el vector tangente como ¢; := ¢ Entonces por la condicién de compatibilidad con la métrica

la conexidn tenemos que

d
E(g(el, 6’1)) =0=2g(V,e1,e1) =0.

Vel 1 Vel

. €1
Por tanto, V,e; L ¢1. Ahora normalicemos este nuevo vector e := Woall = x Y hagamos un
€1

razonamiento similar al anterior. En primer lugar, al ser un vector unitario alo largo de toda la trayectoria

tenemos
6%(5(52’ ) =0 = 2g(V,e2) = 0.
Asi que de nuevo tenemos Ve, L e;. Por otro lado, tenemos de antes que ¢; L ¢; luego
d
Z(g(% 1)) =0 = g(V,ese1) = —gles, Vee1) = —x1.

Por tanto, podemos escribir el nuevo vector como Ve, = —xy¢1 + W3, donde 1773 es ortogonal ae; y a

€2, asf que lo podemos reescribir como

Veer = —xie1 + k2e3  talqueg(es, e3) = 1.
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Ahora podemos razonar de manera recursiva. Supongamos que para2 < 7 < m —1(ey,..., ¢;) esuna

base ortonormal tal que V, ¢; = —x;_1¢,_1 + x;€;41. De la misma forma que antes tenemos que
d
Zj(g(@, 61‘)) =0=2g(Vyer6)=0= Ve, Le.

Y ademis para j < 7 se verifica

d 0, sij#Ei-l
Z(g(ez) 6])) =0= g(quz’; 6]) = _g(ez} Vq@j) =

-k, sij=i7i—1L

De esta forma tenemos que V,,¢; = —x;-1¢;-1 + W41 donde W4y € (span{ey,..., e,2, ¢;})*". Defina-
Wit
Ki+1

mos entonces €41 := . Asi, finalmente obtenemos

Ve1€z' = —Ki16-1+ Kip1641 2 <7 <m—1

Para terminar debemos estudiar el caso 7 = . Siguiendo el mismo razonamiento podemos ver que

Veem L ey Derivando

d 0, sij #m—1,
Z(g(fm: 6])) =0 :g(vglfm; 6]) = _g(fm: Vglfj) = .
—Km—1, Sij=m—1L
Podemos volver a escribir el vector como ya hicimos V,,¢,, = —x,,—16,,—1 + Wiy donde W41 €
(span{er, . .., €m—2, €m-1, €m}) ™. Es decir que W41 = 0y por tanto Vo, 6, = —Kpm—1€m-1.
De esta forma, hemos obtenido las ecuaciones de Frenet-Serret en el caso general de una variedad

diferenciable

Veei(s) = x1(s)ea (),
Veaei(s) = —xi-1(5)¢-1(5) + x50 2<j<m—1
Velgm(f) = _Km—lgm—l(-f)

O

Estas ecuaciones, al igual que en el caso de R” también las podemos escribir para curvas que no

estén parametrizadas por longitud de arco.

Proposicion 3.49. Sea (M, g) una variedad metrica con g no degenerada. Sea c : I — M una curva
diferenciable regular que no es geodésica tal que {V{E}@II son linealmente independientes. Sea NV la vinica
C =

conexion inducida por g. Entonces existe una base ortonormal en cada punto de la curva tal que verifica
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las siguientes ecuactones

Vaer(s) = 2ey(s),
Veei(s) = —Kj_;(j)ej_l(s) + %ejﬂ 2<j<m-1
Vﬂem(S) = _Kw;_lem—l(-f)

donde ||c|| = v e C*.

Demostracidn. Usando la misma notacién que en la proposicién anterior definimos el vector normali-

zado ¢ := £, y siguiendo el mismo razonamiento que antes

d
Z(g(é‘b e1)) =0 = 2g(Vier, e1) = 0.

Por otro lado, por las propiedades de la conexién tenemos que

1 v, 1 v
Vier=-Vii = 5= -Vii = —¢
v v v v

Sin embargo, hemos visto que V;¢; no tiene ninguna componente en la direccién de ¢;. Eso quiere

ecir que podemos escribir V¢ = k15 + v'e;, donde ¢; L ¢5 v k1 es una funcién diferenciable, ya que
decir q d bir V +v'e;,dondee; Leyy fi dif ble, ya q
asf se verifica que

1 v 1 v K1
V5€1 = —Vgc - —e = —(K1€2 + UI€1) ——€ = —e
v v v v v

Ahora, de manera andloga a la proposicién anterior tenemos que Ve, L ey y

K1

d
Zs(g(fz, 1)) = 0= g(Vier,e1) = —g(e2, Vier) = -

Por tanto
K1 K2
Vgez =——¢e+ —e¢3
v v

donde ¢3 es unitario tal que ez L ¢; ye3 L €3 y k3 es funcién diferenciable.

Razonando de manera recursiva como hicimos en la proposicién anterior llegamos a que

d 0, sij#i-l
d_;(g(el" &) =0 = g(Vies ¢;) = —g(e;, Viey) = ~E §ij=g—1

para2 < 7 < m. Asi, paraz # m podemos escribir los vectores como

Ki-1 Ki-1 Ki+1

-1+

Vie, = ———¢;1+ Wing = — €irl
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donde Wy € (spanfey,...,e-2,¢;}) . Enel caso i = m, tenemos que W41 = 0y por tanto

Veem = —Km—16m-1. Finalmente concluimos que

Vier(s) = 2, (s),
Vigi () = =221 () + Lo, 25j<m—1,

Véem (5) == xw;_l Cm—1 (5)
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Tensor de Curvatura

En este capitulo nos centraremos especialmente en la construccién del tensor de curvatura, que
haremos de dos formas diferentes. Cabe resaltar el primer enfoque en el que vemos cémo surge de
manera natural al hacer el limite de la diferencia entre un vector y su imagen por el transporte paralelo
alo largo de lazos infinitesimalmente pequefios; lo que hemos llamado “holonomia puntual” . Esta
construccién diferente a la usual pone de relieve cémo la curvatura emerge a partir de las propiedades
que tienen los flujos y los campos debido a su estructura de dlgebra de Lie. Asi, lo que entendemos 2
priori como una propiedad geométrica es en realidad una manifestacién de una estructura algebraica
mids profunda. Una vez visto esto, comenzando con un ejemplo con superficies en R3 estudiaremos
el porqué el tensor obtenido extiende la idea de curvatura. También daremos especial importancia
al tensor de Ricci y la curvatura escalar. Haciendo énfasis en la interpretacién del tensor, el cudl nos
informa cémo se ve afectado un volumen segtin lo trasladamos por la variedad debido a la curvatura de
ésta.

Entender bien estos conceptos serd fundamental a la hora de trabajar en relatividad general, ya
que tienen un papel central a la hora de relacionar la distribucién de materia con la curvatura del

espacio-tiempo.

4.1. Curvatura como "holonomia puntual”

En el capitulo anterior hemos construido toda la teorfa de transporte paralelo y asf poder trasladar
vectores a lo largo de curvas sobre la variedad a lo largo de curvas. Ahora cabe preguntarnos qué pasa si
en vez de al trasladarlo a otro punto, lo movemos a lo largo de la variedad para luego volver al inicio,
siguiendo una curva cerrada o lazo.

Es razonable pensar que obtenemos debe ser el mismo, pues toda transformacién que se aplica al
vector debe deshacerse eventualmente al tratarse de un camino cerrado. Aunque este razonamiento es

correcto en el caso de un plano, falla en otras variedades. El siguiente caso mds es la esfera. Si tomamos
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un triangulo esférico con un vértice en el polo y los otros dos sobre el Ecuador y trasladamos un vector
alo largo de esta curva cerrada, es ficil verificar que no obtenemos el original. Es decir, no siempre’,
obtenemos el vector original de vuelta. A este fendmeno se le conoce como holonomia y se estudia con

el grupo de holonomfa.

Definicion 4.1. Sea (M, V) una variedad diferenciable equipada con una conexién. Seay : [0,1] — A
un lazo basado en p € M, es decir una curva cerrada que empieza y termina en un punto p. Entonces
llamamos grupo de holonomfa en p, denotado Hol,(V), al conjunto de todas las transformaciones

posibles que surgen de recorrer todos los lazos basados en p.

Observacion. El concepto de holonomia es global, pues se pueden tomar lazos tan grandes como se

quieran. Podemos considerar su versién local tomando lazos infinitesimalmente pequenos.
Observacion. Se puede demostrar que el grupo de holonomia es un grupo de Lie.

Calculemos ahora Para empezar, estudiaremos qué sucede al la diferencia entre un vector y el que se

obtiene al transportarlo por un lazo infinitesimalmente pequerio.

Proposicion 4.2. Sean (M, V) una variedad equipada con una conexion y X, Y € X(M) dos campos
que conmutan, es decir que [X, Y] = 0. Seae > 0y 7y, = ¢¥, 0 ¢, 0 ¢¥ o ¢X(p) una familia de lazos
basados en p € M. Entonces se cumple que :

ng(}/s)(v) -v

lim 5

e—0 I3

=VyVyv—-VyVyy,

donde v € T,M.

Demostracion. En primer lugar hay que notar que como los campos X, ¥ conmutan el lazo se cierra

exactamente. Asf, el transporte paralelo total alrededor del lazo y, es:

Py (7:)(0) = Py*(¢") o PE(¢™) o P(4") o P5(4Y)

Seav € T,M, calculemos 7'(¢)v paso a paso usando el desarrollo de Taylor que vimos en 3.20:

= Primer tramo: P} (¢ (v):

PS(¢X)(U) =v+eVyo+ %52V§‘(U +o(£2).

'En realidad la mayoria de las situaciones.
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= Segundo tramo: P6(¢Y) o P6(¢X)(v):
Seaw; = P6(¢X)(u) Entonces:
1
P8(¢Y)(w1) =w +eVyw + EEZV%/wl + 0(52).

Sustituyendo:

1 1
P8(¢Y)(w1) =v+&(Vyv+ Vyo) + & |VyVyo+ §V§(u + EV%) + 0(52).

» Tercer tramo: P55(¢X) o Pg(géY) o Pf)(ng) (v):
Seaw; = P (¢7) o Py (¢%)(v), de esta forma a partir del desarrollo de Taylor

. 1
P, (¢X)(w2) =wy, —eVyw, + EEZV)z(wZ + o(gz),

tenemos quc

1
P(;E(ng)(wz) =v+eVyo+ e [VyVyo— VyVyo + EV%/U +0(&%).

» Cuarto tramo: Sea w3 = P* (¢X ) o P8(¢Y ) o P(‘)(;éX )(v), entonces de la misma forma que en

los pasos anteriores llegamos a

Py () (0) = Py*(¢7) (w3) = v+ (VyVxv = Vi Vyo) +o(e).

Despejando y tomando el limite llegamos a:

Py(ye) (v) — v

lim >

e—0 £

=VyVyv—-VyVyo
O

Esto lo hemos hecho para campos que conmutan, veamos qué pasa si tomamos un par de campos
cualquiera. Para ello primero debemos notar que si dos campos no conmutan, entonces el lazo no tiene
porqué cerrar. Entonces para calcular el limite de antes necesitaremos saber cudnto difiere de ser un

lazo. Para ello, tenemos el siguiente resultado.
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Proposicion 4.3. Sean X, Y campos vectoriales suaves sobre una variedad diferenciable. Sea ¢‘tX el flujo
deX y ¢2/ el flujo de Y. Entonces,

#loogl ogl ogl(p) = () +0(),
para todo punto p, donde [ X, Y es el corchete de Liede X y Y.

Demostracion. Una forma de estudiar los flujos de un campo es estudiar su accién sobre funciones
diferenciables. Es decir, evaluaremos cémo acttia esta composicion sobre una funcién test f € C* (M).
De esta manera podemos comparar la composicién de flujos con el flujo del corchete de Lie usando
desarrollos de Taylor, que escribiremos de la siguiente forma:

52
F@EE @) =fp) +X(F)(p) + EXZ(f)(p) +0(&).

Ahora, lo que vamos a hacer es ir componiendo cada uno de los tramos, como hemos hecho en la

prueba anterior, para evaluar £ y desarrollar en serie de Taylor. Asf, componiendo con el flujo de ¥
Fge (82 (D) = £ (g7 () + Y (182 (p) + §Y2(f>(¢f () +0()
=f(p) +eX(f)(p) + %Xz(f)(p)
+e (Y(F)(p) +X (Y () (p) + ?Yz(f)(p) +0(2)
=f(@) +eX+Y)(f)(p) + §(X2 +2XY + Y2) () (p) + O(&).

Ahora aplicamos el flujo inverso de X:

2
FEE G ) =@ @ ) = X (P @ () + X (D) (¢ (p) + 0.

De manera andloga al anterior obtenemos:

52
FEEGE D) =f () +Y (N (p) +5 (2XY +Y? = 2YX) () () + O().

Finalmente, aplicamos el flujo inverso de Y llegamos a la expresién que buscamos:

52
FELGLE (@ (D)) =L (8 () =Y (N @) + ST (p) + O()
=)+ ELX V() () +0E).

Como esto se cumple para toda funcién diferenciable f, podemos concluir que

¥ 08%, 0gY 0 gX(p) = g (p) + O(S).
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Es decir, cuando los campos no conmutan la diferencia entre el punto inicial y final de la trayectoria

viene dado por ¢_52 [Xrl,

Corolario 4.4.Sean X, Y € X(M) dos campos cualesquiera, entonces la curva y, = ¢f .0 ¢)_(E o ¢2Y o
¢¥ o ¢52 Y1 () es una curva cerrada.

Este resultado se puede obtener de forma inmediata a partir de una férmula conocida de dlgebra no

conmutativa.

Proposicién 4.5 (Férmula de Baker-Campbell-Haussdorf). Sean G un grupo de Lie y § su dlgebra de
Lie. Sean X, Y € @. Entonces existe Z € § tal que

&l =,
donde Z se expresa como una serie en X, Yy sus corchetes de Lie:

1 1 1
Z=X+Y+ XY+ ST - S]]+

Aqui, & denota la aplicacion exponencial que relaciona § con G.

Demostracion. En el libro [AB12] se puede ver este resultado ademds de un estudio sobre su evolucién

alo largo de la Historia. m|

En A.10 se puede ver una demostracién alternativa de la proposicion 4.3 empleando el resultado

anterior.

Observacion. La estructura como 4lgebra de Lie de los campos es la causa del resultado anterior. No hay

ninguna hipdtesis algebraica.

Con esto en mente ya sf podemos calcular la holonomia en el caso general para campos que no

conmutan.

Proposicion 4.6. Sea (M, V) una variedad diferenciable con conexion y X, Y € X(M) dos campos
vectoriales tales que [ X, Y] # 0. Sea ¢ > 0y definamos la curva cerrada

ye=9L 085, 0 gl 0 ¥ 0 g7 ¥y,
basada en p € M. Entonces, para todo v € T,M se cumple que

Py () (v) — v
lim —————

Jm 52 = VYva—VXVYv—V[Xy]U.
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Demostracion. Por el corolario 4.4 sabemos que 7, asi definida efectivamente es una curva cerrada. Por

tanto, podemos calcular la holonomia por este lazo. Asi, el transporte paralelo total a lo largo de y, es

P (y.) = PE(¢T) o Pie(8Y)) 0 PE(¢%,) 0 PZ(4)) o P(4)).

En la demostracién de 4.2 vimos que el transporte paralelo a lo largo del lazo sin cerrar, es decir sin

considerar la correccién que debemos anadir verifica

ng(v) = v+ (VyVyo— VxVyo) +0(£2).

Sabiendo esto, lo tinico que hay que hacer es componer con el transporte paralelo a lo largo de
2
¢ (X Y],

PN (0) = 0 = Vg o+ 0(2).

Asi, para calcular el transporte paralelo completo basta con hacer la siguiente composicién:
PY(r)(0) = PE(¢" M) (P ()

(Id - EZV[Xy] + 0(52)) (v+ £ (VyVyv— VxVyo) + 0(52))

v+ (VyVyv— VyVyo — Vixyv) + o(£2).

Finalmente, reorganizando la expresién y tomando el limite conlcuimos:

, ng(yz)(v) -0
lim ——

lim 2 = VyVxv - VyVyo - Vyy

O

Este resultado que acabamos de ver confirma que tiene sentido hablar de "holonomia puntual”,
pues al tomar lazos cada vez mds pequefios el limite converge a un tensor. Es decir, obtenemos un objeto
matemdtico que definido puntualmente. Ahora el objetivo es comprobar que efectivamente este tensor

generaliza la idea que tenemos de curvatura para variedades de dimension arbitraria.

Definicién 4.7. Llamamos tensor de curvatura® R al tensor de tipo (1, 3) definido por:

R(X,Y)Z=VyVyZ-VyVxZ - V[X,Y]Z;
donde X, Y, Z € X(M). Silo escribimos en componentes tenemos R (e, ¢/)e; = X7, Ri e
Observacion. Por construccion se trata de un concepto intrinseco; depende inicamente de la conexién. Si

desarrollamos las derivadas podemos expresar los coeficientes en términos de los simbolos de Christofel:
i _ i 4 2 R a2 nd
klj 6kr1] 0 bt Z b kn ij In’
n

*También se le conoce como tensor de curvatura de Riemann
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En el caso de que tengamos una métrica no degenerada podemos expresar R como un tensor de

tipo (0, 4) como se muestra en la siguiente definicién.

Definicion 4.8. Sea (M, g) una variedad diferenciable equipada con una métrica no degenerada.

Entonces se define el tensor de curvatura de tipo (0, 4) como:
RXY,Z W) =g(R(X Y)Z W).
En componentes lo podemos escribir como R(¢x, e, ¢, ¢;) = g(R(ew, €1)¢jy €;) = Rpyji-

Veamos ahora mediante un ejemplo que este objeto efectivamente tiene una relacién con la curvatura

que conocemos para superficies.

Ejemplo 4.9. Sea una superficie S € R? con métrica inducida g y conexién de Levi-Civita. Fijemos ahora

un punto en Sy consideremos una base (84, d;) ortonormal de 75,5 Evaluemos el tensor de curvatura:

2 2
R(By 00 = ) (LY, = Ty + ) (THT,, — THT) | 95
m=1

=1

2

2
R(8y, 0y, 01, 0,) = Z oIy, — B, + Z(rﬁ 1~ i) | g
i=1 m=1

Al estar trabajando en una base ortonormal la matriz de la métrica es la identidad y por tanto:
R(84, 05,01, 02) = (91F122 - (92F121 + F112F121 - F111F122 + Flzzr,?i - 1ﬂ1211ﬂ§2

Si nos fijamos con atencidn este es precisamente el miembro izquierdo de la ecuacién de Gauss para

el caso de superficies; ecuacién (3,17) en[HC-PGio, p. 139]. Por tanto podemos afirmar que:
R(ab 821 81, 82) =K

donde « es la curvatura gaussiana. Es decir, si tomamos una base ortonormal del espacio tangente,
podemos obtener la curvatura a partir de este tensor. Es mds, ni siquiera es necesario partir de un par de

vectores ortonormales; basta con tomar vectores linealmente independientes. En ese caso, llegamos a
R(ey, e, €1, €2) = det(g)K.

El desarrollo se encuentra en [KoNo63, Vol. I, Ch. V, Prop. 1.3]. Es decir, no hace falta tomar una base

ortonormal para obtener una relacién con la curvatura.
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Una vez hemos visto esto, comprobar que este tensor nos da una generalizacién al concepto de
curvatura para variedades de mayor dimensién es sencillo. Supongamos una variedad A4 de dimensién
m > 2 con una métrica no degenerada y fijemos p € M. Consideremos una subvariedad de dimensién
2 que contiene a p, con espacio tangente 7 C 7,M. Entonces por lo que acabamos de ver, si tomamos

una base (¢, ¢,) de 7, podemos calcular su curvatura:
R(eb €2, €1, 62) = det(g)K

Es decir, en el caso general este tensor mide la curvatura correspondiente a la superficie que tiene como
espacio tangente a 7, conocida como curvatura seccional. De esta forma el tensor codifica todas las

curvaturas correspondientes a todos los posibles planos tangentes que se puedan considerar.

Definicién 4.10. Sea (M, g, V) una variedad diferenciable equipada con una métrica no degenerada y
la conexién de Levi-Civita. Sea p € M un punto fijado en la variedad y # C 7, un plano. Entonces

llamamos curvatura seccional a
R(ey, e, €1, €
K(7) = (e, €2, €1 2)’
det(g)

donde (e, 5) es base de 7.

En esta seccién hemos obtenido el tensor de curvatura diferente de la usual, partiendo de un
concepto geométrico como la holonomia y viendo que en realidad es una manifestacién de la estructura
algebraica de los campos tangentes a la variedad. En la siguiente seccién lo haremos viendo cémo
cambian las bases de los espacios tangentes y cotangentes segin nos movemos por la variedad, llegando

a las conocidas como ecuaciones de estructura de Cartan.

4.2. Curvatura a partir de las ecuaciones de estruc-

tura de Cartan

Definicion 4.11. Sea (M, V) una variedad diferenciable de dimensién 7 equipada con una conexién, y
sea (ey, €, . . ., €,) una base del espacio tangente. Entonces llamamos formas de conexién a la familia de

1-formas tales que:
n
o l. .
Ve, = Z w; ® ¢;.
=1

Observacion. Nétese que al evaluar los vectores de la base en estas formas obtenemos los simbolos de

Christoffel:
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n n
Z F/’ejel' = Ve = Z wjl‘(e/e)e,' = F/lej = w}(ek).
=1 =1

Proposicion 4.a2. Sean (M, V) una variedad diferenciable de dimension n equipada con una conexion,
y sea © ¢l tensor de torsion de V. Sea (ey, e, . . ., €,) una base local del espacio tangente y (8....,60") su

base dual. Entonces se verifican las siguientes ecuaciones:

o df=-TL WA+

(0 Dol ) 19 00 B

La primera se le conoce como primera ecuacion de estructura de Cartan.

Demostracion. La primera se halla aplicando el lema A.1x a las formas &.La segunda tomando la

diferencial exterior sobre la primera. Por ello, se encuentran en el apéndice A.12. O

Corolario 4.13. Sea (M, V) una variedad diferenciable de dimension n equipada con una conexion sin

torsion. Entonces se verz’ﬁmn

o d¢ =- ;l:l a)Jl: N

3 (dwjlf + Y Wb A a)j’.”) NG =0,

Definicién 4.14. Llamamos formas de curvatura a las siguientes 2-formas:

n

i ,_ 7 7 m

Q= dw; + E Wy N @7
m=1

Esta se le conoce como segunda ecuacion de estructura de Cartan. Por otro lado, al ser 2-formas podemos

expresarlas como sigue

D R ~ o0
Q=2 > RS NG, Ry e CV(M).
k=1

Observacion. Por la antisimetria de le: tenemos que R;k/ = _R;:Zk. Ademds, en el caso en el que la

conexidn no tenga torsién, entonces tenemos ), /}‘1=1 Q]l NG =0.

Ahora intentemos darle una interpretacién geométrica a Q}, que como su nombre indica, contiene

informacién sobre la curvatura de la variedad. Para ello, veamos cémo obtener los coeficientes le.k ,
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Proposicion 4.15. Los coeficientes RZ J de las formas de curvatura se pueden calcular de la siguiente

forma

R;e{] = 6Z(V€kvqej - V(,’[VE/egj - V[t‘/e,eg] €]),
donde ¢js €k €1 Son vectores de la base de T,M.

Demostracion. La prueba se por cdlculo directo evaluando Q;(ek, ¢;) y empleando el lema A.11, por lo

que se muestra en el apéndice A.13. o

De nuevo llegamos al tensor de curvatura por una via completamente distinta a la algebraica mostrada

en la seccién anterior.

Observacion. Podemos entender las formas de curvatura® como proyecciones de dicho tensor fijado una
direccién, ya que Q]Z(X, Y) = #(R(X, Y)e). Ast, R(X, Y)e; = 2, Q]’(X, Y)e;. Esto lo que nos estd
diciendo es que podemos ver el tensor de curvatura como un tensor de tipo (0, 4) como presentamos

en la definicién 4.8, o bien como una 2-forma con valores en M, (R).

Proposicion 4.16. Sea (M, g, V) una variedad diferenciable equipada con una metrica y una conexion
de Levi-Civita, y sean X, Y, Z, V' € X(M) campos tangentes a dicha variedad. Entonces el tensor de

curvatura verifica las siguientes propiedades:
1. Primera identidad de Bianchi:

RXY)Z+R(L,Z2)X+R(ZX)Y =0

2. Segunda identidad de Bianchi:
(VxR)(L,Z2)V +(VyR)(ZX)V + (VZR)(X V)V =0

3. Simetria en el intercambio de pares:

SR Y)Z V) =g(R(Z V)X Y)

4. Antisimetria en los dos primeros argumentos:

RXY)Z=-R(,X)Z

5. Antisimetria en el intercambio del orden del segundo par:

gRXY)Z V) = —¢(R(X, V)V, 2)

Demostracion. Ver [Kiitho6, p. 249-251]. O

3Ademds, a partir de estas formas es muy ficil ver algunas de las simetrfas del tensor de curvatura. Como la alternancia

en los dos primeros indices.
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4.3. Tensor de Ricci

Ahora nos enfocaremos en estudiar el tensor de Ricci. Este es una contraccién del tensor de curvatura
que nos indica cémo se deforma un pequefio volumen transportado a lo largo de curvas geodésicas.
Este tensor juega un papel fundamental en relatividad general pues aparece en la ecuacion de campo
que determina como la energfa curva el espacio-tiempo.

Definicion 4.17. Sean M una variedad diferenciable y R su tensor de curvatura. Sean X, ¥, Z € X (M)

tres campos tangentes a M. Entonces definimos el tensor de Ricci como:
Ric(X,Y)=tu(Z+— R(X,2)Y).

Intentemos entender un poco mejor lo que estamos diciendo y cémo trabajamos con esto. Si
recordamos, el tensor de curvatura R es un tensor de tipo (1, 3), por lo que si fijamos los campos X e Y,

entonces obtenemos un endomorfismo del espacio T,M:
R:X(M)— X(M), Z+— R(X2)Y.

De esta forma, el tensor de Ricci simplemente consiste en tomar la traza de este endomorfismo. As:

n n
RiC(Ej, Ek) = Zg(R(fp ez')ele: 61‘) = R_;:z'k = Z le‘/ez':
4 i=1 7=1

donde (¢;)]., es una base ortonormal del espacio tangente. En coordenadas podemos escribir el tensor
.. . n 7 1 b n - ;

de Ricci como Ric = =1 R].Z.k g0 = L1 R;0®0.

Observacion. Nétese que lo que estamos haciendo es definir un endomorfismo fijando dos entradas y

tomando su traza. Es decir, su invariante mds sencillo. Quizs esta fue la intuicién que se tuvo en primer

lugar para estudiar un tensor que 4 priors no tendria por qué tener una interpretacién geométrica tan

clara.

Una propiedad clave del tensor de Ricci y que facilita mucho su manejo es que es un tensor simétrico.

Proposicion 4.18. El tensor de Ricct es simétrico, es decir, Ric(X, Y) = Ric(Y, X) VX, Y € X(M).

Equivalentemente en componentes, Ry = Ry,

Demostracion. Aplicando la propiedad 3 de la proposicién 4.16 tenemos a la definicién del tensor de

Ricci concluimos:

Rie(X, V) = ) g(R(e)Ye) = ) g(R(Y; )X ) = Rie(¥, X).
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Ahora que ya entendemos la definicién del tensor de Ricci podemos pasar a estudiar su interpreta-
cién geométrica. Para ello, debemos ver en primer lugar la estrecha relacién que tiene con las curvaturas

seccionales.

Proposicion 4.19. Sea (M, g) una variedad diferenciable con una métrica g. Entonces, para un campo
X € X(M) tal que g(X, X) = 1se cumple que:

n—1

Ric(X, X) = ) x(m),

=1
donde m; = span(e; X) con (X e, ..., e,-1) base ortonormal de M

Demostracion. Aplicando la propiedad 4 de 4.16 tenemos que R(X, X) = 0. Aplicindolo ala definicién

del tensor de Ricci y por definicién de la curvatura seccional tenemos que:

n—1 n—1
Ric(X, X) = g(R(E X)X X) + ) g(R(X e)X,e) = Y g(R(X, )X, e) = x(m).
=1 =1

O

Observacion. Podemos interpretar Ric(X, X) como un “promedio” de las curvaturas seccionales en las

direcciones que contienen aX.

Por otro lado, al igual que pudimos resumir la informacién del tensor de curvatura en el tensor
de Ricci tomando la traza, podemos hacerlo una vez mds para obtener un escalar que nos resuma la

informacién de la curvatura en un punto. Este niimero recibe el nombre de curvatura escalar.

Definicién 4.20. La curvatura escalar x se define como la traza del tensor de Ricci con respecto a la

K= igklR/d.

k=1

métrica:

Intentemos entender més en profundidad qué informacién nos da la curvatura escalar. Fijemos un
punto p € M y consideremos una base (ek)zzl ortonormal de 7, M. Entonces por el resultado anterior

podemos decir que Ric(e, ex) = X2, K (span(eg, ¢;)). Por lo tanto, la curvatura escalar queda
K= Z Z x(span(ep ¢;)) =2 Z x(span(e; ¢;)).
k=1 ik 1<i<j<n

Es decir, la curvatura escalar coincide con dos veces la suma de todas las curvaturas seccionales

definidas por los pares de vectores de una base ortonormal de T,M.
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4.3.1. Interpretacion geométrica del tensor de Ricci

El tensor de Ricci mide cémo la curvatura de una variedad afecta el volumen de pequefios elementos
cuando estos se mueven a lo largo de trayectorias en la variedad. Para entender esto, necesitamos analizar
cémo la métrica de la variedad se comporta cerca de un punto p € M. Para ello, presentamos el

desarrollo del Taylor de la métrica en coordenadas normales.

Proposicion 4.21. Sea (M, g) una variedad diferenciable equipada con una métrica. Sea p € M un
punto fijado en la variedad. Entonces en coordenadas normales y en un entorno de p podemos expresar la

métrica como:

1 n
gi(x) = 35 = 5 D Rigg(0)xx' + O(Ixf’),
k=1

donde 31]' es la delta de Kronecker.
Demostracion. Consultar [Sako6, p. 41]. O

Proposicion 4.22. En un sistema de coordenadas normales centrado en p € M, el elemento de volumen

se expande como
dv = ‘/det(gl-j-(x)) dit - dx" = (1—%ZRk/(O)xkxl+O(|x|3))dx1~'dx”,
k=1

donde Ry;(0) son los coeficientes del tensor de Ricci en p.

Demostracion. Por la proposicién 4.21 sabemos que en coordenadas normales tenemos
1 n
k.l 3
gi(x) = 35 = 5 > Rup(0) 4" + O(|P).
k,l=1

Por otro lado, definimos g(x) = I + H(x), y H;;(x) = —% ZZ,Z=1 Ri(0) &5 + O(|x|?). Como H es
simétricay ||H|| es de orden O(|x|?) si nos restringimos a un entorno de p podemos aplicar el lema

A.14 y concluir que

det(gy(x)) =1+ ) Hi(x) + O(Ix) =1=% > Rya(0) &'+ + O(Il*).
=1 5k, =1
Podemos reescribirlo en términos del tensor de Ricci ya que ) Ry = Ry, de modo que

det(g;(x)) =11 Z Ry,(0) &+ + O(|x[%).
k=1
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Finalmente con el desarrollo de la raiz cuadrada concluimos:

AV = [det(g;(x)) do' - - da” = (1 ~ 13 Ru(0) x4 O(|x|4)) At - - d”.

k=1

O

Con este resultado ya si que podemos darle una interpretacién al tensor de Ricci. Consideremos
una direccién X tal que Ric(X, X) > 0. Entonces el término cuadrdtico serd positivo y el volumen se
contraerd a lo largo de la direccién X. En cambio si Ric(X, X) < 0, el término cuadritico es positivo y
volumen se expande. En el caso de Ric(X, X) = 0 el volumen permanece constante.

Ademis, hemos visto en la proposicién 4.19 que el tensor de Ricci nos informa sobre la las curvaturas
seccionales ya que Ric(X, X) = fz_ll x(7;). Por tanto, vemos que cada x(7;) mide cémo la curvatura
distorsiona el volumen en el plano 7;, y la suma Ric(X, X) da un efecto promedio considerando todas
las direcciones que incluyen X. Es decir, si consideramos un pequefio volumen y lo transportamos
en algunos planos 7;, el volumen puede comprimirse si x(7;) > 0, ya que tiene geometria esférica
que concentra las trayectorias. En otros, tendremos x(7;) < 0, y por tanto se expande ya que tiene
geometria hiperbdlica que separa las trayectorias. De esta forma el valor de Ric(X; X') nos da una idea

general de cémo se comporta un volumen transportado por la variedad direccién X.
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Postulados de la Relatividad

Una vez establecidas las bases geométricas, pasamos al estudio de la Teorifa de la Relatividad. Es
conocido que esta se basa en dos principios, como lo son que la velocidad de la luz en el vacio y las leyes
de la fisica son las mismas para todos los observadores inerciales. Empezaremos esta seccién tratando
de establecer unos postulados minimos en términos matemdticos y a partir de nuestra experiencia
en el mundo fisico. Posteriormente, veremos que ambas formulaciones son equivalentes. También
demostraremos que los modelos de la mecdnica cldsica y la relativista son los tinicos compatibles con
estos postulados.

De este capitulo cabe destacar especialmente la seccién 5.2 en la que estudiaremos cémo se organizan
las estructuras que dan lugar a los modelos newtoniano y relativista en una variedad con borde. Como
consecuencia, veremos que en el caso de vivir en un universo newtoniano no podriamos confirmarlo
experimentalmente. Por el contrario, confirmar que vivimos en un universo relativista si es posible;

como se comprobé con el experimento de Michelson-Morley.

Definicién s.x. Llamamos espacio-tiempo a una variedad diferenciable A4 de dimensién 4. A un punto

p € M dela variedad lo llamamos evento.

Fijemos ahora un evento p € M. Entonces, por nuestra propia experiencia sabemos que un
observador 7 cualquiera puede distinguir claramente entre espacio y tiempo en su entorno. Dicho de
otro modo, cada observador descompone el espacio tangente 1,M como suma directa de dos espacios
vectoriales:

T,M=T;®S,;
donde S; es un subespacio vectorial de dimensién 3 que se corresponde con el espacio y T; un subespacio
vectorial de dimensidn 1, correspondiente al tiempo respectivamente. Ademds, cada observador es
capaz de medir en dichos subespacios, por lo que estos deben ser euclideos. Entonces podemos definir
dos productos escalares: g; sobre T; y g; sobre S;. De esta manera cada observador tendrd un tiempo
y espacio propios, deshaciéndonos del absoluto newtoniano. Veremos mds adelante que en algunos

casos estos productos escalares surgen de la restriccién de una métrica definida en todo T,M. Otro
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hecho que percibimos de manera natural es que el tiempo estd orientado pues distinguimos de pasado
y futuro. En términos matemdticos, debemos ser capaces de diferenciar dos componentes conexas en
T;. Llamaremos W, en T, \ {0} ala componente conexa que apunta hacia el futuro. Ademis, por
simplicidad a la hora de trabajar asumiremos que S; estd orientado segtin la clase de equivalencia de

3-formas [dX;]. Asi, resumiremos todas estas condiciones en el primer postulado:

Postulado I. Sea p € M un evento e Z el conjunto de todos los posibles observadores en p. Entonces
se tiene una familia de descomposiciones {(T;, g5, W4; Sj;, g1, [dX;] }ex del espacio tangente T,M tal
que:

T,M=T, &S,
La n-upla (S;, g;; [dX;]) es el subespacio vectorial euclideo orientado de dimensién 3 correspondiente
al espacio y (T}, g;, W) es el subespacio vectorial euclideo orientado de dimensién de dimensién 1

correspondiente al tiempo.

Observacion. Nétese que de momento no estamos imponiendo ninguna restriccién sobre cémo cada
observador divide el espacio tangente, ni cémo lo mide ni su orientacién. Las diferentes formas de
hacerlo, y por tanto de modelizar la realidad fisica en la que vivimos, son lo que llamaremos estructuras

sobre el espacio-tiempo y que estudiaremos en profundidad en la seccidn s.1.

Evidentemente esta descomposicién nos deberfa permitir definir de manera natural una aplicacién
que modeliza cémo mide el tiempo cada observador. Sea ¢; € T; unitario y positivamente orientado,
es decir que g;(e;, ¢;) = 1, como T; es un subespacio vectorial de dimensién 1 entonces tenemos el

isomorfismo natural T; = Re;.

Definicién s.2. Sea un observador 7 € Z cualquiera, y su correspondiente descomposicién del espacio
tangente 7,M = T; & S;. Llamamos funcién tiempo del observador 7 o tiempo propio del observador
7 ala siguiente proyeccidn:

t: T,M=Re;®@S;, — Re; =R

Ahora que hemos entendido cémo un observador descompone el espacio tangente, veamos qué
postulados necesitamos establecer sobre la familia de observadores. Sea¢; : / € R — A una cur-
va diferenciable que define cémo se mueve el observador 7 por el espacio-tiempo. Al ser una curva
diferenciable, existe un vector tangente para todo punto. Entonces el subespacio T; en cada punto
es precisamente la recta definida por este vector. Nos referiremos por tanto a este subespacio como

trayectoria'. Por tanto, podemos considerar la coleccién {T;},ez como la de todas las trayectorias u

'A lo largo del texto nos referiremos como trayectoria tanto a la curva que hemos comentado, como al subespacio T;
fijado un punto. Es evidente que la primera tiene un cardcter global, mientras que la segunda es local. La necesidad de
considerar el vector tangente en vez de la curva se debe a que nuestra construccion se basa en la descomposicién del espacio

tangente y por tanto, es local por definicién.
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observadores posibles en el evento p. Ademds, si seguimos profundizando en cémo hemos hecho la
descomposicién, podemos ver que dado un evento p y un observador 7 la correspondiente descomposi-
cién en realidad estd definida univocamente por el subespacio T;, pues los correspondientes S; son los
subespacios ortogonales. Es decir, que {T;};e7 definen todos los observadores y sus correspondientes
descomposiciones. Por lo anterior podemos intuir que la coleccién {S;},e7 también define todas las
descomposiciones posibles. Veremos a partir de la proposicién 5.5 que es equivalente formular los
postulados en funcidén de las trayectorias o de los espacios.

Ahora que ya conocemos cudles son los posibles observadores, podria darse que en esta coleccién
tengamos dos que su estado de movimiento sea el mismo. Como para nosotros solo es relevante su

movimiento necesitamos imponer el siguiente postulado:
Postulado II. Si dados dos observadores 7 j se verifica que T; = T; entonces 7 = ;.

Consideremos ahora un observador 7 cualquiera en un evento fijado. Si consideramos los objetos
que desde su punto de vista se mueven a velocidades bajas son los que tienen un estado de movimiento
similar, cuanto mds similar mds despacio los verd. En el caso de que sean iguales los verd parado. Esta idea
de que existen trayectorias “préximas” se puede expresar matemdaticamente en términos topoldgicos y

del espacio proyectivo. Para ello, veamos antes el siguiente resultado:

Proposicion s.3. Sea V un espacio vectorial isomorfo aR”. Entonces V' tiene una sinica topologia inducida
porla de R que no depende del isomorfismo ¢ : V' — R” escogido.

Demostracion. Seanf : V — R"yg : V' — R” dosisomorfismos lineales. Sean 71, 75 sus topologias

inducidas por /'y g respectivamente. Entonces podemos construir el automorfismo
b:gOf_lzR”—>R”.

Sabemos que los automorfismos de R” se pueden identificar con GL(#, R). Por tanto, » ademds es
homeomorfismo. Sea U un abierto de R”, entonces »(U) es abierto. Por otro lado, por definicién de
topologfa inducida £ (U) € 71. Ademis h(U) = g(f 1 (U)) € z,. Por tanto, también tenemos que
7Y (U) € 7,. Conlo que concluimos que 71 = 7, o

Definicion s.4. Sea I un espacio vectorial. Llamamos grassmaniana de dimensién k al conjunto

Gi(V) ={S C I : S es subespacio vectorial con dim(S) = k}.
Observacion. Para k = 1, G (V') es el espacio proyectivo P(V).

Sabemos que 7, = R* por tanto, por el resultado anterior tenemos una tinica topologfa inducida
en el espacio tangente. De esta forma, el conjunto de todas las rectas del espacio vectorial, es decir,
G1(V') admite una tnica topologfa inducida; el cociente de la anterior. Por otro lado, es evidente que

{T:}ier € Gi(V), por lo que podemos expresar la idea anterior como el siguiente postulado.
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Postulado III. La familia {T;},e; de trayectorias en p es un conjunto abierto U de G;(7,M).
Veamos ahora que podemos formular un postulado equivalente en términos de {S, }¢;.
Proposicion s.s. La grassmaniana Gy(R™) y el espacio proyectivo P(R**=P*1) son difeomorfos.

Demostracion. Veamos en primer lugar cémo podemos describir los elementos de G (R”). Es ficil
ver que un elemento es solucion del sistema lineal Ax = 0 con 4 €(,—g)x, (R) y 7¢(A4) = n — k. Sin
embargo, esta descripcion da lugar a redundancias pues si cambiamos 4 de base sigue representando el

mismo subespacio pero la matriz es diferente. Sabemos por tanto que :

A =P4 conPeGL(n—k) = {A'x=0} ={4x=0}
Veamos cudl es la dimension de este subespacio sabiendo esto. Sea M € M (,_p)x,(R) tal que
rg(M) = n — k. Sabemos que existe 7' € GL(n — k) tal que:
™ =( 4|8
con 4 € M,—pyx(n—k) (R) de rango maximo, es decir invertible. Asi, P = A™' T € GL(n — k) y por
tanto:
PM= (1|48 )

De esta forma dos matrices 4, A’ representan el mismo elemento de la grassmaniana si al expresarlo
de esta forma el segundo bloque coincide, es decir, la dimensién de este subespacio es k(% — k) y

podemos hacer la siguiente identificacion:

Gi(R?) > Gp(R”) » P(RE—H)+)

{Ax = 0} — {xz' + ]"l:n_k_'_l byx] = O}z’=1 n—k > [1 : bz]] ‘z'=1,...,n—/e

.....

A esta aplicacién la denotaremos como ®. Por otro lado, sabemos que dos espacios vectoriales de la
misma dimensién son difeomorfos. Asi, podemos concluir que P(7) y P(7™) lo son mediante el
difeomorfismo A del teorema de la dualidad candnica de la geometria proyectiva [ZB22, p. 280]. Asi,

podemos construir el siguiente difeomorfismo:

Ao ® : Gu(R") —> P(RFR+)
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Corolario 5.6. La dimension de la grassmaniana Gy(R") es k(n — k).
Corolario 5.7. Sean Gy, (R"), G, (R”) dos grassmanianas tales que ky + ko = n entonces son difeomorfos.

Demostracion. Basta ver que la dimensién del espacio proyectivo al que ambos son difeomorfos es la

misma. Asi:
/el(n—kl):/ez(n—/ez)<=>n(/e1—/€2):/ef—/e§<=)n:/e1+/e2 O

Para nuestro caso, podemos ver que {T;}ez = Gi(T,M) y {S;}ier = G3(T,M), por lo que
{T:}iez y {Si}sez son difeomorfos. Es decir, el postulado III es equivalente al siguiente:

Postulado III.2. La familia {S, };c; de los posibles espacios todos los observadores en p es un conjunto

abierto U de G1(T,M).

Con esto ya sabemos cudles son los observadores posibles, cémo caracterizarlos y su descomposicién
asociada. Sin embargo, al igual que en la mecdnica newtoniana deberfamos tener una forma de cambiar
de referencia, es decir, de un observador a otro. Para definir estos cambios debemos de emplear las

minimas imposiciones pero que sean coherentes con la estructura que hemos construido.

Definicién 5.8. Un automorfismo lineal ¢ : T,M — T,M se dice que es un automorfismo de la
familia de observadores Z cuando transforma cualquier observador 7 € Z en otro j € Z, denotado por
¢(£). Es decir, tenemos ¢(T;) = T}, #(S;) = S}, y los isomorfismos lineales

¢ : (Tz‘:gz') MV:) - (T'Jng VV;-)J ¢ : (Sz':gz': [dAXz]) - (S'Jng [dX}])

son isometrias orientadas.

Los automorfismos de la familia de observadores Z forman un subgrupo G del grupo lineal completo
GL(4, R) y decimos que G es el grupo estructural. Ademis, el grupo de un observador i € 1 se define
como el subgrupo H; de todos los automorfismos ¢ € G tales que ¢(7) = 7.

Observacion. Al transformar un observador por cualquiera de los automorfismos anteriores, al ser
isometrfas orientadas el nuevo observador emplea las mismas unidades y tiene la misma orientacién
que el primero. Evidentemente esto también sucede cuando transformamos un observador en si mismo

mediante un automorfismo del grupo de dicho observador.
Postulado IV.

1. El grupo estructural G actta de forma transitiva sobre los observadores. En otras palabras, sean

4, j € I dos observadores, entonces existe un automorfismo ¢ € G tal que;j = ¢(7)

2. El grupo de cualquier observador verifica que ¢ € H; siy solo si ¢ es la identidad en T; y ¢
restringida en S, es una isometrfa orientada. Es decir, H; = {Id} X SO(3)
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Notese que el postulado IV.x es en realidad uno de los postulados originales de la relatividad; la
equivalencia de observadores o que las leyes de la fisica son las mismas para todos los observadores. En
el caso de la relatividad especial el grupo estructural se le conoce como .

Con esta definicién podemos imponer un postulado que hable del propio espacio-tiempo y no de

sus posibles descomposiciones.

Postulado V. El espacio-tiempo es homogéneo. Es decir, dados p, g € A, y sus correspondientes
espacios tangentes 7, M y T,X existe un isomorfismo lineal ¢ : 7,M — T,M que respeta la estructura

completa de los observadores. Dicho de otra forma, que verifica:

» Transforma un observador 7 € 7 en otroj € Z, es decir, ¢(7) = ;.
= Preserva las descomposiciones asociadas a los observadores: ¢(T;) = T;,  ¢(S;) = S;.

= Y ademds, respeta la métrica y las orientaciones tanto en la parte temporal como espacial:
¢ : (Tz‘: gz‘) VV;—) - (T) gj: VV]+)) ¢ : (Sz‘) gz': [d)(l]) - (S > gj) [dAX}])

Con el postulado IV.1 tenfamos la invarianza de las leyes fisicas para los observadores fijado un
punto. Por otro lado, este Gltimo impone que las leyes tienen que ser las mismas para todo punto. Es
decir, obtenemos la idea fundamental en relatividad de que las leyes de la fisica son las mismas en todo

q Y

punto del espacio-tiempo y para todos los observadores.

5.1. Caracterizacion de las estructuras sobre el espacio-
tiempo

Una vez hemos establecido los postulados de la relatividad, a continuacién trataremos de construir
las estructuras que nos permitirdn definir las descomposiciones que satisfagan los postulados del I al IV
y por tanto modelizar el espacio-tiempo sobre el espacio-tiempo. Antes de comenzar debemos imponer

un postulado mds sobre cémo son las propias estructuras que podemos definir sobre p.

Postulado VI. Una estructura sobre p tal que define descomposiciones {(T,, g;, W4sS;, 25> [dXi]}iez

que satisface los postulados I a IV cambia de manera diferenciable respecto a p.

Empecemos definiendo la estructura que se corresponde con la mecdnica relativista.
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Definicién s.9. Una estructura lorentziana en un espacio vectorial £ de dimensién 4 estd conforma-
da por una métrica g sobre £ de signatura (+, —, —, —), dX una 4-forma no nula y por tanto [dX]
una orientacién en £ y una constante positiva c. Ademis, deberemos escoger una orientacién tem-

poral W* como una de las componentes conexas de {¢ € E : g(¢ ¢) > 0}. La denotaremos como

(&6 W, [dX]).

Proposicion s.xo. Una estructura lorentziana (g, ¢, W, [dX]) definida sobre el espacio-tiempo define

una familia de descomposiciones compatible con todos los postulados salvo el V en cada evento.

Demostracion. En primer lugar, debemos ser capaces de distinguir los subespacios correspondientes
al tiempo y al espacio propio de cada observador. Para ello, basta ver que la propia métrica ¢ permite
hacer esta division. La familia de las trayectorias de los observadores T;, son los subespacios vectoriales
de 7, M donde g es definida positiva. Por otro lado, dada una trayectoria T; el espacio correspondiente

en esta descomposicion es el espacio ortogonal:
Si={ee TyM:g(e;e) =0, Ve; €T}

As, esta definicién de T, y S, es compatible con el postulado I ya que la signaturade g es (+, —, —, —, ).
Ademds, como veremos ¢ define un cono cuyo interior son las trayectorias, por lo que también verifica
el postulado III.
Una vez obtenidas las descomposiciones de 7,4 a partir de la métrica, debemos de saber medir sobre
dichos espacios. Para ello, volvemos a hacer uso de g. Fijada una trayectoria T;, como ¢ tiene signatura
(+, — — — ), define una una estructura euclidea sobre este subespacio, donde g; := g|r,. Por otro lado,
para medir sobre S; podemos considerar la métrica g, := —62g|gl..
Ademis de lo anterior, debemos ser capaces de definir las orientaciones. Para la orientacién temporal
basta considerar 7" = T; N ™. En cuanto a la espacial [dX;] se debe escoger de manera que sea
coherente con la temporal y con la del espacio-tiempo, es decir [dX] = [ W A dX;].

Por lo visto hasta ahora no podemos verificar el postulado IV. Sin embargo, el primero de ellos
es ficil una vez nos damos cuenta que el grupo estructural es el grupo O(1, 3) que veremos en s.20.
Finalmente, el postulado VI pues todos los elementos que definen la estructura son diferenciables y I

es trivial. O
Veamos ahora cémo se define la estructura correspondiente con la mécanica newtoniana.

Definicién s.ax. Llamamos estructura galileana sobre un espacio vectorial £ de dimensidn 4 a una
forma lineal no nulaw : £ — R, un producto escalar g definido sobre el nicleo de la aplicacién
w y una orientacién [dX] sobre E. Esta aplicacién debe verificar que la dimensién del nicleo es 3.

Denotamos esta estructura como (, g, [dX]).
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Proposicion s.az. Una estructura galileana (w, g, [dX]) definida sobre el espacio-tiempo define una

familia de descomposiciones compatible con todos los postulados salvo el V en cada evento.

Demostracion. Definimos las trayectorias T; como los subespacios donde  no se anula. Por tanto,
w define un producto escalar en dichos subespacios g; := (w ® w)|r, y una orientacién temporal
W+ :={eeT;:w(e) >0} sobrelas trayectorias.

En cuanto al espacio, tenemos que para todo observador se puede definir el espacio como S; :=
ker(w). Sobre este subespacio se considera la tnica orientacién [dX] tal que [dX] = [w A dX]. Con
lo que es compatible con el postulado I. Ademis, vemos que T; = E'\ ker(w). Por tanto, es compatible
con el postulado III.

En cuanto a los postulados IV basta considerar GL(4, R) como grupo estructural, ya que como
veremos esta estructura se corresponde con la mecdnica newtoniana. El postulado II es trivial y el VI se

cumple ya que todos los elementos empleados para definir la estructura son diferenciables. o

Observacidn. No hemos incluido el postulado V pues para ello serfa necesario considerar una conexién

V sobre la variedad. Con esta definida basta ver que el transporte paralelo inducido respeta la estructura.

Veamos cudles son las diferencias fundamentales entre ambas estructuras. Como adelantamos al
principio del capitulo, las métricas en los subespacios del espacio y del tiempo, en general, iban a
definirse a partir de una métrica en 7M. Estas aplicaciones nos permiten definir explicitamente cémo
es la proyeccién que modeliza el tiempo propio de un observador®. Sean dos eventos pi, p» € X'y
dos observadores 7,; € Z en p; con trayectorias T; y T; diferentes generadas por los vectores ¢; y ¢
respectivamente. Entonces, para el caso en el que tengamos una métrica ¢ en T,M, podremos calcular
el tiempo que percibe cada uno de los observadores entre ambos eventos como #; = ¢; - (p1 — p2) =
gles (1—p2)) yt = ¢ - (p1— p2) = g(e, (p1— p2)). Es decir, el observador 7 mide el tiempo mediante
la aplicacién lineal 7, ¢ y el observador j mediante iz,g. Por tanto, en el caso de una estructura lorentziana,
como los vectores son diferentes, los tiempos que mide cada observador entre ambos eventos también
lo es. Es decir, se rompe la idea de simultaneidad. Por otro lado, la estructura galileana divide el espacio-
tiempo en dos semiespacios por un hiperplano ker(w). De esta manera en la descomposicién del espacio
tangente, el espacio es el mismo para todos los observadores T, = T;®S; = T;®ker(w). Es decir, con
esta construccién recuperamos la simultaneidad de la mecdnica newtoniana, pues independientemente
de la trayectoria que siga el observador, el espacio para todos los observadores estd conformado por los
mismos eventos.

No sélo eso, sino que para el caso lorentziano, vemos que no todas las trayectorias son posibles. Sea

p € M uneventoyseav € T,M con coordenadas (v, 01, 02, v3) en la base que diagonaliza g en dicho

*Es fécil ver que esto es equivalentea W™+ := {e € T; : g(¢,¢) > 0}
3Una propiedad que en la seccién anterior se indicé que nuestro modelo debia tener.
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5. oe— 2 - — g2 _ 1L V3 2 ‘ ;
evento. Como g; := —c“gls, y g := glT, tenemos que ¢ = dx; = D1 dx. Asf, como las trayectorias
validas verificar g(v, v) > 0, vemos que:

2 S l( 2 + 2 + 2)
Es decir, las trayectorias vélidas deben estar contenidas en un cono definido por la métrica*. Si
consideramos ¢; : / C R — X una curva diferenciable que define cémo se mueve el observador 7 por
el espacio-tiempo, entonces debe verificar que su vector tangente en cada punto esté contenido el cono

definido por la métrica en dicho evento.

Definicién s.13. El cono que define el conjunto de trayectorias viables bajo una estructura lorentziana
se le llama cono de luz.

En cambio, en la estructura galileana todas las trayectorias son posibles salvo las contenidas en el
nucleo de w. Ademds, esto nos da una intuicién de que la estructura galileana es en realidad el limite de
las lorentzianas. Pues si tomamos el limite 5 con ¢ — oo el cono de luz se ensancha hasta que termina
degenerando en el plano S; = {e € T,M : g(e;¢) =0, Ve; € T;}.

Una vez presentadas estas estructuras, el objetivo en lo que resta de capitulo es probar que estas dos
son las Uinicas que dan lugar a una coleccién de descomposiciones que satisfacen los cuatro primeros

postulados.

Definicién s.14. Sea ¢y la trayectoria de un observador fijado y Ty @ Sy su descomposicién del espacio
tangente. Si consideramos otro observador 7 tal que T; C S¢ decimos que su velocidad aparente es
infinita®. En cambio, si ¢y + 3; € T, con v; € S; Gnico, decimos que v; es la velocidad aparente de dicha
trayectoria.

Lema s.x5. Para todo observador no hay objetos con velocidad aparente infinita.

Demostracion. Razonemos por reduccién al absurdo. Sea Re, @ Sy la descomposicién del espacio
tangente de un observador fijado. Supongamos que existe otro observador 7 con velocidad aparente
infinita, es decir, ¢; € Sy. Por el postulado IV podemos tomar un automorfismo de la forma 7 =
Idg,, ® os, donde o5, es una isometria en Sy. Es decir 7 es un elemento del grupo del observador 0.
Como el observador 7 tiene una velocidad infinita aparente, ¢; € Sy. Asi, si tomamos g5, como aquella
isometrfa que verifica o(e;) = —e;, 7 sigue perteneciendo al grupo del observador 0. Por otro lado,
si aplicamos dicho automorfismo al observador 7, (7(¢;) = —e¢;, 7(S;)) vemos que obtenemos otro

observador diferente pero con la misma trayectoria que 7. Esto contradice el postulado II. O

+Este es el cono que adelantamos en la proposicién s.10
SEl desarrollo riguroso de esta idea es el objetivo del libro [NSr7]. Este se presenta en el capitulo 8.
®Esto se debe a que dicho objeto se encontrarfa en varios sitios a la vez
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Proposicion 5.16. Sea M una variedad diferenciable de dimension 4 equipada con una estructura
lorentziana. Para todo observador, el supremo del mddulo de las velocidades aparentes es c. St M estd

equipada con una estructura galileana, entonces el supremo es infinito.

Demostracion. Comencemos por el caso lorentziano. Sean ¢y un observador cualquiera y ¢y + 7 una

trayectoria viable, es decir, g(eg + 7, ¢9 + 7) > 0. Entonces como ¢) y ¥ son ortogonales

- - > 1 > =
0 <g(€01 €()) + Zg(€0: U) +g(U: U) =1 +g(U, U) =1- C_2g|Si(U) U)

Por tanto, gls, (7, 7) € (0, ¢); la velocidad médxima aparente que mide el observador 7 es c.
Veamos ahora el caso galileano. Sea. ¢y un observador cualquiera entonces ¢y + 9 con ¥ € ker(w)
define una trayectoria ya que w(¢; + 9) no se anula. Por tanto, no hay velocidad aparente maxima.
O

Corolario s.17. El conjunto de trayectorias con velocidades aparentes mdximas definidas por una estruc-
tura lorentziana es la frontera del cono de luz 0(\J ez T;). Ademds, son las mismas independientemente

del observador.

En el caso lorentziano, tenemos que las trayectorias con velocidades mdximas aparentes se corres-
ponden con la frontera del cono. Mientras que en el caso galileano las tinicas trayectorias no permitidas
son las de velocidad aparente infinita; las que fijado un observador 0, la trayectoria esta en Sy. Por lo
que de nuevo volvemos a ver como la estructura galileana parece ser el limite de la lorentziana, ya que si
¢ aumenta el cono se “abre” hasta que en el caso extremo, cuando ¢ — oo se degenera convirtiéndose

en el hiperplano espacial. Permitiendo asi velocidades aparentes tan altas como queramos.

Lema 5.18. E/ conjunto de todas las trayectorias definen un espacio afin en P(TyM). O bien definen el

complementario de un plano o el interior de un elipsoide.
Demostracion. Ver lema 4.2.3 en [NS17, p. 68,69)]. O

Observacion. Vemos que, este resultado es la generalizacién de lo que hemos visto para el caso lorentziano
en el que tenemos el elipsoide ¢|s,(3, %) € (0, ¢) de las velocidades aparentes posible y con el caso

galileano en el que tenemos el complementario a ker(w).

Teorema s.19. S una familia {(T;, g, W75 S;, g, [dX;]) }i.z de descomposiciones del espacio tangente
T, M satisface los postulados I-V; esta coleccion estd definida o bien por una estructura lorentziana o por

una galileana sobre T,M.

Demostracion. Por el lema anterior, tenemos dos casos.
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El primero, que el conjunto de trayectorias /” del espacio afin define un elipsoide. Podemos reescalar

los elementos de la base para obtener una esfera. Asi:

x():l
2 2 2 _ 2
x1+x2+x3—c

Es decir, que la esfera es la interseccién del hiperplano anterior con el cono

1
2
£

2 _
x; =0

3
2
xo -
=1

c

Como hemos visto anteriormente, este cono estd definido por una métrica de la forma

1
g:dxg—C—Zde?

que a su vez define la estructura lorentziana. Este cono debe ser el mismo para todos los observadores
salvo reescalamientos pues como vimos anteriormente estd definido por (J{T;}ez. Por tanto, lo que
debemos verificar es que g y ¢ estdn en las mismas unidades y que tienen la misma orientacién. Es decir,
que ninguno de los elementos de (g, ¢, W, [dX]) estd modificado por una constante. Como hemos
comentado en la observacién anterior al IV el grupo Hj del observador 0 debe preservar las unidades.
Asi, tomamos otro observador 7 cualquiera y lo movemos por el grupo. Por el postulado IV obtenemos
un conjunto de observadores que tiene las mismas unidades que 7. Evidentemente contiene a 7 y que
llamaremos S;.

Sabemos que los elementos de Hj son de la forma ]dReo ® o5, con oy, una isometria orientada.
Por tanto, o, sélo puede tratarse de una rotacién alrededor de ¢y 0 de una simetrfa que mantenga
la orientacién espacial, es decir que cambie la orientacién en dos de los tres ejes espaciales para el
observador ¢p. Es evidente que una simetrfa que no mantuviese la orientacién no se puede obtener
mediante composicién de rotaciones, sin embargo, las que mantienen la orientacién si. Por ello, si
movemos 7 por el grupo Hj obtenemos un elipsoide que contiene al propio 7 y cuyo centro es el propio
¢o. De forma andloga, rotando 0 por el grupo H; obtenemos un elipsoide que contiene a 0 y cuyo
centro es z.

Por tanto, podemos concluir que ambos elipsoides tienen interseccién no vacia y por tanto 0 e 7
tienen las mismas unidades.

En el segundo caso, tenemos que 7 es todo el hiperplano y coincide con ey + Sy en el caso galileano
y que como hemos visto antes es independiente del observador. Ademis, es ficil ver que existe una
Unica forma lineal tal que w(ep) = 1y w(Sp) = 0. Esta forma lineal induce la estructura galileana en

el espacio tangente, sin embargo el resto de observadores podrfan emplear formas proporcionales a



62 5.2. Variedad de métricas del espacio-tiempo

esta. Por tanto, al igual que antes debemos demostrar que todos los observadores emplean las mismas

unidades, es decir, la misma forma lineal y producto escalar, y misma orientacién sobre M

Sin embargo, ahora no podemos razonar de la misma manera. En el caso lorentziano tenemos una
métrica sobre todo el espacio tangente y las métricas espaciales y temporales resultan de las restricciones
de dicha métrica en los correspondientes subespacios. Por tanto, si podemos cambiar de un observador a
otro necesariamente emplean las mismas unidades. Por el contrario, en el caso galileano solo imponemos
que la direccién temporal es la misma para todos los observadores, y la métrica espacial en principio se
define de manera independiente para cada observador. De esta forma que podamos transformar un
observador en otro no nos garantiza que las unidades sean las mismas

Para ello, debemos razonar de forma ligeramente diferente. Consideremos un observador fijo
0 € Z y otro observador cualquiera 7. El producto escalar de este observador define un elipsoide
{veS:gi(vv)=1}enS.

Por otro lado, pensemos cémo funcionan los cambios de observadores para una estructura galileana.
Tenemos que todos los observadores son la suma de un vector con la misma direccién que la temporal
mis otro espacial. También sabemos que el grupo de cada observador deja invariante dicho vector y
en el espacio, que es comun a todos, le aplica una rotacién o simetria sin cambiar la orientacién. Por
tanto, por construccién alguno de los automorfismos de Hy debe corresponderse con alguna de las
rotaciones que deja invariante el elipsoide anterior. Sin embargo, estos automorfismos aplicados sobre
cualquier observador diferente a 0 si cambian que lo transforman en otro pues lo rotan alrededor de
eo. Mids concretamente, tenemos que la componente paralela de ¢; a ¢ si que queda fija y el resto rota
hasta que volvemos a tener el elipsoide que tenfamos en un principio. Es decir, hemos obtenido un
observador ; diferente de los dos anteriores pero que verifica que g; = g; pues el elipsoide que definen
es el mismo. De esta forma obtenemos la condicién andloga al caso lorentziano, pudiendo afirmar que
todos los automorfismos de /; preservan el producto escalar de 7.

Razonando igual que en el caso anterior, podemos rotar 7 alrededor de ;' y viceversa podemos concluir
que existe un entorno de 7 en el que todos emplean el mismo producto escalar. Finalmente como
el conjunto de las trayectorias es conexo concluimos que todos los observadores definen la misma
estructura euclidea sobre S. Por tanto, todos los observadores deben utilizar la misma forma lineal w y

por tanto este caso s¢ COI‘I‘CSpOIldC a una estructura galileana. O

5.2. Variedad de métricas del espacio-tiempo

Una vez hemos demostrado que sélo existen dos estructuras que verifiquen los postulados de la

relatividad, veremos que el conjunto de todas estas estructuras define una variedad de métricas. Ademds,
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comprobaremos que las estructuras se organizan de una manera muy concreta sobre ella. Para estudiar

esta variedad necesitamos presentar algunas definiciones y resultados previos.

En el postulado IV presentamos los automorfismos que transformaban un observador en otro.
Ademis en la demostracién del teorema 5.19 comentamos que la métrica de las estucuturas debfa tener
las mismas unidades para todo los observadores. Es decir, ser un invariante bajo las transformaciones de

dicho grupo. Asi, podemos reescribir todo esto en términos matriciales.

Definicién 5.20. Seap € M un evento y sea (g, ¢, W7, [dX]) una estructura Lorentziana definida
sobre p. Denotamos como O(1, 3) al grupo de transformaciones que dejan invariante la métrica, es

decir:

O(1,3) := {4 € GL(4,R) : A" p4 = »},

donde  := diag(1, =1, =1, —1) es la matriz de la métrica lorentziana en una base que la diagonaliza.

Observacion. El grupo O(1, 3) representa matricialmente las mismas transformaciones que lo que

habfamos llamado grupo estructural. A este grupo también se le conoce como grupo de Lorentz .

Ahora veamos que O(1, 3) se trata de un grupo de Lie. Para ello, sélo nos falta ver que se trata de

una variedad diferenciable. Lo haremos aplicando la siguiente proposicion:

Proposicion s.21. Sea F : V' — R"™", con V' C R” abierto, una funcion diferenciable tal que el rango

del jacobiano JF satisface rg(JF) = n — m en todo punto de
M={xeV|F(x)=0}
entonces M es una variedad diferenciable de dimension m.

Proposicion s.22. El grupo O(1, 3) es una variedad diferenciable de dimension 6.

Demostracion. Paraver que O(1, 3) se trata de una variedad diferenciable de dimensién 6, construire-
mos una aplicacién cuyo nicleo sea dicho grupo y comprobaremos que se verifican las condiciones de

la proposicion s.21. Sea la aplicacién

F: GL(4 R) — Myx4(R)
Avr— AT pd -y

Es fécil ver que ker(f) = O(1, 3) y que la imagen de /" son las matrices simétricas Sym (4, R):

FUA)T = (AT;yA - ;7)T =ATpd -y =f(A).
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Por tanto, tenemos que dim(Im(f)) = 10. Ahora debemos calcular la diferencial de la aplicacién

anterior. Sea Ay € GL(4, R), entonces

df/\o: i f(AO+fA): i (A0+tA)T}7(A0+tA)—;7
dt|,_, dt|,_,
= AlpNo + 1A yNo + Nopd) + (A7 9d) — 5
t=0
= AT yAo + AoyA.

Como era de esperar, vemos que Im(dfa,) = Sym(4, R) ya que el espacio tangente de un espacio
vectorial es él mismo. Ahora debemos verificar el rango de esta aplicacién para toda matriz de GL(4, R).
Empecemos viendo el rango de la diferencial en la identidad. Asi, tenemos que
dfig(d) = A"y + 4.
Veamos que es sobreyectiva. Sea S € Sym(4, R) una matriz simétrica intentemos encontrar la matriz
A € GL(4, R) tal que dfyq,(4) = S:
dfig,(d) =S &= (pA)" +y4 =5
Notese que 7> = Id. Por tanto si tomamos A4 := %;75 y sustituimos en la expresién anterior vemos
que efectivamente este valor de 4 es el que hace que se cumpla:
T N S P
()" +74= (78" + 27§ =S

Asi, rg(dfig) = dim(Sym(4, R)) = 10. Ahora debemos ver que para toda matriz de O(1, 3) el
rango del diferencial sigue siendo 10. Para ello, consideremos la aplicacién f := £ o Ly, donde Ly :
GL(4,R) = GL(4, R), LA(A) := A4 eslaaplicacién de multiplicacién por la izquierda. Entonces
se tiene que

FA) = F(AA) = (ADTp(AA) =5 = ATpd — 5 = f(A).

Por tanto, /= f. De esta forma podemos escribir el diferencial como:

dfy-1 = d(f o Ly) a1,

y aplicando la regla de la cadena:

dfy-1 =dfigodLy, ..
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Como L, es una aplicacién lineal, alLAAf1 es un isomorfismo lineal y ademds dfiq también es

isomorfismo, entonces dfy-1 lo es para todo A™! € O(1, 3). Si particularizamos para A = Id:
dﬁd = df/\ ¢ d[‘/\m'
Como la composicién debe ser un isomorfismo y dLx , lo es, entonces df s también y por tanto:

rg(dfa) = rg(dfiq) = 10.

Asi, aplicando el resultado s5.21 tenemos que O(1,3) = kerf es una subvariedad diferenciable de
GL(4, R) de dimensién 6.
O

Corolario s5.23. El grupo O(1, 3) es un grupo de Lie.

Corolario s.24. El espacio tangente T1q O(1, 3) es isomorfo al conjunto de matrices

{4 € GL(4R) : Ay + y4 = 0}.

Diremos que estas matrices son ;7—4ntzkz'me’trz'ms.

Demostracion. Hemos visto en la proposicién anterior que ker(f) = O(1, 3) y que dfiq(4) = A7y +
#A. Entonces, T14 O(1, 3) = ker(dfiq) = {4 € GL(4,R) :AT77 + 74 = 0}.
O

Proposicion s.2s. El grupo O(1, 3) tiene cuatro componentes conexas.

Demostracion. Sea4 € O(1,3), entonces verifica que AT;7A = »y por tanto, det4 = +1. Es decir,

O(1, 3) al menos tiene dos componentes conexas diferentes:
SO(1,3) :={A4|detd =+1}, O_(1,3):={A4|detd =-1}.

A su vez, cada una de estas se divide en otras dos. Para ello, observemos la entrada 4. De nuevo, por la

ecuacidn anterior

3 3
D Aingidi = 00 = (do)” = 1+ Y (4i)* = 1
4,j=0 i=1

y en particular 4gp # 0. Asi, podemos definir la siguiente funcién z : O(1, 3) — {+1, -1}, 7(4) =
sign(Aoo). Por tanto 7(A) = +1 estd bien definida y es continua. Asi, vemos que hay dos componentes

conexas mas en cada una de las vistas anteriormente.
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SO*(1,3) = {4 € SO(1,3) | 7(4) = +1},
SO™(1,3) = {4 € SO(1,3) | 7(4) = -1},
0*(1,3) = {4 € O7(1,3) | 7(4) = +1},
OZ(L,3)={4 €07 (1,3) | 7(4) = -1}

O

Cada una de estas componentes se corresponde con cambios en las orientaciones espaciales y

temporales:

SO*(3, 1) mantiene las orientaciones espacial y temporal.

SO™(3,1) mantiene la orientacién espacial y cambia la temporal.

07 (3,1) cambia la orientacién espacial pero no la temporal.

OZ(3,1) cambia las orientaciones espacial y temporal.

Corolario 5.26. Como ¢l dlgebra de Lie v(3, 1) es isomorfo al espacio tangente Trg O(1, 3):
0(3,1) = {4 € GL(4R) : A7y + 54 = 0}.

Antes de pasar finalmente a la caracterizacién de la variedad de métricas necesitamos hallar la

dimension del conjunto de las métricas lorentzianas y establecer el isomorfismo entre éstas y el cociente
GL(4 R)/O(1, 3).

Proposicion s.27. Sea L el conjunto de todas las métricas lorentzianas. Entonces, dim(L) = 10.

Demostracion. Es ftécil ver que existe una identificacién entre las formas bilineales simétricas 4 X 4 con
signatura (+, —, —, —) y el conjunto de métricas lorentzianas:
L ={4 € Sym(4,R) : det(4) # 0, sig=(1,3)}.

Podemos ver que la primera condicién det(A4) # 0 define un abierto en M4 (R). La segunda
también pues los autovalores cambian de forma continua con los elementos de la matriz. Por tanto,

dicho conjunto es un abierto y tiene la misma dimension que el espacio de matrices simétricas. Asi:

dim(£) = dim(Sym(4, R)) = 10.



5. Postulados de la Relatividad 67

Como hemos indicado es natural identificar una métrica lorentziana con una matriz simétrica con
la signatura correspondiente, veamos como hacer esta identificacién. Para construir todas las métricas
lorentzianas podriamos partir de la forma diagonal correspondiente y conjugando esta matriz mediante
cambios de referencia definidos por GL(4, R) obtener todas las métricas posibles. A4 priori podria
parecer que cada cambio se corresponde con una métrica diferente y por tanto el isomorfismo que
buscamos serfa entre estos conjuntos. Sin embargo, esto no es cierto pues como hemos comentado
existen cambios de referencia que preserven la métrica. Estos cambios estdn caracterizados por el
grupo O(1, 3), pues precisamente lo hemos definido como los cambios que preservan la métrica

lorentziana. Asi, el candidato natural a ser isomorfo al conjunto de métricas lorentzianas es el cociente

GL(4)/0(1, 3).
Proposicion s5.28. El conjunto de métricas lorentzianas es difeomorfo a GL(4, R) /O(1, 3).

Demostracion. En primer lugar vemos que las dimensiones coinciden. Como dim(GL(4, R)) = 16y
dim(O(1, 3) = 6, tenemos que dim(GL(4, R)/O(1, 3)) = 10.

Consideremos ahora la siguiente aplicacién :

¢:GL(4R) — L
A b—)AT;yA

Podemos ver que se trata de la misma aplicacién en la proposicién s.22 salvo una constante. Por
tanto, al ¢ también es una aplicacion sobreyectiva con imagen en las matrices simétricas. Por otro
lado, podemos ver que no es inyectiva. Sean A4y, 4> € GL(4, R) tales que 41 = B4, con B € O(1, 3).

Entonces

¢(A1) :A1T}7A1 = (BAz) T};BAZ = AgBTVBAZ = AgifAz = ¢(A2)

Como la pentltima igualdad sélo se da si la diferencia entre ambas matrices es una transformacién del

grupo de Lorentz, tenemos que

¢:GL(4R)/O(L,3) — L
[4] — ATVA
es un isomorfismo.
Veamos que la diferencial es también un isomorfismo en todo punto. Como ¢ es la misma aplicacién

que en la proposicién .22 tenemos que ddiy(4) = dfid = AT77 + 74. También demostramos que es

una aplicacidn sobreyectiva y en el corolario 5.24 vimos que

T1a O(1, 3) = ker(dgrg) = {4 € GL(4 R) : A7 + 74 = 0}.
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Por tanto, si tomamos el cociente obtenemos el siguiente isomorfismo:

dpia : T GL(4R)/ T O(1,3) = Tig (M)

: T,L.
owa |

Notese que T3¢ GL(4,R) /T4 O(1,3) y Tpq (Gé‘((f ’3]1;{)) son isomorfos al ser espacios vectoriales de la
misma dimensién.

Para ver que la diferencial evaluada en otro punto también es isomorfismo, seguiremos el mismo
razonamiento que en la proposicién s.2.2.

Consideremos la aplicacién ¢ = $OL A »donde L4 eslaaplicacion de multiplicacién por la izquierda

por un elemento A € O(1, 3)

La : GL(4,R)/0O(1,3) — GL(4,R)/0O(1, 3)

Entonces se tiene que

3(A) = p(Ad) = ([AA]) T y([A4]) = [4] (4] = $([4]).

Por tanto, ¢ estd bien definida. De esta forma razonamos igual que en la proposicién mencionada y
concluimos que la aplicacién d¢g, es isomorfismo para todo [A] € GL(4,R)/O(1, 3).

Finalmente, por el teorema de la funcién inversa podemos asegurar que paratodo [A] € GL(4, R)/O(1, 3)
existe un entorno abierto Y € GL(4, R)/O(1, 3) tal que g_é|u es difeomorfismo. Con esto podemos

concluir que :

L =GL(4 R)/O(1, 3)

O

Hasta ahora hemos trabajado con el cociente GL(4, R) /O(1, 3), el cual modela el conjunto de todas
las estructuras Lorentzianas posibles sobre un espacio vectorial de dimensién 4. Hay que recalcar que
este conjunto no tiene estructura de grupo, ya que O(1, 3) no es un subgrupo normal de GL(4, R).
Ademds, es necesario recordar que como ya vimos anteriormente en la proposicién s.25, O(1, 3) tiene
cuatro componentes conexas, cada una correspondiente con un par de orientaciones espacial y temporal.
Porlo que el cociente hereda esta misma estructura, de manera andloga a lo que sucede con O(1, 3), cada
una de estas componentes se corresponde a un par distinto de orientaciones espacial y temporal para la
métrica Lorentziana. Una vez ya tenemos todo esto claro ya si que podemos demostrar el teorema que
caracteriza las estructuras que podemos definir en cada punto del espacio-tiempo restringiéndonos a
una dnica componente conexa GL(4, R)/SO*(3,1), que es la que preserva simultdneamente ambas

orientaciones.
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Teorema 5.2.9. El conjunto de todas las estructuras loventzianas y galileanas con la misma orientacion
espacial'y temporal sobre el espacio tangente a un evento forman un variedad conexa con borde de dimension
11. Ademds, el borde se corresponde con las estructuras galileanas; los puntos interiores con estructuras

loventzianas.

Demostracion. Con el resultado anterior hemos visto que £ = GL(4, R)/SO*(1, 3), por lo que nos
queda ver cémo quedan organizadas todas las estructuras en la variedad. Esta organizacién se basard en
los valores del pardmetro ¢. Después veremos que se trata de una variedad conexa.

Con lo anterior, tenemos la siguiente identificacién:

L «—— GL(4,R)/SO™(1,3)
[¢] «— Atalqueg = AT77A

Nétese que aunque hayamos estado trabajando todo el rato con = diag(1, -1, —1, —1)  puede estar
formada por cualquier matriz con esta signatura. Por tanto, podemos €SCoger 7, := diag(l, — [lz, - C%, —}2 .
Asi, ya tenemos caracterizadas todas las estructuras lorentzianas (g, ¢) con ¢ > 0 mediante la siguiente
identificaciéon

M, = L X R* — GL(4,R)/SO*(1,3) X R*
g =(gc) e (Ac)talqueg = AT77CA,

donde M » denota la variedad de métricas en el evento p € M. De esta forma necesitamos 11 parimetros
para determinar g.: uno paracy diez para determinar A. Ademds también nos deja claro como podriamos

definir una carta de esta variedad:
‘% : Mp — HH

1
g (ay,...,a10, z)

Asf, ya tenemos que M, es una variedad con borde de dimensién 1.
Veamos ahora cudl es el borde. Primero necesitamos reescribir los puntos de esta variedad. Sea
w € T X \ {0} talquew = (1, 0, 0, 0) en cierta base fijada. Entonces:
T T r
a=ANo)=ANypA=N (0v@w- 2 diag(0, 1, L, 1))A.

Asi, el borde de la variedad es:

1
0./\/lp = ‘%_1 (611, cees 4105 0) = lim ;k_l (éll, vy 2105 —) = lim g = ATC() ® wA.
c—00 C —00

Es ficil ver que si rotamos w por la accién de GL(4, R)/SO*(3, 1) obtenemos todos los elementos

de 77X \ {0} que dan lugar a la misma orientacién temporal que w. Asf, como A es cualquier matriz
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en GL(4, R)/SO*(3,1), tenemos que .M, se corresponde con todas las métricas temporales de las
estructuras galileanas. Finalmente como GL(4, R)/SO™(3,1) es conexo, la variedad también lo es.
O

Corolario 5.30. Sea un cvento p € M entonces las estructuras galileanas en T,M son estructuras loren-

tzianas donde el pardmetro ¢, la velocidad aparente mdxima, es infinito.

Corolario s.31. £/ borde de la variedad de las estructuras sobre T,M es difeomorfo a las grassmanianas
G3(R*) y Gi(R?).

Hay que recordar que estos resultados sélo nos hablan de las métricas en el espacio tangente a un
evento. No nos dice cémo se distribuyen las métricas globales de todo el espacio-tiempo. Existe un
resultado andlogo al anterior que se desarrolla en el capitulo 8 de [NS17].

Volviendo de nuevo al teorema 5.29 podemos sacar varias conclusiones. La primera ya la adelantamos
mds arriba, y es que la estructura galileana en realidad se trata de un caso degenerado de la lorentziana
en el que la velocidad méxima es infinita. Es por ser un caso degenerado que se encuentran en el borde
de la variedad anteriormente definida. En segundo lugar, es que en el caso de vivir en un universo con
una estructura galileana serfa muy dificil descartar que en realidad se tratara de una lorentziana con
una velocidad mdxima permitida muy alta debido a que estas se encuentran en el borde de la variedad.
En cambio, en un universo lorentziano si que serfa posible esta comprobacién experimental, como

efectivamente se ha hecho.
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Espacio-tiempo de Minkowski

En este capitulo exploraremos el caso mis sencillo dentro de la Teorifa de la Relatividad, cuando
no consideramos la fuerza gravitatoria, es decir, tomamos M una variedad plana. Esto es lo que se
conoce como espacio-tiempo de Minkowski o Relatividad Especial. Al principio mostramos los objetos
definidos en el capitulo anterior particularizados a este caso, desde la métrica hasta el grupo de auto-
morfismos. De este capitulo caben resaltar dos aspectos fundamentales. El primero es la modelizacién
de la materia del trabajo para el caso mis sencillo, como es el de las particulas puntuales, mediante el
impulso. Ademds, veremos cémo de manera natural surge la idea de que la masa depende del estado
de movimiento del observador. El segundo aspecto a destacar, es la obtencién de una extensién de
la Segunda Ley de Newton para el caso relativista y la equivalencia entre masa y energfa junto a su

interpretacion. El capitulo acaba con la explicacién de algunos fendmenos relativistas.

Definicién 6.1. Un espacio-tiempo de Mikowski (M = A4, g, ¢, W7, [dX]) es un espacio afin de

dimensién 4 Ay definido sobre un espacio vectorial £ equipado con una estructura lorentziana.

Observacion. En cierta base la métrica es de la forma ¢ = dx(z) - Ciz(alxl2 + dx% + dx%) A su vez, esta
define una métrica contravariante que podemos escribir como b, := —czg = czdxg - dxlz - dx% - dx%.
Mientras que la primera mide en unidades de tiempo, la segunda lo hace en unidades de longitud. Por

ello, las llamaremos metrica temporal y métrica espacial respectivamente.

Observacion. La orientacién temporal W+ = {e € E : g(¢,¢) > 0} se define tomando una componente

conexa del cono de luz.

Como hemos visto en el capitulo anterior esta estructura nos da una familia de descomposiciones
{(T,, g5, W45 Sj, 2i> [dX;]}iez, que nos permite distinguir entre pasado y futuro y nos medir el espacio
y el tiempo para cada observador. También define las trayectorias viables como aquellas contenidas en

el cono de luz en cada punto. Asi, clasificaremos los vectores en tres tipos.

Definicion 6.2. Sea ¢ € E un vector no nulo. Diremos que es un vector temporal, espacial o luz si
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g(e, €) es positivo, negativo o nulo respectivamente. También se les suele llamar vectores de tipo tiempo,

espacio o luz.

De esta forma los vectores temporales son aquellos contenidos en el interior del cono. Por tanto, se
tratan de trayectorias posibles y como vimos en la proposicion s.16 su velocidad aparente para cualquier
otro observador es menor que ¢. Los vectores luz son otras trayectorias posibles correspondientes a
las generatrices del cono, aquellas en los que la velocidad aparente es ¢. Estos dos tipos de vectores se
pueden clasificar a su vez en orientados hacia el futuro o al pasado segun pertenezcan o no a 7, Por
ultimo, los vectores espaciales son los que estdn fuera del cono y definen trayectorias imposibles al

superar la velocidad aparente maxima c. Asi, podemos redefinir lo que es una trayectoria sobre X.

Definicion 6.3. Una trayectoria o un observador en el espacio-tiempo se define como una curva conexa

de tipo tiempo, es decir que para todo punto su vector tangente es de tipo tiempo.

Definicién 6.4. Decimos que un observador es inercial cuando su trayectoria es una recta, es decir,

trayectorias de velocidad constante.

Proposicion 6.s. 57 existe una trayectoria entre dos eventos, entonces existe una trayectoria inercial entre

ambos.

Demostracion. Seay : [0,1] — R? una curva diferenciable tal que y(0) = py y(1) = g. Podemos
reescribir el vector tangente como ' (1) = v(1) = (v9(1), 3(2)) en la base que diagonaliza la métrica.

Al ser una trayectoria fisicamente posible la curva verifica que
2(2), 0(2) = o5 (D) = IBII* > 0

Noétese que ¥ estd orientado hacia el futuro por lo que vy > 0y por tanto al tomar raices la
desigualdad vy (1) > [|7(2)|| se mantiene. Ademds,

1 1 1
g-p= /0 Y ()dA = (/0 vo(l)dl,/o v(l)dﬁ) = (Vo, V)

Por otro lado tenemos que la tinica trayectoria inercial que vade pa g es
vi=p+Alg-p) A€[01]
Por lo que basta demostrar que es una trayectoria con sentido fisico, es decir que
gq=pq-p=Vs=IIVI*>0

Finalmente, obtenemos la siguiente cadena de desigualdades

1 1 1
Ve = / 00 ()l > / B2 > | / 5O = 171
0 0 0
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Veamos ahora una caracterizacion de los vectores temporales y espaciales.

Proposicion 6.6. Sean p, g € X dos eventos del espacio-tiempo y e el vector gue une los dos eventos. Entonces
¢ es un vector temporal sy solo si existe un observador para el que p y q ocurven en el mismo punto de su
espacio. Ademds, g(e, e) es el tiempo medido entre p y q para dicho observador y es la cota inferior para

todos los observadores.
Demostracion. Consultar A.s. m|

Proposicion 6.7. Sean p, g € X dos eventos del espacio-tiempo y e el vector gue une los dos eventos. Entonces
e es un vector espacial si y solo si existe un observador para el que p y g son simultdneos. Ademds, \/{e, €) es
el espacio medido entre p y q por dicho observador y es la cota inferior para todos los observadores. Donde

(=, =) denota el producto escalar habitual.
Demostracion. Consultar A.16. O

Observacion. A partir de esta proposicién vemos como surge de manera natural la ruptura de la simulta-

neidad entre eventos, para este modelo.

Por dltimo, debemos presentar el grupo estructural en este caso. Como ya vimos en la seccién 5.2
para un evento fijado el grupo estructural es O(1, 3). Sin embargo, para el espacio-tiempo de Minkowski,
O(1, 3) no se corresponde con todas las transformaciones que mantienen invariante la métrica pues los

movimientos rigidos también la conservan.

Proposicion 6.8. Sea (A4, g, ¢ W™, [dX]) un espacio-tiempo de Minkowski. Entonces su grupo estruc-
tural es R* = O(1, 3).

Demostracion. Al trabajar en un espacio afin podemos considerar un sistema de coordenadas orto-
normal global. De esta manera sustituyendo en la ecuacién 3.9 podemos concluir que I = 0 para
todo 7, 7, m.. Sea ¢ una curva diferenciable sobre A4 y sea ¥ un campo paralelo sobre ¢, entonces verifica
el sistema 3.10. Como los simbolos de Christoftel son todos nulos, entonces los campos paralelos a
cualquier curva son los campos constantes. Ademds, por compatibilidad con la métrica, Vg = 0. Es
decir, el producto escalar definido por ¢ se conserva bajo transporte paralelo. Asi, las traslaciones afines
sobre preservan la métrica, y por tanto son isometrias del espacio de Minkowski.

Por tanto, el conjunto de todas' las transformaciones que preservan la estructura geométrica del
espacio-tiempo de Minkowski estd formado por las definidas por el grupo de Lorentz O(1, 3), que
dejan fijo el origen, y las traslaciones afines, que desplazan el origen. Este conjunto se denota como
R* = O(1, 3). O

Definicién 6.9. Llamamos grupo de Poincare al conjunto completo de transformaciones entre observa-

dores inerciales R* = O(1, 3) que respetan la estructura geométrica del espacio-tiempo de Minkowski.

'Podrfamos considerar cualquier curva diferenciable entre dos puntos, pero como el campo paralelo es el mismo y para

toda curva entre dos puntos existe una transformacién afin, éstas dltimas nos caracterizan todas las transformaciones.
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6.1. Cinematica

Hasta ahora nos hemos centrado en el estudio de la estructura del espacio-tiempo de Minkowski y
sus propiedades. En las secciones siguientes trataremos de desarrollar la cinemdtica y la dinimica para

este escenario, ademds de ver las principales diferencias con la formulacién newtoniana.

Definicién 6.10. Un sistema de referencia inercial en un evento po, que llamamos origen temporal, en
el espacio-tiempo de Minkowski es un observador inercial cuya velocidad es ¢y y una base ortonormal*

(€0, €1, €2) de Sg = (Reg) ™ respecto de la métrica temporal g.

Una vez hemos construido las referencias, lo primero que debemos hacer para estudiar la cinématica
en este nuevo marco es ver cémo podemos generalizar la idea de tiempo propio que vimos en s. Para ese
caso vimos que dado un observador ¢y y dos eventos py, po € X para calcular el tiempo entre ambos
eventos debfamos proyectar. Es decir, £ = g(eo, p» — p1). Por tanto, la forma de tiempo propio viene
dada por la contraccién 7,,g. Con esto en mente podemos pensar que la generalizacién a trayectorias
cualesquiera entre dos eventos es precisamente la longitud de la trayectoria en el espacio-tiempo. Para
ello, necesitamos en primer lugar ser capaces de expresar en coordenadas las trayectorias y en segundo
lugar construir una 1-forma que nos permita medir la longitud de la trayectoria en el espacio-tiempo.

Empecemos viendo cémo escribir las trayectorias en coordenadas.

Proposicion 6.11. Sea (A4, g, ¢, W7, [dX]) un espacio-tiempo de Minkowski. Sea (po; eo, 1, €2, €3) un

sistema de referencia inercial entonces toda trayectoria se puede expresar en esas coordenadas como
T :=ey+x(t)er+y (H)ex + 2/ (£)e3 = eo + 0.

Demostracion. Sabemos que los vectores tangentes a la trayectoria estin contenidos en el cono de
luz, donde ¢ es definida positiva, por tanto no pueden ser ortogonales a ¢y para todo punto de la
trayectoria *. Por tanto, podemos afirmar que localmente es la gréfica de una funcién y que localmente
es homeomorfa R. Es decir, la podemos parametrizar como (2, x(¢), y(¢), 2(¢)) con 0 < ¢ < T. Como
ademds, suponemos que las trayectorias son inyectivas y conexas tenemos que la aplicacién que la define

es un difeomorfismo. O

Observacion. Esta condicién es fundamental, pues es la que nos garantiza que podamos escribir el campo

de velocidades sobre la curva como la suma de la velocidad del observador y la velocidad aparente

T :=ey+x(t)er +y (H)ex + 2/ (2)e3 = o + 0.

*A lo largo del texto usaremos indistintamente (e, €1, €2, €3) ¥ (0, 01, 0, 03) para referirnos a los vectores de la base de
un sistema inercial.
3Esto es precisamente lo que nos dice la proposicién 5.16 sobre las velocidades aparentes
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Definicién 6.12. Dado un sistema inercial y una trayectoria 7" = ¢y + o llamamos factor de Lorentz al

escalar
1

Y= —W

1
77.

S
conv = ||7]|.

Observacion. Se tiene que g(1, T) =1 — (2)2 =

c

Con esto ya podemos pasar a construir la 1-forma anteriormente mencionada.

Proposicion 6.13. Sean (A4, g, ¢ W, [dX]) un espacio-tiempo de Minkowski y (pos eo, €1, €2, €3) un

sistema de referencia inercial. Entonces para toda trayectoria con campo de velocidades T existe una inica

1-forma tal que o(T) = \Jg(T, T) = 71/

Demostracion. Consideremos la base dual (¢ ?20 ala que define la referencia. Entonces la 1-forma

@ = }l,eo verifica que:

1 1
o(T) == (e +7) = —.
7 Y
Evidentemente por construccién esta forma es dnica. O

Observacion. La forma & también es la tinica que verifica@(U) =1, con U :=y T = y (ey + ) el Gnico

campo unitario que tiene la misma direccién que 7" a lo largo de toda la trayectoria.

Definicion 6.14. Sea ¢y un observador inercial fijo. Sea otro observador con una trayectoria diferenciable
o cualquiera entre dos eventos a, & € Ay. Esdecir,quec(0) = ayo(7T) = bparauncierto 7 € R\ {0}.
Sea U el campo tangente a ¢ normalizado orientado hacia el futuro. Entonces podemos calcular el

tiempo propio de un observador que siga esa trayectoria como
que sig y

b
= / @
a
donde & es la tnica 1-forma tal que (V) = L.

Ejemplo 6.15. (Calculo del tiempo propio de una trayectoria.) Asi, para calcular el tiempo propio basta

sustituir lo obtenido en la proposicién 6.13 en la definicién anterior:

T:/OT@(T):/OTW&:/OTJP(§)Zd¢.

La interpretacién y consecuencias de esta férmula junto a otros aspectos de la relatividad especial la

dejamos para la seccidn 6.3.
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6.2. Masay energia: Dos caras de la misma moneda

De entre las consecuencias mds relevantes y también mds conocidas de la relatividad es la equivalencia
entre masa y energfa®. En esta seccién nos dedicaremos a estudiarla en profundidad. Para ello, en primer
lugar daremos una descripcién de la masa para una particula puntual que sea coherente con toda la
teorfa construida hasta ahora. Esto lo haremos generalizando la idea del momento. Con ello, hablaremos
de algunas leyes de conservacién que de esta formulacién se deriva y llegaremos a una version relativista
de la Segunda Ley de Newton. Finalmente presentaremos la equivalencia entre masa y energfa.

En la proposicién 6.11 vimos que para un sistema de referencia inercial podemos expresar una
trayectoria en coordenadas como 7" = 9; + 7. Es decir, mientras que la velocidad aparente depende del
sistema de referencia que escojamos, el vector 7" es absoluto. Esto nos indica que el momento]_)) = mv
asf definido, es también un concepto dependiente del observador; por lo que debemos de buscar un
concepto andlogo. En vez de la velocidad aparente podemos considerar el vector 7" para definir su
homélogo absoluto como 7 := mT'. Sin embargo, este razonamiento no es del todo correcto ya que
pasamos por alto un detalle importante.

Consideremos una trayectoria 7"y en un sistema de referencia inercial tal que 7" = 6,. Ahora
tomamos / como acabamos de proponer /; := m;T = 0, Ahora si escogemos otro sistema de
referencia donde 7" tiene una velocidad aparente no nula. Entonces tenemos que /7 := ma0, + myD.
De esta forma, como el impulso debe ser una magnitud absoluta, debe verificarse la igualdad /; = I, y

por tanto su médulo también debe coincidir. Asf obtenemos que:

2
v
gL h) = g(h, ) = mi = m5(1 - 6—2).

Como m; y m deben ser positivos, entonces podemos tomar la rafz y escribir en términos del factor de

Lorentz:

my = —.
7
Este razonamiento muestra que si queremos que el impulso sea un concepto invariante del obser-
vador entonces el coeficiente que multiplica al vector tangente 7" no puede ser la masa tal y como la

entendfamos hasta ahora, pues pasa a depender del estado de movimiento relativo entre particula y

*Aunque fendmenos como la contraccién espacial como la dilatacién temporal son consecuencia de esta teorfa, en
realidad ya habfan eran efectos conocidos antes de la publicacién de la teorfa de Einstein, y que fueron interpretados hasta
entonces como errores. Por tanto el papel que jugd Einstein fue afirmar que no se trataban de errores, sino que aquellas
predicciones eran consecuencias inevitables de la constancia de la velocidad de la luz y de la equivalencia de todos los sistemas

inerciales. En cambio, la equivalencia entre masa y energfa no aparecié hasta que el propio Einstein lo enunciara.
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observador. Es decir, la idea de que la masa es una magnitud inmutable se rompe. Ahora bien, esto no
impide que al igual que antes podamos encontrar una magnitud que si sea absoluta.

Es evidente que si todos los observadores con el mismo estado de movimiento deben medir lo mismo.
En ese caso, la masa en reposo, 721 en el ejemplo, es un absoluto. De esta forma, partir de la velocidad
aparente y mediante la férmula anterior podemos relacionar la masa en reposo que denotaremos como
m con la que llamaremos masa aparente Maps €N el ejemplo 72,. Asi, podemos definir el impulso como

sigue.

Definicién 6.16. Sean un espacio-tiempo de Minkowski y un sistema de referencia inercial. Sea una

trayectoria con 7" vector velocidad en dicho espacio-tiempo. Entonces llamamos zmpulso
] = mﬂpT = mdpa[ + mdpﬁ,
donde 7, es la masa medida por el observador en cada punto de la trayectoria.

Este nuevo concepto ademids de ser independiente del observador, codifica la informacién que nos
permite caracterizar una particula. Empleando la proposicién 6.13 tenemos una forma de calcular la

masa €n reposo
Wlﬂp

&(I) = &(mgyT) =

= m.
Por otro lado, podemos calcular la velocidad como 7" = m,}1. Es decir, a partir de la trayectoria y el

impulso tenemos perfectamente definida una particula °.

Observacion. Nétese que asf calculada m siempre serd positiva, por lo que estd bien definida de esta

forma. También por la proposicién 6.13 el médulo de 7 coincide con la masa en reposo
2 2 0> 2
g(])]):map'g(ﬂT):map 1_6_2 =m.

Sin embargo, veremos que al no ser 4/g(/, I) aditiva no es una descripcién generalizable al caso de mds
de una particula. Por lo que aunque en este caso sf coincida con el médulo de 7 nunca nos referiremos

a la masa en estos términos.

Habiendo definido ya el impulso como una magnitud absoluta ya podemos enunciar la relacién

entre la masa en reposo y la aparente en forma de teorema.

Teorema 6.17. Sea I el impulso de una particula y T su vector tangente en un sistema de referencia

inercial. Entonces la masa en reposom = &(I) yla aparente myy = g(0;, I) verifican la siguiente relacion

Map =Y M.

SEsto serfa equivalente a conocer la trayectoria y la masa en reposo, pues conociendo la trayectoria podemos calcular y y
con ello 72,.
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En consecuencia, la relatividad nos obliga a reconocer que la masa en reposo y la masa medida
por un observador depende de su estado de movimiento; no es una maginitud absoluta. Sin embargo,
este fenémeno no lo apreciamos en la vida diaria, en la que la masa es independiente del estado de
movimiento del objeto. Esto se debe a que y es muy préximo a 1 para las velocidades aparentes a las que
estamos acostumbrados. Para ver algunos cdlculos consultar el ejemplo A.17

Hasta ahora siempre que hemos hablado de trayectorias en realidad nos referfamos a observadores,
no objetos con masa pues nos faltaba el concepto de impulso. Una vez visto esto ya podemos definir
una particula en el espacio-tiempo basindonos en la definicién 6.3 y empezar a estudiar objetos mds

alld de los propios observadores.

Definiciéon 6.18. Una particula en un espacio-tiempo M es una curva o : R — A junto con un
campo vectorial tangente / tal que (/) > 0 en todo instante de la trayectoria. Llamamos trayectoria a

o, masa de la particula a w(7) e impulso de la particula al campo /.

Observacion. Nétese que esta definicién se presenta para un espacio-tiempo cualquiera y o debe ser
coherente con la estructura de dicha variedad. Ademds, no suponemos que la masa sea constante, sélo

positiva por la observacién anterior.

Ademds de poder caracterizar las particulas independientemente del observador, la formulacién de
la mecdnica en términos del impulso nos permite condensar la primera ley de Newton y la conservacién

de la masa en una sola expresion.

Teorema 6.19. Sea una particula en un espacio-tiempo de Minkowski (A4, g, ¢ W, [dX]) con impulso
1. Entonces si el impulso se conserva, es decir V(I = 0, la particula sigue una trayectoria inercial y su

masa en }"6])050 7o varia.

Demostracion. Para comprobar que la trayectoria que sigue la particula es inercial basta darse cuenta
de que 7 es tangente a la trayectoria por definicién. Entonces V;/ = 0 implica que el vector tangente
no cambia a lo largo de la trayectoria; el movimiento es rectilineo.

Veamos ahora que la masa en reposo no cambia. Por simplicidad en los cdlculos estudiaremos su

cuadrado. Asi, por compatibilidad de la métrica con la conexién:

Vym? = VgL 1) = 2¢(ViL 1) = 0

O

No sélo eso, sino que para una tnica particula la conservacién del impulso implica la conservacién

del momento. Es mds, se puede aplicar también para un sistema de particulas.
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Teorema 6.20. Sea un conjunto de particulas en un espacio-tiempo de Minkowski con impulsos 1. Entonces

si estas particulas chocan dando lugar a un nuevo conjunto de impulsos [/; y el impulso total se conserva

2.5= 20
J k

entonces tanto la masa aparente total del sistema como el momento se conserva.

Demostracion. Por unlado tenemos que myy; = ¢(0,, 1)),  m/, ok = g(0,, I)). Entonces aplicando la

conservacién del impulso total y la linealidad de la métrica tenemos que
Z Map; = Zg(az, 1]) = g(é‘z, Z [j) = g(@, Z ]/;) = Zg(at, [/;) = Z m:zp,k'
J J J k k k

Por otro lado, para demostrar la conservacién del momento el razonamiento es andlogo aplicando

ﬁ:g(61+02+63,[). O

Observacion. Pese a que se verifiquen todas estas conservaciones en un sistema de particulas, no tiene
porqué darse que 3; m; = 3, \/m # 2 g}, 1) = 2 m), ya que no se tratan de funciones
aditivas. Es decir, la masa no coincide con el médulo del impulso total. Es por ello que aunque la masa
coincida con el médulo del impulso en el caso de una particula, no la hemos definido asi. El estudio de

estos casos lo haremos en el capitulo 7.

Veamos ahora qué pasa en una situacién donde el impulso no sea constantea lo largo de la trayectoria.

Es decir, tenemos que K = V7, con, K un vector no nulo. Es ficil ver que

d?’}’l map

T+ my VT =

T + mﬂpz.

Es decir, K en realidad es una fuerza y por tanto llegamos a una ecuacién andloga a la Segunda Ley de

Newton: el cambio de impulso siempre es debido a una fuerza externa.

Teorema 6.21 (Segunda Ley de Newton Relativista). Sea una particula que sigue una trayectoria T
ydeimpulso I = m T en un espacio—tiempo de Minkowsk:. Si se ejerce una fuerza externa entonces se

verifica que

F=VrIL
En forma desarrollada
F=V T ey T i
= > T)=——T + mya.
7(map T) e Mapd

Salvo que tengamos una situacion de aceleraciones muy grandes la masa aparente podemos aproxi-

marla por una constante. En ese caso obtenemos la Segunda ley de Newton.
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. . dm,
Corolario 6.22 (Segunda Ley de Newton ). 57 :ZP = 0, entonces tenemos que

Una vez entendido qué es el impulso y algunas propiedades que se derivan de este, podemos pasar a

la equivalencia entre masa y energia que anunciamos al principio de la seccion.

Teorema 6.23. Sea una particula en un espacio-tiempo de Minkowski (Ay, g, ¢, W, [dX]) con impulso

1. St estamos en un caso en el que la masa en reposo se conserva, entonces se verifica la siguiente relacion

E= ;/mcz,
0 equivalentemente
2 4 6
muv 3muv Smv
E=(m+—g+—m+—F0+)c
2c 8¢ 16¢

Demostracion. Como estamos en el caso en el que la masa intrinseca se conserva tenemos que % ¢(L1) =

0. Tomando un sistema inercial podemos expandir esta expresion:

d 5 d d_)
0= Zg(E[, 1) = 2g(m4p0; + M0, d—tmdpat + th),

donde (-) denota el producto escalar habitual. Simplificando tenemos que

0= 4 _@(9 i*):i 2 3. 45
= Map g ap ~ o WP P P &

5
Si ahora recordamos que una forma alternativa de escribir la segunda ley de Newton es F = %ZJ), y que

5
el trabajo se define como 7 = F - 0. De esta forma tenemos que

d 2
Zmﬂpc =W.

A su vez el trabajo es precisamente el cambio de energfa, por tanto:

d
Emdpcz = EE = = md],cz = 7mc2.

Finalmente, desarrollando en serie de Taylor concluimos:
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Observacion. Notese que esta expresién se puede interpretar como la suma de energfa en reposo y
cinética £ = mc* + K (v). Ademis, vemos que K (v) coincide hasta tercer orden con la expresién a la
que estamos habituados. Ademds, empleando que £ = ymcz y sustituyendo en lo anterior tenemos
que :

K(v) = (y(v) = Dmc™,

Corolario 6.24. Cuando v < ¢ podemos hacer la aproximacion que da lugar a la famosa formula
2

E = mc.

Antes de continuar intentemos dar una interpretacién a lo obtenido. Como hemos dicho, en el
caso mds sencillo volvemos al caso newtoniano. En cambio, si existiera una fuerza con un componente
temporal no nula para ese observador, entonces lo que vemos es que la componente temporal de
la fuerza se invierte en aumentar la masa aparente. Ademds, si despejamos 7" vemos que de manera
instantdnea se rompe la simultaneidad. Esto junto con el teorema 6.23 lo podemos interpretar como
que lo que percibimos como un cambio en la masa aparente, es en realidad proporcional a la energfa

empleada para ralentizar los relojes del objeto sobre el que se ejerce una fuerza.

6.3. Fendmenos relativistas

En esta seccién estudiaremos algunas de las consecuencias de la relatividad mds famosas, la contrac-

cién del espacio y el tiempo al aumentar la velocidad y la regla de la suma de velocidades
6.3.1. Dilatacion temporal

Empecemos esta seccién estudiando el efecto de la dilatacion temporal , un fenémeno en el que el
ritmo de los relojes se desacelera progresivamente al incrementar la velocidad respecto a un observador

inercial. Para ello, recordemos que en el ejemplo 6.15 vimos que el tiempo propio se calcula mediante la

A partir de esta, podemos entender de manera geométrica el fenémeno de la dilatacién temporal.

siguiente integral

Consideremos una trayectoria y su correspondiente funcién de velocidad aparente. Entonces, podemos
dibujar el factor de Lorentz en funcién del tiempo para dicha trayectoria. Este factor, por definicién,
oscila entre 0 y 1. Asi, el tiempo propio se corresponde con el drea bajo la curva de la funcién y(¢) para
0 < r < T. Este drea es médxima cuando y(¢) = 1, o equivalentemente, v(#) = 0. A medida que el
factor de Lorentz disminuye, el drea bajo la curva también lo hace, y por tanto, para un mismo valor

de T, el tiempo propio del observador no inercial es menor. En el limite, cuando nos aproximamos
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a la velocidad de la luz, el drea tiende a 0 y el tiempo medido por dicho observador se detiene. A

continuacién, se muestran gréficas de tres casos diferentes. En la columna de la izquierda se muestra la

funcién de velocidad aparente y en la de la derecha y(#) para dicha trayectoria y para el caso inercial.

v(t)/c

v(t)/c

v(t)/c

10 Velocidad aparente v(t) =0.99¢

0.8 q

0.6 q

0.4 4

0.2 4

0.0 T T T T T T

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) Velocidad aparente v(z) = 0,99¢.

Velocidad aparente v(t) =0.99ct

0:0 0:2 0:4 0:6 0:8 le
(c) Velocidad aparente v(¢) = 0, 99ct.

Velocidad aparente v(t)=1.98c-t (t<0.5); 1.98c-(1-t) (t=0.5)

0.8 4

0.6 1

0.4 4

0.2 4

0.0 u T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(e) Velocidad aparente triangular.

Tiempo propio vs Tiempo observador inercial

1.04

0.8 -

0.6 -

1/y(t)

0.4

0.2

0.0

1/y(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(b) Tiempo propio vs tiempo inercial.

Tiempo propio vs Tiempo observador inercial

1/y(t)

OjO 0:2 0.‘4 0j6 0:8 1:0
(d) Tiempo propio vs tiempo inercial.

Tiempo propio vs Tiempo observador inercial

1/y(t)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(f) Tiempo propio vs tiempo inercial.

Figura 6.1. Comparacién de distintas velocidades aparentes con el tiempo propio asociado en cada caso.

Para cuantificar cudnto se ralentizan los relojes supongamos que tomamos un objeto que sigue una

trayectoria inercial. Entonces, el tiempo propio queda

T
7:;/_1/0 dz‘:;/_lT,
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y si recordamos algunos de los valores de y que vimos en el ejemplo A.17 llegamos de nuevo a que

para apreciar este fendmeno necesitaremos al menos un 25 % de la velocidad de la luz.

Ejemplo 6.25. Intentemos ahora sacar una explicitamente cudl es la velocidad necesaria para ralentizar
los relojes proporcionalmente a un factor A € (0, 1) en una trayectoria inercial. Para ello, simplemente
debemos considerar 7" — 7 = A7. Al estar en un movimiento uniforme, hemos visto que 7 = ;/_1 Ty

sustituyendo en lo anterior tenemos que ;/_1 =1 — A Finalmente, despejando llegamos a
Y-\,
c

A continuacién mostramos la grifica de dicha funcién.

Velocidad necesaria para ralentizar el tiempo
proporcionalmente a A

1.0 vic=VA(2-2A)
0.8
0.6
O
3
0.4
0.2
0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
A

Figura 6.2. Velocidad necesaria para ralentizar el tiempo proporcionalmente a 1, donde v/¢c = /A(2 = 2).

Se puede observar que necesitamos alcanzar grandes velocidades para poder empezar a ver estos
efectos, como ya habfamos indicado. Como novedad, apreciamos claramente que al principio, pequeias
variaciones de velocidad producen grandes cambios en la medida del tiempo. Por ejemplo, basta con
alcanzar v = 0,4c¢ para ralentizar el tiempo un 80 %. Sin embargo, a partir de ahi, los incrementos se
vuelven mds costosos. Por ejemplo, para reducir el tiempo desde un 80 % al 100 % restante, es necesario
incrementar la velocidad desde 0,4¢ hasta pricticamente la velocidad de la luz. Es decir, cuanto mayor
sea el tiempo propio respecto a un observador inercial, mds dificil es ralentizarlo atin mis.

Por dltimo, antes de terminar con el fenédmeno de la dilatacién temporal veamos una forma alterna-

tiva de expresar cudnto se ralentiza el tiempo en una trayectoria en funcién de la energfa.
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Proposicion 6.26. Sea una particula con un factor de Lorentz y(t) definido a lo largo de toda su
trayectoria en un espacio-tiempo de Minkowski (A4, g, ¢ W, [dX]) para un sistema de referencia

inercial fijado. Entonces se puede calcular la dilatacion temporal entre esta trayectorial y la inercial como

'K
t
T-7= Lafz‘.
o E(1)
Demostracion. Treniendo en cuenta el teorema 6.23 y la observacién 6.2 tenemos que la energfa total

2

de la particula es E(¢) = (£)mc* y la cinética K (¢) = E — mc* respectivamente. Asf, para concluir

basta sustituir en la diferencia de tiempos la férmula vista en el ejemplo 6.15:

T ~ T mc? TK(Z’)
— = — 1 = _— = -7
T-7 /O (1=y(2)")dr ‘/0 (1 T )dt . E0 dt.

6.3.2. Contraccion Lorentz

Acabamos de ver cémo el tiempo se dilata cuando una particula se mueve a velocidades altas. Resulta
que en este caso también se da una contraccién del espacio en la direccién del movimiento. Esto es lo
que se conoce como contraccion Lorentz.

Para estudiarlo consideremos un sistema de referencia inercial (po; eo, €1, €2, €2) y una barra de
longitud / con un extremo en pg y en direccién del vector ¢;. De esta manera es evidente que este
observador al medir la barra dird que esta mide / unidades.

Consideremos ahora otro observador inercial que se mueve con una velocidad aparente v respecto
del original en direccién e + vey segin el sistema de coordenadas del observador original. Ahora nuestro
objetivo serd medir la longitud de la barra desde el punto de vista del nuevo observador. Para ello,
primero debemos obtener las coordenadas del vector que representa la barra para el nuevo observador.
Es evidente que este vector no puede tener coordenadas en ¢; o ¢3 no nulas, pues el observador no se
mueve en ninguna de esas direcciones y la barra no rota. Es decir, el vector que buscamos debe ser de la
forma Aeg + ue;. Por otro lado, este debe ser un vector espacial para el nuevo observador. A continuacién
se muestra un esquema en el que se pueden ver los dos observadores junto con sus respectivos espacios
contenidos en el plano generado por ey, ¢1, pues los otros dos vectores espaciales no son relevantes en
este problema(’. Ademds, sobre el espacio del primer observador se puede ver la barra que estamos
estudiando y una recta punteada que pasa por su extremo. La interseccién de esa recta con el espacio

del primer observador es el vector que se corresponde a la barra para el segundo observador.

Los espacios se muestran perpendiculares respecto a las trayectorias de los observadores, sin embargo esto no es cierto
porque son ortogonales respecto a la métrica de Minkowsi. Se ha dibujado asi por claridad y para ver que la segunda

coordenada de w estd fijada y que éste es ortogonal al segundo observador.
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eotve

Q)

S

Asi, es evidente que w es de la forma Aeg + Je;. Ademds, este vector debe ser espacial, por tanto:

vl vl

0 = g(ley + ey, =1- A=
g(Aey + ley, eo + vey) 5= =

Finalmente, para saber cudnto mide la barra para el segundo observador simplemente hay que

calcular el médulo de w en la métrica espacial b, = —czg. Asi:

Do) = =Pg(0,0) = =g G+ l(aeo + ) = =22[(5) = 5] = £[1- (2]

¢ ¢
Por tanto, la longitud que mide el segundo observador es v/, (w, w) = l;/_l. Es decir, el factor de

contraccién del espacio es exactamente el mismo que el de la dilatacién temporal.
6.3.3. Suma de velocidades

Otro fenédmeno que va en contra de nuestra intuicion fisica es la suma de velocidades. Por ejemplo,
supongamos que nos encontramos parados en un andén y vemos pasar un tren con una persona que se
desplaza en el sentido del movimiento dentro del tren. Por nuestra experiencia diaria dirfamos que la
velocidad de esa persona es la suma de la velocidad del tren respecto a nosotros mds la de la persona
respecto del tren. En esta seccién veremos que esta regla en verdad es incorrecta, aunque en velocidades

bajas como las que experimentamos en nuestro dia a dfa es una buena aproximacién de la regla correcta.
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Por simplicidad consideremos el espacio-tiempo de Minkowski definido sobre un espacio afin
de dimensién 2. De esta forma la métrica tendrd signatura (+, —). Consideremos una base (e, ¢1)
ortonormal. Ahora consideremos otro vector e} unitario. En este sistema sus coordenadas (2 x) verifican

1= g(e), ¢)) = g(teg + xey, teg + xey) = 12 — x%
=gy €y) = g\ieo 1 260 1) = .

Es decir, 6’6 es un vector cuyo extremo estd en una hipérbola. Sabiendo esto, podemos reescribir

las coordenadas como ¢ = cosh(2), x = sinh(a), donde « es la longitud del arco entre ¢y y . Asi,

podemos calcular el médulo de las velocidades como:

v = tanh(a).

Con esta idea en mente podemos utilizar las propiedades de tanh para hallar la férmula de la suma

de velocidades.

Proposicién 6.27. Sean tres observadores y definamos v;; la velocidad aparente del observdor i medida
porj. Sea o la longitud de arco entre el primer observador y el segundo y B entre el segundo y el tercero.

Entonces

v3/2 T V21

1)3/1 = P, .
1+ 3/222/1

C
Demostracion. Por lo comentado anteriormente tenemos que v3/; = ¢ tanh(a + 8). Esto lo podemos

reescribir con la siguiente férmula que no vamos a probar:

tanh « + tanh 8

h = .
tanh( +£) 1+ tanha tanh 8

Por tanto, sustituyendo concluimos

_ ctanha+ctanhf vy +03p
ST 14 (anhe)(anhf) |, 21072
2
¢

O

Ahora veamos que esta regla cumple las condiciones que deberfa cumplir. En primer lugar, a
diferencia de la suma a la que estamos habitual el resultado obtenido debe pertenecer a (0, ¢). Ademds,
la forma en que cambian los sistemas de referencia debe ser coherente. Por ejemplo, si consideramos
un observador en reposo respecto a otro, la composicién nos debe devolver la velocidad original, es
decir existe un elemento neutro. También cada velocidad debe tener un inverso, correspondiente con el
cambio de sentido del movimiento. Por tltimo, la composicién de tres velocidades en cualquier orden
ha de dar el mismo resultado; debe ser asociativa. Por tanto, la regla de suma de velocidades ha de definir

un grupo abeliano.



87

6. Espacio-tiempo de Minkowski

bl

udv=
1+

Proposicién 6.28. El conjunto G = (=, c) con la operacion
u+v
c

es un grupo abeliano.
Demostracion. Es evidente que 0 es el elemento neutro y que cada v tiene inverso —v, y también que
# ® v = v ® u. Por tanto, queda demostrar la asociatividad. Sean #, v, w € (—¢, ¢), entonces

nuow

u+v+w(1+f—2”)
ut+ov+w+ 2

u+v +
w
uv
( ® ) ® 1+ z 1+?—2”
u v w = = =
1 1+”_2”+%+% 1+ uv+u.w+vw
1+ | utrv w c iw c 2
2\ 1+% 1+
C 2 2

u+ov+w+ 4
C

c

+
s u(1+”c—§”)+(v+w)
1+ ﬂU+ﬂléU+Uw

Por otro lado,
u+ 1+%
- u(v+w)
[2

vtw
1+%+
[

u® (vdw) = p
1-'-5_21+’[’#2"

Como ambas expresiones coinciden podemos afirmar que se cumple la propiedad asociativa
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Tensor de Materia

Como hemos visto, la teorfa de la relatividad surge de la necesidad de explicar la mecénica cldsica
con los minimos postulados posibles. Como resultado de esta forma de pensar, obtenemos una genera-
lizacién de la teorfa conocida que cambia por completo la visién que tenemos de ciertas magnitudes
fundamentales en la mecdnica como la masa. Mientras que en la visién newtoniana esta es invariante e
independiente del observador, en el nuevo marco tedrico es una manifestacién de la energfa y ademds
tiene una relacién muy estrecha con el momento. Por tanto, como el objetivo principal de la nueva
teorfa es generalizar estas ideas, debemos desarrollar una representacién adecuada para la nueva vi-
sién que tenemos de la masa. Esta no solo debe coincidir con su representacién newtoniana cuando
particularicemos a sistemas no relativistas, sino que también debe mostrar su relacién con la energfa
y el momento. Hasta ahora ya hemos presentado una representacién de la masa que cumple todas
estas condiciones mediante el impulso. Sin embargo, vimos que esta solo era adecuada para particulas
individuales. Si recordamos, el problema que presenta esta formulacién es que, aunque el impulso
sea independiente del observador y su médulo sea una buena representacién de la masa para una
Unica particula, no es una funcién aditiva. Por tanto, no podemos simplemente sumar los médulos
de los impulsos individuales para obtener una representaciéon adecuada del impulso total en sistemas
compuestos. Esto nos obliga a buscar una formulacién mds general y que si respete esta propiedad.

En este capitulo abordaremos la transicién comenzando desde la 3-forma de masa hasta definir la
3-forma de impulso, capaz de estudiar sistemas de multiples particulas y con distribuciones continuas
de materia. Veremos su relacién con el tensor de materia, la descripcién mds habitual en el contexto de
la relatividad. Ademis, exploraremos cémo las simetrias del espacio-tiempo, representadas mediante

formas de Killing, permiten identificar y calcular las cantidades conservadas.
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7.1. 3-forma de masa

Empecemos por la representacién mds ficil que podemos hacer para una distribucién continua de

materia, la 3-forma de masa.

Definicién 7.1. Sea M un espacio-tiempo de Minkowski. Sean p € A4y Dy, Dy, D, € T,M, entonces

definimos la 3-forma de materia como aquella tal que

Suma con signo de las masas de las particulas
OMp (D1, Dy, D3) = | contenidas en el paralelogramo infinitesimal
orientado (Dy, D, D3)

Elsigno de las masas se corresponde con la orientacion calculada como el signo de pr( T, Dy, D>, D3),

donde T es la velocidad de la particula. En coordenadas podemos expresarla como
wy =pdx Ndy Ndz+widt Ndz N dy+wyde Adx A dz+wsdt Ady A dx,

donde p = wps (81, B2, 05) es la densidad de masa, y w; = war(9y, 9, G) es la densidad de flujo de masa
en la direccién x;. Es decir, la suma con signo de la masa de todas las particulas que atraviesan una

unidad de drea perpendicular al eje x; por unidad de tiempo.

Observacion. Notese que w3, estd definido sobre el espacio tangente a p, por tanto esta definicién es

vilida para un espacio-tiempo cualquiera.

Proposicion 7.2. Sea un espacio-tiempo (M, g, ¢, W, [dX]) y supongamos que la distribucion de mate-
ria se mueve segin T € TM, entonces la 3-forma de materia se calcula como wpr = piT(dX). Fijado un

sistema inercial, st T = 0y + v101 + v20, + v305 entonces

a)M:ﬁ(dx/\dy/\dz—vldt/\dy/\dz+vzdt/\dx/\dz—vgdt/\dx/\dy)

Demostracion. Empecemos considerando la situacién en la que todas las particulas tienen una velocidad
constante 7. Entonces la densidad de flujo a través de cualquier plano coordenado es nulo, pues ninguna
particula cruza alguno de ellos. Es decir, w; = 0 paraz = 1, 2, 3. Si consideramos un sistema de referencia

inercial tal que 7" = §; tenemos que

&)M(ab 02, 53) =5
wpr (0 0y, 8J) =0, 4;=123.

De esta forma podemos escribir la 3-forma como

wp =p(6%9,2)dx Ndy Ndz = p (z'ath) =p (z'TdX) )
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Ahora consideremos un campo 7" cualquiera. Fijada una regién pequefia del espacio sabemos que
la materia se moverd siguiendo las curvas integrales. Tomemos un sistema de referencia con el mismo
estado de movimiento que el definido por la curva integral en dicha region. Asi, por lo anterior tenemos

quewyr = p (z'TdX ) Como 7" = 0; + 1101 + v20, + v303, sustituyendo obtenemos

wp = p (i7dX) = p (1'6,+U181+v262+v363 (dt Ndx Ndy N dz))
:Jo(dx/\dy/\dz—vldt/\dy/\dz+z)2dt/\dx/\dz—v3dt/\dx/\dy).
O

Ejemplo 7.3. Sea un cilindro de densidad p(x, y, z) constante en el tiempo, centrado en el eje Z y que

rota alrededor de dicho eje con velocidad angular . Entonces este caso, el campo de velocidad

T=0,+w(-y0,+x0,).

Entonces, sustituyendo en la férmula anterior tenemos

wp =pdx Ndy Ndz+wp (ydt Adx A dz — xdt Ady A dz).

7.2. 3-forma de impulso

Ahora definiremos una 3-forma andloga a la anterior, pero en vez de con la masa, lo haremos con el

impulso.

Definicién 7.4. Sea A4 un espacio—tiempo de Minkowski. Para cada evento p € A4 y tres vectores
Dy, Dy, D3 € TyAy, definimos la 3—forma de impulso

Suma con signo de los impulsos de las particulas
03 ,(D1, Dy, D3) = que atraviesan el paralelogramo infinitesimal |,
orientado (Dy, D, D3)

donde el signo de cada impulso / se determina como el signo de d)(:,, (I, Dy, Dy, D3).

Observacion. De nuevo, nétese que I3, estd definido sobre el espacio tangente a p, por tanto esta

definicién es vilida para un espacio-tiempo cualquiera.

En este caso la intuicién del criterio del signo es ligeramente mds complicada pues el impulso es
una magnitud vectorial. Consideremos un hipervolumen K, si tomamos un vector N que apunte

hacia afuera podemos orientar el borde mediante la contraccién iydX. De esta forma orientamos el
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paralelepipedo (D1, D,, D3) considerando un K tal que dicho volumen sea una de sus caras. Cuando
el paralelepipedo (Dj, D2, Ds3) esté positivamente orientado, tomaremos el impulso con signo positivo
si este apunta hacia afuera de (Dy, D, D3). De esta forma podemos interpretar la forma de impulso de

manera equivalente como

Densidad de impulso total de K

Densidad de impulso total de K
H3(DI: DZ: D3) = p ] -

saliente por la cara (D, D», Ds3)

entrante por la cara (Dy, Dy, D3) |

Esta interpretacién se puede afinar ain mds evaluando en unos campos concretos. Supongamos
un sistema de referencia (p; 0;, 01, 0», 03) ortonormal. Entonces si tomamos I13(8y, 92, 03), estamos
midiendo el flujo de impulso que cruza un volumen espacial perpendicular al eje temporal. Es decir,
es la densidad de impulso en un instante dado. Asi, la coordenada temporal es p y en las espaciales
tendremos la densidad de momento. Por tanto, denotando como w; := pv; ala densidad de momento

en la direccion x; podemos escribirlo como
H3(51, 62, (93) =p 8, + wy (91 + wy 62 + ws (93.

Andlogamente, I13(8,, 0;, 9;) mide el flujo de impulso que atraviesa el plano generado por d;, 9; durante
un desplazamiento infinitesimal en la direccién temporal. Como dicho flujo debe ser proporcional a la

velocidad en la direccidn x;, y a la densidad de impulso tendremos que
[3(8, 0, 0;) = vg(p 0y + pv1 01 + 202 B + pv3 03),  con {47, k} = {1,2,3}.

Evidentemente, intercambiar el orden en las evaluaciones s6lo afecta a la orientacién del paralelepipedo

y por tanto al signo de I15.
Observacion. Nétese que wps(Dy, Do, D3) = dt(113(Dy, Do, D3)).

Definicién 7.s. Un sistema de particulas libres es un modelo continuo de la materia en el que las

particulas no colisionan entre si y se mueven segtin un campo de velocidades continuo.

Proposicion 7.6. Sea un sistema libre de particulas en un espacio-tiempo cualquiera. Sean p € M un
evento y T el campo de velocidad del sistema. Sea (Dy, Dy, Ds3) una base de vectores espaciales en TpM
ortonormal y orientada y (6o, 01, 62, 03) la base dual correspondiente a (T, Dy, Do, D3). Entonces, la

3—forma de impulso 13 en dicha region viene dada por
Il; = ((91/\(92/\(93)@(_/0T) :ﬁ(l'TdX)®7:

donde p representa la densidad de masa.
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Demostracion. Como todas las particulas se mueven en la direccién de 7" entonces el impulso por
unidad del volumen (Dj, D>, D3) es I13(Dy, D, D3) = p T. Como T es tangente al movimiento de las
particulas, ninguna atraviesa una superficie generada por (7, D;, D;). Por tanto, Il3(7; D;, D;) = 0.
Como (6, 81, 6, 63) eslabase dual de (7; Dy, D, D3), entonces podemos considerar la forma volumen
dX =0y NG A &y A 65 Vemos que al contraer con T se obtiene 77dX = 6; A 6, A 5. Finalmente, si

consideramos la 3-formallz = (6, A 6, A 03) ® (o T) = p (i7dX) ® T, vemos que verifica todas las
condiciones anteriores:
[15(Dy, Dy, D3) = pT,
(7, D, D) =0, 47=123

Por lo que concluimos que I3 = p (i7dX) ® T. O

Ejemplo 7.7. Sea un cilindro de densidad p(x, 3, 2) constante en el tiempo, que rota alrededor del eje Z
con velocidad angular constante w. Entonces el campo de velocidad espacial que describe el movimiento
del fluido es 7" = 8, + w(—y O + x 0)).

Para este caso vimos en el ejemplo 7.3 que
P (z'TdX) = pdx Ndy Ndz +wp (ydt Ndx Ndz —xdt A\ dy /\dz).
Como I3 = p (i7dX) ® T, sustituyendo llegamos a

I3 =pdx Ndy Ndz ® (8t+w(—y8x+x8y))
+wp(ydt Ndx Ndz —xdt Ndy A dz) @ (6,+w(—y6x+x(9},)).

A partir del ejemplo del cilindro en rotacidn, claramente la diferencia entre ambas representaciones.
La primera solo tiene en cuenta la densidad y el flujo de masa pero no su direccién. En cambio, la
3-forma de impulso contiene ademds la direccién del movimiento. Asi, mientras que was responde a la
pregunta de cudnta masa atraviesa una regién infinitesimal, I13 nos dice, ademds, con qué velocidad y
en qué direccién lo hace. Esto resulta crucial en relatividad, pues como hemos visto la masa depende
del observador, por lo que wys también. Mientras que el impulso es independiente del observador y

contienen toda la informacién necesaria para caracterizar el sistema.

7.3. Tensor de materia

Una vez hemos entendido qué es la 3-forma de impulso y porqué esta representa adecuadamente
la materia, es momento de presentar el tensor de materia. Este tensor aunque es menos intuitivo que
la forma de impulso, es el objeto mds ampliamente usado para codificar la informacién acerca de la

materia en relatividad.
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Teorema 7.8. Sea (M, dX) una variedad orientada entonces a cada Ty € N>M ® TM le corresponde
un tensor 2-contravariante T*> € TM @ TM, tal que

I; = CH(dX ® T?).

Demostracidn. Tomemos la forma de volumen dX y un campo D € X(M). Como dX es no dege-
nerada la aplicacién D + ipdX define un isomorfismo entre 7M y A3 M. Haciendo el producto
tensorial con 74, obtenemos un isomorfismo entre 7M ® TM y A3M @ TM. Es decir, a cada forma
de impulso le corresponde un tensor 2-contravariante.

Ahora construyamos explicitamente la correspondencia. Si consideramos el siguiente tensor
AX @ T? e N*M @ TM @ TM

y contraemos el primer indice covariante con el primer contravariante obtenemos un elemento en
A3M ® TM. Es decir,
I3 =CldX ® T?) € N°M ® TM.

O

Definicién 7.9. Se denomina tensor de materia contravariante al tensor 2-contravariante 72 € TM ®

TM para el cual la forma impulso I3 verifica:
I; = C(dX ® T?).

Aunque la forma de impulso IT; y el tensor de materia 72 contengan la misma informacién, el
uso de 72 es més extendido que el de la forma de impulso. Quizds el motivo detris de esto es que I1;
depende de la orientacidn del espacio-tiempo, mientras que T2 no. Sin embargo, aunque I3 no sea la
forma mds empleada, la hemos presentado en primer lugar pues tiene una interpretacién fisica mds

directa al ser contravariante. Veamos ahora qué informacién nos aporta el nuevo tensor definido.

Proposicién 7.10. En un espacio-tiempo los coeficientes del tensor T representan las siguientes magnitu-
des fisicas:
T%(ds, dt) = densidad de masa = (8 x1, %2, %3)
Tz(dt, dxj) = densidad de momento en la direccion X = wj(t, X1, X2, X3)
T?(dx;, dt) = densidad de flujo de masa en la direccion x;

T2 (dx; dx;) = densidad de flujo de momento en la direccion x; a través de una superficie perpendicular a x;

Ademds, el tensor T? es simétrico yverifica la iy, T? = T15(0y, 05, 0).
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Demostracion. Para evaluar el tensor 72, debemos hacerlo por definicién. Asi:

I; = Cl(dX ® T?) = Z T [i5,(dr A dy A d A dvs)] ® 6,

wve{tx1,x2,%3}

Empecemos evaluando en los vectores espaciales I13(d, 0>, 93):

T30, O, 85) = ) T[4, (de A dy A dvy A dw3)] (8, D, 93)
1224

Calculemos las contracciones. Para . = ¢ es ficil ver que
15,(de A dwy A dxy A dw3) (01, 02, 33) = (dxy A dwp A dx3) (0, 02, 03) = L.
Veamos para el resto de indices:

ig,(dt A dxy A dvy A dw3)(0y, 0, 33) = —(dr A 2, (dy A dxy A di3)) (8y, 02, B3)
= —d#(0y) - iy,(dxy A dwa A di3) (02, 63)
=0.

Es decir, los Ginicos términos no nulos son los que tienen el indice ¢ = . Asi
[5(dy, 05, 3) = T8, + THO + T20, + TPy = iy, T2
Si ahora recordamos la interpretacién de la 3-forma de impulso, vimos que
130y, 02, 03) = p0; + w10y + w20, + w305,

donde w; es la densidad de momento en la direccién x;. Ahora, si comparamos coeficientes, llegamos a

T*(dtdt) = T" =p, T*(dtdx) =T =w; (j=123).

Ahora hagamos lo mismo evaluando en (8, 9;, 9;) con 8; # 0; y 9 ortogonal a los anteriores. Es ficil

ver que los términos con z = ¢ son nulos. Asi, podemos reescribir la expresién como

(3, 95 8)) = = ) T [ig, (dw A dva A ds)| (9,0 8, = ) (=D T*3}d, = ) (-1)*T™9,

u#t uFEL v
14 v
De nuevo, llegados a este punto comparamos con la expresién de I3 que vimos en su interpretacién:

U3(8, 0, 0;) = vg(p Oy + pv1 01 + 202 02 + pv3 03),  con {47, k} = {1, 2, 3}.
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Asi, concluimos que

T2 (dxg, dt) = T% = (=1)*pvy,  T*(dop d;) = TV = (-D)*pop0;,  (1=1,2,3).

Es decir, T%(dxy, dt) es el flujo de la densidad de masa y 7% (dxy, dx;) se puede interpretar de dos
maneras segiin agrupes. Si lo agrupas como (-1)* (pv)v; entonces es la densidad del £—ésimo momento
en la direccidn 7, y si lo agrupas como (-1)* (pv;) v esla densidad del 7—ésimo momento en la direccién
k. Esto nos indica ademds que el tensor T? es simétrico.

Para verlo en los cdlculos basta evaluar en la segunda entrada de 72 en vez de la primera y se ve que
simplemente los indices intercambian sus papeles. Es decir, T? es simétrico.

O

Veamos un ejemplo sencillo del tensor de materia volviendo al caso de un sistema de particulas libre.

Proposicion 7.11. Sea un sistema de particulas libres de densidad p y campo de velocidades U en un
espacio-tiempo (X, g, ¢, W, [dX]). Entonces su tensor de materiaes T> = p U ® U.

Demostracion. Reescribiendo la expresién de la forma de impulso de un sistema de particulas libres que
vimos en la proposicién 7.6 tenemos que I3 = p (iydX) ® U = Cl1 (dX ® (pU ® U)). Identificando

términos con la definicién 7.9 concluimos que T2 = pPU U O

Definicién 7.12. Sea un espacio-tiempo (M, g, ¢, W™, [dX]) el cual contiene materia segtin indica el

tensor 7. Sean dos campos Dy, D, € X(X). Entonces definimos el tensor de materia covariante como
T5(Dy, D) == T*(g(Dy, =), g(Da, ).
Proposicion 7.13. El tensor T, de materia de un sistema de particulas libres se puede expresar como
T, =pdt ®dkt.

Demostracion. Expresando los campos en un sistema de coordenadas inercial usando la notacién de
Einstein tenemos que

g(Dy, -) = g(D}0, + Di6,, —) = Dids,
¢(Ds, =) = g(D40, + D,3;, —) = Diydr.

Entonces por definicién y sustituyendo lo que hemos visto en la proposicién 7.10

T5(Dy, Dy) = T*(Dids, Dyds) = DD T?(ds, dr) = (pdr ® dr)(Dy, D).
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Observacion. Nétese que cuando el isomorfismo entre el fibrado tangente y cotagente existe, entonces
ambas formas del tensor de materia tiene la misma informacién. Sin embargo, esto no sucede en la

mecénica cldsica, la versién contravariante mucho mds informativa que la covariante.

Ahora hagamos un andlisis dimensional de todos los objetos vistos hasta ahora. En el caso de los
tensores s6lo sus evaluaciones las tienen, no ellos mismos. Sin embargo podemos estudiar cudl es el
factor por el que su resultado se ve afectado cuando hacemos un reescalamiento en los elementos a
evaluar. Denotaremos como 7, M y L a las magnitudes tiempo, masa y longitud respectivamente.

Empecemos con la dimensién de la 1-forma w que mide el tiempo de forma lineal, por tanto [w] = 7.
Ademds, si [U] = T~ pues definimos la forma temporal como aquella tal que »(U) = 1. Como
I13 mide el impulso por unidad de volumen y por lo anterior, el impulso tiene unidades %, entonces
[T15] = A—;[ Por otro lado, es ficil ver que la dimensién de dX es 7. Veamos ahora la dimensién de

T?. Por definicién tenemos que I3 = Cll (dX ® T?), por lo que podemos escribir que

[T13]

= ML3T72
[dX]

[7°] =

Por ultimo, debemos estudiar el tensor covariante 75. Para ello, debemos darnos cuenta de que
la dimensién de g es T2, y por tanto también la de la forma ¢(D, —). Asi, como por definicién 75 =
T%(g(D, -), g(D, —)), entonces tenemos que [ 73] = [T2] T* = ML3T>

Estas expresiones se pueden simplificar atin mds si hacemos una eleccién inteligente de las unidades.
Como la idea es estudiar los campos gravitatorios, podemos darnos cuenta de que la aceleracién
provocada por la fuerza gravitatoria no depende de su masa. Asi, si escogemos unidades de forma
que G = 1 tenemos que dicha aceleracién es rﬂz, y por tanto podemos considerar que la masa en este
contexto es de magnitud % Sustituyendo esto en las expresiones anteriores vemos que [75] = 1. Es

decir, en el contexto de campos gravitatorios este tensor es el Ginico invariante por cambios de escala.

Observacion. Sila fuerza de la Ley de Gravitacién Universal fuera proporcional a »~” tendrfamos que

[75] = L”72; no seria un tensor natural.

Antes de seguir estudiando otros aspectos de la formulacién de la materia, vamos una distribucién

algo mds realista que el sistema de particulas libres.

Definicion 7.14. Un fluido perfecto es un modelo continuo de materia en el que se describe el movi-
miento de las particulas mediante un campo de velocidades continuo. En este modelo las particulas
del fluido sf interactan entre si, de forma que para todo evento existe un observador para el cual la
velocidad media del fluido en un evento dado es U = 9;. Ademis, no incluye efectos de viscosidad ni

de conduccidn de calor.
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Proposicion 7.15. Sea un fluido perfecto en un espacio-tiempo. En el sistema inercial donde la velocidad

media del fluido es 0, la forma de impulso es:
I3 =pde NdyNdz® 0, +p(dt Ndz Ndy ® Oy +dt Ndx Ndz ® 0 +dt Ady A dx ® 03),

donde p es la densidad de masa y p es lo que llamamos presién escalar del fluido.

Demostracion. Como por hipétesis la velocidad media aparente es nula, al evaluar en la forma de
impulso tenemos:

H3(61: 62: 83) =P 6t'

Es decir que el primer término de Iz es pdx A dy A dz ® 0.

Ahora consideremos ahora el flujo de momento a través de una cara ortogonal a d;. Como en el
sistema de referencia escogido la velocidad media del sistema es d;, el flujo de densidad de impulso que
sale es igual al que entra. Entonces como tienen sentidos contrarios y suponiendo que el paralelepipedo

estd orientado positivamente tenemos que

I15(0;, 01, 0) =2 ensidad de 1mpulso total entrante
por la cara (9;, 8y, 0)

Esta magnitud es la presién que ejerce todo el fluido sobre las caras del paralelepipedo que estamos

considerando. Asi:

HS(afJ 62} 63) = _Pab

con p > 0. Andlogamente, tenemos que la presién sobre los paralelepipedos generados por (8;, 91, J3)
y (01, 02, 03) es —p0, y —pd) respectivamente. Sin embargo, ahora debemos comprobar la orienta-
cién de cada una de las caras. Asi, evaluando dX sobre las cuaternas (93, 0;, 01, 02), (02, 0;, 01, 03) y
(01, 01, 0, 03) comprobamos que sélo la segunda estd orientada positivamente, por lo que los signos

correctos son

I13(8,, 01, 0,) = pds
[5(0;, 01, 03) = —p 02,
I13(8,, 05, 03) = p Oh.

Por tanto, podemos escribir estos términos de IT3 como:
pldtndyndz® 0 +dt Ndz ANdx ® 0y +dt Ndx Ndy ® 33).
Finalmente sumando todos los términos concluimos.

I15 :Jodx/\dy/\dz@)(?,+p(dt/\dy/\dz®81+dt/\dz/\dx®82+dt/\dx/\dy®(93).
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Corolario 7.16. El tensor de materia de un fluido perfectoes T> = p U ® U + ph, donde b := —6; ®

01— 0h, ® 0h — 03 ® 03 es la métrica espacial en su forma contravariante.

Demostracion. Para ello, simplemente hay que intentar escribir la expresidén anterior en términos de

dX y dela contraccién Cll. Asi:

5 =pdcANdyAdz® 0, +p(dt Ndy Ndz® Oy +dt Ndz Adx ® 0, +dt ANdx A dy ® 85)
=CldX ®p0, @0, +p (-0, ® 0 — 0, ® s — 03 ® D))
=Cl(dX®(pUSU+ph)),

O

Es decir, podemos ver cémo el tensor de materia para un fluido perfecto difiere del correspondiente
al sistema de particulas libres. Asi, podemos decir generalizar esto y decir que la diferencia entre el

tensor de materia de un modelo y el de un sistema libre se corresponde a las fuerzas internas.

Definicién 7.17. El tensor de tension de un modelo continuo de materia con campo de velocidades U'y

densidad p se define como T2.=72%— PUSU.

7.4. Conservacion del impulso

Una vez ya sabemos tratar con distribuciones continuas de materia, podemos estudiar ciertas leyes
de conservacién que encontramos en los sistemas dindmicos. Comenzaremos viendo cémo se formula
matemdticamente la conservacién del impulso en el contexto continuo, generalizando lo visto para el

caso de un conjunto discreto
7.4.1. Caso galileano

Empecemos en un espacio-tiempo galileano (A, , g, [dX]) con una distribucién de materia que
estd descrita por una forma de impulso IT3. Consideremos una regién compacta y conexa K del espacio-
tiempo. Al ser un espacio tiempo galileano existe la forma diferencial » que determina la direccién
temporal absoluta. De esta manera, podemos pensar K como un tubo de radio variable cuya direccién
longitudinal es la indicada por w. Asi, para cada valor de @ tenemos una seccién tridimensional de XK.

Por construccién, cada una de las secciones es una regién espacial. Asf, podemos aplicar el teorema de

Stokes:
/dH3:/H3—/ H3+/ I1s.
K K, K, lateral

El signo negativo en el segundo término se debe a que el impulso de las particulas apunta hacia el

interior de K. En la parte lateral del tubo, si el impulso apunta hacia fuera, corresponde a una particula
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saliente y tienen signo positivo. Mientras que si apunta hacia dentro, representa particula una entrante.

Por tanto, podemos escribir esa integral como:

saliente entrante

/ I, = Impulso B Impulso
lateral

Por tanto, la expresién original puede interpretarse como

Variacién total del impulso
/ dllz = | de todas las particulas contenidas
K .
en las secciones K, to <t <t

Es decir, la condicién dIl3 = 0 expresa una ley infinitesimal de conservacién del impulso. Podemos
ahora generalizar esta observacién y tratar de obtener la ley de conservacién para el universo completo.
Supongamos que existen dos tubos disjuntos K y K’, de modo que uno contiene al menos una
trayectoria completa de una particula y el otro contiene toda la materia restante. Por construccién
I3 se anula fuera de la unién K U K’ y sobre la superficie lateral de K. Si ahora suponemos la ley de

conservacién dllz = 0, por lo visto antes:

/ I13 no depende de 2.
K,

Ahora, si se reduce progresivamente el tamafio de K’ mientras se aumenta el de K, manteniendo en
todo momento contenida toda la materia en la unién de ambos tubos, se sigue conservando el impulso

total. En el caso extremo en que K’ = 0, obtenemos una ley de conservacién global:

/ I15 no depende de «.
K,

Esta formulacién unifica de manera continua la conservacién del impulso.

Teorema 7.18. Dado un espacio-tiempo galileano y una distribucion continua de materia definida sobre

él. Si dllz = 0 el impulso se conserva.

7.4.2. Caso lorentziano

Ahora veremos que la conservacién del impulso también se puede escribir como dI13 = 0 en el caso
de una estructura lorentziana. La idea detrds de la demostracidn es exactamente la misma. La diferencia
con lo anterior es que no tenemos un tiempo absoluto, por lo que hay que hacer un trabajo previo
en la definicién de las secciones de K. Empecemos enunciando un teorema conocido de geometria

diferencial que serd fundamental en esta construccién.
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Teorema 7.19 (Teorema del flujo tubular). Sea M una variedad diferenciable y X € X (M) un campo
vectorial diferenciable tal que X, # 0 para un punto p € M. Entonces, existe una carta (U, ¢) alrededor

de p, con coordenadas locales (x', ..., x™), tal que en U se cumple:

0

Xy =—.
1% I

Con esto en mente, ya podemos demostrar la condicién de conservacién del impulso.

Teorema 7.20 (Conservacion del impulso). Sea K C M una region compacta y conexa en un espacio-
tiempo de Minkowski equipado con una estructura lorentziana (Ay, g, ¢, W7, [dX]) con materia dis-
tribuida segiin la forma de impulso I1s. Entonces dI13 = 0 modeliza la conservacion del impulso en
K.

Demostracion. Al estar en A4 podemos definir un campo de vectores 7" de tipo tiempo y orientados
hacia el futuro' en un abierto U D K. Al ser K compacto, existe un recubrimiento finito {(U;) }f\zf L de
K por abiertos en U. Como 7" estd formado por vectores de tipo tiempo orientados hacia el futuro
podemos aplicar el teorema del flujo tubular en cada abierto (U;). Asi, tenemos que para cada una de

ellas existen coordenadas locales (xll, xf, x?, xf*) tales que

0

i

A partir de estos sistemas de coordenadas podemos definir una funcién ¢; := xll :U; > R, en
cada abierto tal que 7'(#;) = 1. Es decir, dada una curva integral de 7', la funcidn #; es estrictamente

creciente, y podemos definir las secciones
Y ={peU:tp) =7}

Asi, sobre cada abierto U; definimos K. = K N X.. Ahora que tenemos las secciones razonamos como

antes aplicando el teorema de Stokes a I3 sobre la porcién K N U
/ ng,:/ H3:/H3—/ H3+/ I1;,
KNnU; o(KNU;) K;'l K;’O lateralNU;

Variacién total del impulso

y llegamos a que

/ dllz = | de todas las particulas contenidas
KnU;

en las secciones K7, #p < t < f1

'Aqui la hip6tesis de estar en el espacio-tiempo de Minkowski no es fundamental, esto sigue siendo posible en el caso

mds general pues siempre consideramos la variedad A1 orientable
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SidIls = 0, tenemos que el impulso se conserva en cada abierto.

Ahora debemos ver que lo mismo sucede en todo K. Para ello, debemos estudiar qué pasa en
las intersecciones de los abiertos. Razonemos una vez mds de la misma manera sobre la interseccidén
K N (U; N Uy). Como estamos en la interseccién, tenemos dos formas de dar secciones sobre este

abierto dependiendo de qué funcién utilicemos para describir el tiempo:
= peUnU:np)=1), = ={peUnU:4(p) =7}

Denotemos las secciones como K7 := K N X7, K;J, =KN ZZ,. Asi, podemos aplicar Stokes sobre

dos conjuntos de secciones diferentes

Variacién total del impulso

/ dllz = / I3 - / I3+ / IT3 = | de todas las particulas contenidas
Kn(UnUy) K K lateral\(U;NUj)

. 17
en las secciones K[] ,thh<t<n

Podemos razonar de manera andloga con las secciones K/ . De esta forma si dI1; = 0, independiente-
mente de las secciones escogidas la variacion total del impulso es nula.

Finalmente, veamos que el flujo también es nulo en la unién de dos abiertos con interseccién
no vacfa. Para ello, en primer lugar vemos que la frontera se puede descomponer en dos partes: la
que estd contenida en otro abierto U, la frontera compartida, y la que no, la frontera externa. Ahora
razonemos por contradiccion. Supongamos que el flujo de impulso no se conserva en la unién. Entonces
al considerar sus fronteras externas, existird un flujo neto saliente* en ambas. Esto implicarfa que, en la
interseccién U; N U, la direccién del flujo serfa entrante en ambas partes que forman dicha frontera
comun, ya que el flujo en cada abierto sabemos que es nulo. Esto da lugar a un flujo neto entrante en
K N (U; N Uj). Pero esto contradice la conservacién local del impulso en la interseccién®. Por tanto, el
flujo de impulso a través de las fronteras externas debe compensarse mutuamente.

Finalmente, podemos aplicar este argumento de forma iterativa, considerando un abierto la unién
anterior y un tercer abierto que lo interseque. Asi, concluimos que el flujo total de impulso a través de

la frontera de K es necesariamente cero, garantizando la conservacién global del impulso en XK. O

Este razonamiento sélo se puede hacer sobre variedades que sean planas. Calculemos dI13 empleando

la notacién de Einstein
dll; = d (a)l‘ ®e¢)=do Qe+ ®de; =0.
Vemos que en el caso de ser plana el término de; es nulo y entonces

dll; =0 & do’ =0 Vi

*Podemos considerar entrante también, el razonamiento es andlogo
3Nétese que si flujos netos en la cara externa fueran de distinto signo pero diferentes en magnitud, también generan un

flujo neto en la interseccién no nula.
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Por tanto, el impulso si se conserva. En el caso de que haya curvatura de; # 0y por tanto no tene-
mos que do’ = 0 V7; no podemos decir nada del impulso. Sin embargo, aunque haya curvatura
este razonamiento es vilido en el espacio tangente, por ello decimos que es una ley de conservacion
infinitesimal.

Por otro lado, veamos que la condicién de conservacién del impulso también puede formularse
en términos del tensor de materia. No demostraremos este resultado, pues no nos da una mayor

comprension de lo que estamos estudiando.

Proposicion 7.21. Sea K C M una region compacta y conexa en un espacio-tiempo equipado con una
estructura lorentziana (M, g, ¢, W=, [dX]) con materia distribuida segiin el tensor de materia T*.

Entonces div T% = 0 modeliza la conservacion del impulso en K.

Demostracion. Se obtiene a partir de la definicién del tensor de materia I3 = C](dX ® T?), que
tomando la diferencial exterior queda dT1; = dX ® div T?. Los cdlculos se pueden encontrar en [NSt7,

Prop. F.2.2 pg. 190]. O

Corolario 7.22. Para el caso de un sistema libre de particulas de velocidad U la conservacion del impulso
se expresa mediante div(pU ® U) = 0. Para un fluido perfecto de velocidad U vy presion p se tiene:
div(pU ® U + ph) = 0.

7.5. Formas de Killing y leyes de conservacion

A partir de la conservacién del impulso podemos estudiar otras magnitudes conservadas empleando
el resultado anterior. Para hacerlo, buscaremos 1-formas para evaluar la forma de impulso y obtener 3-
formas a la que estamos habituados que nos den la informacién que buscamos. Con esta idea, debemos
ver cémo escoger @ de una forma inteligente para que esto nos informe sobre las conservaciones del
sistema. Estas formas son las que se conocen como formas de Killing y para poder estudiarlas, debemos

ver algunos resultados previos.

Definicién 7.23. Sea MM una variedad diferenciable de dimensién 7 + 1 entonces llamamos formas de
impulso alas n-formas con valores vectoriales I, € A” MM ® TM tales que Cl1 (I1,) = 0, 0 andlogamente,

IT, A I = 0,donde I es la 1-forma identidad con valores vectoriales.

Veamos ahora que las formas de impulso con las que hemos trabajado anteriormente efectivamente

cumplen estas condiciones equivalentes y, por tanto, la definicién que hemos escogido es apropiada.

Proposicion 7.24. Sea M variedad diferenciable de dimension n + 1y sea I1,, una forma de impulso.
Entonces verifica que Cll(Hn) = 0yIl, AL = 0, donde ¢l producto exterior se considera respecto a
TM ® T*M.
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Demostracion. Laforma de impulso en un sistema de coordenadas locales (2% xL,..., &™) se escribe:

nn:i > M At A A @4,

i
=0 0<71<--<i,<n

La contraccién del primer vector del tensor con el primer indice de la forma se escribe:

Gy =3 3 S, 5 A A B A nde

v=1 71<---<i, k=1

donde dx? denota que dicha forma no aparece en el producto. Evaluando C{(I1,,) sobre una z-upla

arbitraria de vectores (0;,, ..., 9;, ), es ficil ver que
Cll(Hn)(ajl,..., 9;,,) =0 paratodol <1 <...<j,-1 < ;.
Veamos ahora que las formas de impulso también verifican que IT, A7 = 0,con/ = 3}, dx* ® 6.
Escribiendo en coordenadas el producto anterior tenemos
1
(Hn N [) (Db RS Dn+l) = ; Z Sgﬂ(J)Hn (Da(l): ) Dzr(n)) D/:-(n+1);

) TE€S11

con Dy, ..., Dyy1 campos vectoriales (véase, [N24, pg. 395]).
Dado que I, es alternada respecto a sus indices de forma, es decir, Hﬁ .. cambia de signo ante
cualquier transposicién de los indices ;. Por tanto, esta suma recoge todas las permutaciones posibles

de los vectores y, como IT,, es alternada, dicho sumatorio se cancela, con lo que se concluye. O
Presentamos ahora el siguiente lema fundamental a la hora de trabajar con las formas de Killing.

Lema 7.25. Si I, es una forma de impulso y H es un tensor 2-covariante de orden alternado, entonces se

cumple
M, AH =0,

donde H es una 1-forma con valoves en T*M 'y el producto exterior se toma respecto a TM ® T*M.
Demostracion. [NSr7, Lema F.1.2 pg.187] |
Con todo esto ya podemos empezar con las formas de Killing.

Definicion 7.26. Sea (M, V) una variedad diferenciable equipada con una conexién. Decimos que

w € T*M es una forma Killing cuando el tensor 2-covariante Vw es alternado.

Proposicién 7.277. Notese que si N no tiene torsion, entonces w es de Killing si y solo si 2Vw = dw.
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Demostracion. Teniendo en cuenta que w es de Killing, y por tanto alternado, y queV no tiene torsién:

2(Vo)(X, ¥) = (Vxw)(Y) = (Vyw)(X)
=X(o(Y)) —a(VxY) - Y(0(X)) + 0(VyX)
=X(«(Y)) - Y(2(X)) —o(VxY - VyX)
=X(w(Y)) - Y(0(X)) - (X, Y])

Finalmente, por el lema A.11 concluimos Vo = duw. O
Veamos ahora la propiedad fundamental de las formas de Killing.

Proposicion 7.28. Sea 11, una forma impulso en una variedad diferenciable M equipada con una
conexion sin torsion tal que dIl, = 0. Si w es una 1-forma de Killing, entonces se cumple que d(w(I1,)) =
0.

Demostracion. Seap € My (Dy,..., D,) unabase de 7,M. En una base fijada podemos escribir la
forma de impulso en coordenadas como I, = Y, ® D;, donde 5* € A" M. Evaluando w(I1,) en

una z-upla de campos (V3,..., V) tenemos
(T, (V... V) = (D 7' (VOD)) = - 4 (Vow(Dy).
Es decir, podemos expresar w(I1,) como

w(I1,) = Z 7 ® w(Dy).

Por otro lado, podemos identificar mediante un isomorfismo  con 1 ® w. De esta forma si hacemos

IT, A (1 ® w) con el producto exterior respecto a TM ® T*M tenemos que

M, A (1®w) = Z(;;" ®D)A(l®w) = Z 7 ® w(Dy),

es decir, w(I1,) = I, A (1 ® w). Tomando la diferencial exterior y recordando que w es una forma de

Killing tenemos que

Ad(o(T1,) = d (T, A (18 w)) = (dIL,) A (1® &) + (=1)"TL, A d(1 ® )
= 0+ (1)1, A (2Va).

De nuevo, por ser w de Killing tenemos que es un tensor 2-covariante alternado, y por el lema 7.25

concluimos que d(«(I1,)) = 0. O
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Es decir, al aplicar las formas de Killing sobre formas con valores vectoriales cerradas, obtenemos
otra forma cerrada. Como ya vimos, el lenguaje apropiado para expresar conservacion de magnitudes
distribuidas de forma continua en el espacio-tiempo es precisamente que son cerradas. Por tanto, cada

forma Killing nos indica una conservacién de una magnitud.

Corolario 7.29. Sea M un espacio-tiempo con una estructura galileana o lorentziana. Sea una distribu-
cion de materia determinada por I3 tal gue dll3 = 0 y K un compacto y conexo en M. Entonces w(I13)

es una cantidad conservada.

Demostracion. Basta ver que podemos identificar w(I13) con forma diferenciable con valores vectoriales
en los que todas las entradas salvo una son nulas. Evidentemente su diferencial seguiria siendo nula y asf
podemos aplicar los teoremas 7.18 y 7.20 segtin corresponda para concluir que @ (I1,) es una cantidad

conservada. O
Ahora intentemos caracterizar todas las formas Killing de un espacio afin.

Teorema 7.30. Las formas de Killing en el espacio afin A" forman un espacio vectorial de dimension

(”;I) Fijada una base, las formas Killing estdn generadas por las siguientes
dx', x'dy¥ — ¥ dx.
Demostracion. Seaw = Y,; frdx’ una 1-forma cualquiera en coordenada. Entonces se tiene

Vo = Z dfs ® dx’ = Z((’)fﬁ)dx" ® di’.

7 i

La condicién de que Vw sea alternada es d;f; = —0;f;. Derivando esta condicién obtenemos que las

segundas derivadas se anulan:

O0if; = —ODfs = 0,y = ~0,04f:

Por tanto, las funciones deben ser de la forma f; = Z]‘ dl]'xj + b;. Ademis, si sustituimos en la condicién

0,f; = —0,f;, tenemos que a;; = —a,; y por tanto:
' q j i Y P

w= Z b dx’ + Z oz,-]-(x" dxl — ¥ dx').
7 <j
O

Observacion. Aunque el resultado anterior se obtenga sobre espacios afines, esto no perdemos generali-

dad, pues al integrar en variedades lo hacemos sobre los espacios tangentes, que son espacios vectoriales.
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Teorema 7.31. En un espacio-tiempo M equipada con una estructura galileana o loventziana, con una

73 &

distribucion de materia dada por una forma de impulso Is. Si hay conservacion del impulso entonces
3

para todo observador inercial tambien se conserva la masa, el momento lineal y el momento angular.

Ademds, el centro de masas sigue un movimiento rectilineo uniforme; un movimiento inercial.

Demostracion. Empecemos fijando un observador inercial con coordenadas (2 xi, 2, x3). Tomemos
ahora un compacto conexo K y consideremos las secciones K siguiendo la idea de los teoremas .18
y 7.20 seglin corresponda. Por otro lado, sabemos por el teorema 7.30 que dx; y x;dx; — x;dx; son
formas Killing. Ademds, por el corolario 7.29 conocemos que dada una forma Killing hay una cantidad
conservada. Para ver a cudl se corresponde cada una debemos recordar que por la interpretacién de la

forma de impulso vista en la seccién 7.2 esta verifica que
I13(81, 02, 03) = p0; + w101 + w205 + w305.
Asi podemos tomar las formas Killing e integrar w(I13) en un K; cualquiera.

= Si tomamos df entonces la siguiente integral es constante

/dt(H3):/ﬁdx1dx2dx3.
K, K,

Es decir, la masa se conserva.

= Sitomamos dx; con 7 = 1, 2, 3 la siguiente integral es constante

/ dx;(Ilz) = / w;dxidxydxs,.
K; K;

Es decir, el momento lineal se conserva.

» Sitomamos x;dx; — x;dx; con 7,7 =1, 2, 3 la siguiente integral es constante
5 =% J 8 g

/ (s — xdo;) (T3) = / (x;; — xw;)dxrdxrdos.
K; K;
Es decir, el momento angular se conserva.

= Sitomamos x;dt — tdx; entonces la siguiente integral es constante

/ (x;dt — tdx;) (I13) = / (2,0 — tw;)dxydxadxcs = C.
K; K;

Ahora s dividimos entre la masa total 7 medida por el observador y reorganizamos términos

vemos quc
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1
— / (x;pdxidxrdxs = C + L / w;dx1dx,dxs.
m Jk, K,

m

Vemos que el miembro izquierdo es el centro de masas y por lo anterior, la otra integral es un
vector constante. Por tanto, esta es la ecuacion del movimiento del centro de masas; que sigue

un movimiento rectilineo uniforme.
O

Observacion. El hecho de que el centro de masas siga una trayectoria inercial junto con la Segunda
Ley de Newton relativista 6.21, indica que la situacién en la que el impulso se conserva es cuando hay

ausencia de fuerzas.

Para terminar la seccién vamos a ver como para el caso de un fluido perfecto la conservacién del
impulso codifica la ecuacién del movimiento y la conservacién de la masa. Para ello, necesitamos

primero el siguiente lema.

Lema 7.32. Sea (M, V) una variedad diferenciable equipada con un conexion. Sea p € C*(X) es una

funcidn diferenciable y U un campo de vectores tangentes, entonces
divw(p U ®@ U) = (Up+ pdivyU) U + p Vy U.
Demostracion. Véase [NS17, Prop. F.2.3 pg. 190] O

Proposicion 7.33. Consideremos un fluido perfecto de densidad p, presion p y velocidad U. Entonces la
conservacion del impulso div(pU ® U + ph) = 0 es equivalente a

Up+pdivU =0, Conservacion de la masa
VU = —gradp.  Ecuacidn del movimiento
Demostracion. Por el lema anterior tenemos calculado div(pU® U) = (Up) U+ p(divyU)U +p VyU.
Por otro lado es fécil ver que div(p 2; 6 ® 6) = X;(0ip)d; = grad p. Asi:
div(pU ® U) = ((Up) + pdivyU)U + p VyU + grad p
Como U tiene la primera coordenada constante e igual a 1, entonces como VU debe tener dicha

coordenada nula; es un vector espacial. Por otro lado, como p es espacial su gradiente también lo es. Por

tanto, div(pU ® U) = 0 si y sélo si se cumple el siguiente sistema:

Up+pdivU =0,

VyU = —gradp,
dondela primera ecuacién esla de la conservacién de la masa y la segunda la ecuacién de movimiento.
O
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7.6. Movimiento con fuerzas externas

En la seccién anterior una vez vimos todas las magnitudes conservadas nos dedicamos a estudiar el
movimiento de la materia en dos casos sencillos. El primero, el movimiento del centro de masas, salia de
manera inmediata junto con las cantidades conservadas. El segundo, fue el caso de un fluido perfecto.
Ambos los estudiamos siempre en el caso en el que el impulso se conserva. Como vimos con la Segunda
Ley de Newton Relativista 6.21, el caso en el que se conserva el impulso es cuando hay ausencia de
fuerzas; cosa que parece que se verifica para distribuciones continuas de materia pues el centro de masas
cuando se conserva el impulso sigue una trayectoria inercial. En esta seccién veremos en primer lugar
que efectivamente son las fuerzas externas las causantes de que el impulso no se conserve y ademads
veremos las ecuaciones de la dindmica.

Consideremos un observador inercial y un parelelepipedo generado por 8y, 0, d3 en un espacio-
tiempo en el que existe un campo espacial D . Al ser este paralelepipedo infinitamente pequefio por
continuidad del campo podemos asumir que D es constante en él. Ahora, si dejamos moverse al
paralelepipedo en un instante de tiempo infinitesimalemente pequefio segiin indique el campo D,
veremos que se ha estirado en la direccién temporal. De esta manera, y abusando de notacién, podemos

decir que se habrd estirado d¢ - || D|| unidades. De esta forma el volumen del paralelepipedo quedaria
dxy dx; dxs dt || D).

Ahora recordemos que lo que queremos es representar la materia. Por tanto, en realidad lo que
estamos diciendo es que en un volumen suficientemente pequefio durante un tiempo suficientemente
pequefo podemos suponer que la trayectoria que siguen las particulas es la misma. Sin embargo, la
descripcion anterior no termina de ser util pues no sélo nos interesa cudnto se mueve la materia si
no hacia adonde. Para ello, simplemente consideramos el vector D completo; sin el médulo. De esta
manera tenemos una buena representacién de lo que sucede en cada direccién del espacio-tiempo. De

esta forma estarfamos considerando

dt dx1 de dx3 D.

Si profundizamos atin mds nos damos cuenta que D en realidad representa el impulso por unidad de
volumen y tiempo. Esto se ve ficil suponiendo que tenemos una funcién de densidad p que en cada

paralelepipedo suponemos constante, y viendo que
pdxy dxy dxs dt D = myy diD,

es decir, es la masa trasladada por unidad de tiempo en la direccién D. Concretamente la variacién del
impulso, pues es cudnto se ha movido esa masa y en qué direccién desde que empezamos a medir el

tiempo.



110 7.6. Movimiento con fuerzas externas

Ahora vamos a buscar una forma alternativa de escribir este producto. Si recordamos, I3 es una
3-forma alternada con valores vectoriales. Entonces si tomamos su diferencial 4115 es una 4-forma con
valores vectoriales. Ademds, como vimos, esta diferencial indica precisamente la variacién de momento.

Por tanto, si evaluamos en el paralelepipedo podemos afirmar que
dH3((91, 62, (93) =dt dx1 dxz dx3 D,

donde estamos empleando dx; para indicar la longitud infinitesimal de las aristas, no como forma

diferencial. Por tanto, esto lo podemos escribir en forma tensorial como:
dH3((91, (92, (93) =dt A dx1 A de A dx3 ®D=dX ® D,
donde dx; denota la forma diferencial. Por tltimo, debemos notar que la magnitud

[[mpulso] _ My _ 1ML i[Fuerzﬂ]
vr VI VI v ’

que dijimos que era el impulso por unidad de volumen y tiempo, haciendo un sencillo andlisis di-

mensional vemos que es fuerza por unidad de volumensesto es, densidad de fuerza que denotamos

-

F.
Asi, podemos escribir que dIl3(0y, 02, 03) = dt ANdxy ANdxy Ndxs ® D = dX ® ]_5, y como
comentamos en la demostracién de 7.21 tenemos que dI1; = dX ® div T2 Por tanto, podemos afirmar

que la ecuacién del movimiento en funcién del tensor de materia es
>
div 7% = F.

Sabiendo esto desarrollemos la ecuacién para el caso de un fluido tal que la presién interna no es igual

en todas las direcciones espaciales. Asi, en un sistema de coordenadas (¢ xi, x, x3), tenemos que

3 3

T=p0, @0+ ) w (0, ®0,+0,®0,)+ ) h;0;®0,
=1 5j=1
Entonces por definicién de divergencia llegamos a
3 3 3
div Ty = (3p) 0, + ) (Gwy) 0, + Y (D) 0s+ ) (Oihyg) Oy
=1 =1 l‘,j=1

Por otro lado, como la fuerza es un vector espacial, tenemos que F' = Fj 0 + F, 0, + F3 5. Finalmente,

igualando las coordenadas espaciales y temporales por separado, llegamos a
0 = 9o + div(w), (Ecuacidén de continuidad)

F = 0w, + div(bl-), (Ecuaciones de Euler)
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conh; = h;101 + h;20, + h;305. La ecuacién de continuidad codifica la conservacién de la masa, y las
ecuaciones de Euler describen el balance de momento.

Por tdltimo, antes de acabar el capitulo y empezar con Relatividad General, es importante hacer
un comentario sobre la Gltima observacién que hemos hecho. Hemos dicho que ya suponemos que
todo lo que estd en el espacio de un observador inercial tiene la misma componente temporal que lo
hace simultdneo. Ademds, estamos diciendo que las fuerzas sélo pueden ser espaciales. Por tanto, no se
deberfa dar la ruptura de la simultaneidad que tanto trabajamos mds arriba, dando lugar a una gran
contradiccién en la teorfa. Lo sorprendente es que en realidad no hay ninguna contradiccién; vedmoslo

s6lo para el caso de las particulas.
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Relatividad General

Como ya vimos en el capitulo 6, el espacio-tiempo de Minkowski (A4, g, ¢, W™, [dX]) es el caso més
sencillo en el que podemos estudiar la relatividad. Vimos que se trata de una formulacién de la mecénica
en ausencia de gravedad coherente con los postulados del capitulo 5. Una situacién mds general es
cuando consideramos esta estructura con una variedad diferenciable cualquiera (A4, g, ¢, W7, [dX]).
Este es el marco en el que encontramos la teoria de la Relatividad General, y la diferencia fundamental
con anterior es la curvatura del espacio-tiempo; cuya manifestacion es la gravedad. Ademds, como el
espacio tangente tiene estructura de espacio vectorial, podemos ver que el espacio-tiempo de Minkowski
es en realidad la estructura infinitesimal de la Relatividad General. Como el espacio tangente hereda la
estructura Lorentziana de la variedad, obtenemos el espacio-tiempo de Minkowski sobre el espacio
tangente a cada evento *. Por tanto, en Relatividad General, se tiene una variedad cuya estructura
infinitesimal es de un espacio-tiempo de Minkowski y la relacién entre todos estos espacios viene
determinada por la conexién. Esta conexién no puede ser otra que la de Levi-Civita, pues debe preservar
la métrica y ademds no debe tener una direccién privilegiada; no puede tener torsién; por tanto es
unica. No sélo eso, sino que la métrica bajo ciertas condiciones define univocamente el tensor 73 y
por tanto la distribucién de materia. A su vez vimos en el capitulo 6 que el movimiento inercial se
expresa como V/J = 0; geodésicas del espacio tiempo. Por tanto, como la métrica define la curvatura
podremos resumirla relatividad en la famosa frase de que son la materia y la energfa la que curva el
espacio-tiempo y es el espacio-tiempo el que indica a la materia como moverse Lo mds importante
de este capitulo serd obtener la ecuacién de campo de Einstein que nos mostrard la relacién entre la
curvatura del espacio-tiempo y la masa o energfa contenido en €l. Pero antes de tratar estos tenemos
debemos ver cémo las ideas de la mecdnica en el espacio-tiempo de Minkowski son las mismas que en

el caso mds general, y que el tinico cambio a tener en cuenta es que la conexidn no es trivial.

'Esta observacién justifica por qué la simplificacién afin sigue siendo vilida cuando trabajamos localmente incluso en

presencia de un campo gravitatorio.
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8.1. Mecanica

Definicién 8.1. Llamamos variedad lorentziana a una variedad diferenciable M de dimensién 4

equipada con una estructura lorentziana que denotaremos como (M, g, ¢, W, [dX]).

Corolario 8.2. Sea M una variedad Lorentziana y p € M un evento. Entonces (TpM, g, c, W7, [dX])

es un espacio-tiempo de Minkowsks.

Definicién 8.3. Sean dos variedades Lorentzianas (M, g, ¢, W, [dX]) y (M, 3, & W, [dX]). Deci-

mos que un difeomorfismo @ : M — M es un isomorfismo?* de variedades de Lorentz si
- _ /12 %
donde 1 es una funcién constante no nula.

Con esta formulacion, el concepto de orientacién se preserva sin modificaciones, por lo que pode-
mos trabajar exactamente del mismo modo que antes, sin que sea necesario introducir cambios en el
tratamiento de los vectores de tipo tiempo, espacio o luz.

Por otro lado, si recordamos todos los conceptos, desde el tiempo propio hasta la conservacion del
impulso, se formulan en términos infinitesimales. Como en el caso general la estructura infinitesimal es
la del espacio-tiempo de Minkowski entonces lo podemos definir de la misma manera que en el capitulo
6. Sin embargo, ahora no estamos en el caso de un espacio tiempo plano, por lo que la conexién no es
la trivial y debemos emplear el transporte paralelo inducido por la conexién de Levi-Civita.

Asi, podemos definir las trayectorias u observadores como curvas y C M cuyos vectores tangentes
sean temporales. De igual manera existe un tinico campo unitario orientado hacia el futuro tangente a

la trayectoria, lo que nos permite definir el tiempo propio entre dos eventos p y ¢ como

q
T::/ ug.
P

Ademis, de igual manera podemos definir el impulso /'y con ello la masa en reposo de una particula
como m := 4/g(Z, I). Donde encontramos la mayor diferencia es a la hora de definir los sistemas de
referencia inerciales. Infinitesimalmente estamos en un espacio-tiempo de Minkowski y se define igual,
pero alo largo de las trayectorias estos deben moverse acorde a la curvatura de la variedad. Para ello,
empleamos las coordenadas normales y la aplicacién exponencial que vimos en la definicion 3.43. Sean
p € X unevento, U, € T,X un vector temporal orientado hacia el futuroy (U],, Dy, Dy, D3) una base

ortonormal de T,X. Entonces dicho observador puede definir un sistema inercial como:

RY — WcM
(4, x1, X2, X3) +— exp, (tUp + X, x:D;)

>Afadir el término 12 es para tener en cuenta el reescalamiento de las unidades.
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Asf, también podemos definir parte del espacio para el observador U, como (S := (Up)*, —g). Enel
caso de conocer la trayectoria o(2, b)) —> M con velocidad U, en un punto p, podemos definir el

sistema de referencia transportando la base (U, Dy, Dy, D3) € T,M como

RY¥ — WcM
(t) X1, X2, .X'?,) — exp,(t) (Zl xl'Dl') .

8.2. Ecuacion de Einstein

En esta seccién demostraremos el resultado mds importante del trabajo, la ecuacién de Einstein.Para
ello trataremos de encontrar un tensor de materia 2-covariante que dependa de la métrica de una

variedad lorentziana 75 (g). Para hacerlo, supondremos tres hipStesis fundamentales:

1. El tensor 75(g) debe ser un tensor natural. Supongamos que tenemos dos variedades loren-
tzianas M y M difeomorfas mediante el difeomorfismo 7 : /4 — M. Entonces el tensor que

obtengamos para la métrica 7*¢ debe ser igual al transformar 75 (g) por z*. Es decir,

T>(7"g) = 7°(T»(g)) paratodo difeomorfismo 7.

2. El tensor 75 debe ser invariante ante reescalamientos de las unidades usando unidades natu-
rales para la masa. Ya vimos en la seccién 7.3 que el tensor 77 siempre cumplia dicha propiedad.
Asi:

T (lzg) = T>(g) paracualquier A > 0.

3. Eltensor T3 debe tener divergencia nula. Es decir, estamos en un caso sin fuerzas externas. As{

divl; =0

Una hipdtesis extra es que 7(g) en cada punto depende sélo de las derivadas de ¢ hasta un cierto
orden £%. Una vez tenemos esto claro necesitaremos saber los siguientes dos lemas que utilizaremos en

la demostracion de la ecuacién de campo.

Lema 8.4. Sea f una funcion diferenciable definida sobre un producto Vo X - - - X V}, de espacios vectoriales
reales de dimension finita. St existe un niimero real b tal que f 20y, ..., 2k0) = /117f (v2,..., ) para

todo niimero real positivo A, entonces f = 0 0 bien f es una suma finita de funciones polinomiales

f(UZ7 ) Uk) ZPZ(UZ) . Pk(”k);
donde cada p; es un polinomio homogeneo de grado d; y 2dy + - - - + kdy, = b.

3En realidad se puede suponer que 7> estd definido localmente, pero por razones de extensién del trabajo no lo

trataremos.
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Demostracion. Véase [NSr7, Teorema 7.2.1, pg.98]. ]

Lema 8.5. Sea (X, V) una variedad equipada con una conexion V. Entonces se verifica la siguiente

igualdad

1
div(Ric) = EdK,
donde x es la curvatura escalar y d denota la difencial exterior.

Demostracion. Empecemos considerando la segunda identidad de Bianchi tomando X =¢;, ¥ = ¢y
V' = ¢; donde (e) Z;’Il son campos coordenados en un sistema de coordenadas. Asi, sumando en los

indices 7 j:

Z VGZ-R(ej) Z) 6_,]') 61‘) + V@R(ZJ €, 6]‘, el') + VZR(el} 6]} €j1 el') =0.
4
Ahora estudiemos cada término por separado.

» Primer término. Si aplicamos las propiedades 3, 5 y 4 de la proposicion 4.16 y la definicién del
tensor de Ricci tenemos que

Z VEZ.R(ej, Z ¢, €)= Z VEI.R(EJ', eir ¢, Z)=-— Z VfZ.R(ej, e, 2, ej) = Z V., R(e; ¢, Z, e]-) = Z V. Ric(e, Z)
i i i i 7

» Segundo término. Por la propiedad 4 definicidn, se ve inmediatamente que es 2, Ve, Ric (Z ¢).

» Tercer término. Aplicanodo la propiedad 5 de la proposicién 4.16 y por definicién de tensor de Ricciy

de curvatura escalar tenemos que

Ly

Z VzR(ei ¢ ¢ ¢:) = = Z VzR (e ¢ ¢, ¢7) = — Z VzRic(e; ¢;) = —Vzx = —dx(2).
i 7

Sustituyendo en la segunda identidad de Bianchi tenemos que 2 3, V, Ric(e;, Z) — dx(Z) = 0. y por la

definicién de divergencia tenemos que
. . 1
div(Ric) = de.

O

Teorema 8.6 (Ecuacién de campo). Sea una variedad una variedad lorentziana, entonces el tensor de

materia T, estd univocamente determinado por la meétrica ¢ mediante la siguiente ecuacion
K
Ric — zg = 871>,

donde x denota la curvatura escalar.
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Demostracion. La demostracion la haremos sobre una variedad A4 de dimensién # + 1y por tanto con
una métrica de signatura (1, —1,..., —1). Por la hip6tesis extra que hicimos sobre 75, el tensor s6lo

depende de ¢ hasta una derivada de orden £ en cualquier punto. Entonces

To( ) gidn ® dgy) = > Tup(gs iy Ouggy)da ® iy,
i ab

donde T, € C*(M)y2 < |a| < ky0, = alﬂf?.l.{gnx“"‘

Fijemos un punto p € M y consideremos un sistema de referencia en coordenadas normales.
Entonces, por el lema A.9, sabemos que las primeras derivadas de ¢ son nulas. Denotemos las derivadas

como gjin = (9,g;;) (x) y desarrollemos en serie de Taylor la métrica:

g:Z(‘ulj-F Z gl-];ax“+...)dxl-®dxj:
i

2<|a| <k

donde oo =1, w11 =..., unn = —lyenotro caso Ui = 0.
Ahora consideremos el difeomorfismo local 7 tal que su pull-back verifica 7*(x;) = Ax;. Aplicando

esta transformacidn al tensor tenemos quc

7 (T2(9)) = 22( ) Tus (g 0, Bugy)dve ® dly).
ab

Por otro lado, si aplicamos el difeomorfismo 7 a la métrica:

e pE Z (‘ug + Z ll”"gl];,xx“ +...)dx; ® dx;.
g

2<[al<k
Ahora, como el tensor que buscamos es natural, por la hipdtesis 1 tenemos que
7 (T2(g)x) = To(7"gy).
Ademds, por la hipdtesis 2 de invarianza bajo cambio de unidades tenemos que
7 (Ta(g)e) = Th(A7%(7"gy)).

Escrito en componentes:

2 Tﬂb({"’]" 0, gl';%) = Tab({uij’ 0, lwlgi;zx).

Podemos renombras estas funciones como f;5(gs;) := T (5 0, gi72)- Entonces la expresién ante-

rior la podemos escribir comoﬁb(l|“|gl];ﬂ) = lzﬁzb(gl-];a).
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Por ellema 8.4 las funciones £; (g;;.) son unasuma finita de funciones polinomiales p» (v2) . . . pr (%)

donde cada p; es un polinomio homogéneo de grado d; tal que
2dy + -+ kdy = 2.

Como evidentemente d; > 1y entero, no queda otra que d, = 1y el resto nulos. Es decir, £;5(gs.) son
funciones lineales de las segundas derivadas. Por otro lado, si aplicamos la proposicién 4.21 e igualamos

componente a componente al desarrollo de Taylor que hicimos anteriormente*

n
Wi + Z GijaX" + . = gi(x) = py — % Z Ry (0)x* + O(|x’) = gy = = Rt
2< [l <k k=1

Es decir, las funciones £, (g;.) son funciones lineales de los coeficientes del tensor de curvatura.

Hasta aqui hemos demostrado que, efectivamente, el tensor de materia depende de un tensor de
curvatura, como veniamos buscando. Ahora lo que queremos es determinar cudl es dicho tensor. Para
ello, debemos considerar una aplicacién lineal’ ¢ : Ry, — S5 que va del conjunto R» » de tensores
con las simetrias del tensor de curvatura, al conjunto S, de tensores simétricos 2-covariantes en M.
Ademis, esta aplicacion debe cumplir una propiedad fundamental, siguiendo la misma idea que vimos
en la seccién 5.2 para estudiar las variedad de métricas. En ese caso si transformdbamos una métrica por
un elemento del grupo de Lorentz O(1, 3) entonces tenfamos una métrica equivalente; representan
la misma métrica. Y por eso tomdbamos el cociente por ese grupo para estudiarlas. En este caso, si
tenemos una métrica en unas coordenadas y la transformamos por un elemento de O(1, ) entonces el
tensor de curvatura correspondiente debe ser el mismo. Es decir, la aplicacién ¢ es una aplicacion lineal
O(1, n)-invariante. En vez de la anterior, podemos considerar una aplicacién Ry, ® S» — R con las
mismas propiedades.

Asi, por un resultado clisico de teorfa de invariantes [GNS19, Teorema 2.4], tenemos que sélo
hay dos aplicaciones lineales O(1, 7)-invariantes: R;;;Set Y Rjik:Sjk> que se corresponden a la curvatura
escalar 75 = kg y al tensor de Ricci 75 = Ric respectivamente. Por tanto, todo tensor de materia

natural e invariante bajo cambios de unidades es una combinacién lineal de los anteriores:
T>(g) = axg+ bRic, a,beR
Finalmente, para que cumpla todas las hipStesis requeridas, 75 debe tener divergencia nula. Asi:
0 = div(axg + bRic) = ﬂCll(dK ® ¢+« ® Vg) + bdiv(Ric)

Como V es de Levi-Civita entonces Vg = 0. Aplicando el lema 8.5 tenemos que

O:adx+éd7c:a:—é.
2 2

+Notese que en la proposicién estd escrito usando 31 ya que estd en una base ortonormal.
SEs lineal porque acabamos de ver es que los coeficientes 75 dependen linealmente de los del tensor de curvatura.
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Por tanto, sustituyendo en la ecuacién de 75 llegamos a que 75 es proporcional a Ric — %Kg.

T»(g) = b(Ric — gg).

Para concluir, debemos hallar el valor de la constante. Esto se hace en [NS17, pg.100] tomando el
limite de la estructura lorentziana obteniendo una galileana . Una vez hecho eso sustituye en la ecuacién
el valor del tensor 72 que para el caso de un sistema de particulas libres es conocido y comparando con

la ecuacién de Gauss concluye que & = 87. Asi, llegamos a la ecuacién de campo:
K
T, = 87(Ric — Eg)
O

Definicién 8.7. Llamamos tensor de Einstein covariante G, de una métrica no degenerada al siguiente
tensor simétrico:

) K
G, := Ric - —g,
2
donde « es la curvatura escalar.

Esta forma de la ecuacién no coincide con la habitual debido a que como ya comentamos estamos
trabajando en unidades naturales para olvidarnos de las constantes. Veamos ahora cémo obtener la
ecuacion con unidades en el sistema internacional a partir de esta.

En primer lugar debemos analizar las unidades de G, estas deben coincidir con la de la curvatura
escalar. Por definicién, « es el producto de las curvaturas principales, es decir, es producto de curvaturas
de dos curvas. Por definicién de curvatura como el inverso de la circunferencia osculatriz concluimos
que [x] = m~2. Por otro lado es ficil comprobar que el tensor de Ricci tiene las mismas unidades, pues
es la suma de ciertas curvaturas seccionales como vimos en la proposicién 4.19.

Por otro lado, ya vimos las magnitudes del tensor de materia en la proposicién 7.10. Haciendo un

ripido andlisis dimensional se comprueba que para las distintas entradas tenemos

kg

ms?

k. k.
([T2(ds de)] = 5, [T2(dnd)) = =5, [T3(dws dy)] =

3 m2s
Entonces a priori no podemos decir que tenga las mismas unidades en todas las entradas, algo que 4
priori no deberfa ser. Si observamos con antencion, este resultado es consecuencia de la interpretacion

de la forma de impulso, para la que usamos una base ortonormal. Es decir, los vectores espaciales estaban

®No entramos en més detalle en estos dos puntos pues no hemos estudiado ni la ecuacién de Gauss ni la teorfa detrds de
tomar el limite de una estructura lorentziana. Esto se explica en el capitulo 8 del libro. Aunque emplean muchas herramientas
que no hemos visto sf podemos comentar que la idea es parecida a la vista en la seccién 5.2. Ahf vimos que fijado un evento
la variedad de métricas en ese punto tenfa un borde definido por estructuras galileanas y al tomar el limite ¢ — oo la métrica

lorentziana degeneraba en una galileana.
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multiplicados por c. Asi, si dividimos por potencias de ¢ segin el nimero de vectores espaciales que
empleamos se puede comprobar que tienen las mismas unidades. Sin embargo, de manera equivalente

lo que podemos hacer es reescalar los vectores temporales multiplicando por ¢. Asi

2
(T2 )™ = & (P2 de))™ = 28 [72(dvy d)] = —E,
s ms s ms ms

Es decir, si tiene las mismas unidades en todas las entradas. Concretamente unidades de densidad
de energfa. De nuevo, vemos la equivalencia entre masa y energfa. Por ello, también se le conoce como
tensor de energfa-momento.

De esta manera, podemos hallar las unidades de la constante

kg s?

2= — al = .
sl 5= el =

Finalmente, es ficil comprobar que estas son precisamente las unidades de g Por tanto, podemos

escribir la ecuacién de campo en unidades del sistema internacional
Teorema 8.8. La ecuacion de campo en Relatividad General con unidades del sistema internacional es

G, = %;Tz
¢

Al igualar curvatura, en el miembro izquierdo, con la distribucién de materia, en el miembro
derecho, esto nos indica que es la energfa la que curva el espacio-tiempo. A su vez, en el caso de estar
trabajando con una conexién de Levi-Civita, como es el caso, si conocemos curvatura, conexién o
métrica, las otras estdn determinadas. Como ademds hemos visto que las trayectorias inerciales son
aquellas que V7 = 0, entonces la distribucién de materia o la curvatura son las que determinan
cémo se mueven los objetos en ausencia de fuerzas externas’. Por tanto, esa fuerza sélo puede ser la
gravedad. Dicho en otras palabras la gravedad no es una fuerza, es la manifestacién de la curvatura del
espacio-tiempo y las 6rbitas son geodésicas del espacio-tiempo. Los objetos no se sienten atraidos por
una fuerza si no que siguen las trayectorias naturales de la variedad en las que estdn contenidos. Esta
interpretacion es idéntica a la ecuacién de campo en unidades naturales, pero cuando la escribimos en
unidades del sistema internacional podemos ver mejor cudnto cuesta curvar el espacio-tiempo. En la
nueva expresién vemos que el tensor 75 estd multiplicado por el factor 8;’—4G Es decir, para provocar que
el espacio-tiempo se curve de manera significativa la cantidad de energfa debe ser muy grande pues G es
del orden de 1071 y c*de 108. Asi que ya no sélo sabemos que es muy costoso curvar el espacio-tiempo
sino que la energfa también lo curva.

Una vez demostrada y entendida veamos que la ecuacién de campo también tiene una forma

contravariante equivalente. Para ello, debemos ver un poco mis de teorfa.

7Hay que recordar que una hipétesis sobre 73 es div7, = 0.
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Empecemos revisitando las simetrfas del tensor de curvatura R. Este lo podemos ver como una
aplicacién multilineal R : X(M)* — R tal que es antisimétrica en el primer y segundo par de entradas
y simétrica si intercambiamos ambos pares entre si. Por lo que podemos expresar esta simetrias como
R(Ds, Dy, D3, Dg) = Ry 2(Dy A Dy, D3 A Dy). Ademids, si fijamos las dos tltimas entradas entonces
tenemos una aplicacién X%(X) — A2, que por lo anterior es alternada. Es decir, lo podemos ver
como una 2-forma con valores en A>M y por lo tanto tiene sentido calcular su diferencial exterior que

nos servird m4s adelante.

Proposicion 8.9 (Segunda indentidad de Bianchi en forma diferencial). Sea R ¢l tensor de curvatura
entendido como una 2-forma con valores en A2M. Entonces podemos escribir la segunda identidad de

Bianchi como

dR = 0.
Demostracion. Aplicando el lema A.19 a R y la segunda identidad de Bianchi, se concluye
dR)(X Y, Z)(V) = (VxR)(Y, Z2)V + (VyR)N(ZX)V + (VZR)(X, V)V = 0.
O

Una vez visto esto, construyamos una aplicacién que tiene una relacién muy estrecha con R. En
primer lugar es ficil ver que si contraemos la métrica con un campo 7pg obtenemos una 1-forma, por

lo que podemos definir una p-forma alternada con valores en A’ tomando el siguiente producto:

Apg(Dl, v D) =ipg AL A ip,g-

Es decir, estamos viendo ¢ como la 1-forma con valores en 77X el isomorformismo entre el fibrado
tangente y cotangente. Asf, podemos escribir la aplicacién como A?g = ]% ¢ A... A g, donde dividimos

entre p! para normalizar.
Proposicién 8.10. R A (Ag"™?) es una n-forma cerrada y simétrica.

Demostracion. Podemos calcular df paralal-formal = ), dx; ® d; con valores vectoriales, tomando la
diferencial en cada coordenada. Por el lema A.11 vemos que d/ = 0 y como ¢ = 0 lo podemos ver como
su correspondiente 1-forma con valores en 77X, también tenemos que dg = 0. Por tanto d (A‘;) =0
para todo p.

Asi, aplicando la segunda identidad de Bianchi diferencial 8.9 tenemos
d (R A (Ag”_z)) = (dR) A (Ag”_z) +R A d(Ag”_z) =0+0=0,

y es simétrica porque tanto ¢ como el tensor de curvatura R lo son. m]
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Teorema 8.11 (Ecuacién de campo contravariante). Sea (X, g, dX) una variedad orientada de dimension

(1 + n), equipada con una métrica no degenerada. Entonces
+R A (Ag"2) = Cl(dX ® G?).
Demostracion. Véase [NSr7, Teorema F.3.3, pg. 192]. O

Si recordamos la definicidn 7.9 este resultado nos define la forma de impulso de la relatividad general;
la n-forma con valores en A”M que venfamos trabajando R A (Ag”™%). Ademds, por definicién de

tensor de materia también obtenemos el tensor de materia contravariante G2.

Definicién 8.12. Sea (X, g, dX) una variedad orientada de dimensién (14 1), equipada con una métrica
no degenerada. Si 7 > 2 definimos la forma de Cartan C, con la n-forma R A (Ag"~?) con el signo

correspondiente tal que

C, = Ci(dX ® G?).

De esta forma el resultado anterior es una forma equivalente de enunciar la ecuacién de campo pues
nos indica cémo el impulso se relaciona con la curvatura y la métrica de la variedad. Ademds, vemos

que el tensor de Einstein contravariante asf definido cumple con la hipétesis de divergencia nula.
Corolario 8.13. El tensor contravariante G* tiene divergencia nula.

Demostracion. Repitiendo el razonamiento de [NS17, Prop. F.2.2 pg. 190] tenemos que dC3 = dX ®

div G?. Por la proposicion 8.10 sabemos que dC3 = 0, con lo que se concluye div G* =0. O

Observacion. Cabe resaltar que ambas formulaciones de la ecuacién de campo son equivalentes, aunque

la primera tiene una interpretacion fisica mds clara.

Definicién 8.14. Decimos que una variedad lorentziana no tiene materia si G = 0.
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A.1. Conexion transporte paralelo y geodésicas

Lema A.x. La aplicacion N definida en la formula de Koszul 3.8, define una conexion.

Demostracion. La compatibilidad con la métrica y torsién nula se cumple por construccién. Es inme-
diato comprobar que se verifica la aditividad en el primer y segundo argumento. Comprobamos la
linealidad en el primer argumento respecto al producto por una funcién f € C* (). Sustituyendo

£X enla formula de Koszul (3.8), se tiene
SV 2) = 5 (A (g(%,2) + Y (g 2)) + V() g% 2)
-2 1) = Z(F)g(X ¥) - fo(Z, [ 1. X))
- Y(Ag(Z X0 ~ g (X4 (Y, Z]) = fo( X, [X,Z]) + Z(F)g (¥, X))
= SFO0 (g8 2))+ ¥ (g )~ Z(g06 1) ~g(Z [ X1) ~¢(% [£.2) ~¢(%; [%, Z]))
=fg(VxY, 2).
Finalmente, veamos que se satisface la regla de Leibniz:
SVx(1).2) = 5 (X(I(1.2) + X (Y. 2)) +£ Y (g(%,2)
—Z(gX Y) - fZ(g(X 1)) - f (2 [Y, X])
+X(Ng(Z )~ fe(¥ (% Z]) ~ X [%.2]) + Z(F)g(X, )
= (2x( 85 2) 4 (¥l 2)) + Y (%, 2)
- 25 1) - (2 [1.X]) - g(¥, 1%, 2]) ~¢(x, [1.2]) )
=X(Ng(Y,2)+fg(Vx¥, 2) = g(X(f) Y +f Vx Y, 2).
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Proposicién A.2. El transporte paralelo P2 () : TyyyM — Ty M satisface
P (c) = P (c2) o Py (cr),

c: [to, t2] — M curva concatenacion diferenciable de las curvas ci: [to, 1] — M ycr: [, 2] — M.

Ademds, el transporte paralelo P; (¢): Tys)M — Ty )M es una isometria lineal.

Demostracion. Sea V el inico campo paralelo a lo largo de ¢ tal que V' (¢9) = v € T,M, donde a partir
de ahora denotamos V' (¢) a V' (¢c(¢)) en el caso de campo con soporte en una curva c(¢). Sea V;,7 = 1,2
la restriccién de V a¢;, 7 = 1, 2. Por la unicidad del campo V7, tenemos Pg (a)(v) = Vi(n) = V(t)
y P;Z (c2)(V(t1)) = Valt2) = V(£2), con Vo (t1) = V' (#1). Dado que v es arbitrario, se concluye que
P2(c) = P2 () o P (c).

Veamos que es una aplicacién biyectiva. Sea v € ;)M y sea Y el inico campo paralelo a lo largo
de ¢ tal que Y (#9) = v.

pues por unicidad de los campos paralelos el campo el que traslada los vectores de ¢(#9) a c(#1) y
viceversa es el mismo. Asi, geométricamente la aplicacién inversa consiste en recorrer la curva en sentido

contrario. A la hora de operar, basta con evaluar el campo en el instante inicial. Asi,
1 -1 _ pn —
(Pto (C)) - Ptl (C) - Y(tO)'
Veamos ahora que es una aplicacién lineal. Sean y, z € T,(,,)M, entonces

Pa(@() =Y (n), Pu(0)(2) =Z(n),

donde ¥, Z € XM son campos paralelos a lo largo de c tales que Y (#9) =y, Z(tp) = 2.Seana, b € R,
hemos visto entonces que 2Y + bZ es otro campo paralelo. Como (aY +bZ)(t9) = aY (¢9) +bZ(ty) =

ay + bz tenemos que
P;(l)(c) (ay+bz) = (aY +bZ) (1)) = aY (1) + bZ (1) = an(l) (©)(y) + bPlf(l) (¢)(2).

Es decir, es lineal. Veamos ahora que preserva el producto escalar. Sean y, 2 € T, M.Sean Y, Z € X(c)
los dos campos paralelos a lo largo de ¢ con Y (#9) = yy Z(#9) = z. Entonces, Pf(l) @) =Yy
PA(O(2) = Z(1).

Como que Yy Z son paralelos, hemos probado que g(Y'(¢), Z(#)) es constante a lo largo de ¢. Por

tanto,
g(Pf(l) ([) (}’); P;(l) (C)(Z)) :g(Y(tl)) Z(tl)) :g(Y(fo), Z(ZO)) :g(y) Z)

/1 . . . ’
lo que muestra que P, (c) preserva el producto escalar gy, por ser un isomorfismo lineal, es una isometrfa

lineal. O
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Lema A.3. Sea (M, g, V) una variedad diferenciable con una métrica no degenerada y una conexion
compatible con la métrica. Sean los campos X, Y, Z € X (M) y sea la forma diferenciable ay = ¢(Y, Z2),

entonces Vyay = ay,y.
Demostracion. Por definicién de la conexidn sobre formas,
(Vxay)(2) = X(ay(2)) —ay(VxZ) = X(g(Y, 2)) — ¢(Y, VxZ)
Por otro lado, teniendo en cuenta la compatibilidad con la métrica, tenemos
(Vxay)(2) =g(VxY, Z) + g(Y,VxZ) — ¢(Y,VxZ) = g(Vx Y, Z) = av, v (2).
O

Proposicion A.4. Sea (M, V) una variedad diferenciable equipada con una conexion. Entonces la

derivada tensorial dada en la definicion 3.29 verifica las propiedades 1-4 dadas en la definicion 3.1.

Demostracion. Sea T € qu (M), la condicién de linealidad en el primer argumento es inmediata

teniendo en cuenta que la conexién es lineal pues:

(VfX+gYT)(a)11'--1a)rJ Yi:---: K‘)
=X (T(wy..., 00 1,.., ) g+ Y (T (w1,..., 0, 11,..., Y5))

r S

—Z T(wy,..., Visyws ..., Y1,..., X)) —Z T(wy,...,w, Y., Ve Yoo Y)
i=1 7=l

=X (T(wp..., 00 1,..., 1) + gV (T(wy,..., 00 11,..., ¥5))

p
—Z T(wi..., [Vxwp...,0n Y1,..., 1)) —Z T(wi,...,gVywp..., 05 11,00, 1))
=1 =1

—ZT(wl,...,a),, Y1,...,gVyY',...,Y;)—ZT(@I,...,w,, Yoot gVy Y., o)
= =
=(fVxT)(wp,..., 0, Y1,.., Y) +g(Vy T (@y,..., 00 11,00, 1))
con lo que se concluye Veyy,y T = fVxT + gVy T, paratodo f, g € C*(M), X, ¥ € X(M).

Comprobamos ahora la linealidad en el segundo argumento. Se tiene:

(VX(_le +gT2))(w1J"'iwm Yl,..., YJ)

:X((fr1 DO 11)) = N (1 +gT) @1 s Va0 Vi, X))
=1

K
—Z(fn +¢T5) (@15 Vi, Vi Yo, Yo)
j=1
:fVXTl(Q)l,...,&)y, ),11---) Y:‘) +gVXT2)(a)1;---;a)r; ),1;---; Yf))
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con lo que se concluye (Vx (71 + 73)) = Vx 11 + Vx T3, paratodo 73, T € Tg(M) yfg € CO(M).
Por tltimo, veamos que se satisface la regla de Leibniz. Teniendo en cuenta la definicién y la regla

del producto, tenemos que

(Vx(f T)) (w1, ..., 0n 11,..., 1))

)
zx(fT(wl,...,w,, Yi..., x)) ~ S @b, Vaws.oor o Vi, Yo)
=1

—Z(fT)(wl,...,w,, Yi...,VxY,..., Y
7=l
=X(f) T(@wp...,0m V..., V) +fX(T(w1,...,w,, Yi..., y;))

—Z(fT)(wI,...,val-,...,wr, Yy..., Y)
=1

k)
_Z(fT)(a)l,...,a),, Yoot Vi ¥., Yo
j=1

Sacando factor comun £y por definicién de derivada tensorial se concluye Vy (f ) = X (f) T+f Vx T,
paratodof € C*(M)y T € Tg(M) O

Lema A.s. La derivada tensorial definida por la regla del producto es equivalente a la definida por

COWZPO}’ZE}’lf&Y.

Demostracion. SeaT € T5 (M) cuya expresién en coordenadas es:
T=w0® ®w,0X|® - ®X,
Por la definicién de derivada covariante, tenemos que

(Vi) (Y., Ypoty..., ) =X(T(Y1,..., Yq,al,...,ap))

q
S IR LG J'5 AN AP
i=1

?
—ZT(Yl,...,Yq,aq,...,VXaj,...,ocp).
/=1

Teniendo en cuenta la regla del producto, el primer sumando del miembro de la derecha de la igualdad
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anterior se escribe como sigue:

9

X (wn(1) -+ 0g(Ypar (K1) -+ 2y (X)) = > [ X (@i (Y) [ [ @m(Von) ]‘[a,(X)

=1 m#i
? q
# D X @) | o) | ||,
j=1 =1 n#j
y, por la regla de derivacién para formas, tenemos que:

9

X(T(yvb---;Yq;alx'-')ap) Z

i=1

(VXWZ)(Y)'i'wz(VXY) l—lwm(y )l_laj(X)}

m#i j=1

? q
* Z ((Vxe) (X)) + (VX)) | |x(¥n | ] anorn)].
=1 i=1 n#j
Por otro lado,tenemos
q
~ ) T VaYo Yy p) = Zwl(vm [ [en(rn) ]—[a]of)
=1 m#i 7=l
? ? q
TG Yy, V. ap) == > (Vya) () | [wn(Xo) | [2n(X).
j=1 j=1 =1 n#f

Finalmente, sumando las tres expresiones anteriores, y teniendo en cuenta que los términos con

w;(VxY;) y (Vxa;) (X)) se cancelan, se obtiene:

(VD) (Yo, Yty ty) —Z(vml)(m]—[wm(ym)]_[a,()f)

m¥i
+Za,<vXX>HwZ<Y>ﬂan<X>
n#f

Ahora, es ficil ver que el lado derecho de esta nueva expresién no es mds que el siguiente tensor evaluado

sobre los mismos campos y formas que el primero:

ViT =) 018 -@Vxw8 8w, 8X;® - -8X)+ ) 0@ -8, 0X;® - -®VyX,8:--0X,
=1 J=1

O
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Lema A.6. La vinica extension de N para campos tensoriales verifica la regla de Leibniz.

Demostracion. Comprobemos que se verifica la regla de Leibniz, para tensores de cualquier orden,
sabiendo que se verifica para tensores del tipo (0, 0), (1, 0) y (0, 1). Es ficil ver que se verifica para
tensores (1, 1). Sea el campo X € X(AM) yel tensorw ® ¥ € Tl1 (M), entonces:

C(Vx(@®7Y))=Vx(C(w®Y)) =Vyx(a(Y))
= Vy()(Y) +o(VyY) = C(Vxo ® ¥ +» ® Vy 7).

Por tanto, ya sabemos que se verifica esta regla para tensores de tipo (g, p) cong +p < 2.
Veamos ahora qué sucede con tensores que son del tipo (0,9).Sea T = w; ® - @ w), € TOP (M)y
sean X, 13,..., Y5 € X(M). Se verifica que:

p p p
X((m@-.-@wp)m...,m)=X(ﬂwl-<m = > | X@x) | [o(x)

= i=1 j=1
I
?
- <vxwz><Y>ﬂwj<Y> +Z w,WXY)]—[w,(Y)
i=1 j=1 7=1
J# JE#

Vi
:Z((6()1®"'®VX5‘);‘®"'®&)]>)(YI""’Y}’))

Si despejamos el primer sumatorio del miembro derecho, llegamos a la versién por componentes de la
regla de Leibniz; por lo tanto, se cumple. Andlogamente, se obtiene el resultado para tensores (g, 0).
Razonamos, ahora, por induccién sobre el grado del tensor. Consideremos que la regla de Leibniz
se verifica hasta tensores de orden (g, p) talesqueg+p =kyqg # 0 # p.'
SeanX, Y € X(M)y T € qu(M) cong+p=+kyq # 0 # p. Consideremos el tensor 7' ® ¥
y la aplicacién C que contrae w; con el campo Y. Como V conmuta con la contraccidn, tenemos

C(Vx(T®Y))=Vx(C(T®Y)).

"Nétese que la condicién g # 0 # p se debe a que ya lo hemos demostrado para todos los tensores cong = 00 p = 0.
*Alolargo del desarrollo C se aplicard sobre tensores de distinto orden, pero siempre denotaré la evaluacién indicada. No
se distinguen las distintas contracciones para facilitar la comprensién de la prueba y porque, por hipétesis, la conmutacién

se da para toda contraccién.
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Por otro lado, teniendo en cuenta la expresion de 7', tenemos:

C(TeY)=C(Z1®-®Z,3w1® - ®w,®Y),
:f~Zl®~~-®Zq®w2®~--®wp:T'ET;]_I(M),

conf € C*(M).

Ahora, por hipétesis de induccidn, se verifica la regla de Leibniz:
VxT'=X(f) Z1® - ®Z, Q@ ® - ®w,

9
D@ ®VyZ882,0w8 - Bu,
=1

?
e 02 8me 8 Vw0,
=2

También tenemos que:
VxT' =Vx(C(@1®Y)®Z1® - ®Z,Q@w® - Quw,

D 28 0VxZ;®  ®Z,0me B,

D 0802808 @ Vw8 - Qu,

Por conmutacién con contracciones y la hipdtesis de induccién, podemos aplicar la regla de Leibniz:
VxT'=C(Vx(0) @Y +01 @ VxY)®Z1® - ®Z, Qw2 ®--- Quw,

q
+Zc(w1®Y)'Zl®"'®VXZz'®"'®Zq®&)2®"'®a)P
i=1

?
+ZC(&)1®Y)-Zl®---®Zq®w2®...®VXa)l‘®...®wp
=2

q
:C(ZY®Zl®---®VXZ,-®---®Zq®w1®~--®wp
=1

+VxY ®Z1® - ®Z,8w ® - ®uw,

?
+ D VL8 0L @we @ Vyw®- @)
=1
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Lema A.7. Sea ¢: (M, g) — (I, b) una isometria. Entonces se tiene
X(e(Y,2)) = d@(X)(lo(dng, d¢z)), VX, Y, Z € X(M).

Demostracién. Dado que @ es una isometria, se cumple que g(Y; Z) = h(doY, doZ). Seala funcién
f'+ N — Rdefinida como sigue

fl9) = by (1)@, (de2)(9)), VgeN

De esta forma, como @ es una isometrfa, tenemos que

(F o D) 2) = (22) = hoip ([P (PPN, (doZ)(P(p)) = (Y (2), Z(p)),  ¥p € M

Finalmente, si aplicamos la regla de la cadena a la composicién f o @, obtenemos

X(f 0 0)(p) = (df)o(p) ([dpp(X (p))) = dp(X)(f).
Por lo tanto, dado que f o ¢ = ¢(¥, Z), se concluye que X (g(Y; 2)) = dp(X) (h(deY, doZ)). O

Lema A.8.Seap € M yexp o la aplicacion exponencial en p. Entonces en coordenadas normales, los
simbolos de Christoffel en p son nulos.

Demostracion. Sea V' € TPM un vector unitario y tangente en p. Consideremos la geodésica radial

LPV(t). En coordenadas normales tenemos que:
A 0) =,
pues exp p(t V) = c‘pV(t). De esta forma, derivando respecto al pardmetro de longitud de arco #:

dx’ A

z

a0 e

Por otro lado, la ecuacién de una geodésica es (Proposicién 3.40):

_dzxk Y kd_p/d_ad_o
dir - £ Tdr dr

l,]:

Sustituyendo para el caso de la geodésica cPV(t), tenemos que: )7 1 Ff}.(x(t))v‘bf = 0. Evaluando en
¢t = 0,y teniendo en cuenta que estamos considerando coordenadas normales se tiene: x*(0) = 0 y por
tanto: i

Z TE(0)0/Y = 0.

ij=1
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Esta ecuacién debe cumplirse para cualquier vector unitario v. Esto implica que todos los coeficientes

FZ;.(O) son nulos. Vedmoslo explicitamente. Tomemos v* = &%, entonces: I'* (0) = 0.

a
b:

Por otro lado, sean Ff b( 0) cona # by consideremos el caso v* = v v =0 parac # a,b.Si

1
\/5’

ahora sustituimos en la ecuacién y multiplicamos por 2:

Z TE(0)// = T, (0) + T%,(0) + T, (0) + T,(0) = 0.
ij=1

Como Fjb(O) = l—'/;ﬂ (0) por la simetrfa de los simbolos de Christoftel, llegamos a:

,(0) +21% (0) +5,(0) = 0,
con lo que se concluye, pues I* (0)=0 y F/;b(O) =0. O
Lema A.9. En un sistema de coordenadas normales, las primeras derivadas de g en el punto son nulas.

Demostracion. Por el lema A.8 y la proposicién 3.11 tenemos el siguiente sistema

O:gje + 0,gi0 — Orgij = 0
@g G+ afgjz' - 6zgfj =0
Oegij + Oigy = Ojgie = 0

Sumando las tres ecuaciones anteriores y la simetrfa de la métrica y de sus derivadas, tenemos

0 = (0;gje + 0;gie — Oegiy) + (0,g0: + Oegy: — 0;gg) + (Oegyj + 0iggy — Digue)
= Oigie + 0giv + 9egyj.

Restando la primera ecuacién del sistema a la anterior, tenemos que dyg;; = 0. Finalmente, al sustituir

en el sistema original concluimos: d;gjr = 0;g,0 = dggi7 = 0. O

A.2. Apéndice: Tensor de Curvatura

Proposicién A.xo. Sean X, Y campos vectoriales suaves sobre una variedad diferenciable. Sea ¢ el flujo
deXy ¢[Y el flujo de Y. Entonces,

g¥ og¥ ogt ogf =4 X1 02,

donde [ X, Y] es el corchete de Liede X y Y.
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Demostracion. Recordemos que para un grupo de Lie G y su dlgebra de Lie g, la aplicacién exponencial
exp : § — G asocia a cada elemento X € g el flujo ¢‘zX evaluado en ¢ = 1; es decir, ¢X = ¢‘IX . Por tanto,

podemos expresar los flujos que aparecen en la proposicién como

. De esta forma podemos reescribir la composicion de flujos anterior como
¢Z£ o ¢{(g o ¢£Y o ¢;X — e—zYe—sXnger — (e—zYe—zX) (nger)’

, pues el producto en el grupo es asociativo. Ahora podemos aplicar la férmula de Baker—Campbell-Hausdorff.

Asi, sabemos que para X, ¥ € g existen elementos Z;, Z, € g tales que

2
e =2, con Zi=e(X+7Y)+ %[X, Y]+ 0(£),
2
Ve X =2 con Zy=—-e(X+7Y)+ %[X, Y]+ 0().

Por tanto, ¢ =Y ¢~ X Y #X = 41+%2 Teniendo en cuenta

Zo+Z = |-e(X+7) + é[X, Y]) + (E(X+ Y) + é[}(, Y|+ 0(2) = 2% Y] + O(),

y por otro lado
(21, Z5] = [-e(X + ) + O(¢), e(X +Y) + O(e*)] = O(<),
se concluye que e~V ™K ¢V X = XY O(&). O
Lema A.1v. La diferencial exterior de una 1-forma » € N (M) satisface:
do(X,Y) =X (o(Y)) - V(X)) —o([X, Y]), VXY eX(M).

Demostracion. Encoordenadas, lal-formaw se escribecomo w = w;dx’, conw; € C*(M). Calculamos

do= do;nded =y 0% 19 n did.

su diferencial exterior:

— O/
L]
Evaluamos dw en los campos vectoriales X = X "% yY = Y/ %,y sumando y restando el término
0Y" ox’
Z w; X7 —w; Y —
0 0x/
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obtenemos

iz -5y v -5, v

_ Ow; vri 0w vi 0X 0! 10d
_ZZ'JX( Y+ lax/) Zl]Y(x/X+ laxz) 2ij Z(X a7 YJW)'

Ahora, analicemos cada sumando del miembro de la derecha de la igualdad anterior. El primero

sumando se resescribe como sigue:

Owi ;Y\ _ ;0 o
ZXJ ( 'ax/‘) =X = (@Y") =X (a(1)).

y, andlogamente, el segundo se escribe como

ow ox’
Ve LX? —— | = Y(w(X)).
; (M +wzw) (w(X))

Recordando la expresion del corchete de Lie en coordenadas:

.0 0 0Y? 0X'\ 0
XY =X|Y"— Y X’ X — — YT — -
[ ] ( 8xl) ( ox’ ) ( 0x 0x ) ox?

el tercer sumando se escribe:

Z“’f (Xfay —YfaX) Za)l (XJaY —YJaX) sz( (X, Y1) = o([X, Y]).
] ]

Ox' 0/ 0¥/

Finalmente, sustituyéndolo todo en la expresién original, se concluye. O

Proposicion A.xz. Sean (M, V) una variedad diferenciable de dimension n equipada con una conexion,
y sea © el tensor de torsion de V. Sea (¢;) una base del espacio tangente y (") su base dual. Entonces se

verz’ﬁmn las siguientes ecuaciones:

=
Zn:(da) +Za) A @] )/\@/ d®l+Za) AO.
j=1

j=1

Demostracion. Empecemos probando la primera ecuacién de estructura calculando la diferencial

exterior 46’ mediante el lema anterior:

At (ep, e1) = ep (8 (e1)) — e1(6 (er)) — & ([ew e1]).
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Es ficil ver que ¢;(¢(¢;)) = e/e(c?;) = 0ye(f(er)) = 61(52) = 0, por tanto, sustituyendo en la
expresion anterior se tiene que

db' (e, e)) = =& ([ew e1]).

Ahora, por definicién de ®, podemos expresar el corchete de Lie en términos de la conexién y de la
torsion:
lews e1] = Ve,e1 = Ve — Olep ¢1).

Por definicién de las formas de conexidn, tenemos que Ve, — Ve = 30 (a)}” () — @) (e;)) Em-

De esta forma:
n

[ei ] = D (@] (e6) = ' (e1)) em — Ole €0).

m=1

Aplicando g
& ([er e1]) = Z(w/m(c’/e) — ' (e1))d, — 6 (O(ep, 1) = w(er) — @) (&) — O (ep, 1),
m=1

donde © (e, ¢) := (O (ey, ;). Asi, sustituyendo en d& (e, ) = =6 ([er, ¢;]) llegamos a:
Ao (e, e1) = =6 ([en, €1]) = —(w)(er) — @ (&) — O (e, 1)) = —w(ex) + @, (&) + O (e, 7).
Ahora, intentemos reescribir el miembro derecho de la expresién anterior:
4 (et ) = =) + (e + O ewer) = = ) (ah(e0)3] — ()3} ) + O (@)
J=1

== 2" (@8 () - wi(e)d (e0)) + ©'(ei, 1)
J=1

= (— Z a)]l A 5]) (€/€7 61) + G)l.(ek; 6[)'

J=1

Finalmente, como ®’ es una 2-forma y lo anterior se verifica para todo par de campos podemos expresarlo

como:

46 = —Za)j NG +6O.
j=1

Demostremos ahora la segunda ecuacién partiendo de la primera. Para ello, comenzamos aplicando la

derivada exterior d a ambos lados:

d(de) +d (Z Wi A ef) = 40’

J=1
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Por un lado, es ficil ver que d(d§’) = 0. Por otro lado, calculemos 4 (Z]’?zl a)jl: A 5/) usando la regla del

producto:
I IVAEDW CATIEDY (dw;AaV'—w;Ada).
J=1 Jj=1 j=1
Sustituimos d¢ aplicando la primera ecuacién de estructura :
W AdE =] A —Za//;/\ﬁk+@" = —Zw;:AajiAﬁk+w;:A®/.
Sustituimos:
d| Y wing Zda) /\6’+ZZ&) N, A6~ Za) NG
j:l

7=l k=1

Sustituyendo en la expresién original tenemos que:

Zdw /\€/+ZZa) AN Zw ANO = de,

7=l k=1

Ahora, intentemos escribirla de la forma mds sencilla posible. Asi, intentemos agrupar los dos primeros

sumatorios del miembro izquierdo en uno solo. Renombrando los indices tenemos:
n n
7 m f
Z Z Wy N NG
m=1 j:I

De esta forma vemos que:

Zda) /\€]+2an /\a) NG = Z de) +Za) /\a) NG

m=1 j=1

Ahora, escribiendo todos los términos con el tensor de torsién en el lado derecho, concluimos

n

S e+ i, nap | a5 = a0+ S uln 0

j':] m=1 j=1

Proposicion A.x3. Los coeficientes R;e 5 escriben como sigue

/elj = QZ(V Vet = Vo Ve — V["k’”]ej)’

donde (¢;) es una base de TyM.
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Demostracion. Aplicando el lema A.11 calculamos dwj’:(ek, e):
der(ep, ) = ep(wj(er) = er(wj(er)) = f([e ).

Por otro lado, los productos exteriores quedan:

D@ A (e ar) = Y (@h () (1) = @, (e (ei))-
m=1 m=1

Sustituyendo ambas expresiones en
n
Ry = Qe &) = dosj(e e) + ) (@), A &) (e, €0)
m=1

y reagrupando términos, tenemos:

Ry, = e(@i(en) + ) oy (e (er) - (exw;i(ek)) +> w;(ez>w,m<ek)) ~(lepe). (A1)
m=1 m=1

Expresamos los primeros dos términos del miembro derecho en (A.1), de una forma mds sencilla como

sigue

n

er(@)(en) + D @ (e0)] (er) = 6| ) (em;(ez))a £ w;"(e»w;,(ek)ef))
m=1 m=1

=
= Zl (@} (c)))es + Zl iw;ﬂe»w;q(em)
= 2%(@;(@)@ + 2@7(6;) ilafm(e/e)e,)
s 2%(@;(@))6; + iwjm(q)v%em)

=

= 0" (Ve,Vee)).

De manera andloga, tenemos: 5"(V€ZV%€]-) = e;(w]’:(e/e)) + 20 w}”(c‘/e)a)ﬁﬂ (¢7). En cuanto al tltimo

término en (A.1), vemos que

ol al) =¢ (Z wy(lew 6’1])6’;) =0 (Vigue1) -
s=1
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Finalmente, sustituyendo las expresiones anteriores en (A.1), tenemos:

Ry = ex(@(e) + ) wh (e (er) = |en(wi(en)) + ) b (e)a)" (ex) | = w([en er])
m=1 m=1

=¢ (kavfzej - Vflvf/eej ~ Viee] ej) .

Lema A.x4. Sea H una matriz simétrica n X n, entonces det(I + H) = 1+ tr(H) + O(||H||?).

Demostracion. Es fécil ver que los autovalores de 7 + H son 1+ 4, con A; autovalor de H, luego

det([+H):ﬁ(1+ll')=1 + Zz 3 A+
=1 =1

1<i<j<n

Por tanto, como H es simétrica, su norma coincide con el méximo de los autovalores y concluimos que

det(I + H) = 1+ we(H) + O(|| H|]?).

A.3. Espacio-tiempo de Minkowski

Proposicion A.xs. Sean p,q € X dos eventos del espacio-tiempo y e el vector que une los dos eventos.
Entonces ¢ es un vector temporal si y solo si existe un observador para el que p y q ocurren en el mismo punto
de su espacio. Ademds, g(e, e) es el tiempo medido entre p y q para dicho observadory es la cota inferior

para todos los observadores.

Demostracion. Sea e un vector temporal, es decir g(¢, ¢) > 0, y por tanto define una trayectoria viable.
Existe un hiperplano (Re)* = S que contiene a p y por tanto podemos expresar p en una base cuyo
primer vector sea ¢ como p = (0, x, y, 2). De esta forma, como g = ¢ + p tenemos que g = (1, %, 3, 2).
Concluimos que estos dos eventos ocurren en el mismo lugar para el observador e.

Supongamos ahora que py g ocurren en el mismo lugar para un observador ¢, veamos que g(¢, ¢) > 0.
Dicho observador define una base en la que p = (0,%,9,2) yq = (4%, 2). Es ficil ver que ¢ =
(4,0,0,0) = ¢-&.Por tanto, g(¢, ¢) = t2¢(,&) = > ya que & es unitario. Ademds, es inmediato verificar
que Ve - e es el tiempo entre los dos eventos para ese observador.

Veamos ahora que este tiempo es el menor que puede medir cualquier otro observador ¢’ = ¢ + .
Entonces el tiempo que midees#’ = ¢’ - (g—p) =& (g—p)+7- (9 —p). Se verificaqued- (g —p) > 0

pues 7 € S al ser una velocidad aparente, por lo que se concluye. O
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Proposicion A.x6. Sean p,q € X dos eventos del espacio-tiempo 'y e el vector que une los dos eventos.
Entonces e es un vector e;]mcz'ozl sty solo si existe un observador para el quepy q son simultineos. Ademds,
V(e €) es el espacio medido entre p y g por dicho observador y es la cota inferior para todos los observadores.
Donde (-, =) denota el producto escalar habitual.

Demostracidn. Supongamos que e es un vector espacial, es decir que g(¢, ¢) < 0. Para ver que existe un
observador que percibe los eventos p y g como simultineos debemos encontrar un vector unitario  tal
queg(e ) = 0.

Sea eg un observador arbitrario. Buscamos ¢ de laformaé = ¢y + Aecon 1 € R. Asf:
g(@ é) :g(é’: €0 +l€) :g(é’: 50) + lg(@ 6’).
_gleeo)

g(se)
definido. Para dicho valor del parimetro tenemos que ¢g(¢, &) = 0, por tanto para el observador que

Para que g(¢,2) = 0, tomamos A = . Nétese que g(¢, ¢) < 0, por lo que el valor de A estd bien
define la trayectoria RZ los eventos p y g son simultineos.

Demostremos ahora que si hay un observador  que percibe los eventos p y ¢ como simultdneos
entonces ¢ es un vector espacial. Como & que percibe los eventos p y ¢ como simultdneos, tenemos
que g(& ¢) = 0. Por otro lado, sabemos que la restriccién de la métrica ¢ al subespacio ortogonal a ¢ es
definida negativa. Por tanto, g(¢, ¢) < 0. Es decir, ¢ es un vector espacial.

Es inmediato ver que Ve - ¢ es la distancia medida por € ya que en la definicién de estructura
lorentziana define un espacio euclideo sobre el subespacio S por lo que |[e|| = /(¢ ¢€)

Veamos ahora que el resto de observadores al medir la distancia entre los puntos espaciales en los
que ellos perciben los eventos p y ¢ es siempre mayor que el valor medido por &. Sea otro observador ¢’

Entonces, la distancia medida por ¢’ es
ep =e—g(ed)e.
Asi,
gleel) =glee) —gled) &= glee) =gler,el) +g(e )™

Por tanto, tenemos que g(¢, ¢) > g(ey, e ). N6tese que la desigualdad estricta viene de que g (¢, ¢”) #
0 ya que que si no ¢’ no serfa una trayectoria vélida al tener velocidad aparente infinita para el observador
e, como vimos en el lema 5.15. Volviendo de nuevo a la definicién de estructura lorentziana, la métrica

euclidea que se define en cada espacio es —c*¢|s. Por lo que concluimos que {¢, ¢) < (e, e ). O

Ejemplo A.17. Sabemos que

1
Map =y m, donde 0<y=-—=<1,
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por tanto podemos entender el factor de Lorentz como la tasa en la que aumenta la masa aparente en

tanto por uno. Asf, vamos a calcular el valor de y para distintas velocidades, expresadas como porcentaje

de la velocidad de la luz ¢:

Siv =0, 01¢, entonces

1
y(0,01¢) = ——— = 1,00005,
V1-0,012

es decir, la masa relativista es apenas un 0, 005 % mayor que la masa en reposo.

Siv = 0,1¢c, entonces

1
y(0,1¢) = —— ~ 1,005,
1-0,12
la diferencia es del 0, S %.
Siv =0, 25¢, entonces
1
y(0,25¢) = ~1,0328,

Vi—0,252 0,937
es decir, la masa relativista es aproximadamente un 3, 28 % mayor que la masa en reposo.

Siv =0,S¢, entonces

y(0,5¢) = \/1 _10) = = Noxe ~ 1,1547,
tenemos un aumento del 15, 5 %.
Siv =0, 9¢, entonces

y(0,9¢) = ~ 2,294,

Vi—0,92 Vo19
la masa se ha mis que duplicado.

Siv=0,99c, entonces
y(0,99¢) = 7, 09.

Por tanto, el efecto relativista empieza a ser apreciable a partir de velocidades cercanas al 0, 25 ¢, es decir

una velocidad de 74948 km/s. En ese caso la diferencia ya supera el 3 %, y se vuelve muy notable segin

nos acercamos a la velocidad de la luz. Es decir, este efecto sélo es apreciable cuando nos movemos a

velocidades extremadamente altas.
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A.4. Relatividad General

Lema A.18. Sea w € A*M . Entonces, paratodo X, Y, Z € X(X), se cumple:
dw(X, Y, Z) = X (0(Y, 2))+Y (0(Z, X))+ Z(0(X, Y))—o([X, Y], Z)~w([}; Z], X)~o([Z X], Y).
Demostracion. En coordenadas podemos escribir w como:

w= Z a)l-jdx’. A dad.
i<j
Entonces tomando la diferencial exterior queda,
do =" Guogdi® Adx' N dd.

i<j &
Escribamos los campos como X = }.X"0,, Y = X Y0,y Z = },,Z"0,. Ahora, evaluemos
dw(X, Y, Z):
dw(X, Y, Z) = Z |dwi(X) Adx’ Add (Y, Z) + dwi(Y) Ndx' Adid (Z,X) +dwi(Z) Adx' A ded (X Y)].

i<j

Intentemos expresar dw;;(X) en funcién de los campos.

X(w(Y,2)) = X( > (Y7 - YJ’Z"))

<y

= ZX(w,-j)(Yfo — Y Z) + Z wg X(Y'Z - YIZ')

i<j i<j
= ZX(wg)(Y"Zf Y Z)+ Z 0| X(YNZ + Y X(Z) - X(Y)Z' - VX (Z")].
<y <y

DCSpCj ando tenemos quc

ZX(@Z]-)(Y"Zf ~YZ) = X(w(Y, 2)) - Z wi| X(YNZ + Y'X(Z) - X(Y)Z' - VX (Z')]

<y <j
Andlogamente tenemos

Z Y (o) (Z'X = ZIX7) = Y (0(Z, X)) - Z wg| Y (Z)X + Z'Y (X)) - Y(Z)X' - ZY (X7)]

<j i<j
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y
Z Z(wy) (XY - XIY") = Z(0(X, Y)) - Z wi|Z(X0YY + XTZ(YT) - Z(X) Y - X Z(Y)]

i<j i<j
do(X, Y, Z) = X(o(Y, 2))+Y (0(Z, X)) +Z(w(X, Y)) -0 ([X, Y], Z2)-o([ Y, Z], X)-o([Z X], Y).

Finalmente notando que dw;;(X) = X (w;;) podemos sustituir en la expresion de dw(X; ¥, Z) y recor-
dando que [X; Y] = X(Y7) — Y(X’) llegamos a
O

Lema A.x9. Sea (X, V) una variedad diferenciable equipada con una conexion sin torsion. Sea w € A2 M,
entonces para campos X, Y, Z € X(X), se cumple que

do(X, Y, Z) = (Vxw) (Y, 2) + (Vyw)(Z, X) + (Vz0) (X, 7).
Demostracion. Por el lema A.18 sabemos que
do(X, Y, Z) = X(o(Y, 2)) + Y (2(Z, X)) + Z(2(X, Y))
—o([X Y], Z2) -o([V Z], X) - o([Z X], Y).
Por otro lado, la definimos como
(Vxo) (¥, Z2) = X(0(Y, 2)) - w(Vx Y, Z) — (Y, Vx2).
Consideramos la siguiente suma
(Vx@) (¥, Z) + (Vyw)(Z,X) + (Vzo) (X, T)

=X(0(¥,2)) +Y(o(Z X)) + Z(w(X, Y))
— [0(Vx¥,2) + w(Y, V¥ Z) + 0(VyZ X) + 0(Z, VyX) + (VX ¥) + 0(X, V2Y)].

Como w es una forma alternada podemos agrupar los términos del corchete como
[-o(VxY, Z2) + o(Vy X, 2)] + [-o(VyZ X) + o(VZ2, X)] + [-0(VZX Y) +o(VxZ V)]

Teniendo en cuenta que la conexién tiene torsion nula, podemos expresar dichos pares en términos del

corchete de Lie y ast:
(Vxo) (Y, Z) + (Vyw)(Z, X) + (Vzo) (X, Y)

=X(o(Y,2)) + Y (0(Z, X)) + Z(«(X, Y))
—o([X Y], 2) —o([V, 2], X) - ([Z,X], Y) = do(X, ¥, 2).
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