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Resumen

En este trabajo se estudia en profundidad el teorema de Frobenius, que proporciona
condiciones necesarias y suficientes para la existencia de soluciones de una clase general de
sistemas de ecuaciones en derivadas parciales de primer orden. Este resultado admite una
formulacién geométrica equivalente, en la que se caracteriza cuindo una distribucién es
integrable. El objetivo principal es presentar y demostrar el teorema en tres formulaciones
distintas, mediante coordenadas, en término de campos vectoriales y empleando formas
diferenciales. Cada una de estas tres versiones se desarrolla de forma independiente, con
su correspondiente demostracién basada en las herramientas propias de cada formalismo.
Posteriormente, se analiza la versién global, utilizando el concepto de foliacién y ciertos
resultados técnicos sobre la estructura de las variedades integrales. Finalmente, se analizan
algunas aplicaciones del teorema, destacando la demostracién del teorema fundamental
de superficies.

Palabras clave: Distribucidn, foliacidn, involutividad, teorema de Frobenius, variedad

integral.






Abstract

This work provides an in-depth study of the Frobenius theorem, which establishes neces-
sary and sufficient conditions for the existence of solutions to a general class of systems
of first-order partial differential equations. This result admits an equivalent geometric
formulation that characterizes when a distribution is integrable. The main objective is
to present and prove the theorem in three different formulations: using coordinates, in
terms of vector fields, and employing differential forms. Each formulation is developed
independently, and each proof is based on the specific tools of its respective formalism.
Subsequently, the global version is analyzed using the concept of foliation and certain tech-
nical results on the structure of integral manifolds. Finally, we examine some applications
of the theorem, highlighting the proof of the fundamental theorem of surfaces.

Keywords: Distribution, foliation, Frobenius theorem, integral manifold, involutivity.
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Introduccion

El teorema de Frobenius es uno de los resultados fundamentales de la geometria dife-
rencial, con profundas implicaciones tanto en el estudio de las variedades diferenciables
como en el anilisis de sistemas de ecuaciones diferenciales. Su formulacién permite carac-
terizar las condiciones bajo las cuales una distribucién en una variedad es integrable; es
decir, cuando existe una subvariedad cuyo espacio tangente en cada punto coincide con la
distribucién dada.

El teorema de Frobenius surge en un momento crucial del desarrollo del andlisis y la
geometria en el siglo XIX, cuando los matemdticos buscaban entender bajo qué condicio-
nes un sistema de ecuaciones diferenciales o, de manera equivalente, un sistema de formas
diferenciales, admite soluciones integrales. En este contexto, diversas figuras clave ya ha-
bian abordado el problema. Carl Gustav Jacob Jacobi y Rudolf Friedrich Alfred Clebsch,
por ejemplo, introdujeron condiciones que mds tarde se conocerian como criterios de
integrabilidad, destacindose la conocida condicién de Clebsch.

Sin embargo, fue Ferdinand Georg Frobenius quien, al reformular el problema en un
lenguaje algebraico mds general y simétrico, logré una formulacién unificada y elegante.
Utilizando herramientas como los sistemas de Pfaff, Frobenius pudo expresar la integrabi-
lidad en términos de la anulacién de ciertas estructuras algebraicas, aportando una visién
novedosa que facilit la generalizacién del resultado.

No obstante, la autorfa del teorema no recae exclusivamente en Frobenius. La versién
moderna del resultado es en realidad el fruto de un trabajo colectivo, que incluye también
contribuciones de Heinrich Deahna, quien ya habfa proporcionado una formulacién mds
algebraica anos antes. Por esta razén, algunos historiadores prefieren referirse al resultado
como el Teorema de Jacobi-Clebsch-Deahna—Frobenius, en reconocimiento del proceso
histérico compartido que condujo a su enunciado actual.

La consolidacién del nombre “teorema de Frobenius” se debe en gran parte a Elie

Cartan, quien en 1922 destacd su importancia en el desarrollo de la geometria diferencial.



El tratamiento algebraico y geométrico de Frobenius, influyé decisivamente en la evolu-
cién moderna de esta rama de las matemdticas y en la formulacién de nuevas estructuras
geométricas. Para més detalles sobre la historia del teorema, cf. [Hawrs].

Asi, el teorema de integrabilidad de Frobenius no solo resolvié un problema cldsico
sobre sistemas de ecuaciones diferenciales, sino que también abri6 nuevas lineas de inves-
tigacién en matemdticas puras y aplicadas. Su relevancia persiste hasta el presente, con
estudios contempordneos que buscan extender su validez a contextos menos regulares,
como distribuciones de clase Lipschitz [Ramo7].

En este trabajo se analizan con detalle las distintas formulaciones del teorema: en
coordenadas, en términos de campos vectoriales y mediante formas diferenciales. Cada
una de estas versiones ofrece una perspectiva particular, desarrollada con herramientas
propias de su formalismo.

El enfoque seguido es fundamentalmente tedrico. El capitulo 2 introduce los conceptos
preliminares necesarios para enunciar y demostrar las distintas versiones del teorema. En
el capitulo 3 se presenta su formulacién local en los distintos lenguajes mencionados,
incluyendo demostraciones y ejemplos ilustrativos. El capitulo 4 aborda una versién global
del resultado, introduciendo nociones como la de foliacién y algunos resultados técnicos
sobre distribuciones. Es interesante sefialar que esta extensién no requiere condiciones
adicionales mds alld de las consideradas localmente. Finalmente, el capitulo 5 explora
algunas aplicaciones, entre ellas el teorema fundamental de superficies, mostrando el
alcance prictico del teorema en distintos contextos. Ademds de las aplicaciones tedricas
en matematicas, el teorema de Frobenius también encuentra utilidad en campos como la
ingenierfa. Un ejemplo notable es su uso en el estudio del problema de los puntos ciegos
en vehiculos motorizados, tal como se analiza en el articulo The Frobenius Integrability
Theorem and the Blind-Spot Problem for Motor Vebicles [CHMi3].

Este trabajo nace de una motivacién profundamente personal. Tras varios afios de
formacién en el grado de Matemdticas, me encuentro en el tramo final de esta etapa
académica. Conscientemente, he querido dedicar mi Trabajo de Fin de Grado al estudio
de un resultado que, por su belleza, profundidad y relevancia, considero una culminacién
adecuada para despedirme, al menos temporalmente, del estudio formal de las matemdticas.
Elegir este tema ha sido, en cierto modo, una forma de rendir homenaje a la disciplina
que me ha acompafiado durante toda la carrera. Tal vez esta sea la dltima oportunidad
que tenga de estudiar con detenimiento un resultado de esta magnitud, y he querido
aprovecharla al mdximo. Confio en que este trabajo sea, para quien lo lea, al menos tan

interesante como lo ha sido para mi explorarlo y desarrollarlo.
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Preliminares

En esta seccién se introducen los conceptos fundamentales necesarios para la formula-
cién del teorema de Frobenius. Con este propdsito, se revisan nociones bésicas de la teorfa
de variedades diferenciables, tales como variedades, aplicaciones y funciones diferenciables,
asf como estructuras asociadas como los fibrados tangente y cotangente, y la aplicacién
diferencial.

Se abordan también las inmersiones, los embebimientos y las subvariedades generadas
a partir de ellos, junto con resultados clave como el teorema del rango constante. Una parte
esencial de esta seccién estd dedicada al estudio de campos vectoriales y flujos, destacando
en particular el teorema de la caja de flujo por su relevancia en la prueba del teorema de
Frobenius. Posteriormente, se introducen conceptos como distribuciones, variedades inte-
grales, asi como las formas e ideales diferenciales, que resultan especialmente importantes
para la formulacion del teorema en términos de formas.

Ademds, en esta seccidn se fija la notacién que se empleard de forma consistente a lo
largo del trabajo.

Cabe destacar que, entre los contenidos desarrollados, resultan especialmente relevantes
para el desarrollo posterior la caracterizacién de subvariedades, estableciendo una jerarquia
entre subvariedades, subvariedades débilmente embebidas y subvariedades embebidas; los
ideales diferenciales; y las nociones fundamentales sobre distribuciones, que serdn clave
para la formulacién y prueba del teorema de Frobenius.

Los contenidos y resultados presentados en esta seccion han sido recopilados y adapta-
dos a partir de diversas fuentes bibliogrificas, entre las que se incluyen [Spig9], [GMMi3],

[Boo86]entre otras.



4 2.1. Variedades y aplicaciones diferenciables

2.1. Variedadesy aplicaciones diferenciables

Un espacio localmente enclideo es un espacio topoldgico M tal que cada punto tiene
un entorno homeomorfo a un subconjunto abierto R”.

Si @ es un homeomorfismo de un subconjunto abierto U C M a un subconjunto
abierto de R”, entonces U se denomina entorno coordenado'y ¢ aplicacion coordenada. Al

par (U, @) o (U, (x", ..., ")) lo denominaremos sistema coordenado o carta local.

Definicion 2.1. Una variedad diferenciable de dimensién z es un par (M, A), con M
espacio topoldgico localmente euclideo, Hausdorff, que satisface el segundo axioma de
numerabilidad (ITAN) y A = {(U,, ¢.) : 2 € A} una familia de entornos coordenados
que satisface las siguientes propiedades:

L M:UU,X.

a€A

2. Paratodoa, £ € 4 los sistemas coordenados (U, @.) y (Up, @) son compatibles
en sentido C*, es decir, @, o @él 2 (U N Up) = @ (U, N Up) es C*.

3. Siun sistema coordenado (7] ¢) es compatible con cada (U, ¢,) € A, entonces

(V,¢) € A

Cuando se haga referencia a una variedad (A4, A) se denotard M y se entenderd que se
trata de una variedad diferenciable de clase C*° de dimensidn 7.
Notese que para una variedad de clase C*° Hausdorff son equivalentes las siguientes

propiedades:

1. M es paracompacta.

2. Cada componente conexa de M es separable.

Definicién 2.2. Sea M una variedad diferenciable. Una funcién f : M — R se dice que
es diferenciable en p € M si, para toda carta local (U, @) de M, la funcién composicién

f o ¢! es diferenciable en g = o(p).

UcM ;) R
;D] )l\z'd
fop!

p(U)crRr —X2 R

Sif es diferenciable en todo p € M, entonces se dice que f es diferenciable en M.
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Definicion 2.3. Sean M y N variedades diferenciables de dimensiones 7 y d respectiva-
mente. Se dice que una aplicacién ® : M — N esde clase C™ si, para todo par de sistemas
de coordenadas (U, @) en M y (V; ¥) en N, la funcién ¢ o @ o ¢! es también de clase
C®.

2.2. Fibrados tangente y cotangente

Definicion 2.4. El espacio tangente T)M a una variedad M en un punto p € M, es el
espacio de derivaciones reales del dlgebra local C;OM de gérmenes de funciones C* en p,

es decir, las funciones R-lineales X : C;J” M — Rral que

X(fg) = (f)gp) +f () (Xp),  frg € G M.

Definicion 2.s. Un fibrado vectorial de rango k sobre M es una terna (E, 7, M), con E

unavariedady 7 : £ — A la proyeccién diferenciable tal que

= para cadap € M, la fibra 77! (p) tiene estructura de espacio vectorial real k-

dimensional,

= paracadap € M existe un entorno U de p y un difeomorfismo ¢ : 771 (U) —
U x R* (llamado trivializacién local de E por U) tal que paratodo g € U, ¢/ l=1()
es un isomorfismo lineal de 77! (g) en {p} X R%,

= en lainterseccién U N V, la aplicaciéon
puodt : UNVXRE— UNVXRE  (p0) — (b gur (p)v)
es C*,siendo gy : U NV — Gl(k;R) una aplicacion diferenciable.

Definicién 2.6. Dado un fibrado vectorial # : £ — M, un subfibrado vectorial de
(£, m, M) es una subvariedad (véase la definicién 2.14) F' C Etalque 7|r : F — M esun

fibrado vectorial.
Definicién 2.7. Definimos el fibrado tangente de una variedad A como la terna
(TM, z, M),

donde
™ =) n,m
pEM
y 7@ : TM — M es la proyeccién natural que asocia a cada vector de 7, el punto p.
Denotaremos por 7M1 el fibrado tangente.
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El fibrado tangente de una variedad A/ de dimension 7 es una variedad de dimensién

27, cuyos elementos son pares (p, v),conp € My v € T,M.

Definicion 2.8. Llamamos fzbrado cotangente de una variedad A al fibrado vectorial
(T*M, =*, M), donde T*M es la unién disjunta de los espacios cotangentes de M y
at s T*M — M.

Definicién 2.9. Sea @ : M — N una aplicacién diferenciable. La aplicacion diferencial
d®, de ® en un punto p € M es la aplicacién lineal d®, : TpM — T, N definida
como

(d(DpX)(f) =X(f o D),

donde f es cualquier funcién C* en un entorno de ®(p).

2.3. Subvariedades

Definicién 2.10. Una aplicacién b : N — M de clase C*° entre variedades se denomina

inmersion si dhp es inyectiva para todo p en N, o equivalentemente si rank » = rank 1.

Definicion 2.11. Sea @ : M — N una aplicacién de clase C%°, ® es una submersion si

dCI)P es sobreyectiva para todo p en M.

Teorema 2.12 (Teorema del rango). Sea @ : N — M una aplicacion C*, con dim N = k
ydimM=nyp € N.Sid®, : TyN — To,)M tiene rango constante r para todos los
puntos g en un entorno de p, entonces existen cartas locales (U, ) y (V, @) centradas en p y

D(p) respectivamente, tales que
podo ¢_1(x1,...,xk) = (xl,...,xr, 0,...,0).
La demostracién se puede encontrar, por ejemplo, en [Loj24, Theorem 7.1].

Proposicion 2.13. Sea b : N — M una inmersion. Entonces, para cada p € N, existen
cartas locales (U, ¢) centrada en py (V, @) centrada en b(p) € M, tales gue

¢Ob0¢_1(x1,...,xk) = (xl,...,xk,O,...,O).

La demostracién se obtiene de manera inmediata del teorema del rango.

Antes de introducir formalmente el concepto de subvariedad, conviene destacar una
cuestion clave: la topologfa de la imagen de una inmersién.

Sea h: N — M una inmersién. Existen entonces dos topologias naturales en su
imagen h(IN) C M:
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» La topologia heredada, que es la inducida por A, es decir, los abiertos en h(N') son
los conjuntos U N h(NN), con U C M abierto.

= La topologfa dada por 5, es decir, un subconjunto 4 C h(NN) es abierto si b (4)

es abierto en .

Estas dos topologias no coinciden en general. Como 5 es continua para la topologfa
heredada de A, necesariamente la topologia dada por » es mds fina. Este hecho es lo
que permite distinguir entre distintos tipos de subvariedades; una subvariedad inmersa
o simplemente subvariedad es la imagen de una inmersién inyectiva. Una subvariedad
embebida, en cambio, requiere que / sea un homeomorfismo sobre su imagen, es decir,
que ambas topologfas en #(/N) coincidan.

Entre estos dos conceptos se encuentra la nocién intermedia de subvariedad débilmente
embebida. Para mds detalles, véase [Joli3, Theorem s.31, Theorem s.32, Theorem s5.33].

Veamos ahora las definiciones formales de los conceptos anteriores.

Definicién 2.14. Una subvariedad de una variedad M es un par (N, b), donde N es una
variedady b : N — A es una inmersién inyectiva. Cuando 4 es ademds un homeomor-
fismo sobre su imagen H(IN) C M en la topologfa inducida por M en h(IN), entonces

(1N, b) se denomina subvariedad embebida y b un embebimiento.

Algunos autores emplean el término subvariedad inmersa para enfatizar que la apli-
cacién b : N — M es solo una inmersidn, y se reserva el término subvariedad para las
subvariedades embebidas. Sin embargo, en este trabajo, usaremos el término subvariedad
para denotar subvariedades inmersas que pueden no estar embebidas.

Ademis, a lo largo del trabajo denotaremos la subvariedad mediante el par (N, b) o
simplemente por A, siendo A = Im(h) C M. Cuando la topologfa de la variedad no sea

relevante, se empleardn ambas notaciones.

Definicion 2.1s. Una subvariedad débilmente embebida o subvariedad regularmente
inmersa de M es una subvariedad (I, /) tal que, para cualquier variedad diferenciable S’y
para toda aplicacién diferenciable f : S — M, con f(S) C h(IN), existe una aplicacién
diferenciable f :S—> Ntlquef =ho f . Es decir, es conmutativo el diagrama

b

N M
|
S
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Vamos a ver que existe una jerarquia natural entre estas nociones. Por definicién,
toda subvariedad embebida y toda subvariedad débilmente embebida son, en particular,
subvariedades. Falta demostrar que toda subvariedad embebida es también una subvariedad
débilmente embebida.

Proposicion 2.16. Sea (N, b) una subvariedad de M, [ : S — M una aplicacion diferen-
ciable tal que £ (S) € h(N) yseaf : S — N.

(1) Sif es continua, entonces es diferenciable.
(17) St b es un embebimiento, entonces [ es continua ('y, por tanto, diferenciable).

Demostracion. Vamos a comenzar suponiendo que f es continua. Para todo p € N,
consideramos un entorno U C N depy (V;¢) = (V, ..., x") una carta local en M

con V entorno de h(p). Definimos la aplicacién
Y=rmogoh: U — RF,

donde 7 : R” — RFesla proyeccién (x!,...,x") — (..., x*). De modo que (U, 'P)
es una carta local de N centrada en p.

Por otro lado, se tiene que

‘Pof:n’o¢o/gof:7ro¢oﬁ

es diferenciable en el abierto f “L(U). La coleccién de los f “1(U) cubre S, por lo que
podemos concluir que f es diferenciable.

Supongamos ahora que 4 es un embebimiento. Entonces, por ser » un homeomorfismo
sobre su imagen, todo abierto U C N tiene laforma U = h™}(V) con V' C h(N) c M

abierto. Por tanto,
) =f1 ) =£71(0),

que es abierto en S, ya que f es continuay V" es abierto en M. Se concluye entonces que f

es continua. O

Corolario 2.17. Sea (N, b) una subvariedad embebida de una variedad diferenciable A1.

Entonces, (N, ) es una subvariedad débilmente embebida.

Veamos ahora que los reciprocos no se cumplen.
Comenzamos con el siguiente ejemplo, que ilustra que no toda subvariedad es una

subvariedad débilmente embebida.
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Ejemplo 2.18. Consideramos la curva 8 : (-7, 7) — R? definida como
B(¢) = (sin 2z sin ¢).

Claramente 2 es una inmersién, pues 4'(¢) = (2cos2t cost) # (0,0) paratodo ¢ €
(=7, ), y ademds es inyectiva.
Queremos demostrar que la imagen de 4 no define una subvariedad regularmente

inmersa de R?. Para ello, consideramos la aplicacién f:R— R?, definida como
f(#) = (sin2¢ sin¢).

Observamos que f(R) C Im(p). Si Im(f) definiera una subvariedad regularmente inmer-

sa, entonces deberfa existir una aplicacion diferenciable f : R — (=7, 7) tal que
f=8of.

Sin embargo, no es posible definir tal aplicacién f . Pues, por unlado, se tiene que f (7) < =,

pero por otro

lim £(x) =7
Jim £ x)
Por tanto, / no es continua y, en consecuencia, no puede ser diferenciable.

Veamos ahora que no toda subvariedad débilmente embebida es subvariedad embebida.

Para hacerlo, vamos a aplicar el siguiente resultado.

Teorema 2.19 (Teorema de aproximacién de Dirichlet). Dados & € R y cualquier entero

positivo N, existen enteros n, m, con n € [1, N|, tales que \na — m| < 1/N.
La demostracién se puede encontrar, por ejemplo, en [Jolr3, Lemma 4.21].

Ejemplo 2.20. Sean el toro T2 =St x St c C? y a2 un ndmero irracional. Consideramos la

curva ¢ dada por la imagen de la aplicacién y : R — T2 dada por
7( t) — ( eZm’t} eZm’act) )
Esta aplicacidn es inyectiva, pues si y(#1) = y(#2) entonces

€27rz'(t1—t2) =1 y €2m'zx(t1—t2) — L

lo que implica que tanto #; — £, como a(#; — #3) sean enteros. Esto s6lo puede ocurrir si

1 = t7, yaque z es irracional.
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Ademds, como
27t

Y (¢) = (2mie®™, 2miae®™™)

b

nunca se anula, se tiene que y es una inmersion inyectiva. Veamos ahora que no es un

embebimiento. Para ello, vamos a probar que
liminf [ly(z) = y(0)l = 0,
es decir, que existe una sucesién {7 }ren C Z tal que
klirrgo y(ni) = y(0).

Esto demuestra que ¥ no es un embebimiento, porque si lo fuera, entonces 7/_1 serfa
continua y se tendrfa que lim inf_,o 72, = 0, que no es posible.

Ademds, como y(7) # y(0), basta probar que para todo ¢ existe un 7 tal que

ly () =y(O)|l <.

Si elegimos N tal que 27/ N < ¢, por el teorema de aproximacion de Dirichlet, existen dos
enteros 7, m con n € [1, N] tales que |2z — m| < 1/N.

Por otro lado, teniendo en cuenta que, por razones geométricas, el segmento de &M a
¢ es mds corto que el arco circular de longitud |# — #,|, se tiene que |1 — 2| < | — 1,

para todo #;, £, € R, lo que implica que
2w

|€2m'am _ ll — |€2m‘zxn _ ezm‘ml < 271'|0H’l — ml < ﬁ < &
Se tiene entonces

27in 1

||}/(7l) - 7(0)” = pmian 1

= || — 1| < e.

Concluimos entonces que ¥ no es un embebimiento.

La verificacidén de que ¢ es débilmente embebida se verd més adelante, véase el ejemplo

4.3.

2.4. Campos vectoriales y flujos

Definicién 2.21. Un campo vectorial en una variedad M es una seccién del fibrado tan-
gente. Es decir, una aplicacién diferenciable X : M — TM tal que 7 o X = Idys o,
equivalentemente, que X (p) € 7,M paratodo p € M. Denotaremos por X (M) al

conjunto de campos vectoriales en M.



2. Preliminares 11

Definiciéon 2.22.Sea @ : M — N un difeomorfismo. Dado X € X(M), el campo
vectorial Zmagen directa o pushforward de X por ®@ se denota ®@,.X y es el campo en N
definido como

(®.X); =dP(Xp1()), g€EN.

Esto es, @.,.X es el campo en /N que hace conmutativo el diagrama

d
™ —2 N

M — N

Definicién 2.23. Sean @ : M — N unaaplicaciéndeclase C*, X € X(M)eY € X(N).
Diremos que X e Y estin ®-relacionados si d®,(X,) = Yo(,) paratodop € M.

Seaf : N — R, una funcién de clase C*™ arbitraria, se tiene que
X(f o ®)(p) = Xy(f 0 @) = dO(X,)f.

Por otro lado,
(1) o ®(p) = (X )(DP(p) = Yo(pf
Por tanto, X e Y estdn ®-relacionadas si y solo si X (f o @) = (¥f) o .

Proposicion 2.24. Sea ® : N — M una inmersion. St Y es un campo vectorial en M tal
que
Yoi) € dOy(T,N), peN

entonces existe un unico campo vectorial X en N que estd ®D-relacionado con Y.
Demostracion. Comenzamos escribiendo el campo Y en coordenadas como

n .0
Y:Zaaxl,.

=1

Por el corolario 2.13, para todo p € N existen cartas locales (U, ¢) = (U, («,..., x%))
centradaenpy (V; 0) = (V; (4',..., ")) centrada en ®(p) € M tales que

podo ¢_1(41, e azd) =(d..., 4% 0, (4, 0).

_ 0
b O

Se tiene entonces que
0

do, | —
7\ fx

@(p)
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Si existe X un campo ®-relacionado con Y, entonces debe cumplir que d®,(X,) = Yo »)
paratodo p € M. Sea

d
=1

;0
X= Z{B Ox*’

~

se tiene que

S 0D
do,(X,) = ’ | .
(%)) Z;ﬂ ) 5,
Como
<y 9 SNy oD
Yd)(];) = al((I)(P)) - = al((D(P)) z“ 5
; 97 lop) ; "

basta considerar las funciones (81' =d o, que son de clase C*. |

Definicién 2.25. Sea X € X(M).Unacurvay : I — M,conl C R, de clase C* en M

se dice que es una curva integral del campo X si
Y () =X, tel

Definicion 2.26. Sea X € X(AM) un campo vectorial sobre una variedad diferenciable

M,y seap € M.Lacurva integral maximal de X que pasa por p es la tnica curva integral
Yp i (ap bp) — M,
donde (4, b) C R es un intervalo abierto maximal (con extremos en R U {£00}), tal que
1. 0 € (a5 b)) yy,(0) = p.
2. y;)(t) = X(y,(2)) paratodo t € (ay, by).

3. Para cualquier otra curva integral 5 : (¢, d) — M de X con »(0) = p, se cumple
que (6. d) C (a5 by) y 7 = ¥pl(ca)-

Para todo ¢ € R, definimos el dominio D,(X) que consiste en aquellos puntos p para

los cuales existe la curva integral por p hasta, por lo menos, el tiempo ¢
Di(X)={peM:te (ayby)}

Usaremos la notacién D; en lugar de D,(X) cuando esté claro el campo al que nos referi-

mos.
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Definicién 2.27. El flujo de un campo vectorial X € X(A1) se define como la aplicacién
¢X . D, — M dada por
() = ().

A continuacién, se enuncian algunas propiedades fundamentales del flujo asociado a
un campo vectorial.

Sea X € X (M) un campo vectorial con flujo ¢. Entonces:

(i) Paracadap € M, existe un entorno U depy ¢ > 0, de manera que la aplicacién
(—6e) XU — M, (t,q) — ¢}X (¢) estd bien definida y es diferenciable para todo
qgeU.

(ii) Paracadar € R, D; esabiertoy U D, =M.

>0

(iii) Paracadaz € R,¢X : D, — D_, es un difeomorfismo y
(¢5()_1 = ¢)—(z
(iv) Paracadas ¢ € R, el dominio de g o ¢% estd contenido en Dy, y
P =91 8-

Se dice que X es un campo vectorial completo si D; = M para todo ¢ € R; es decir, la
curva integral maximal en cada punto p € M estd definida para todo ¢ € (=00, ). En

este caso, el flujo de X es la aplicacién
S RXM — M
(p) — 4 ().
Por las propiedades anteriores, se tiene que R — Diff (M), £ ¢f( ,es un homomorfismo
del grupo aditivo (R, +) en el grupo de los difeomorfismos de M con la composicién de
difeomorfismos (Diff (M), o). Por esta razén, a ¢’ se le denomina habitualmente gru#po
uniparametrico de transformaciones de M. En el caso en que el campo no sea comple-

to, esta estructura existe de forma local y se habla entonces de grupo uniparameétrico de

transformaciones locales de M.

Lema 2.28. Sea X € X(M) yseaf € C™(M). Entonces,

d
—| (FegDHP®) =X(f), peM,

dt t=0

siendo ¢i( el flujo local de X en un entorno de p.
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Demostracion. Para todo p € M se tiene

d d
- <fo¢ff><p>=d];(z

dt|_

o (p)) _ df(5) = X, (f).
=0

t
O

Teorema 2.29. Sea X un campo vectorial en M y sea p € M un punto tal que X, # 0.
Entonces, existe un entorno coordenado (U, (..., x™)) centrado en p tal que

0
A

Demostracion. Comenzamos considerando la cartalocal (¥; ¢ = (..., ")), centrada

XlU:

en p, tal que
0

:—1.
Gyp

Para (¢},...,#") € R” suficientemente pequefio, definimos la aplicacién

Xp

c:R" — M
c(ts.. ) =g (70, .., ")),

donde ¢ es el flujo del campo X, y gbff (71(0,%,..., ")) es el punto alcanzado en #!
por la curva integral con punto inicial ¢_1 (0,2%,...,1"). Nétese que, por definicidn, la
aplicacién ¢ estd bien definida y es de clase C* en un entorno del origen. La diferencial de

o en el origen viene dada por

d d d

doo | =—| | = =2 (27%(0,0,...,0 =X,=—|,

a0 (6;‘1 0) Ey o (g~ ( ) o ? " ,
d d ‘ d

dao(—. ):—. L(070,...,0,£,0,...,0))| =—|, i=2...,n
atl 0 0l‘l¢0 @ [ZI:O aylp

donde, en la tltima igualdad, hemos tenido en cuenta que ¢ = id.
Tenemos entonces que do es invertible en el origen. Por el teorema de la funcién inversa,
o es un difeomorfismo local en un entorno del origen y, por tanto, existe un entorno U de

ptalque (U, o) esla carta buscada. Si consideramos ™! = («,..., "), se tiene

0
= da'(tl,...,t") (ﬁ

t=t!

_i X/ -1 2 n
)— dt¢’ (7 (0,25,...,£"))

= X(¢§(¢_1(0) tzi s tn))) = Xcr(tl,...,t”))

conlo quc sc concluye. O
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Lema 2.30. Sean ® : M — N un difeomorfismo y ¢}X el flujo de un campo vectorial
X € X(M). Entonces, ®.X genera el flujo ® o ¢ff o ®7L,

Demostracion. Seaf € C*(IN). Aplicando la definicién 2.22, y el lema 2.28, se tiene que
(®.X),(f) = dP(Xp-1()) (f) = Xop-1(5) (f © P)

((f o @) 0 47) (P (9))

=0

(Fo®ogl o ®7)(g).

t=0

:dt
d

:dt

O

Corolarioz2.31. Seanf € Dift (M) y ¢ el flujo de un campo vectorial X € X(A1). Entonces,
®.X = X siysolosi @ o¢;¥ = ¢f( o .

Definicién 2.32. El corchete de Lie de dos campos vectoriales X, ¥ € X (M) es el campo
vectorial [X] Y] € X(M) definido como

[X YT(f) =X(Y(f) - YX(),  feC™M)

Veamos ahora algunos resultados del corchete de Lie, asi como su interpretacién geo-

métrica.

Teorema 2.33. Sea X € X(M). Paratodo Y € X(M) yp € M, se cumple

Y, = (1Y),
: .

X, Y1(p) = lim
t—0
La demostracién se puede encontrar, por ejemplo, en [Loj24, Theorem 12.1].

Proposicion 2.34. Sean X; € X(M) y Y; € X(IN) campos ®-relacionados parai =1, 2.
Entonces, [ X1, X2] y [ 11, Y2] estdn ®-relacionados.

Demostracion. Seaf : N — R una funcién de clase C*. Entonces,
[X1, X2](f o @) = X1 (Xo(f o ®@)) — Xo(Xi(f o D))
= X1((Y2f) 0 @) - X5 ((X1f) o @)
= (1(Yof)) o ® — (Y2(Y1f)) o @ = ([ 1}, Y2]f) o .

O

Lema 2.35. Sean X, Y € X(M) y ¢X, oY sus respectivos flujos. Entonces, [ X, Y] = 057y solo
57 ¢f{ o ¢3/ = ¢3/ o ¢i( para todo t, s donde estén definidos los respectivos flujos.
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Demostracion. Si ¢ o @1 = g7 o ¢X para todo s, ¢, entonces por el corolario 2.31 y el
teorema 2.33, se tiene que [X, Y] = 0.

Supongamos ahora que [ X, Y] = 0, de modo que

. Y, — (($)):Y), _
h—0 b

0, geM.

Dado p € M, consideramos la curvac : (—¢, ¢) — TM definida como ¢(z) = ((¢X).Y )ps
de modo que

c(t+h) —ct) _ (($E)Y), = ()41,

C,(t) = llii)% b h—0 b
A8y (#)-V)gr ) = 487 (T )
= lim
h—0 h
Y - Y

Notese que la tltima igualdad es resultado de la linealidad de la aplicacién diferencial.

Por tanto, ¢(¢) = ¢(0) y entonces (¢2).Y = Y y por el corolario 2.31 se concluye que
g ogl =4 ogr. 0

Teorema 2.36 (Caja de flujo). Sean Xi, . . ., Xy campos vectoriales de clase C* linealmente
independientes en un entorno de p y tales que [ X, Xj] = 0paral < i,j < k. Entonces, existe

una carta local (U, (..., x")), con U entorno de p, tal que

0

Xz‘|U = %;

i=1...,k

Demostracion. Comenzamos considerando el entorno coordenado (¥, ¢ = (5,..., ")),

centrado en py tal que
0

)(ilp = a—yl-p;

Paracadal < 7 < k, sea ;" el flujo de X;. Existe un entorno W de p, contenidoen V'y
existe > 0 tales que |¢| < 'y para cualquier permutacién sde {1,..., £}, la aplicacién

Xa X Xsk)
$u ©Puiz) O 0P

estd definida en . La aplicacién o: (=0, 9) X -+ - X (=9, 9) X R** — 17, dada por

X X X (-
ot ") =gl ogto o :kk(¢ 1(0,...,0,tk+1,...,t”)),
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estd bien definida y es de clase C* en un entorno del origen. Es decir, proyectamos
(¢,...,¢") sobre el subespacio #! = 0, ..., # = 0, calculamos su imagen mediante la
parametrizacién p'l y, finalmente, lo desplazamos siguiendo los flujos de los campos
X1, ..., Xps es decir, alo largo de las curvas integrales de los campos. Dado que [X}, X;] = 0,
1 < 47 < k, por el lema 2.35, podemos intercambiar el orden de los flujos, y el proce-
so anterior se puede hacer en cualquier orden. Nétese que (0, ..., 0, DAL ") =
90_1(0, L0k "), pues ¢€)(i =id,1 £ 7 < k. Por tanto,

0

% B k+1<i<n

da'() (

) _0
0 6}’1'

Para cualquier 2 = (4,...,4") con |4’| < 3,1 < i < kyfijadoun1 < 7 < k, se define la

P
aplicacién
F:(=9,0) > W

dada por

X [ X X Xt X [ — n
F(z) =4, ( ﬂ11°"'¢;'711°¢ﬂi+11°"'0 ﬂ/f (¢ 1(0,...,0,dk+1,...,d )))

a

X; X;_ X; X (1 1
Seag = 411 o... ¢al.‘_11 o ¢ﬂ;:1‘ 0---0 ﬂ: (@ 0,...,0, akt ,...,a”)), entonces

X; 10 q
F()=¢,"(q), F(a)= Xil?ﬁfl(f])’
pues F(¢) es la curva integral del campo X;. Por tanto, fijado 1 < 7 < &, se tiene

g ~ n d(),/OF) ; 0
(5= 2T o
a j=1

= )(l'lo'(a) .
a(a)

En particular para 4 = 0, tenemos

, 1<7<k

s k+1<7:<n

a0y’ ),

Luego o es un difeomorfismo sobre la imagen en un entorno U’ C (=4, 9) X - - X (=0, 9) X
R”* que contiene al origen. Considerando U = o(U’) y ¢ = ¢, el entorno coordenado

(U ¢ = («4,..., x")) satisface el enunciado del teorema. O
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2.5. Distribuciones y variedades integrales

Definicion 2.37. Una distribucion de rango k < n, D*, sobre una variedad M de di-
mension 7, se define asignando a cada p € M un subespacio vectorial le C T,M de

Dk = U 2

pEM

dimensién k, y considerando

Diremos que D* es una distribucién diferenciable si para cada p € M existe un entorno
U de M y k campos vectoriales C* linealmente independientes Xj, X, ..., X tales que
Xi1(9), X2(q), ..., Xz (g) forman una base de D/; paratodo g € U. En este caso, decimos
que D* es una distribucién generada localmente por X, X5, ..., Xp.

Alternativamente, podemos definir una distribucién de rango £ en M como un subfi-
brado vectorial de rango k£ de 71.

En el presente trabajo se considerardn unicamente distribuciones de rango constante.

Para distribuciones de rango no constante, véase [Mico8].

Observacion. Cuando se haga referencia a una distribucién, se entenderd que se trata de

una distribucién diferenciable.

Ejemplo 2.38. En general, una distribucién de rango £ no estd generada globalmente por &
campos vectoriales. Vedmoslo con un ejemplo para &£ = 1. Consideremos el disco abierto
sin el origen, D* \ {(0, 0)}, y la distribucién de rango 1 asociada a la foliacién —véase la

definicién 4.4— que aparece en la figura 2.1.

Figura 2.1. Foliacién unidimensional en D* \ {(0, 0)}.
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Si consideramos el segmento 7 = {(x,y) € D*\ {0} : y = 0, x < 0}, observamos que
no se puede establecer un campo vectorial en un entorno de 7, ya que no es posible definir

consistentemente la orientacién de los vectores del campo en dicho entorno.

Definicién 2.39. Sea M una variedad y D una distribucién sobre M. Una subvariedad
H de M se dice variedad integral de DF si, para todo p € H, se tiene que

k
dby(TyH) = D},

Decimos entonces que DF es integrable sitodo punto g € M estd contenido en la imagen

de alguna variedad integral de DF.

La definicién anterior establece la integrabilidad de una distribucién en un sentido

local. Veremos mds adelante que se puede dar una definicién global.

2.6. Formas diferenciales y producto exterior

Sea A%( 7;‘]1/[ ) el conjunto de aplicaciones

w: TMx P x T, - R

que son k-lineales (w es lineal en cada variable) y alternadas; es decir, se cumple la identidad

w(vy, ..., 0p) = sign(o) @(V,), - - > Vo (k)

para toda permutacién 7.

Definimos una k-forma (o forma de grado k) en M como una aplicacién w que asocia
acadap € M un elemento w, € Ak(fl}j‘M). Sea (U, (x,..., ™)) una carta local. Consi-
deramos dx’,1 < 7 < n,labaseen TP*M paracadap € U. Una k-forma w definidaen U

se expresa localmente como

W= Z a)jl,,,jkdxj‘ Ao Ady,

j1<'"<j/€

donde A denota el producto exterior y wy, _;, son funciones reales en U. Si estas funciones
son de clase C* en U, diremos que w es una k-forma diferencial.
En adelante, cuando hablemos de formas, entenderemos siempre formas diferenciales,

salvo que se indique explicitamente lo contrario.
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Vamos a denotar QF (M) al conjunto de todas las k-formas en M y
Q" (M) = (P & m),
k=0

donde, por convenio, Q° (M) = C®(M).Dada f una 0-formay w € Q* (M), escribimos

f A wcomo fw. Entonces, se tiene que el producto exterior satisface las igualdades
» (fw+hy) NO=fwNG+gy A0
s wAp=(—1)devder y A gy
» (WA ANO=wA(yA0b);

conf,g € C¥(M)yw, 5,8 € Q"(M). Estas propiedades establecen que Q* (A1) tiene
estructura de dlgebra sobre el anillo C* (M)

1

Definicién 2.40. Una coleccién o, ... ., o de 1-formas en M se llama independiente si,

para cadap € M, el conjunto {wi(p),..., wp(p)} C 7:;]1/[ es linealmente independiente.

Una derivacion (resp. antiderivacion) de Q* (M) es una aplicacién lineal D del espacio

Q* (M) en si mismo que satisface

D(wl A a)z) = Dwi ANwy+wi AN Dwy, wi,w € Q*(M),
(resp. D(wy Awy) = Dwy Awy+ (=1Ywy A Dwy,  wy € Y (M), wy € Q" (M)).

Una derivacién o anti-derivacion D de Q* (M) se dice que es de grado £ silleva Q" (M)
dentro Q¥ (M) para cada r.

La diferencial exterior de Q* (M) es la Gnica antiderivacién
d: Q" (M) - Q" (M)
de grado 1 tal que:
(i) d*> =0,
(ii) paratodaf € C*(M) = Q°(M), df esla diferencial de f.

La prueba de que este operador existe y estd univocamente determinado por estas propie-

dades se puede encontrar, por ejemplo, en [Jolr3, Theorem 14.24].

Proposicion 2.41. Sean X, Y dos campos vectoriales en la variedad M. Para toda 1-forma

w, se verifica que

do(X,Y) = X(o(Y)) - Y (0(X)) - o([X, Y]).
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Demostracion. Por linealidad, basta considerar una 1-forma @ = # dv con #, v funciones

C® en la variedad. Por un lado, como de = du A do, se tiene que
dw(X, Y) = (duNdv) (X, Y) = du(X)dv(Y) —du(Y)dv(X) = X (2) Y (v) = Y (2) X (v).
Por otro lado,

X(@(Y) =X(udv(Y)) = X (1Y (v)) = X ()Y (v) + X (Y (v)),

y andlogamente,

Y(0(X)) = Y (2)X(0) +uY (X(0)).
Por tanto,
do(X,Y) = X(o(Y)) + Y(0(X)) = Y (X (0)) — X (Y (v)) = —u[X, Y](0).
Nétese ademis que
u[X, Y](v) = udo([X, Y]) = o([X, Y]),
con lo que se concluye que
do(X,Y) = X(o(Y)) - Y(2(X)) — o([X, Y]).
O

Definicion 2.42. Sea f : M — M, una aplicacién diferenciable entre variedades. Dada
w € Q' (M), se define el pullback de w como la r-forma f*w € (M) dada por

(@0, 02) = wpp @y (1) . dfy ()

para todo p € My, y paratodov; € T,M,1 < i < 7.

S
QM) ———— QM)

f

M1 —_— MZ

Proposicion 2.43. Sea f : My — M una aplicacion diferenciable y sea w una r-forma

en M. Entonces,

A(f*w) = F*(dw).
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La demostracién se puede encontrar, por ejemplo en [Joli3, Proposition 14.26 ].

Definicién 2.44. Sea D* una distribucién de rango k en M. Una k-forma w se dice que

anula a DF si, para todo p € M, se cumple
wp(v1,..., ) =0, conwvy,..., v € Dﬁ.

Una forma w € Q" (M) se dice que anulaa DF si cada una de las partes homogéneas

de w anulan a D¥. Definimos
Z(D*) = {w € Q" (M) : wanulaa D*}.

Este conjunto 7 (D*) es un ideal de Q* (M), ya que es cerrado bajo la suma de formas
y bajo multiplicacién por cualquier elemento de (A1) mediante el producto exterior.

Esto se deduce de la estructura de dlgebra que posee Q" (A1).

Definicién 2.45. Un ideal Z C Q (M) se denomina ideal diferencial si es cerrado bajo la

diferencial exterior 4, es decir,

d(T) c T

2.7. Teoremas adicionales

Aunque la mayor parte de esta seccion estd dedicada a introducir nociones funda-
mentales de la geometria diferencial, también se incluyen algunos resultados cldsicos de
andlisis y topologfa general, como el teorema de existencia y unicidad de Picard-Lindelf
o el teorema de Lindel6f. Si bien estos resultados no pertenecen estrictamente al dmbito
geométrico, su incorporacion es esencial para el desarrollo de diversas demostraciones a lo
largo del trabajo. En particular, el teorema de Picard-Lindel6f serd una herramienta clave
en la demostracidn de la versién local del teorema de Frobenius mediante coordenadas.
Asimismo, los teoremas 2.47, 2.48 y 2.49 serdn fundamentales en el tratamiento de la

versién global del teorema.

Teorema 2.46 (Picard-Lindelof). Sea f: I X U € R — R una funcion continua,

siendo I un intervalo abierto de R y U abierto de R”. Consideramos el problema de valor

inicial

V(@) =1 y0@)

(2.1)
)’(0) = _)’0)

con (0,y9) € I X U.
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Sea K = [=h, b] X By(y0) C I X U.Sif escontinua Lipschitz en el segundo argumento

uniformemente con respecto al primero en K, entonces existe una vnica solucion local de (2..1)
definida en (-, ), con = min {/o, %}, siendo M el mdximo de |f | en K.

La demostracién se puede encontrar, por ejemplo, en [Tesi2, Theorem 2.2].

Teorema 2.47.Sea ©: S — M una aplicacion diferenciable y sea g € M tal que todo
puntop € ®7(q) satisface que la diferencial dy® : TS — Top)M es sobreyectiva.
Entonces @7 (q) C S es una subvariedad embebida de dimension dim S — dim M vy, para
todo p € ®1(q), se cumple que

T,(®7'(g)) = Kerd,®.
La demostracién se puede encontrar, por ejemplo, en [Loj24, Theorem 8.1].

Teorema 2.48. Un espacio Y es localmente conexo si y solo si las componentes conexas de cada

conjunto abierto son conjuntos abiertos.
La demostracién se puede encontrar, por ejemplo, en [Dugz8, Theorem 4.2].

Teorema 2.49 (Lindelof). 7 Y es ILAN, entonces todo recubrimiento por abiertos {U,}

admite un subrecubrimiento numerable.

La demostracién se puede encontrar, por ejemplo, en [Dug78, Theorem 6.3].
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Teorema de Frobenius local

En esta seccién abordamos las tres formulaciones del teorema de Frobenius, que, como
ya se ha mencionado, es una herramienta fundamental para comprender la integrabilidad
de distribuciones sobre variedades diferenciables.

Primero, nos centraremos en la formulacién clésica, expresada en coordenadas, donde
mediante un ejemplo concreto se ilustrard cémo la integrabilidad estd intimamente rela-
cionada con la igualdad de derivadas cruzadas. Esta idea servird como base para entender
el razonamiento general del teorema.

A continuacién, presentaremos la formulacién en términos de campos vectoriales,
introduciendo el concepto clave de involutividad de una distribucién, que resulta esencial
para caracterizar la integrabilidad desde un punto de vista mds geométrico.

Finalmente, exploraremos la formulacién mediante formas diferenciales, interpretando
el teorema en el marco de los sistemas de Pfaff.

Como se ha mencionado, el teorema de Frobenius proporciona un criterio para de-
terminar la integrabilidad de una distribucién. Sin embargo, en general, las variedades

integrales no existen, ni siquiera localmente, como vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1. Sea D* la 2-distribucién en R3 generada por los campos vectoriales

0,0 40,0

X=—_—y— =
Ox 7az Oy 0z

Paratodo p = (4, b, ¢) € R? se tiene

D2 = {ri +5i

? ax‘p 5),’]7"'(”’_”19)%‘10:;@:61&},

Por ser una 2-distribucién, sabemos que D; es un plano contenido en Y},R3, para cada

punto p € R3. El vector normal a este plano serd de la forma (4, —4, 1) y por tanto, la
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ecuacién de D]‘% es

b(x—a)—a(y—5b)+z—-c=0

Figura 3.1. Distribucién D? en R3.

Vamos a ver que, efectivamente, esta distribucién no admite una variedad integral.
Daremos dos argumentos para ello, uno analitico y otro geométrico.

Desde el punto de vista analitico, podemos proceder localmente. Siempre es posible
escoger un entorno coordenado, de manera que la variedad integral /N se puede representar

como la grifica de una funcién diferenciable

N ={(x2):z2=f(x7)}

Considerando la parametrizacién de N, ¢(x, y) = (%, 9, f (%, 7)), obtenemos la base
del espacio tangente en p = (4, b, f (4, b))

0
+ Ly

0
PG

@x(ﬂ) b) = 56’

0

’ @}/(ﬂ: b) = 8_}’

o

9
* 5,05

» P 4 P

De modo que N es variedad integral de D? si, para todo p € R3, 9,(4, b), ?,(a, b) €

D]%. Para que esto ocurra, se debe satisfacer que

{j/”x(x,y) =-y
(%) = x.

Por tanto, como buscamos que f sea diferenciable y £, (%, y) = =1 # 1 = f,.(% y), se

concluye que D? no admite una variedad integral, luego no es integrable.
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Estudiemos ahora la existencia de una variedad integral de manera geométrica. Para

ello, consideremos el campo

, 0 0 N
X' = y@x+x0y+(x +y)az,

que pertenece a la distribucién. La curva integral de este campo por un punto p =

(%0, Y0, 20) es la hélice ascendente alrededor del eje 2
¢y(2) = (x0 cost + yo sint, xp sin ¢ — yo cost, (x% +y(2))t + 20).
Si consideramos p = (1,1, 0), la curva integral por este punto es
¢p(t) = (cost +sing sint — cost, 2¢).
Evaluando en ¢ = 0, obtenemos el punto inicial

C]J(O) = (1) _1) 0)
y parat = 27, el punto
¢ (27m) = (1, -1, 47).

Se tiene entonces que, para un mismo par de coordenadas (x, y) = (1, —1), estamos
asignando dos valores distintos a z. Luego /N no se puede representar como la grifica de

una funcién y, por tanto, D2 noes integrable.

A partir de este ejemplo, el lector puede ya intuir que la condicién para que una
distribucién admita una variedad integral estard relacionada con la existencia de una

funcién f similar a la que se ha presentado en la parte analitica del ejemplo.

3.1. Formulacion en coordenadas

Definicién 3.2. Sean f; : V' X U — R™,7 =1,..., n, funciones continuas en el abierto
VxU cCR"*ysea(0,y) € ¥V x U.Unasolucion local del problema de valor inicial

O () = flor), j=1
— X)) =7;(X y(X)), =L5...,7;
ax] J .y .] (3'1)

¥(0) = yo,

es una funcién y : W C R” — R™ de clase C en un entorno W de 0 que verifica (3.1).
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Debido a que trabajamos dentro del marco de la geometria diferencial, consideraremos
funciones f; con una regularidad superior, asumiendo que son de clase C*. Nétese que
esto implica que las f; cumplen las condiciones del teorema de Picard-Lindel6f 'y, ademis,
que la solucién del problema de valor inicial es también de clase C.

Dadas las funciones f; de la definicién anterior, las igualdades

of;  of; <
,,fz Y

P #=1 9’

0, Lji=1L...,n, (3.2)

son clave en la integrabilidad del problema de valor inicial (3.1).

Lema 3.3. 57 el problema de valor inicial (3.1) tiene una solucion local, entonces existe un

entorno de (0, yo) en el cual se cumple la igualdad (3.2).

Demostracion. Sea y una solucién local del problema de valor inicial (3.2). Entonces y es

de clase C*y, por tanto, debe cumplir que

d (dy)_ 0 (9y -
o \ow ) ~aw \ow ) M T

Por la definicién de la funcién y, podemos reescribir la igualdad anterior como

axl’ a.’d‘) }] J ) ol

y aplicando la regla de la cadena obtenemos

aﬁ+i%k of; Zmla

Ox' ™ - y

que es la expresion buscada. m|
El siguiente teorema constituye una generalizacién del teorema de Picard-Lindel6f
para el problema de valor inicial (3.2). La demostracién se basa en la construccién de

problemas de valor inicial en una tnica variable y en la aplicacién iterativa del teorema de
Picard-Lindelof.

Teorema 3.4. 57 existe un entorno de (0, yo) en el cual las funciones f;, i = 1,..., n cumplen

la igualdad (3.2), entonces el PV1 de la definicion 3.2 admite una inica solucion local.

Demostracion. Comenzamos considerando el compacto

K = B;,(0) X By(yo) € V' x U
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ysea M lacotacomunalas ||f],7=1,...,7,en K.

Queremos definir primero y(x, 0,..., 0) de modo que

dy

——(%0,...,0) =f1(%0,...,0,9(x0,...,0));

dx! (33)
¥(0) = yo.

Para hacerlo, vamos a considerar el problema de valor inicial

21 (x) = hi(x, 21(x));
(3-4)

z1(0) = o,
con hi(x, 2) = f1(x,0,..., 0, 2). Por construccidn, la funcién b satisface las mismas con-

diciones de regularidad que f; y estd acotada en K por M.
Sea Ky = [~h, b] X By/»(90) C K. El teorema de Picard-Lindel6f garantiza que existe

una tnica solucién z; (x) verificando (3.4) que toma valores en By/» (o) y de clase C* en

£ < min {b, %}

Definimos y(x;, 0,..., 0) = 21(x), de modo que efectivamente se cumple (3.3).

el intervalo (—¢y, £1) con

Queremos ahora definir y(x", %, 0,..., 0), con x* € (—¢y, £1), de modo que

dy 1 1
@(x,x,O,...,O) =f(x5,%0,...,0,9(x,%0,...,0));

(35)
2(0) = yo.
Para cada x!' € (—¢j, ¢1) planteamos un nuevo problema de valor inicial
2, (x) = ha (% 22(x));
{ ? (3.6)
22(0) =y,

donde by (x, 2) = fz(xl, %0,...,0,2) ey = y(xl, 0,...,0). La funcidén b, satisface las
condiciones de regularidad de f; y estd acotada en K por M.
Sea K = [—h, b] X B3/4(y1) C K. El teorema de Picard-Lindel6f garantiza que existe

una tnica solucién z; (x) verificando (3.6) que toma valores en By/4(y1) y definida en el

& < min {h, 5/—4}
M

Definimos entonces y(x', %, 0, ..., 0) = 25(x), donde 25 es la solucién correspondiente

al «! fijado.

intervalo (—¢;, £7), con
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Falta comprobar que parax! € (—¢, &) yx* € (—¢y, £2) se sigue cumpliendo que

e 1(x %2, 0,. ., 0) =f1(x1,x2,0,...,O,y(xl,xz,O,...,O)).

Para probarlo, vamos a definir la funcién

_ dy 1 1
g(x) = @(x,x,o,...,O) - flx,%0,...,0,9(x,%0,...,0))

y vamos a ver que es igual a cero en (—¢, ¢3).

Calculamos
,_ 0% _a_ﬁ_i%f”_yk_i % _%_ia_fl/e
T Ox0x! Ox kl[)yk Ox  Oxt \Ox Ox = dy 2

L
Oykax O0x Oy 2

W
aﬁ”_”aﬁ Coh TR,
; &A1 Z 2

- i L

=

donde la dltima igualdad resulta de aplicar (3.2). Obsérvese, ademds, que ¢(0) = 0 por

(3.3). Por tanto, tenemos el problema de valor inicial

L)
7 (x) = Za—ff(x %0,...,0,9(x%0,...,0))g" (x);
1

=
g(0) =0.

Como la funcién nula es solucién de este PVI, concluimos por unicidad que g es nula.

n—1
= 1_[ (_51') 51’)-
=1

De forma andloga, definimos y(«, ..., 5%, 0), con (x',...,x"™") € W’, cumpliendo

que

Sea

— (L A%, 4L 0) :fz-(xl,,...,x”_l, O,y(xl,...,x”_l, 0), i=1...,n-1

(3-7)
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Finalmente, buscamos y(x%, ..., 2”1, ™), con (x}, ..., x* 1) € W, tal que
Y q

0
8—y (xl, U x) =f, (xl, oL xT Y x,y(xl, X2 Y x));

X (3.8)
¥(0) = yo.

Para cada («',...,x*™1) € W, planteamos un nuevo problema de valor inicial

2 (x) = hp(x,2,(x));
{nu (% 2, (x)) o)

2n (O) =n-0

donde b, (%, 2,(x)) = fu(x', ..., 6" % 2) y ym1 = y(xl, 4%, ..., %771, 0). La funcién b,

satisface las condiciones de regularidad de f,, y estd acotada en K por M.

Consideramos ahora K, = [=h, b] X By/2»(x). Nétese que

27

B (1) € Byii1, .y 1y (00) © Bs(po),

y, por tanto, K,, C K. Por el teorema de Picard-Lindeldf, existe una tnica solucién 2, (x)

verificando (3.9) que toma valores en By/,»(x) y de clase C* en el intervalo (—¢,, ¢,) con

£, < min {b,
M

2/2" }
Definimos entonces y(x', ..., x* ™, x) = z,(x).

w = ﬁ(—gi, £).
i=1

7

Sea

Falta comprobar que, para todo («',..., x"™}, x*) € W, se sigue cumpliendo que

0
a—il].(xl,...,x”) :ﬁ(xl,...,x”,y(xl,...,x”)), j=1...,n—-1

Para probarlo, para cada (x,..., x*™!) € W’ definimos la funcién

0
g(x) = 6—;(.961, x0T x) —ﬁ(xl, x0T x,y(xl, T x)),

y vemos que es igual a cero en (=g, ;).
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Calculamos
,_ 0% _%_iaﬁé‘yk o (9y\ 9f
$ 7 oxow ~ 0x Lo ox 0w
=1
of» “ of, 0 k (')ﬁ “ (')f}
+2) -2,

2

m
= 9

oy Ak O/ x oy
Loy Lleast]-2- 3 Lt
0/ k:ak J x kzlay”
Ny
= aykg |
Ademds, se tiene que g(0) = 0 por (3.7). Por tanto, si consideramos el problema de valor
inicial .
g (x) = ; Zf/z (xL,..., 2", x,y(xl, o x)gk (x);
=1
2(0) =0,

se concluye por unicidad de soluciones que ¢ es nula.

Hemos obtenido por tanto una funcién y : W — V" que satisface (3.1). Ademis,
esta solucién es Unica por construccién, pues si hubiera dos soluciones y e y' de (3.1),
entonces ambas soluciones tendrian que satisfacer (3.8) y, por tanto, serfan iguales a 2,

que es nica. m|

El teorema 3.4 resuelve esencialmente el problema de decidir qué distribuciones admi-

ten variedades integrales.

3.2. Formulacion mediante campos

Veamos ahora la formulacién y demostracién del teorema de Frobenius mediante

campos. Para ello, es necesario definir el concepto de involutividad.

Definicion 3.5. Sea M1 una variedad y sea DF* una distribucién de rango k en M. Se dice
que D* es involutiva si para cualquier par de campos X, Y pertenecientes a D* — es decir,
definidos en un subconjunto abierto U de M y que satisfacen que para todop € U
X)), Y(p) € le— se tiene que

(X, Y1(p) € D,
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De manera inmediata se obtiene la siguiente caracterizacién de una distribucién in-
volutiva. Una distribucién es involutiva si y solo si, para todo p € A, existe un entorno

abierto U y una base local de D*en U, dada por campos vectoriales X, Xo, ..., Xy, tal que

k
[)(1'1 X]] = Z C;’?Xm) 1 < l; ] < k}
m=1
con C;;l funciones de clase C® en U.
En general, las distribuciones no son involutivas. A continuacién, se muestra un ejem-

plo sencillo que lo ilustra.

Ejemplo 3.6. Sea D? la distribucién en R? generada por los campos de vectores

o 0 0
X =x"—+—, Y= —.
Yoy oz dx
Vemos que no es involutiva. pues [X, Y] = Zx(%, que no se puede escribir como combina-

cién linealde X e Y.

Proposicién 3.7. Sea DF una distribucion en M. Supongamos que existe una variedad
integral de D*. Entonces, para cualquier X, Y € X(DF), se cumple que [X, Y, € 'D;f.

Demostracion. Sean X, Y dos campos vectoriales pertenecientes a D*. Supongamos que
existe una variedad integral (N, /) de D* conh : N — M.Paratodo g € N, laaplicacién

dhy : TyN — T, M es inyectivay su imagen es Dlg(q). Por la proposicién 2.24, existen

dos tnicos campos X, ¥ en N que estdn h-relacionados con X e Y, respectivamente. Por
la proposicién 2.34, se tiene entonces que [X, Y] y [X, Y] estdn b-relacionados. De modo

que, para todo p € M, se cumple que
X, Y1, = db,([X, Y1,) € db,(TgN) =D, congq = h(p).
o

Definicién 3.8. Sea D una distribucién de rango k£ en M. Decimos que una carta local
(U, x) en M es plana o trivializa a D* si x(U) es un cubo en R” y, en puntos de U, Dk
estd generada por 8/9x,..., 0/ Ok,

Decimos que una distribucién D¥ es completamente integrable si en torno a cada punto
de M existe una carta plana para D*. En particular, para distribuciones completamente

integrables, las variedades integrales son las secciones del tipo Wkt = gL =

con a**1 ..., 4" constantes.
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Claramente, toda distribucién completamente integrable es integrable.
Teorema 3.9. Una distribucion es completamente integrable si y solo si es involutiva.

Demostracion. Como toda distribucién completamente integrable es integrable, la pro-
posicién 3.7 muestra que una de las implicaciones se cumple.

Para probar la otra implicacidn, vamos a suponer que la distribucién D* es involutiva.

Vamos a comenzar probando que se cumple que, para cadap € M, existen campos vec-
toriales Xj, .. ., X}, definidos en un entorno abierto U de p, tales que Dty = (Xy,..., X))
y [XZ,X}] =0paratodozj=1,...,k

Para todo p € M, existe un conjunto de campos 17,.. ., ¥} definidos en un entorno
V' de p tales que Dy = (Y3,..., Y3). Podemos ademds asumir que 7 es el entorno

coordenado de cierta carta (¥} (x',..., x")) de M, de modo que

K':ZZﬂl]@, l:1,...,/€,
=1

con a;; funciones de clase C* en V. Consideramos ahora la matriz 4 = (4;), de n filas y
k columnas y de rango k. Podemos asumir que la submatriz formada por las primeras &
filas y £ columnas de A4 tiene determinante no nulo en un entorno abierto U C V de p.

Sea B = (b;;) lamatriz inversa & X k de dicha submatriz y definimos los campos Xj, ..., Xp

en U dados por
k k n 9 9 7 9 ‘
X; = ;b,.jyj = ;;@jaﬂ@ = @+Z;lcl-1@, i=1...,k
donde

k
G = Z blj ﬂjl)
J=1

son funciones de clase C* en U. Ademis, por construccién se cumple que
DklU = <Yb"') Yk) = <XIJ"')X/€>'

Por otro lado, se tiene que

(X, X;] Zdlfal’ hi=1...,k

I=k+1
donde 5 3 5
Gl O Gl Oc;
7 0x* O« 0x™ ox™

m=k+1
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son funciones de clase C*® en U. Por ser D* involutiva, se tiene que

58S [ S
A =—+ c 1—)
z Z m m /
I=k+1 7 ‘9x m=l T \0m g Ox
y, por tanto, las funciones dfj son nulas, lo que implica que [X}, X}] = 0 para todo

Li=1...k
Por el teorema 2.36, concluimos que cada punto p € A1 admite una carta plana y, por

tanto, estd contenido en una variedad integral de D*, O

Teniendo en cuenta este nuevo criterio para determinar si una distribucién es integrable,

vamos a resolver nuevamente el ejemplo 3.1.

Ejemplo 3.10. Sea D* 1a 2-distribucién en R? generada por los campos vectoriales

0_0 y 0,0

“ox Y07 dy 0z

Paratodo p = (4, b, ¢) € R3 se tiene

0 0 0
D; r—‘ +5—‘ +(sa—rb)—| :7,5s€RY.
O0x Oylp 0zlp
A continuacidn, volveremos a comprobar que la distribucién no es integrable, esta vez
verificando que no es involutiva.
Como
0

XY]=2—
X Y] =2+

no se puede escribir como combinacién lineal de los campos X; Y, se concluye que D? no

es integrable.

3.3. Formulacion mediante formas

Por tltimo, estudiaremos la formulacién del teorema de Frobenius a través del lenguaje
de las formas diferenciales, que es como se planteé histéricamente el problema (véase,
[Haw13, Chapter 6]). Para ello, introduciremos el concepto de sistemas de Pfaff.

Dadas las funciones

Ffoeirfop: R SR
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de clase C* cuyas diferenciales dfj, . . ., df,,—; son linealmente independientes, podemos

definir una variedad diferenciable de dimensién £ en R” como

M A €R":fi(x) =, frop(x) = ).

El espacio tangente a esta variedad viene dado por

T™ME ,  ={ve TR :dfi(v) =... = df,4(v) = O},

a

Estas ecuaciones determinan, para cada p € R”, un subespacio £-dimensional del espacio
tangente a R”, es decir, una distribucién. Esta distribucién puede expresarse, de manera
equivalente, mediante un sistema de 1-formas wy, .. ., @, como sigue: Si (b;;) es una

matriz invertible de funciones, las 1-formas

n—k
N T -
j:l

satisfacen
TME, . ={ve TR :w(v) =... = w,_4(v) = O}.

a
Dado que (b;;) es invertible, estas 1-formas w; forman un sistema equivalente al formado

por las 1-formas df;, por lo que el sistema
w=w)=...=w, =0,

describe exactamente la misma distribucién que el conjunto original de ecuaciones. A este
sistema de 1-formas igualadas a cero se le conoce como sistema de Pfaff .

Este enfoque nos permite reformular el teorema de Frobenius en términos de formas
diferenciales, recuperando los conceptos previamente introducidos desde una perspectiva
dual. Si antes describfamos D¥ como el espacio generado por campos vectoriales {X;},

ahora lo caracterizamos como el ntcleo de las 1-formas {w;}. Es decir,
Dy = (X1(p)s- ., Xk (p)),
es la notacién con campos y
'Dﬁ = {v € LM :w(v) =... =w,4(v) = O},
es la notacién con formas, donde las 1-formas w; satisfacen
wi(X))=0, i=L...,k j=L...,n—k

Antes de exponer la version del teorema de Frobenius en términos de formas dife-
renciales, necesitamos el siguiente resultado técnico. La demostracion que se presenta a

continuacion sigue, en esencia, la de [AFo2][Theorem 2].
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Teorema 3.11. Sean 1-formas linealmente independientes, wy, . . ., w,—4, definidas en un

subconjunto abierto M C R” tales que
n—k
dw,'zz%/\a)j, i=L...,n—k (3.10)
7=1

para ciertas 1-formas 0. Entonces, en cada punto p € M existen un entorno U C M depy
Sfunciones by y f; definidas en U que satisfacen

n—k
wi=) bydfy,  i=1...n—k
j=1

Demostracion. En primer lugar, vamos a probar que basta hacer la demostracion para un
sistema de 1-formas del tipo
n
w; =dx’ — Z aydy, i=L...,n—k (3.1m)
I=n—k+1
Sea p un punto cualquierade M y (¥, (x)) una carta centrada en p. Podemos entonces
escribir las 1-formas w; como
n
a)l':Zdl'jd.Xj, i=1...,n—k
=
con a;; funciones de clase C* en V. Consideramos ahora la matriz 4 = (a;),den — &
filas y 7 columnas y de rango 7 — k. Podemos suponer que la submatriz formada por las
primeras # — k filas y # — k columnas de 4 tiene determinante no nulo en un entorno
W c V dep.Sea B = (by) la matriz inversa (n — k) X (n — k) de dicha submatriz.
Definimos las 1-formas

n—k n

n—k
“j = Z bijewj = Z biajdd = dad' — Z agdl, i=1..,n—k
=

7=l r=1 I=n—k+1

N

donde

n—k
al'gz—Zbgajz, l=n—Fk+1...,n, i=1...,n—kF
=

son funciones de clase C* en V.
Ahora, teniendo en cuenta la hipétesis (3.10) del enunciado, se cumple que

n—k n—k

n—k
dw} = ) (dby A+ bydey) = > \dby Ny +by D Gpnwy|, i=1..,n—k
j=1 =1 =1
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donde, sustituyendo

n—k
wj:Zdﬁa);‘, j=L...,n—k
=1
se obtiene
n—k n—k n—k
dwi =Y 3 \dbgay+ ) bybag| Aei,  i=l..n—k ()
=1 _]=1 s=1

Si ahora denotamos

n—k n—k
6= Y dbgay+ ) bybay,  i=l..,n—k t=1..,n-k
J=1 =1

las 1-formas &7, .. ., a);_ ' satisfacen
n—k
da)f:Zﬁ;/\wf, i=1...,n—Fk
t=1

Si el teorema se cumple para el sistema dado por las 1-formas @y, ..., ", entonces

. . k *
existen funciones bj; y f* tales que

n—k
Wi = Y df, =l n—k
J=1
De modo que
n—k n—k n—k
w;= ) apw; = b;.ditdf.*, i=L...,n—Fk
t=1 =1 j=1

Luego w; también cumple el teorema. Por tanto, como se menciond, basta probarlo para
formas del tipo (3.11).
Sean p € M un punto cualquieray (U, ¢) una carta local centrada en p. Dado g un

punto de U, vamos a denotar g = (3, 2), con
y= Ul,...,yk) e R y z= (zl,...,z”_k) e R"*

Fijado y € R¥, consideramos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
con condiciones iniciales
k
2 (1) = Z a;;(ty, z(t)))/, Z(0) = &, i=L...,n—k (3.13)

J=1
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Dado que las funciones a;; son de clase C, se satisfacen las condiciones del teorema de
Picard-Lindel6f. Existe entonces una tnica solucién z(2) = (z'(2), ..., 27 %(¢)) definida
en cierto intervalo / C Ry que depende del punto ¢ considerado. Definimos la solucién
como una funcién F(% 9, z) = z(¢), con F(, 9, 2) = (F*(t, 3, 2),.. ., F" k(s 9 2)).

Fijamos un indice 7, con7 = 1,..., k. Sea x un valor muy préximo a cero. Se cumple

que F ‘ (ut, 9, 2) = Fi(s, w, 2). En efecto, las funciones

Gl’(t, 5, 2) = Fi (‘m" ” 2

satisfacen la condiciones iniciales G*(0, y, z) = 2’ y ademds son soluciones de las ecuaciones
diferenciales correspondientes al vector uy; es decir,

. . k .
G"(t,y, 2) = ‘uF”(‘ut,y, 2) = Z a,‘j(‘uty, Gl(t,y, 2),... G”_k(t,y, 2))py.
/=1

Como Fi(t, @, 2) cumple el mismo problema de valor inicial, por unicidad se concluye
que son iguales.

Consideramos ahora el cambio de coordenadas en U dado por
u=y, F(1,z0) =z

y obtenemos su matriz jacobiana en el punto p, el cual, al trabajar en coordenadas locales
dadas por la carta (U] ¢), se identifica con el origen (0, 0) € R”.
Por un lado, de (3.13) se deduce que F( 0, ) = 2 para cualquier . De modo que

07

oz'| _ OF (1, u,v)
v,

o' 5 i
= — =0, Lj=1...,n
0 (91)/ v=0 /

Teniendo esto en cuenta, la matriz jacobiana de este cambio de coordenadas es

_ 92 _
C 0w )

I, O
0 L

J

Por el teorema de la funcién inversa, existe un entorno 7 de p en el cual el cambio de
coordenadas anterior es un difeomorfismo.
Notese que, con la division del espacio R” en R x R las 1-formas originales se

escriben como

w; =di — Z azjd)’i, (3-14)

k
J=1



40 3.3. Formulacidon mediante formas

Las representamos ahora en las nuevas coordenadas como

n—k
w; Z (%,u)dmz Py(wo)dd,  i=1..,n—k
j=1

con

6

Cij(u,v) = (1 nv), Py= (9

(1 u,v) — a,-j(u,F(I,u, v), i=1...,n—kF

Fijamos el indice 7, con 1 < 7 < n — k. Debemos probar que P es igual a cero para

todoj =1,...,n — k. Primero, vamos a ver que
J q

k
Z Py(1y,0)¥ = 0.
7=l

Para hacerlo, consideramos la aplicacién
®: RxRF - RF xR* %,

que se define para un valor » € R*7* fijo mediante ®(%, y) = (#y, v). Entonces,
0" (@) = Z (1, 0) (1 + o). (3.15)

Por otro lado, consideramos la aplicacién W : R x R¥ — R* x R*~* determinada por

Y(59) = (15, F(L ty,v)) = (19, F (8, 3, v)).
Debido a quelasw;, con7 =1,..., n — k, se escriben como (3.14), obtenemos que

z' k z' k

P (w) = — Z d}/ = Za,.j(;/dw tdy). (3.16)

:1 ]:1

Comparando en las expresiones (3.15) y (3.16), los coeficientes de d# se obtiene que

k k
D Py )y = (t 2o) = ) ay,
J=1 J=1
y ademds es igual a cero por (3.13).
Finalmente, vamos a ver que Py =0, para todoj =1,..., n— k. Paraello, consideramos
la aplicacién

2 : RxRF xR"™* — RF x R* ¥,
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definida por @(2 3, v) = (¢, v). Entonces, la identidad que acabamos de probar implica

n—k k
o (w;) = Z Cj (2, v)de/ + Z Py(1y, v)edy.
j=1 J=1

Denotamos P;.(t, 9 v) = tP;(ty, v), de modo que

" (wr) = Z Cyj(ty, 0)d/ + Z (6,3 0)dy,

j=1

y calculamos la derivada exterior

n—k k p* k OP"
dp* (w;) = Z dCy A dv + Z —Lde A dy + Z 8yl] A Ny, (317)
Jj=1 J=1 Jib=1

Por hipo’tesis, sabemos que

n—k
dew; = Z (91] A 2
J=1

por lo que el pullback es

n—k
P*(do) = )" 9" (8 A g" (@),

7=1

Si escribimos
dt+ZL Ay +ZM§.dub, j=1..,n—k

entonces los coeficientes de dt A dy' en ¢*(dw;) son

ZHZYPZ., j=L...,n—k

/=1

Igualdndolos a los obtenidos en (3.17), obtenemos la ecuacién diferencial homogénea

n—k
Z[{ll j=L...,n—k

con condicidn inicial P;(O, 9, v) = 0. Por el teorema de Picard-Lindel6f, concluimos

*

que P;.(t, yv) = 0,paratodoj = 1,..., 7 — k, es la tinica solucidn, lo que implica que

P;i(ty,v) = 0. O
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Teorema 3.12. Sea D* una distribucion k-dimensional en la variedad M definida por 1-

formas linealmente independientes wy, . . ., w,_. Entonces, son equivalentes las condiciones
1. Dkes integrable.
2. DF es involutiva.

3. Para todo puntop € M, existen un entorno un entorno U de p y 1-formas 0;; definidas
en U tales que

n—k
dwi:Z@,'j/\wj i=1...,n—k
J=l

4. Para todos los indices1 < i < n — k, los productos exteriores cumplen

dw; N (wi A -+ Nw,_p) = 0.

A la cuarta condicién del teorema de Frobenius se le denomina condicion de integrabi-

lidad del sistema de Pfaff asociado.

Demostracion. Para demostrar el teorema, vamos a proceder en dos etapas. En primer
lugar, mostraremos que las tres tltimas condiciones del enunciado son equivalentes entre
si. A continuacion, para completar la demostracién, probaremos que la primera condicién
implica la cuarta y que la tercera implica la primera. Esta tltima implicacién se demostrard
empleando el resultado técnico anterior, teorema 3.11.

Comenzamos probando que las tres tltimas condiciones son equivalentes.

Equivalencia entre las condiciones 3 y 4. Supongamos que existen 1-formas &;; tales que
n—k
dw; = Zﬁg/\@, i=1...,n—k
7=l

Entonces, teniendo en cuenta que d%w»; = 0 paratodo7 =1,..., n — k, se concluye que

n—k
da)l-/\(wl/\u-/\wn_k):Z@-j/\a)j/\(a)l/\‘--/\a)n_k):O, i=L...,n—k
=1

Supongamos ahora que se cumple la condicién 4. Sea p un punto cualquiera de My
U C M un entorno de p. Vamos a extender la familia de 1-formas @y, . . ., w,— afiadiendo

las I-formas linealmente independientes «;, . . . , 2. De este modo, el conjunto extendido
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de formas {wy, ..., w,—p a1, . . ., a3} forma una base de A!( T;M) para todo g en U. Por
tanto, podemos escribir las 2-formas dw;, con1 < 7 < n — k, como

n—k n—k k k
dw; = mew,/\w;+ZZgr;wrAa/+2bjzaj/\a/, i=L...,n—k
rs=1 r=1 [=1 =1

con f;, g1y by funciones de clase C* en U.

Observamos ahora que la condicién dw; A (@i, ..., w,—) = 0 implica que

k
Z huey Ny A (@1 A==+ Aw,t) =0,
=1

y, por tanto, 19]] =0 paratodoj,/ =1,..., k. Basta entonces definir la 1-forma

n—k k
bj=—> fior— Y gutn  5j=L..,n—k
=1 t=1

Prueba de que 3 implica 2. Dados dos campos X, Y en la distribucién D, queremos
demostrar que el corchete de Lie [X, Y] también estd en la distribucién. Sabemos que,
paracadai =1,...,7 — k, se cumple w;(X) = w;(Y) = 0. Aplicando la proposicién 2.41,

obtenemos que
dw; (X, Y) = —a,([X, V)], i=1...,n—k

Si la condicién 3 se cumple para la distribucién D*, entonces

n—k
do(X,Y) = D (G5 nw)(XY) =0,  i=l...n—k
7=1

lo que implica que w;([X, Y]) = 0 paratodo1 < 7 < 7z — k. Se concluye entonces que el
campo [X, Y] estd en la distribucién, es decir, DF es involutiva.

Prueba de que 2 implica 4. Sea D¥ una distribucién involutiva de rango k. Fijamos
{=1,..., n—kyconsideramos la forma diferencial dw; A (w1 A- - - Aw,—_t), que tiene grado
n — k+ 2. Para probar que esta forma es nula, tomamos 7 — £+ 2 campos vectoriales en /1.
Observemos que, dado que DF tiene codimensién 7 — k, necesariamente al menos dos de
estos vectores deben pertenecer a D*. De lo contrario, la evaluacién de la forma se anularia
trivialmente debido a la dependencia lineal de al menos dos campos y la antisimetria de

las formas. Sean X, ¥ estos dos campos en D*. Por un lado w;(X) = w,(Y) =0 y, por
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la involutividad de la distribucién, dw; (X, Y) = —w,;([X, Y]) = 0. Luego el producto
dw; N (w1 A -+ - A w,—t) se anula para toda tupla de # — & + 2 campos vectoriales.

Prueba de que 1 implica 4. Sea D* una distribucién integrable. Fijamos el indice 7, con
{=1,...,n— k. Seap € M un punto cualquiera y N una variedad integral a DF en ese
punto. Consideramos ¢ : U — N, con U entorno de p. Se tiene entonces que ¢*(w;) = 0,
lo que, por la proposicién 2.43, implica que ¢*(dw;) = 0. Entonces, la 2-forma dw; se
anula en el subespacio le .

Al igual que en la demostracién anterior, consideramos ahora » — & + 2 campos
vectoriales en un entorno de p, donde al menos dos de ellos, X, Y, pertenecen a le . Se
tiene entonces que, @;(X) = w;(¥) = 0y dw;(X,Y) = 0. Concluimos entonces que
dw; N (w1 A -+ ANw,_p) =0.

Finalmente, vamos a probar que 3 implica 1, que constituye el ntcleo de esta for-
mulacién, al proporcionar un criterio puramente algebraico para la integrabilidad de
distribuciones.

Prueba de que 3 implica 1. Sea D* una distribucién que cumple la condicién 3. Dado
pun punto cualquierade M y U C M entorno de p. Por el teorema 3.11, podemos escribir

las 1-formas w;, con1 < 7 < n — k, como

n—k
wi= ) bydfy,  i=1...n—k
j=1

para ciertas funciones 19,-]- definidas en U. Como, por hipétesis, las 1-formas wy, . .., w,—4

son linealmente independientes, dfj, . . ., df,,—; también lo son, y el conjunto

N={xeU:A®) =A@ frt(x) = frt(p)}

es una subvariedad de M4 que contiene al punto p. Consideremos ahora un punto cual-

quiera x de IV. El espacio tangente de N en ese punto viene determinado por

TN ={veTM:dfi(v) =0,...,df—1(v) = 0}
C{veTM :w1(v)=0,...,0,4(v) =0} = Df.

Como ambos espacios vectoriales tienen la misma dimensién £, coinciden. Por tanto,
hemos construido una variedad integral de DFenel punto p. Como p es un punto arbitrario

de M, queda probado que la distribucién D¥ es integrable. |

Observacion. Nétese que, en la demostracion del teorema 3.12, se ha omitido la ya establecida
equivalencia entre las condiciones 1y 2. Esta decision responde al propésito de tratar las

tres formulaciones de manera independiente.
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Observacion. Una distribucién de rango 1 estd determinada por 1-formas, wy, ..., w,-1.
Entonces, paracadaztalquel < 7 < n —1,dw; A (w1 A -+ A w,_1) esunan + 1-

forma. Trivialmente, se tiene que este producto debe ser cero, por lo que la condicién de

integrabilidad del teorema de Frobenius se satisface automdticamente.

Algunos autores (por ejemplo, [War83][Proposition 2.30]), en lugar de presentar el
teorema de Frobenius en la versién de formas como se ha expuesto en el presente trabajo,
prefieren una formulacién mds abstracta basada en la teorfa de ideales diferenciales. En

este enfoque, la tercera condicién es equivalente a que
Z(D*) = {w € Q" (M) : wanulaa DF}

es un ideal diferencial, es decir, d(Z(D*)) c Z(D").
Asi, el teorema de Frobenius formulado en términos de ideales puede enunciarse del

siguiente modo.

Teorema 3.13. Una distribucién D en M es integrable si y solo si el ideal T (D) es un ideal
diferencial.

Al igual que hicimos con la formulacién mediante campos, volveremos a analizar el

ejemplo 3.1, esta vez aplicando el nuevo criterio.

Ejemplo 3.14. Sea D* 1a 2-distribucién en R? generada por los campos vectoriales

0,0 40,0

X=——y—, =
ox 70z dy 0Oz

Paratodop = (4, b,¢) € R3, se tiene

0 0
D? = {r—‘ +s5—
? b

0
2] nres)
Ep a}}L+(m V)azp 7,5 € }

Nuestro objetivo es estudiar la integrabilidad de D? mediante el criterio de formas

diferenciales. Para ello, debemos comenzar escribiendo la distribucién D? como
D? ={veR>: w(v) =0},

donde w es una 1-forma que anula simultineamente a X ya Y. Seaw = f dx + gdy + h dz,
conf, g h € C*(R?) eimponemos que wanulaa X ya Y:

wX)=f-hy=0, w(Y)=g+hx=0.
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De estas ecuaciones se deduce que

f=hy, g=—hx.
Por simplicidad, tomamos 4 = 1, obteniendo asi la 1-forma
w=ydx—xdy+dz

Ahora vamos a demostrar que la distribucién D? no es integrable utilizando dos criterios
equivalentes.

Primero, vamos a probar que dw A @ # 0. Calculamos
dw Nw = (=2dx Ndy) N (ydx —xdy+dz) = =2dx Ndy Ndz # 0,

con lo que se concluye que D? no es integrable.
Por otro lado, vamos a ver que dw no pertenece al ideal generado por w o, equivalente-
mente, que Z(D?) no es un ideal diferencial.

Supongamos que dw pertenece al ideal generado por w. Entonces existen funciones

j},ﬁ,iﬂ € C*(R3) tales que

dow=w A (f dx + §dy + hdz)
= (7§+xf)dXAdy+ ()//Ao—f)dx/\dz+(—x1;—§)dy/\dz.

De modo que se debe cumplir el sistema de ecuaciones

¥ +af = -2,
yh-f=0,
x/;+g:O.

Sustituyendo las dos tltimas igualdades en la primera se llega a que
y(—x/Ao) +x(y/9) =0+ -2,

que es una contradiccién. Por tanto, Z(D?) no es un ideal diferencial.

El Teorema de Frobenius garantiza la existencia local de variedades integrales para
una distribucién integrable, pero no ofrece un método explicito para determinarlas. A
continuacidn, se presenta un ejemplo en el que la distribucidn es integrable y, ademds, se
calcula la expresién de sus variedades integrales. Para ello, se empleardn algunos resultados
desarrollados en este trabajo y se utilizardn las herramientas propias de cada una de las tres

formulaciones del teorema.
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Ejemplo 3.15. Consideramos en R3 la distribucién D? generada por los campos

0 2%z 0 0 2z 0

X=—+—r-"i———, = "
8x+1+x2+y2(9z (9y+1+x2+y28z

Vamos a comenzar probando que esta distribucién es integrable.
Si existe /N una variedad integral de D?, como vimos en el ejemplo 3.1, siempre podemos
escoger un entorno coordenado de manera que, localmente, /N se puede representar como

la grifica de una funcién diferenciable ; es decir,

N={(%x3%2):2=f(%y)}

Considerando la parametrizacién de N, @(x, y) = (%, %, f (%, 7)), obtenemos la base del
espacio tangente en p = (xo, Yo, / (0, y0)) dada por

0 0 0 0
+ ai;(xo,yo)a—z + ai;(xo,yo)a—z

0 0
¢x(xo,yo) = a p, @y(xo,yo) = 8_)/

P P P

De modo que N es variedad integral de D si, para todo p € R3, se cumple que

¢x(x0’ )’0); ¢y(x0) yO) € ID]%

Para que esto ocurra, se debe satisfacer el sistema

af_ 2xf

Ox  1+x2+92

of nyy (3.18)
(9_)/ - 1+ x2 +y2'

Notese que, en el caso que se estd estudiando, la condicién de integrabilidad es precisamente

la igualdad de derivadas cruzadas. Como

O*f 2,1+ %% +y%) — dxyf
0yox B (1+x% +y%)? B

0,

82f B 2yt (1 +x2 +y2) — 4xyf 0
0x0y - (1+x2 +y%)? -7
se concluye que D?es integrable.

Resolviendo el sistema de ecuaciones en derivadas parciales (3.18), obtenemos que la

variedad integral es

N = {(x,y,z) :z=c(1+x‘2 +y2), concER},
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es decir, las superficies de nivel de £

Veamos ahora cémo resolver el ejemplo mediante campos vectoriales. Para ver que es
integrable, basta calcular el corchete de Lie de los campos X, Y. Como [X, Y] = 0, ]a
distribucién es involutiva y, por el teorema de Frobenius, concluimos que es integrable.
Calculemos ahora las variedades integrales. Sea po = (0, Y0, 20) € R3.

Para el campo X, las curvas integrales vienen dadas por

{x'ZI {x=x0+t
4
y=0 J =)o

F4 _ Z(X() +L‘)

z 1+ (xp+0%+)%

Resolviendo esta tltima ecuacion, se tiene que
— 2 2
z2=C(1+ (x0 +12)" + %),

con C € R una constante a determinar. Calculamos el valor de esta constante con la
condicién inicial z(¢) = 29, de modo que
20

- 2 2°
1+xO +

L+ (x0 + )% + 52

Z =20
2, .2
1+xo+y0

Por tanto, el flujo del campo X es

1+ (x+1)? +y2)

X _
# (% 9,2) = (x+t,y,z Tra21)

Andlogamente, el flujo del campo Y es

1+x2+(y+;)2)

Y —
¢ (% 9,2) = (x,y+5,z T4y

Las variedades integrales pueden parametrizarse mediante la composicién de flujos

o(t5) = (¢5Y ° ¢ff) (%0, Y0> 20)s

pues el plano tangente a la superficie parametrizada por @ en cada punto es igual a la

distribucién en ese punto. En efecto,

P
.gungwﬁﬁ@w=Y@@m:
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0p Y X
=7 (69) = dp (X (87 (po))-

2
p(5)
X alolargo del flujo de Y, también permanece en la distribucién.

Claramente % (#,5) estien D~ .. Por otro lado, como % (2 5) es el transporte del vector
Finalmente, resolvemos el ejemplo empleando formas diferenciales. En este caso, bus-
camos una 1-forma w que anule los campos X e Y.
Seaw = fdx+gdy+hdz, conf,g b e C°(R?). Imponemos que
2xz 2yz

—— =0, YN=¢+h——=0.
1+x2+)? »(Y) =g 1+x2 +92

wX)=f+h

Vamos a considerar, por ejemplo,
f=2xz g=2y h=—(1+x"+9),
teniendo asf que
w = 2xzdx + 2yzdy — (1+x* + y*)dz.

Calculamos ahora

dw = 4x dz N dx + 4y dz N dy,

de modo que
do Ao = (4xdz Adx+4ydz Ady) A (2xzdx+2yzdy — (1+x* +9%)) =0,

por lo que la distribucién D? es integrable.
Ademids,

w =2xzdx +2yzdy — (1 +x* +y*) dz = 2d(1 + x> +y*) — (1 + x> + y*)dz

i 1 . —
1+ Y ) 1442+ yz
de lo que se concluye que las variedades integrales estin dadas por las superficies de nivel

de la funcién
z

f(xy2) = m
Noétese que df,(X,) = df(Y,) = 0 paratodop € R3, lo que implica que los campos
X, Y son tangentes a las superficies de nivel de /. Por tanto, estas superficies son variedades

integrales de la distribucién DF.
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Teorema de Frobenius global

En esta seccién vamos a estudiar la versién global del teorema de Frobenius. Para ello,
introduciremos el concepto de foliacién y presentaremos algunos resultados técnicos sobre
la estructura de las distribuciones. Un aspecto especialmente destacable es que esta versién
global no requiere condiciones adicionales sobre las ya impuestas en la formulacién local.

El siguiente resultado describe la estructura local de las variedades integrales de una
distribucién involutiva, y desempefiard un papel fundamental en todas las demostraciones

de esta seccidn.

Proposicién 4.1. Sea D* una distribucion involutiva de rango k en la variedad M. Sea
H una variedad integral para Dk ysea p € H. Supongamos que (U, x) es una carta plana
para DF con p € U. Entonces, H N\ U es una union numerable y disjunta de subconjuntos
abiertos conexos de secciones paralelas k-dimensionales de U, cada uno de los cuales es abierto
en H y embebido en M.

Demostracion. Sea H una variedad integral de la distribucién D*. Por definicién, H es

una subvariedad de A4 de dimensién £. Por tanto, existe una inmersion inyectiva
h: N — M,

donde N es una variedad de dimensién ky H = Im(b).

Dado que D¥ es involutiva, la versién local del teorema de Frobenius garantiza que es
completamente integrable. Luego para todo p € H existe una carta plana (U, x) centrada
en p. Queremos analizar la estructura de la intersecciéon H N U.

La topologfa inducida en A por la aplicacién b estd definida como la mds fina que hace
continuaa /. En particular, todo conjunto que es abierto en la topologfa heredada también
lo es en esta topologfa. Por tanto, H N U es abierto en H. Asi, H N U tiene estructura
de variedad diferencial y, en particular, es localmente conexo y IIAN. Por el teorema 2..48

las componentes conexas de N U son abiertos de A y como todo recubrimiento por
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abiertos admite un subrecubrimiento numerable (teorema 2.49), se tiene que £ N U es
una unién disjunta de componentes conexas, cada una de las cuales es abierta en 4. De

modo que podemos escribir

HnU=|Jc,
n=1
donde cada C,, es una componente conexa abierta en H.
Ahora, debido a que la carta (U, x) es plana, cada componente conexa C de H N U

estd contenida en una tnica seccién S de U de la forma
S={peU: s (p) =d*,...,x"(p) = 2"},

paraalgina = (..., a") e R**.

Esto se debe a que las formas dx**L, ..., dx" definen localmente la distribucién DF.
Como C es conexa, los valores de x**1,.. ., ¥ son constantes en C, lo que implica que
ccs.

Definimos ahora la aplicacién

r:UcM — R” — Rr*

p — (x,..., &%) +— (xk“,...,x”)

de modo que S = 7#7!(a), cona = (a**,...4") € R"* En cada punto p € 7 (a),
el diferencial dy7 es la proyeccién sobre las tltimas #» — & coordenadas, y por tanto es
sobreyectivo. Por el teorema 2.47, se concluye que S es una subvariedad embebida de
dimensién k£ = dim M — (n — k).

Finalmente, debemos comprobar que C estd embebido en M. Consideramos C =
h71(C), que es un abierto en N por ser C abierto en H y b ser continua. Por construccién

h(C) = C C S. Entonces, tenemos el siguiente diagrama conmutativo

S < M

b
CcN

con ¢ el embebimiento entre Sy M.
Como / es una inmersién inyectiva y se puede escribir como la composicién e o b, se
tiene que / es una inmersién inyectiva entre espacios de la misma dimensién. Por tanto,

es un difeomorfismo local y, dado que C es abierto en /N, resulta ser un difeomorfismo

sobre su imagen. Esto implica que la topologia en C dada por 4 coincide con la topologia
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inducida por §. Finalmente, puesto que ¢ es un embebimiento, la topologfa inducida en
C por S coincide con la topologfa inducida en C por M. Se concluye entonces que C estd
embebido en M. O

Teorema 4.2. Toda variedad integral de una distribucidn involutiva es débilmente embebi-

da.

Demostracion. Sea M una variedad diferenciable y sea H C M una variedad integral de
la distribucién involutiva D* de rango k.

Supongamos que = Im(b), donde b : N — A es una inmersién inyectiva desde
una variedad de dimensién k. Sea 7" una variedad auxiliary sea f : 7" — A4 una aplicacién

diferenciable tal que Im(f’) € H. Consideramos el diagrama conmutativo

b

N M

7
T

Por la proposicién 2..16, basta probar que f es continua.

Seap € T, queremos ver que  es continua en un entorno de p. Sea g = f(p) € M,
como la distribucién DF esinvolutiva, existe una carta plana (U, x) centradaen 4. Tomamos
ademds un entorno conexo B de p tal que f(B) C U.Dadoquef(B) ¢ HNUyes
conexo, entonces /'(B) estd contenido en una tinica componente conexade 4 N U. Por la
proposicién 4.1, cada componente conexa de 4 N U estd contenida en una tnica seccién
paralela.§ que es una subvariedad embebida en A4. Ahora bien, como b~ esté bien definida
sobre su imageny f(B) C S C H, se tiene que /™ *|s es continua. Asf,f|3 =blofls
es continua en B, lo que prueba que f es continua en p. Se concluye entonces que f es

continua, luego diferenciable, y H es débilmente embebida en A1. O

Ejemplo 4.3. Retomamos ahora el ejemplo 2.20. Recordemos que, dados el toro T? =
S'x St ¢ ¢? y & un numero irracional, consideramos la curva ¢ definida por la imagen de
laaplicaciény : R — T? dada por

( eZm‘t 27rz‘o:t) .

y(1) = ,€

Quedé pendiente ver en el capitulo 2 que ¢ es una subvariedad débilmente embebida en
TZ
Para ello, comenzamos definiendo la aplicacién
F:R> — T?

( x )’) — ( 627rz‘x’ eZm’y)
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Noétese que F es una extension de y y es sencillo ver que es un difeomorfismo local en R2 y
global sobre todo cuadrado abierto de lado 27.

Consideramos sobre este cuadrado las rectas con pendiente irracional «, dadas por
7y = {(x) e R? cy=ax+bbeR}

Tomando el vector v, = (1, 2) tangente a estas rectas, su imagen por la diferencial dF}(v,)
define en cada punto g = F(p) un vector tangente en T2, De esta manera, hemos definido
un campo de vectores que generan una distribucién Dlen T?.

Consideramos ahora la aplicacion

G:R>? — R?
(%y) — (vy—ax),

que transforma las rectas de pendiente  en rectas horizontales. La composicién G~ o F~!

define entonces una carta plana para D'.

Tenemos, entonces, que D! es completamente integrable, luego involutiva. Como
por construccién ¢ es variedad integral de D%, por el teorema 4.2 se concluye que ¢ es
débilmente embebida.

Ademds, dado que F(x, y) = F(x + m, y + ), para todo m, n € Z, se tiene que

F o) = {(xy) € R? cy=ax+ (m—an), mn € Z}.

Por otro lado, es bien conocido que el conjunto {m — an : m, n € Z} es denso en R
cuando « es irracional. Esto implica que las rectas F~1(¢) estdn densamente distribuidas a
lo largo del plano. Como la aplicacién F: R* — T2 es continua y sobreyectiva, la imagen
de un subconjunto denso bajo F es también densa en T2. Por tanto, ¢ es densa en T2.

Ademids, si consideramos otro nimero irracional £ que no pueda expresarse como
combinacién racional de , es decir, que 4 no pertenezca al conjunto {m+an : m, n € Q},

entonces, las curvas
Cac( I) — ( eZm’t’ eZm’at) y %( t) — (€2m't’ ezm}gt)

son disjuntas y ambas densas en T2.

De esta forma, al considerar todas las curvas definidas por nimeros irracionales que no
estén relacionados racionalmente entre si, obtenemos una descomposicion del toro en
curvas densas mutuamente disjuntas. Esta descomposicion se conoce como una foliacién

del toro. Formalizamos este concepto en la siguiente definicién.
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Observacion. Naturalmente, existen descomposiciones mucho mds simples del toro, como
la que se obtiene en el ejemplo anterior al considerar 2 un ndmero racional. En ese caso, T?
se descompone en circunferencias embebidas en T2, Sin embargo, hemos considerado con
detalle el ejemplo 4.3 porque permite mostrar todas las dificultades técnicas y conceptuales
que conllevan los conceptos de distribucidn, foliacién y variedad integral. En particular, la

estructura local del ejemplo 4.3 es coherente con la dada en la proposicién 4.1.

Definicién 4.4. Sea M una variedad de dimensién . Una foliacion de dimensién & sobre

M es una coleccién F de subvariedades de A4 de dimensién £ no vacias tales que
(i) cadasubvariedad de F es conexa;
(ii) las subvariedades de F son disjuntas entre sf;
(iii) la unién de todas las subvariedades en F es igual a 4

(iv) paratodop € M existe una carta (U, @), llamada carta plana parala foliacién, tal
que @(U) esun cubo de R” y para toda FF € F, lainterseccién F N U es, o bien el
conjunto vacio, o bien una cantidad numerable de conjuntos del tipo

{xk+1 — d/e+l’”.’xn — d”}.

A cada subvariedad F € F se le llama una hoja de la foliacion.

Ejemplo 4.5. Sea f : S — M una submersién, donde d = dim Sy » = dim M. Por el
teorema 2.47, para cada g € M, el conjunto de nivel # 7! (g) es una subvariedad embebida
de S de dimensién & = d — n. Ademds, localmente estas subvariedades se disponen como
copias paralelas de R¥ en R¥. Por tanto, las componentes conexas de los conjuntos de nivel
no vacios de f son las hojas de una foliacién F en S de dimensién k. Nétese ademds que,
localmente, toda foliacién proviene de una submersion, por la propiedad 4 de la definicién

4.4.

Proposicion 4.6. Sea F una foliacion en una variedad diferenciable M. La coleccion de

espacios tangentes a las hojas de F forma una distribucion involutiva en M.

Sea F = {F, : 2 € A} una foliacién de rango £ sobre M. Definimos una distribucién

Dt = U D%,

pEM

con D;f = T,F,, siendo F,, la inica hoja que contiene a p.
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Dado p € M, existe una carta (U, ) centrada en p que es plana para la foliacién F.

Con esta carta, la distribucién le estd generada por los campos

o 9
AxV " Oxk
Luego (U, @) es una carta plana para la distribucién Dk y por tanto, DF es completamente

integrable, lo que implica que es involutiva.

Lema 4.7. Sea H una subvariedad débilmente embebida en M. Entonces H tiene una vinica
estructura topoldgica y diferenciable con respecto a la cual es una subvariedad débilmente

embebida.

Demostracion. Supongamos que existen dos inmersiones inyectivas
h:N—->M y V:N —->M

tales que A = Im(h) = Im(/’), y ambas hacen de H una subvariedad débilmente embe-
bida en M.

Tenemos entonces los diagramas conmutativos

b

N M N’ M

R

b x b

con i)y Z)’ inmersiones inyectivas tinicas.

Dado que A es débilmente embebida, las aplicaciones b y } son necesariamente conti-
nuas y diferenciables. Ademds, como son funciones inversas entre si, se tiene que N y N’
son variedades difeomorfas y ambas inmersiones inducen la misma estructura diferenciable
sobre H. O

A continuacién, se presenta un lema técnico que nos permitird demostrar la versién
global del teorema de Frobenius. Para la demostracién se ha seguido la que aparece en
[Joli3][Theorem 19.21], que es similar a la de [Jelog][Theorem 11.25]. Otro enfoque con

una demostracién alternativa se puede encontrar en [CCoo][Corollary 1.3.9].

Lema 4.8. Sea D* una distribucion involutiva en M, y sea { Ny} wea una coleccion de varie-

dades integrales conexas de DF con un punto en comiin. Entonces

N:UN,X

a€A

tiene una tinica estructura diferenciable que la hace variedad integral conexa de D*,
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Demostracion. Laidea de la demostracién es construir una topologfa y una estructura
diferenciable que hagan de /N una variedad integral de D,

El primer paso es probar que N,, N Nj es abierto en IV, y en Np para todo a, £ € 4.
Seag € N, N Npun punto cualquiera, consideramos una carta plana (77 x) para D,
con W un entorno de 4. Sean C,, Cs las componentes conexasde N, N W'y Ngn W,
respectivamente, que contienen a 4. Por la proposicion 4.1, C, y C'ﬂ son subconjuntos
abiertos de una inica seccién con la topologia heredada, y puesto que ambas contienen a
g, estin en en la misma seccién S. Por lo tanto, C, N Cpes abierto en S y también en N, y
Nﬂ, asi que ¢ tiene un entorno en NV, y un entorno en Ng contenidos en N, N Nﬂ.

Definimos entonces la topologia en N como
T :={U € N : UN N,es abierto en N, para todo « € A}.

Con esta topologia, /N es localmente euclidea de dimensién . En efecto, seap € N, por
construccidn, existe un indice « tal que p € IN,. Como N, es una variedad de dimensién
k, existe una carta local (U x) de N, centrada en p. Dado que I, es abierto en N,y U es
abierto en I\, se sigue que U también es abierto en N. Por lo tanto, (U x) es una carta
local de N en p.

Por otro lado, sea IV C A1 un abierto. Para cadaa € 4, V' N N, es abierto en N, ya
que la topologia de IV, es mds fina que la heredada de A, en la cual V' N N, es abierto.
Luego, por la definicién de la topologia en I, el conjunto /" N N es abierto en N. Esto
implica que la apliacién b : N — M es continua.

Ahora vemos que N es Hausdorff. Para ello, tomamos dos puntos distintos ¢, ¢ € N
y consideramos dos subconjuntos abiertos disjuntos U, U’ € M que contienenagqy ¢/,
respectivamente. Como la aplicacién 4 es continua, N N Uy N N U’ son subconjuntos
abiertos disjuntos de /N que contienenagy g’

A continuacién, probamos que /N es IIAN. Vamos a considerar el conjunto numerable
{(W,, #')} de cartas planas para Dk que cubre M. Basta probar que, para todo 7, N N I7;
estd contenido en una unién numerable de secciones, ya que, como cualquier subconjunto
abierto de una tinica seccién es IIAN, porque la seccidn lo es, entonces N puede expresarse
como una unién de subconjuntos numerables, cada uno de los cuales es IIAN y abierto
en N.

Sea p el punto en comun de todos los V.. Diremos que una seccién S de algin W, es
accestble desde p si existe una secuencia finita de indices 71, . . ., 7, y para cada i; una seccién
A e VVZ}. tal que p € Sy, Sim =S, yS,'j. N S,'].+1 #0paracadaj=1,...,m— 1L

Sea 7}, una carta plana, consideramos un puntog € N N W}y S € W}, una seccién

que contiene ag. Como g estd contenido en una de las variedades integrales N, y p también
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estd en I\,, existe una aplicacién y : [0,1] — N, que conecta p y g. Ademds, dado que
y([0, 1]) es compacto, podemos cubrir la imagen de y con un nimero finito de cartas

planas VVZ}., paraj =1,..., m, de manera que

y([4-14]) € Wi,

para ciertos puntos 0 = 7y < #; < -+ < t,, = 1. Observamos ahora que, para cada j,
la imagen y([#-1, #;]) es conexa, por ser la imagen de un intervalo por una aplicacién
continua, y por tanto estd contenida en una tinica componente conexa de Wi NNy, luego
enunatnicahoja$; C W. Ademis, paracadaj =1,..., m—1, el punto intermedio 7(%)
pertenece tanto a y([#-1, £/]) como a y([#;, #41]), por lo que pertenece a la interseccién
Si; 0 Siy-

es accesible desde p.

Asi, se ha construido una cadena de secciones Sy, ..., S;, , lo que prueba que §

Esto muestra que toda seccién de algin 17, que contenga un punto de /N es accesible
desde p. Para completar la prueba, vamos a probar que desde p solo se puede acceder a una
cantidad numerable de secciones.

Para ello, es suficiente ver que cada seccién S,-j interseca una cantidad numerable de

otras secciones, es decir, la eleccién de Sl). estd restringida a un conjunto numerable. En

+1
efecto, dado que cada seccién S;; es en s misma una variedad integral, por la proposicion
4.1intersecta, a lo sumo, una cantidad numerable de secciones de 17,

Para construir una estructura diferenciable en N, definimos el atlas que consiste en
todas las cartas de la forma (S N N, ¢), donde S es una seccién de alguna carta plana, y
$: 85— R es la funcién cuya representacion coordenada en la carta plana es la proyeccién

sobre las primeras k£ coordenadas. Es decir,

¢(x1,...,xk,xk+l,...,x”) = (xl,...,x/e).

Como cualquier seccién es una subvariedad embebida, su estructura diferenciable estd
univocamente determinada, y asi cuando dos secciones S, S” se solapan, la funcién de
transicion ¢’ o ¢_1 es diferenciable.

Por otro lado, la aplicacién b : N — M es una inmersién diferenciable. En efecto,
dado que cada seccién S C M es una subvariedad embebida, también lo es su interseccién
con N. Como N estd cubierto localmente por estas intersecciones, » es una inmersion.
En cada carta (S N 1N, ¢), el espacio tangente en cada punto coincide con Dk por ser S
variedad integral de la distribucién. Por definicién de la estructura diferenciable de N, se
concluye que en cada puntog € N, T, N = Dg .

Finalmente, como por el teorema 4.2, toda variedad integral es débilmente embebida, se
concluye por 4.7 quela topologfa y la estructura diferenciable definidas estin univocamente

determinadas. O
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Teorema 4.9 (Teorema Global de Frobenius). Sez D una distribucion involutiva en una

variedad diferenciable M. La coleccion de todas las variedades integrales conexas maximales
de D* forma una foliacion de M.

Demostracion. El primer paso de la demostracién es construir las hojas de la foliacién.
Para cada punto p € M, definimos F, como la unién de todas las variedades integrales
conexas de DF que contienen a p. Aplicando el lema 4.8, F,esuna variedad integral conexa
de D* que contiene a p, y, por construccién, es maximal. Sean ahora F; y F;y dos hojas
con interseccién no vacfa. Nuevamente por el lema 4.8, la unién F, U Fyy es también una
variedad integral conexa de Dk, pero, por maximalidad, eso implica que F, = Fy. Por lo
tanto, la coleccién {F}}ear es una particién de M en variedades integrales conexas de DF,

Para terminar, veamos que se verifica la condicién (iv) de la definicién 4.4. Sea (U, @)
una carta plana para D*, vamos a ver que F, N U —en el caso de ser un conjunto no vacio—
es precisamente una unién numerable de secciones. Por la proposicion 4.1, la interseccién
F,N U estd contenida en una unién numerable de subconjuntos abiertos de secciones. Sea
S una seccién de U. Supongamos que F, NS # @y distinta de S. Entonces, F;, U S es una
variedad integral conexa que contiene propiamente a F, lo cual contradice la maximalidad
de F,. Por lo tanto, si una seccidn intersecta a Fy, debe estar completamente contenida en
F,. Se concluye entonces que F, N U es una unién disjunta y numerable de secciones. De
modo que la coleccién {F) : p € M} define la foliacién buscada. O

Observacion. Podemos entonces dar una definicién alternativa de distribucion integrable
en términos de foliaciones. Se dice que una distribucién D* en M es integrable si existe
una foliacién F en M tal que D% = TF. Nétese que cada hoja de la foliacién es una
subvariedad integral de D
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Aplicaciones del teorema de
Frobenius

El teorema de Frobenius es una herramienta fundamental en geometria diferencial, y
tiene importantes implicaciones tanto en el desarrollo tedrico de las matemdticas como
en aplicaciones concretas en distintas dreas. En esta seccién, exploraremos dos ejemplos
que ilustran su utilidad. En primer lugar, veremos cémo el teorema permite caracterizar
la existencia de factores integrantes para formas. En segundo lugar, demostraremos el

teorema fundamental de las superficies.

5.1. Factor integrante

Definicién s.1. Dada una 1-forma no nula , una funcién f : M — R que no se anula

en ningun punto se dice que es un factor integrante para w si fw cumple que d(fw) = 0.

Teorema s.2. Sean w una 1-forma en la variedad M y D" a distribucion definida por w.

Se verifica:

1. Si existe un factor integrante para w, entonces dw A w = 0. En este caso, la distribucion

DL s integrable.

2. Sidw N w = 0, entonces existe un factor integrante para w definido en un entorno de

cada punto de M.

3. Localmente, las variedades integrales de la distribucion D" son las superficies de
nivel de la funcion g determinada a partir del factor integrante f mediante las

ecuacrones

d(fw) =0, fw=dg
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Demostracion. La ecuacién d(fw) = 0 implica df A w + fdw = 0. Multiplicando esta
ecuacién por la 1-forma w se obtiene que fdw A @ = 0. Dado que f es no nula, concluimos
que dw A @ = 0 es una condicién necesaria para la existencia de un factor integrante. Por
el teorema de Frobenius, se concluye que D" 1 es una distribucién integrable.

Por otro lado, si dw A w = 0, por la condicién 4 del teorema de Frobenius 3.12, se tiene
que dw = 6 A w. Por el teorema 3.11, w localmente se puede escribir como f _ldg, de modo
que fw = dg lo que implica que d(fw) = 0. Entonces, todo vector v en la distribucién

anula también dg pues
dg(v) = fw(v) = 0.

Esto implica que las variedades integrales de la distribucién estdn contenidas en las super-
ficies de nivel de g. Como dg # 0, las superficies ¢ = constante son de dimensién 7 — 1,
igual que la distribucidn, asi que localmente las variedades integrales de la distribucién

son las superficies de nivel de g. m|

Corolario 5.3. Toda 1-forma que no se anula en ningin punto de una variedad de dimensién

2, localmente tiene un factor integrante.

Demostracion. La demostracion se sigue directamente del teorema anterior, ya que, para

una variedad de dimensién 7 = 2, se cumple por razones algebraicas quedw Aw = 0. O
Ejemplo 5.4. Consideremos en R* la ecuacién diferencial
P(t,x) + Q(1,x)x'(¢) = 0.

Supongamos que Py Q no se anulan simultineamente en cierto entorno U de un punto
(0, x0) € R?. Podemos definir la 1-forma

w = Pdt + Qdx,

que admite un factor integrante £ (¢ x) por el corolario s5.3. La ecuacién diferencial equiva-
lente es

(fP) (5, x) + (fQ) (5 %) £ (2) = 0,
la cual se denomina ecuacién diferencial total.

Sea dg = fw. Entonces, la ecuacién fw = 0 puede escribirse como dg = 0, y, por tanto,

las curvas solucién estin determinadas por la ecuacion
¢(%, x) = constante.

Hemos demostrado asi que es posible resolver la ecuacién diferencial original utilizando

el método descrito.
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5.2. Teorema fundamental de la teoria local

de superficies

Veamos ahora otra aplicacién del teorema de Frobenius: el teorema fundamental de
existencia local de superficies.

Empezamos recordando el concepto de elemento de superficie e introduciendo las
nociones de primera y segunda forma fundamental de una superficie, que describen,

respectivamente, la métrica inducida en una superﬁcie y su curvatura intrinseca; véase, e.g.

[Kiihis, Chapter 3].

Definicién s.5. Sea U € R? un conjunto abierto. Un elemento de superficie parametrizado
es una inmersién inyectiva

0:U— R
A ¢ se le denomina también parametrizacion, los elementos de U se llaman parimetros y

los denotamos # y sus imdgenes bajo @ se denominan puntos.

Definimos el espacio tangente a p(U) enp = p(#) € @(U) y lo denotamos 7,9,
como

Tup = dp,(T,U) C TpuR.

El producto euclideo (, ) de R? induce de manera natural un producto escalar en cada
espacio tangente 7},R3, pE R3;estoes,siv, w € Y}R3, entonces {(p, v), (p, w)) = (v, w).

Definicion s.6. La primera forma fundamental I de un elemento de superficie @ es la

restriccién de (, ) a cada plano tangente 7,; esto es,
IXY)=XY) XYeT,p

En coordenadas, o(«!, #*) = (x(u', u?), y(u", u?), 2(s", u*)), con (4, #*) coordena-
dasen U. Como ¢ es una inmersion, los campos
op op
ol 7 Bu?
que, a partir de ahora, denotaremos @,1 y @2 respectivamente, son linealmente indepen-

dientes en cada punto de @(U) y, por tanto, en cada punto p = @(#) forman una base de

T,@. La matriz de la primera forma fundamental respecto de la base (@,1, @,2) es

(gn g2

221 gzz)’ e <%i’ %j>.
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Definicién 5.7. Dado un elemento de superficie ¢ : U — R?, se define el campo normal

por la férmula
_ Pt X Q2
||¢u1 X Pu2 ” ‘

Cuando el elemento de superficie se sobreentienda, escribiremos N, con p = @(#).

Definicién s.8. La segunda forma fundamental de un elemento de superficie @, con

aplicacién de Weingarten L = —DN o (Dg) ™), es la forma bilineal simétrica dada por
(X, Y) = (LX, Y)
para X, Y vectores tangentes a (U).

La matriz de la segunda forma fundamental respecto de la base (@,1, @,2) es

bll bll
hZI bZZ

), con by = (@i> N).

Proposicién 5.9. Para todo elemento de superficie ¢ de clase C?, se cumplen las ecuaciones

(1) La formula de Gauss

82¢ . 5

90 = pn + 50,0 + hulN,
82

8%10@142 = I_‘112%11 + F122¢u2 + hioN, (5-1)
32

(Mz(fuz = F;_z%l + F.?%z%Z + by N.

(i) La ecuacion de Weingarten

ON

o1 = (g + hag)pu = (g + biag”) .

ou (5-2)
= = (g +hg™)p = (hug”? + ™) 9,

donde (gjk)]; k=1,...n €5 la matriz inversa de (g;;); j=1,..,n- Los cocficientes Fl/;. en (5.1) se denomi-
nan simbolos de Christoffel.

La demostracién se puede encontrar, por ejemplo, en [Kiihis, Corollary 4.8].
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Proposicion s.10. Dado un elemento de superficie ¢ de clase C 3 con coeficientes de la primera
(vesp. segunda) forma fundamental dados por (g;;) (vesp. (byj)) y simbolos de Christoffel
Fl/;, las condiciones de integrabilidad para las ecuaciones de Gauss y Weingarten 5.9 vienen

dadas por

(i) La ecuacion de Gauss
2

ﬁr;]—%er(r;r;k T35 = 3" (Bihim = bichim) & 4j ks =

m=1
(i1) La ecuacion de Codazzi-Mainardi
9 9 2 ) -
@by — Mb,‘k + le (Fl]br/e — Fz‘/eh’j) =0, L, k= 1, 2.

Demostracion. Dado que @ es de clase C 3 se deben satisfacer las condiciones

Po _ P 53)
9ui0wodt  owddow VT >
0*N 0*N 1o (5.4)

. T = - Ty L] =1 4 .
owon ~ owou” >

Sustituyendo en (5.3), las expresiones de las derivadas de ¢ y /N dadas por las férmulas de
Gauss y Weingarten en la proposicién 5.9, obtenemos las condiciones de integrabilidad
buscadas. Es decir,
o 0% o 0%
Buk 0w’ Bul dulOut

- "’ "’ a4 ba [ ——
Z 7h? Z 5 ? Z_; T utou’ Z; o
ab, ob; ON ON

’N— —kN+b7— — hjp—
8% ow Ou* ow

2 ar‘;‘ ors 2
= Z ( a”/i l/€ @MJ + Z (Z FZV@”S + h/erN)
s=1 s=1
ob; o,
-3 (z |+ G- 5

2 2 2 2
— by D) hing™ P + b D > g P

m=1 s=1 m=1 s=1
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Las ecuaciones de Gauss y Codazzi-Mainardi se obtienen de igualar a cero la parte tangen-
cial y normal, respectivamente, de la expresién anterior.

Notese, ademds, que la condicidn de integrabilidad andloga para la ecuacién de Wein-
garten (5.2) no aporta nuevas ecuaciones, sino que es simplemente una reformulacién de

la ecuacién de Codazzi-Mainardi. m|

Observacion. Obsérvese que, a partir de la ecuacién de Gauss, se pueden calcular los simbo-
los de Christoftel en términos de los coeficientes de la primera forma fundamental. Por
tanto, se tiene la siguiente propiedad fundamental: todos los conceptos geométricos que

se expresan en términos de los simbolos de Christoffel son invariantes por isometrias.

Lemas.ar. Sea ¢ : U — R3 un elemento de superficie, sea B R3 — R3 un movimiento
rigido (esto es, transformacion ortogonal compuesta con una traslacion) y sea el elemento de
superficie @ = B o . Entonces, los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental

de @ y de @ coinciden, es decir,

&i =8&p iy =hy

Demostracion. Como B es un movimiento rigido, se tiene que B = 7" o p, donde p es una
transformacién ortogonal con matriz 4 € O(3) en la base canénica de R? y 7" es una
traslacién de vector b € R3, de manera que B(x) = Ax + b, para cada x € R3. Teniendo
en cuenta @ = B o @, tenemos @, = Ap,:. Ahora, como 4 € O(3), se tiene

&ij = (Puir @) = (AP, Ap,j) = (5,/; @/‘ ) =Zip
Anélogamente, se prueba que 191-]- = Zy O

En la siguiente demostracién hemos combinado elementos de [Kiihis][Theorem 4.24]

y [DoC16][Theorem (Bonnet)].

Teorema .12 (Teorema fundamental de superficies). Sean g11, g12, 22, b11, P12, bao fun-
ciones de clase C* definidas en un abierto U C R?, con gry > 0, g22 > 0y g1ig22 — g5, > 0
en todo punto. Supongamos que satisfacen formalmente las ecuaciones de Gauss y Codazzi-
Mainardi.

Entonces, para todo punto q € U existe un entorno abierto VcCc U Y un elemento de
superficiep : V. — R3 tal que las funciones g11, g12, g22 (vesp. bit, o, b2 ) son los coeficientes
de la primera (vesp. segunda) forma fundamental.

Ademds, si V es conexoy @ = V. — R3 s otro elemento de superficie satisfaciendo las

mismas condiciones, entonces existe un movimiento Vz;gz'do B:R3 5 R3tl que 5 =Boop.
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Demostracion. Laidea de la demostracidn es obtener una familia de triedros {X7, X», N},
dependiente de (!, #%), que satisfaga el sistema de ecuaciones en derivadas parciales dado
por (s5.1) y (s.2), que se puede escribir como un sistemas de ecuaciones en derivadas parciales

de primer orden. En efecto,

% =T1.X; +T3X, + by N,

% =TLX +T5X; + b N,

% =T15,X1 +T2,X, + by N. (s-5)
% = anXi +apXs,

% = anXi +axnXs,

donde los coeficientes FZ/;., a;j, 5,k k = 1,2, se han obtenido a partir de las funciones

L1 212> £22, b1, 12, 2. Escribiendo
)’ = (Xb XZ) N)

y, dadas condiciones iniciales y(u%), u(z)) = (%, 70, {o) € R®> x R? x R3 que suponemos

satisfacen

foz = gu(%%), %(2)),

7o = 22 (g, 1),

1 (&0 70) = g12 (g, 1), (5-6)
=1

(&0, £0) = (Lo, 70) = 0,

el sistema (5.5), junto con las condiciones iniciales dadas, se puede ver como el problema

de valor inicial

9
a_i = F(u, )y i), j=12

y(%%), %%) = }’O;
con yo = (%o 70s {) € R3 x R3 x R3 y con
0
}} = 1—}2 szz hjZ .

éljl éljz 0
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Las condiciones de integrabiliadad del sistema (5.5) son equivalentes a las ecuaciones de
Gauss y Codazzi-Mainardi —ecuaciones (i) y (ii) en la proposicién s.10— que por hipdtesis
se satisfacen. Por tanto, el teorema de Frobenius 3.4 garantiza la existencia de una Gnica
solucién Xi, X5, N definida en un entorno de (u(l), u%) y satisfaciendo las condiciones
iniciales dadas.

Probamos primero que la solucién {Xj, X, N'} del sistema (s.5) satistace

{(Xb X)) =g (X, X2) = g, (X0, Xo) = g,

(N,N) =1, (X3, N) = (X5, N) = 0. (5-7)

en el entorno en el que la solucidn estd definida.

En el punto (u%), u%) las propiedades anteriores se satisfacen por la condicién inicial.
Para ver que las tres ecuaciones anteriores también se cumplen en un entorno de (u%), u%),
tomamos la derivada de las funciones Xlz, Xzz, (X1, Xo), N?, (X}, N), (X5, N) y, utilizando

(5.5), expresamos dichas derivadas como funcién de las mismas funciones, obteniendo

9 ON >
ﬁ(MN> = 2<_Z)N> = zzﬂi](Xl)N);
I=1

ou
i IN 0X;
g oK = <a_X> * <N a_>

2 2
= D an(X X + ) TH(N X + hy(N N,
/=1 k=1

P 2 2

S X) = ) TR0, X+ 3 T (X X0) + (N X5) + X, N,

r=1 s=1

con 7, j,k = 1, 2. Teniendo en cuenta las expresiones de Fgf y de a;j en funcidén de las

funciones iy /o,'j, se tiene
Ogn  Ogy gy ‘
L A I
7= & (a%] + Ou’ oub Aik ]gJ

Es inmediato, haciendo cédlculos rutinarios, comprobar que las funciones (Xj, X;) =
g1 (X, X2) = g12, (X0, Xo) = 20, (NNN) = 1,y (X3, N) = (Xo, N) = 0 verifican

las ecuaciones diferenciales anteriores con las condiciones iniciales (5.6). El teorema de

Frobenius garantiza la existencia y unicidad de solucién para el sistema, por lo que se
concluye que las igualdades (5.7) se verifican en todo el entorno V.
Con los campos X; y X, obtenidos, consideramos un nuevo sistema de ecuaciones

dg .
ﬁ:){/’ ]:1,2.
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Las condiciones de integrabilidad para el sistema anterior son

0X; _ 0%
0w Ou’’

que se satisfacen debido a las simetrias

k k
sz = 1{7]1 y I = Fjl

y

Nuevamente, el teorema de Frobenius garantiza la existencia y unicidad de solucién @ con
C e e e 1 .2\ _
la condicién inicial @(#, #) = po.
Basta ahora demostrar que &y /olj son efectivamente los coeficientes de la primera y
segunda forma fundamental de @. Es inmediato que las funciones gij son los coeficientes

de la primera forma fundamental, pues

0p 6_¢>

7 XYZJX = 3} :
S % <(9ul o

Ademds, N es el vector normal unitario de @ pues cumple

0:<N,Xz->:<N, 6¢.>,

ou?

de donde, derivando, obtenemos

52

Finalmente, veamos que si J” es conexo, entonces cualquier otro elemento de superficie
@ satisfaciendo las mismas condiciones coincide con ¢ salvo un movimiento rlgldo Sea
@ otro elemento de superficie con g11 = g1, g12 = 12,422 = 222, b = b, b = b
y bys = hys. Como los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental son
iguales, es posible hacer coincidir el triedro {@,; (u%), u(?;), 0,2 (u%), u(z)), N (u%), ué)} con el
triedro {@,: (u%), u%), P,z (u%), u(z)), N (u%), u%) }, mediante una transformacién ortogonal y
una traslacién.

Ambos elementos de superficie, @ y @, satisfacen el sistema (5.2) y ademds coinciden en

el punto (#}, #7). Por unicidad de soluciones, se tiene que

Put = auli Puz = 5u21 N =N, (5'8)
en un entorno W de (ué, u%) Notese que W puede escribirse como

W={ueV: 0, (u)—0,(u)=0, i=12, N(x) - N(x) = 0},
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que es cerrado por ser la preimagen de un conjunto cerrado por funciones continuas.
Dado que V" es conexo, el conjunto 1, que es no vacio, abierto y cerrado, debe coincidir
con todo V. Por tanto, la igualdad (5.8) se cumple paratodo# € V.

De las dos primeras ecuaciones de (5.8) y el hecho de que 7 es conexo, se deduce que
p(u',u?) = p(u', ) + C,
con C € R3. Ademds, como g)(u%), u%) = 5(%%), u%), se concluye que C = 0. O

Observacion. La generalizacién del teorema fundamental de superficies a hipersuperficies
en R”*! se obtiene de manera natural extendiendo las ecuaciones de compatibilidad (Gauss
y Codazzi) al caso de mayor dimensién, asi como adaptando el argumento de existencia y

unicidad del elemento de superficie a este contexto mds general. Para mds detalles, véase
[Kithis][Theorem 4.24].
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