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Resumen

El presente trabajo desarrolla una introduccién a la teorfa de categorias y muestra cémo este lenguaje permite
reinterpretar y estructurar conceptos fundamentales de la topologfa algebraica desde una perspectiva mds
general y abstracta. Tras una primera parte dedicada a los fundamentos categéricos, se estudia el grupo
fundamental de un espacio topoldgico y el teorema de Van Kampen desde este nuevo enfoque. Finalmente,
se establece un paralelismo riguroso entre la teorfa de Galois algebraica y la teorfa de los espacios recubridores,
culminando en la equivalencia categdrica entre revestimientos de un espacio y G-conjuntos. El trabajo
combina teorfa, demostraciones completas, ejemplos elaborados por el autor y observaciones comparativas
que subrayan la potencia unificadora de la teorfa de categorias.

Palabras clave: Teoria de categorfas; Topologfa algebraica; Grupo fundamental; Teorema de Van Kampen;

Teorfa de Galois; Espacios recubridores



Abstract

This work provides an introduction to category theory and shows how this language can be used to reinterpret
and organize fundamental concepts in algebraic topology from a more general and abstract perspective. After
a first chapter devoted to categorical foundations, we study the fundamental group of a topological space and
Van Kampen’s theorem using this new framework. Finally, we establish a rigorous parallel between algebraic
Galois of theory and the theory of covering spaces, culminating in the categorical equivalence between Galois
coverings and G-sets. The work combines theoretical development, complete proofs, original examples, and
comparative observations that highlight the unifying power of category theory.

Keywords: Category Theory; Algebraic Topology; Fundamental Group; Van Kampen’s Theorem; Galois
Theory; Covering Spaces
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Introduccion

Introduccién general

Este trabajo tiene como objetivo explorar como el lenguaje de la teoria de categorias puede utilizarse para
reinterpretar, estructurar y simplificar conceptos fundamentales de la topologfa algebraica, asf como establecer
un paralelismo preciso con la teorfa cldsica de Galois. El hilo conductor es, por tanto, una lectura categérica
de diversas construcciones matemdticas, que permite no solo unificar diferentes dreas, sino también revelar

nuevas formas de entender resultados conocidos.

El capitulo inicial introduce la teorfa de categorfas como marco tedrico general. Se presentan los conceptos
bésicos —categorias, funtores, transformaciones naturales, limites, colimites, entre otros— y se construyen
las herramientas necesarias para abordar desde esta perspectiva los temas que se desarrollan en los capitulos
siguientes. La exposicion se basa principalmente en [Toro8], pero ha sido completada con demostraciones,
ejemplos y reformulaciones propias, incluyendo una seleccion de ideas tomadas de [Navi4] para facilitar la

comprension conceptual.

El segundo capitulo se centra en los fundamentos de la topologfa algebraica, pero desde una perspectiva
categérica. En lugar de seguir una presentacion cldsica, se reinterpretan conceptos como el grupoide funda-
mental y el funtor 7, dentro del marco categérico. Esta aproximacién permite comprender de forma mds
estructurada la relacién entre topologfa y dlgebra. El capitulo culmina con una demostracién alternativa del
teorema de Van Kampen, cuya formulacién —inspirada en [San24b]— permite una exposicién mds clara y
accesible que en los tratamientos tradicionales. Aunque la demostracién no es original, su integracién dentro

de este enfoque constituye uno de los puntos més valiosos del trabajo.

En el tercer capitulo, se desarrolla la teorfa de revestimientos, abordada desde una perspectiva categdrica
y comparativa. A partir de la exposicién no convencional de [San24], se reconstruye y completa la teorfa,
reinterpretando sus resultados en el lenguaje de las categorfas. El capitulo establece un paralelismo riguroso
con la teorfa de Galois cldsica de polinomios, presentando los resultados algebraicos en rojo y los topoldgicos
en azul, con el objetivo de resaltar su correspondencia estructural. La seleccion de resultados, la formulacion
de observaciones, la comparacién entre proposiciones duales y la construccién de ejemplos son contribuciones
originales del autor, que culminan en la formulacién categérica del teorema de Galois topoldgico y unos

ejemplos aplicindolo.

En conjunto, el trabajo propone una lectura alternativa de conceptos fundamentales de la topologia algebraica
y de la teorfa de Galois, guiada por el lenguaje de las categorias. Las aportaciones principales del autor son: la

presentacién categdrica sistemdtica de nociones clésicas, la exposicién accesible de la formulacién categérica



del teorema de Van Kampen, y la comparacién estructurada entre dos teorfas aparentemente distantes,
pero profundamente andlogas, y la construccién y demostracién de los ejemplos en todos los capitulos,

especialmente en el primero y tercero.
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Teoria de Categorias

Este primer capitulo estd dedicado a presentar los conceptos fundamentales de la teoria de categorias, el marco
tedrico general sobre el que se apoya el resto del trabajo. El objetivo principal es ofrecer un nuevo lenguaje,
mds abstracto y unificador, que permita comprender y relacionar distintas ramas de las matemdticas. En
particular, este lenguaje nos permitird abordar con mayor claridad los conceptos de la topologia algebraica

que se desarrollarin en los capitulos siguientes.

El capitulo se organiza en varias secciones que introducen progresivamente las nociones bésicas: definiremos
primero qué es una categoria, qué son los morfismos y qué tipos especiales de estos pueden aparecer en una
categorfa. A continuacidn, trataremos los ﬁmtores y las tmmjbrmacz’oney naturales, herramientas esenciales
para comparar categorias y estudiar su estructura interna. También discutiremos los conceptos de zsomorfis-
mo'y equivalencia de categorias, fundamentales para entender cudndo dos estructuras categdricas pueden

considerarse “la misma” o “esencialmente la misma”.

Una seccién importante estard dedicada a los limites y colimites, nociones centrales en la teorfa de categorias.
Si bien en este capitulo se presentan algunos ejemplos concretos e intuitivos, hemos optado por relegar
la definicién general de limite y colimite, asi como el tratamiento mds técnico (incluyendo la categoria de
diagramas, funtores representables y el lema de Yoneda), a un apéndice final. Esta decisién responde al
objetivo de mantener el capitulo centrado en los conceptos necesarios para el desarrollo posterior del trabajo,

sin sobrecargar la exposicion inicial.

Cabe mencionar que, en un planteamiento inicial, se contemplé un desarrollo mds amplio de la teorfa
categérica, y de hecho se llegé a elaborar dicho material, motivado por la belleza de las ideas y resultados
que encierra esta teorfa. No obstante, conforme avanzé el trabajo, se opté por una seleccién mds ajustada
y dirigida, centrada Gnicamente en los elementos estrictamente necesarios para abordar con claridad los

capitulos dedicados a la topologfa algebraica y al teorema de Galois en su formulacién categérica.

En cuanto a las referencias empleadas, el desarrollo tedrico sigue principalmente el texto de [Toro8], del cual
se han extraido las definiciones clave y la estructura general. No obstante, este capitulo no se limita a una
exposicién pasiva: se han completado las demostraciones omitidas en el texto, se han incorporado nuevos
ejemplos elaborados por el autor, y se ha ampliado el tratamiento con aportaciones de otras fuentes. En
particular, se ha integrado una perspectiva mds intuitiva y filoséfica tomada de [Navi4], que permite una

mejor comprensién de los conceptos desde un punto de vista conceptual.

En resumen, este capitulo sienta las bases necesarias para el resto del trabajo, ofreciendo una herramienta
tedrica poderosa que permite formular y demostrar teoremas con una claridad estructural notable. Como se
mostrard en los capitulos siguientes, la teorfa de categorias no solo proporciona un nuevo lenguaje, sino que

también revela profundas conexiones entre distintas dreas de las matemiticas.
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1.1. Definicion y ejemplos de categorias

Definicidén 1.1. Una categoria C consiste en:

1. Unaclase de objetos Ob(C), que denotaremos generalmente por letras mayusculas A, B, C, M, N, . . ..

2. Para cada par ordenado de objetos (A, B), un conjunto Hom¢ (A, B) cuyos elementos se llaman

morfismos de dominio A y codominio B.

3. Para cada terna A, B, C de objetos, se tiene una composicién:
Hom¢ (A, B) X Home (B, C) — Homg (A, C)
(f.8) —gof
Ademis, estos tres datos deben cumplir los siguientes axiomas:
Axiomar1. Si(A,B) # (C, D), entonces Hom¢ (A, B) N Home(C,D) = 0.

Axioma2. Si f € Hom¢ (A, B), g € Home(B,C) y h € Home(C, D), entonces:
(hog)of=ho(gof)

Axioma 3. Para todo objeto A, existe un morfismo 14 € Hom¢(A, A) tal que g 0 14 = g para todo
g € Hom¢(A,B)y14 o f = f paratodo f € Hom¢ (B, A), sean los objetos A y B cualesquiera.

Al morfismo 14 € Hom¢ (A, A) se le llama identidad de A.

Definicién. Denotamos por Mor(C) ala clase que es la unién disjunta de todos los conjuntos Hom¢ (A, B).
Es decir:
Mor(C)= | | Home(A,B).
(A,B)eOb(C)

Notacidn:

= Sino hay riesgo de confusidn, escribiremos Hom(A, B) en vez de Hom¢ (A, B), quedando implicita

la categorfa C.

» Un morfismo f de dominio A y codominio B se suele representar de dos formas, f : A — B, o bien,

A—L.B.

» Laigualdad h = g o f se representa mediante el diagrama conmutativo:
B

N

'Este axioma no es tan comdn en un libro cldsico sobre teorfas de categorias, se define aquf para la correcta definicién de

Mor(C).

A
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» Elaxioma 2 permite escribir 4 o g o f para indicar el morfismo.
(hog)of=ho(gof)
Lema x1.2. Para todo objeto A en una categoria C, la identidad 14 es vinica.

Demostracion. en el anexo de demostraciones: Teorfa de Categorfas. m]

Dada una categoria C, diremos que un morfismo f : A — B es un isomorfismo si existe algiin morfismo
g:B — Atlque

fog=13 y gof=u,
en cuyo caso tal morfismo g es nico y se llama inverso de f. Cuando exista tal isomorfismo, escribimos
A = B. Los isomorfismos de un objeto A en si mismo se llaman automorfismos de A.

Ejemplo 1.3. A continuacién mostramos algunos ejemplos cldsicos de categorias.

1. Con. Esla categoria cuyos objetos son la clase de todos los conjuntos y los morfismos son las aplicaciones.

La composicién de morfismos es la composicién de aplicaciones en el sentido usual.

2. Con™. Los objetos son los pares ordenados (A, @) con A conjuntoya € A. Unmorfismo f : (A,a) —

(B, b) esuna aplicacién entre A y B tal que f(a) = b.

3. Grp. Los objetos son los grupos y los morfismos, los homomorfismos de grupos. La composicién es la

usual de homomorfismos de grupos.
4. An. Los objetos son los anillos con unidad y los morfismos, los homomorfismos de anillos.

5. A-Mod. Los objetos son los A-mddulos, sus morfismos son A-lineales y la composicion es la composi-
cién de aplicaciones.

6. A-alg. Los objetos son A-dlgebras y los morfismos son morfismos de A-dlgebras.
7. Top. Formada por los espacios topolégicos (objetos) y las aplicaciones continuas (morfismos).

8. Top*. Formada por los pares ordenados (A, a) con A espacio topolégicoy a € A. Los morfismos

f:(A,a) — (B, b) son aplicaciones continuas entre A y B tal que f(a) = b.
9. Dif. Formada por las variedades diferenciables y las aplicaciones diferenciables.
10. K-Af. Formada por los espacios afines sobre un cuerpo K y las aplicaciones afines.
1. K-Proy. Formada por los espacios proyectivos sobre un cuerpo Ky las aplicaciones proyectivas.

Observacién. No es licito hablar de la categorfa de médulos, de dlgebras, de espacios afines o de espacios
proyectivos, pues no hemos definido el concepto de morfismo entre médulos, 4lgebras, espacios afines o

espacios proyectivos.

Todos los ejemplos de categorias descritos hasta ahora tienen como objetos ciertas clases de conjuntos dotados
de una estructura adicional, cuyos morfismos son aplicaciones o clases de equivalencia de aplicaciones que
preservan las estructuras de los objetos. Estos ejemplos motivan la notacién adoptada para representar los
morfismos entre objetos (flechas) y la terminologfa de composicién de morfismos. En los posteriores ejemplos
veremos la flexibilidad de la idea de categorfa.

Un monoide M es un conjunto dotado de:
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» Una operacién binaria interna - : M X M — M que es asociativa, es decir, (a - b) -c =a - (b - ¢)

paratodoa,b,c € M.
» Unelementounidade € M,talquea-e=aye-a =aparatodoa € M.

Podemos interpretar un monoide M como una categoria M con un tnico objeto x. Los morfismos de x en x

denotan precisamente los elementos del conjunto M, es decir:
Homp((x,x) = M

» La composicién de morfismos en M se define mediante la operacion del monoide. Es decir, si f, g €

Hom(x, x), entonces su composicién en la categorfa es:
gof=g-f
» La composicidn es asociativa, pues lo es en el monoide.

» Elelemento identidad e de M actia como morfismo identidad en la categorfa para Homp(x, x), ya

que para cualquier f € Hom(x, x) se cumple que
wof=e-f=fy gon=g-e=g

Sea G un grupo, que también puede considerarse como un monoide donde todo elemento es inversible.

Podemos interpretarlo como una categorfa G con un nico objeto *, de modo que:
Homg(*, %) = G.

La composicién de morfismos en G estd dada por la operacién del grupo G, y cada morfismo tiene inverso.

Por tanto, todos los morfismos en G son isomorfismos. Este ejemplo motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.4. Un grupoide es una categorfa G donde todo morfismo es un isomorfismo, y la clase de objetos
forma un conjunto (es decir, es una categoria pequeiia véase 1.5). En este caso, los objetos se denotardn con

mindsculas.

Un conjunto preordenado (A, <) define una categoria A cuyos objetos son los elementos de A, de modo
quesix,y € A son tales quex < y, entonces existe un inico morfismo x — y, mientras quesix £ y, se
entiende que Homg (x, y) = 0.

Por ejemplo, si definimos n = {o,1,...,n — 1}, se puede ordenar de modo habitual v < ssiv = s o
v € {o,1,...,5—1}y,en consecuencia, definir la categoria que denotamos por n. A continuacién, mostramos

las mds pequenias de estas categorfas, sin incluir los morfismos identidad:
= 0: la categoria vacia, sin objetos ni morfismos.
= 1: solo contiene el objeto o.
= 2: tiene los objetos 0,1y el morfismo o — 1.

= 3: tiene los objetos o, 1, 2 y los morfismos representados por:



1. Teoria de Categorias 7

Otra categoria de uso creciente es la categoria simplicial, que se denota por A y sus objetos son los conjuntos

ordenados finitos no vacios, con su orden usual.
[n] ={o<1<---<n} paracadan €N,

Los morfismos en A son las funciones mondtonas (es decir, crecientes) entre estos conjuntos. En otras

palabras:
Homa([n], [m]) ={f :[n] = [m] |i<j= f@) < f()}.

La composicién en A es la composicion usual de funciones, y la identidad de [n] es la funcién identidad.

Cualquier morfismo en A se puede obtener como composicién de funciones de estos dos tipos:

» Morfismos ¢’ : [n—1] — [n], definidos como las Ginicas funciones mondtonas inyectivas cuya imagen

es [n] sin el elemento i.

» Morfismos o : [n+1] — [n], definidos como las tinicas funciones mondtonas suprayectivas que

envian tanto i como i + 1 al mismo valor 7 y fijan el orden.

Definicion 1.s. Se llama categorfa pequefia a toda categorifa cuya clase de objetos es un conjunto.

Bajo la condicién de categoria pequefia, tenemos que Ob(C) es en particular un conjunto y por tanto su

producto cartesiano también. Como cada Hom¢ (A, B) estd indexado por un par (A, B) en Ob(C)xOb(C),

y
Mor(C) = I_I Hom¢ (A, B),
(A,B)€Ob(C)xOb(C)

podemos asegurar que Mor(C) es un conjunto.
Definicién 1.6. Una categorfa O se dice subcategoria de la categoria C si:

1. Ob(9D) esuna subclase de Ob(C).

2. Para todo par de objetos A, B de D, el conjunto Homg (A, B) es un subconjunto de Hom¢ (A, B)
de modo que si A es un objeto de D, la identidad 14 es la misma en C que en D, y la composicién de

morfismos en D es la restriccién de la composicién en C.

Si ademds se tiene que Homqp (A, B) = Hom¢ (A, B) para todo par de objetos A y B, la subcategoria se

llama plena.

Observacién. Toda categorfa es trivialmente una subcategoria plena de si misma.

Ejemplo 1.7. La categoria Ab de todos los grupos abelianos y homomorfismos de grupos abelianos es una
categoria plena de Grp.

La categoria formada por todos los espacios topolégicos Hausdorft y aplicaciones continuas entre los mismos
es una categorfa plena Top, de la categorfa Top. Asimismo, las categorias Comp y Comp,, cuyos objetos
son respectivamente los espacios topoldgicos compactos y los espacios topoldgicos compactos y Hausdorft,
son también una subcategoria plena.

Si N es un submonoide del monoide M, la categoria N asociada a N es una subcategoria de la de M adjunta

por M. Unicamente es plenasiN = M.
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Definicion 1.8. Sea x, un objeto de un grupoide G. Se denota G, ala subcategoria plena de G cuyo tnico

objeto es x,. Nétese que Gy, es el grupoide asociado al grupo de automorfismos de x,.

Definicién 1.9. Supongamos que C es una categorfa cualquiera. Se define la categoria dual u opuestade C'y

se denota por C° a la categoria definida por las siguientes propiedades:
1. Ob(C°) =0ODb(C)
2. Si A, B son objetos de C, entonces
Homeo (A, B) = Hom¢(B, A)
es decir, la flecha

f:A—>B enC° eslomismoquelaflecha f:B— A enC

3. Si f € Homeo (A, B) y g € Homgo (B, C), la composicién g o f en C° coincide con f o gen C.
Lema 1.x0. La categoria opuesta de la categoria opuesta de C coincide con C; es decir,
(co)° =cC.
Demostracion. En el anexo de demostraciones: Teorfa de Categorfas. O

Sea P(C) una propiedad referida a una categoria C cualquiera, que puede ser cierta o falsa en una categoria
dada y se expresa en términos de objetos, morfismos y composicién de morfismos.

Por ejemplo, observamos la siguiente propiedad:
@X) (@S (f: X =¥ X.¥. f €C)

es decir, existe un objeto X tal que para todo objeto Y de C existe un tinico morfismo f € Home(X,Y). Un
tal objeto X se denomina objeto inicial; en la categoria Con, el conjunto vacio es un objeto inicial; en Grp,
cualquier grupo trivial. Un conjunto preordenado posee objeto inicial si y solo si posee un minimo.

A partir de P(C) se puede definir la propiedad P°(C) obtenida a partir de P(C) cambiando los morfismos

f+ X — Y porlos morfismos f : ¥ — X. Un nuevo ejemplo:
EX)(V)EN(f:Y > X; XY, f€C)

Alos elementos X que cumplan dicha propiedad los llamamos objeto final. Todo conjunto {a} en Con es
un objeto final, y todo par de la forma ({a}, a) lo es en Con™. Un conjunto preordenado posee elemento

final si y solo si posee maximo.

Sobre ambos objetos se mencionard mds en posteriores secciones, por ahora sirve para ilustrar una propiedad

y su opuesta, y a partir de ellas enunciar el siguiente teorema.

Teorema r.1x (Principio de dualidad en la teorfa de categorias). El enunciado P°(C) es cierto en una categoria
C, sty solo si P(C) es cierto en C?. Ademds, deducimos que si una propiedad P(C) es cierta en toda categoria,

entonces P°(C) también lo es.
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Demostracion. Observamos primero que si P(C;) es un enunciado que involucra objetos, morfismos y

composicién de morfismos, entonces P°(C,) invierte el orden de la composicién. En efecto, si

h:fog:AiBi)C en P(C),

entonces, al aplicar la dualidad, el enunciado P°(C,) considera los morfismos en orden inverso:
f 8 o
h=gof:C—>B—>A enP°(C),

es decir, se invierte el sentido de las flechas y también el orden de la composicién. Llamaremos o¢, a la

., o o, : : ., o
composicién en Gy, o¢, a la composicién inducida por la propiedad opuesta y oce a la composicién en C?,
observamos que estas dos tltimas son iguales.

Sea entonces P(C,) un enunciado que podemos escribir en términos de la categoria C, como:
P(C,) = P(Ob(C), Homg, (A, B), og,),

y supongamos que este enunciado es cierto en la categoria opuesta C, es decir:
P(Ob(C?), Homge (A, B), oce) es cierto.

La propiedad dual P°(C,) consiste en intercambiar el orden de los morfismos, es decir:
P°(C,) = P(Ob(C,), Homg, (B, A), o).

Pero esta expresién coincide exactamente con la descripcién de P(CY), ya que:

HomCIO (A, B) = HOI’I’IC‘ (B, A), y OCIO = OOC A

1

Por tanto, si P(C,) es cierto en C?, entonces P°(C;) también lo es en C.,.
Ademis, si P(C) es cierto para toda categorfa C, entonces en particular es cierto para la categoria opuesta C°.
Pero P(C® es, como hemos visto antes, P°(C), as que concluimos que si P(C) es cierto en toda categoria,
entonces P°(C) también lo es.

O

Observacién. Nétese que tanto la demostracién del Lema 1.10 como la del Teorema 1.11 no son mds que
simples manipulaciones simbdlicas; en ambos casos basta con aplicar cuidadosamente las definiciones, sin

necesidad de construcciones adicionales.

Definicién. Dadas dos categorfas C y D, se define la categoria producto C X D de la siguiente manera:

1. Ob(C x D) = Ob(C) x Ob(D)
2. Si A, B son objetos de Cy A’, B' lo son de D, entonces:
Homexp ((A, A”), (B, B")) = Hom¢ (A, B) X Homgp (A’, B')
de modo que 1(4,47) = (14,14), y la composicién de morfismos, cuando tiene sentido, es:

(8.8)o(f.f)=(gof. & of)
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Evidentemente, C X D es una categorfa.

Una relacién de equivalencia ~ en la clase de los morfismos de una categoria C se llama congruencia si toda
clase de equivalencia respecto a ~ estd contenida en un conjunto Hom¢ (A, B) para algin par de objetos A y
B, y si es compatible con la composicién de morfismos; es decir, si f ~ f'y g ~ g’,entoncesg o f ~ g’ o f’.

Bajo ambas condiciones, se pueden asociar a C dos categorias:

. C , cuyos objetos son los mismos que los de C, de modo que en C. , un morfismo de A a B es un par
ordenado (f, g) talque f : A — By f ~ g.Porla definicién de congruencia, podemos asegurar que

si
(f.&):A—>B y (f.¢):B—-C,
la composicion
(f,8) o (f,8) =(fof' gog)
estd bien definida, es asociativa y (14, 14) es la identidad de A en C.
2. Mds importante que la anterior es la categoria C /~, que tiene los mismos objetos que C y cuyos

morfismos entre los objetos A y B son las clases de equivalencia [ f] de morfismos f : A — BdeC.

La composicién de [ f] y [g] tiene sentido cuando existe f o g en C, y se define por:
[f1olgl=1[fcgl
Demostrar que C /~ es una categoria es rutinario.

Ejemplo. Por ejemplo, hTop es la categoria cociente de Top respecto a la congruencia definida por: f ~ g
precisamente cuando f'y g son homotépicas. Afinando el concepto de homotopfa, se tiene igualmente que

hTop, es una categoria cociente de Top,.



1. Teoria de Categorias 11

1.2. Morfismos y objetos especiales

Supongamos que f : A — B es una aplicacién de un conjunto no vacio A en un conjunto cualquiera B.

Entonces son equivalentes:

1. f esuna aplicacion inyectiva.

2. Existe una aplicacién g : B — Atalque g o f =14.
Demostracion. Demostramos la doble implicacién.

(1) = (2): Si f esinyectiva, paracadaa € A, existe un tnico b € B tal que f(a) = b. Definimos:

a, sib = f(a) paraalgina € A,
glby=q .
arbitrario, sib ¢ f(A)

Entonces, paratodo a € A, setiene (g o f)(a) = g(f(a)) = a,portanto g o f = 14.
(2) = (1): Supongamos g o f = 14. Entonces, para cualquier a € A:
g(f(a)) =a.
Si f(a,) = f(a,), entonces:
g(f(a) =¢(f(a.) = a, = a,,
luego f es inyectiva.
o

Mientras que la inyectividad se describe en términos de elementos y de la relacién €, es decir, de manera
conjuntista, la segunda afirmacidn estd hecha en términos de aplicaciones y composicién de aplicaciones, que
son morfismos y composicién de morfismos en la categorfa Con. Por tanto, es un enunciado tipicamente

categdrico, que motiva la siguiente definicién.

Definicién r.12. Un morfismo f : A — B en una categoria C se llama seccidn si existe algin morfismo

g:B— Atlquego f=14.
Ejemplo. En la categorfa Ab de los grupos abelianos, un morfismo f : A — B es una seccién si y solo si

B =1Im(f) & ker(g).

siendo g : B — A cualquier morfismo a izquierda de f.

Supongamos que f es una seccién y tomamos un elemento b € By definimos a = g(b), luego,

f(a) = f(g(D)) € Im(f).

Construimos k = b — f(a), tenemos:

g(k) = g(b— f(a)) = g(b) —g(f(a)) =a—a=o, luego k € ker(g).
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Con esto tenemos que b = f(a) + k, con f(a) € Im(f), k € ker(g).
Veamos que la descomposicion es tinica, supongamos que b = f(a,)+k, = f(a,)+k,,donde f(a,), f(a,) €
Im(f)yky, k, € ker(g). Restando ambas expresiones:

O:f(al)_f(az)+k1_kz:>f(a1_az) =k, — k,.
Aplicando g a ambos lados:
g(fla,—a,))=glki—k,)=0o=>a,—a, =0= a,=a,,

luego k, = k,, y la descomposicién es dnica. Por tltimo, sea b € Im( f) N ker(g). Entonces existe a € A tal

que b = f(a),yademds g(b) = o, entonces:
o=g(b) =g(f(a)) = (g0 f)a) =1a(a) =a,
porlotantoa = oyb = f(a) = f(0) = oy por tanto Im(f) N ker(g) = {o}. Finalmente concluimos,
B =1Im(f) & ker(g).

Reciprocamente, supongamos que B = Im( f) @ ker(g). Esto significa que para cualquier b € B, podemos

escribir de manera inica como:
b=f(a)+k conacAyk € ker(g).

Definimos g : B — A como g(b) = a, con b como antes. Tenemos que:

1. g estd bien definido, pues como la descomposicion es tinica para cualquier b € B, el elementoa € A

asociado a b por f(a) estd bien definido.
2. go f =14,tomandoa € A, f(a) € Im(f) C B,y
f(a)=f(a)+o=f(a)+k conk =o€ ker(g),

y segtin la definicién de g,
g(fla)=a = gof=m.

Por tanto, concluimos que f es una seccién.

Observamos que toda seccién en Ab es un monomorfismo inyectivo, pero no al revés. Sea f : (Z,+) —
(Q, +), ambos grupos con la suma, definida por f(n) = n.
Claramente f es inyectiva, pues f(n,) = f(n,) = n, = n, por la propia definicién. Pero si existiera

g : (Q,+) — (Z,+), homomorfismo de grupos abelianos tal que g o f = 17, tendrfamos que:

g+ =2e(3)+e(})=e=¢(f) =1,

pero g (1) deberfa ser un ntimero entero, lo cual es imposible.
2

Proposicion 1.13. 57 C es una categoria cualquiera, se tiene:

L Sif:A— Byg: B — Csonsecciones de C, entonces g o f también lo es.
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2. 57 f y g son morfismos de C tal que g o f estd definido y g es seccion, entonces f es seccion.

Demostracion. En el anexo de demostraciones: Teorfa de Categorias. O

Volviendo a la categoria Con, observamos la siguiente equivalencia:
(1) f:A — Besunaaplicacién inyectiva.

(2) Sih, k son aplicaciones de C en A tales que f o h = f o k, entonces h = k. En otras palabras, se puede

simplificar o cancelar a izquierda respecto de la composicién de aplicaciones.
Demostracion. Demostramos ambas implicaciones.

(1) = (2): Si fesinyectivay h, k : C — A verifican que f o h(c) = f o k(c) paratodo ¢ € C, entonces por
inyectividad:
h(c) =k(c), VceC.

(2) = (1) Procedemos por contrarreciproco. Supongamos que f no es inyectiva. En tal caso existen a # a’ en A

tal que f(a) = f(a’).Sea C = {c}, definimos:
hk:C— A demodoqueh(c)=a, k(c)=d,
con lo que

h # k, pero foh(c) = f(a) = f(a')=fok(c)= foh=fok.

Esta caracterizacién de la inyectividad motiva la siguiente definicién:

Definicién 1.14. Un morfismo f : A — B en una categorfa C se llama monomorfismo si para todo par de

morfismos A, k tales que f o h = f o k, se tiene que h = k.

Ejemplo. De forma andloga al caso de Con, en las categorias Grp, Ab y Top, un monomorfismo es precisa-

mente una aplicacion inyectiva, un homomorfismo o una aplicacién continua, segin el caso.
Proposicion 1.1s. Si C es una categoria cualquiera, se tiene:
L. Sif:A— Byg: B — Csonmonomorfismosde C, entonces g o f : A — C es un monomorfismo.
2. Si [y g son morfismosen Cy g o f es un monomorfismo, entonces f es monomorfismo.
Demostracion. En el anexo de demostraciones: Teoria de Categorias. O
Proposicion 1.16. En toda categoria, una seccion es un monomorfismo.

Demostracion. Sea f : A — B una seccidn, es decir, existe g tal que g o f = 14.

Supongamos que f o h = f o k. Componemos con g a la izquierda:
go(foh)=go(fok)e (gof)oh=(gof)ok=>140h=140k = h=k.

Por tanto, f es un monomorfismo.
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Observamos que el reciproco no es cierto. Tomamos el monomorfismo inyectivo de grupos abelianos:
f:(Z,+) — (Z,+), m>2m.

Es un monomorfismo de forma trivial. Pero no es una seccién, vedmoslo. Si lo fuera, existiria g : (Z,+) —

(Z,+), homomorfismo de grupos tal que g o f = 17. Sin embargo, esto no es posible, pues:
» Im(f) = 2Z, subgrupo de los nimeros pares.
» Como g serfa un homomorfismo de gruposy g o f = 1z, entonces para todom € Z,
g0 f(m) =g(am) =m.

En particular, g(2) = 1, por ser homomorfismo de grupos,

1

g+ =¢g@)=1=g)+g() =1=¢0) =,
lo cual contradice que g : Z — Z por lo que tal g no puede existir.

De forma precisa, la imagen de f, que es el subgrupo de los nimeros pares, no es un sumando directo en

dicho grupo, es decir, no existe M tal que:
Z=22Z®M conM subgrupo deZ

Si O es una subcategoria de una categorfa C, un morfismo que sea monomorfismo en D no tiene por qué
serlo en C. Para ilustrarlo, consideraremos el caso en que C = Ab, la categoria de los grupos abelianos, y

D = DivAb, la subcategoria formada por los grupos abelianos divisibles y los homomorfismos entre ellos.

Antes de continuar, recordemos que un grupo abeliano (G, +) se dice divisible si para todo entero positivo n
ytodo g € G,existey € G talqueny = g.
A continuacién, mostraremos que DivAb es efectivamente una subcategoria plena de Ab.

1. Ob(DivAb) es un subclase de Ob(Ab) por la propia definicién.
2. Sean G, H € Ob(DivAb), veamos que:
Hompiyab (G, H) = Homap (G, H). (r1)

Sea f cualquier homomorfismo de grupos abelianos. Veamos que, en tal caso, respeta la estructura de

divisibilidad. Para cualquier g € G yn € Z*, existe x € G tal que nx = g, aplicando f.
f(g) = f(nx) = fx+--+x) = f(x) +---+ f(x) =nf(x).
Luego f(g) = nf(x), por tanto f(g) € H también cumple la propiedad de divisibilidad.
Consideramos ahora la proyeccién canénica
m:Q— Q/Z
no es un monomorfismo en P. Hay dos formas de verlo:

1. 7T no es inyectiva, pero en Ab un monomorfismo es un homomorfismo inyectivo.
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2. Usando la definicién: sean h, k : Q — Q, definidas por h(gq) = ¢, k(g) = q + 1. Entonces:
noh(q)=n(q)=q+7Z, nok(q) =n(g+1)=(@+1)+2Z=qg+7Z, VqeQ.
Luegom o h =mok,peroh # k.

No obstante, sean i, k : D — Q dos morfismos con D un grupo (abeliano) divisible tales que 7 0 h = 7 o k.
Entonces definimos ¢ := h —k : D — Q, que es un homomorfismo de grupos abelianos divisibles.

Observamos que dado d € D,
noh(d)=nok(d) = n(h(d) —k(d)) =0 = h(d) — k(d) € kern,

y ker m = Z. Por tanto Im(¢) C Z. Si ¢(d) # o paraalgind € D, elegimos ¢, € D tal que d = nc,, conlo
que ¢(d) = ¢(ncy,) = ne(cy), de modo que ¢(d) serfa divisible por todo entero positivo, lo cual es absurdo.
Por tanto ¢(d) = oparatodod € D.Portantoo = ¢ = h— k = h = k,y m es un monomorfismo en la
subcategorfa D.

Pasemos a considerar una nueva situacién que serd dual de la anterior, la cual fue motivada por el concepto
de aplicacién inyectiva.
Consideremos ahora una aplicacién f : A — B cualquiera entre conjuntos, es decir, un morfismo en la

categorfa Con. Entonces:

1) f esunaaplicacién sobreyectiva.

2) Existe alguna aplicacién g : B — A tal que f o g = 13.
Demostracion.

1) = 2) Queremos construir una funciéng : B — Atalque f(g(b)) = b paratodo b € B.Paraello, debemos
seleccionarun a € A paracadab € B tal que f(a) = b.

Pues, por la definicién de sobreyectividad, para cada b € B, el conjunto
(b)) ={aec Al f(a)=b}#0.
Utilizando el axioma de eleccién para conjuntos, existe una funcién
g:B— A talque g(b) e f({b}) paracadab € B.
Esto garantiza Vb € B, f(g(b)) = b.

2) = 1) Supongamos que existe g : B — A tal que f o g = 1. Tomamos cualquier b € B, entonces g(b) € A
y f(g(b)) = b,luego b € Im(f), ya que hay algina = g(b) € Atal que f(a) = b.

f(a) =b Portanto Im f =B

O

Definicién r.r7 (Dual de 1.12). Un morfismo f : A — B en una categorfa se llama retraccidn si existe algin

morfismo g : B — Atalque f o g = 15.
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Por ejemplo, en la categorfa Ab, un morfismo f : A — B es una retraccidn si y solosi A = ker(f) ® Im(g)

con g : B — A cualquier morfismo inverso a derecha de f.

Observacién. Toda retraccién en Ab es un homomorfismo sobreyectivo, pero no al revés.
Consideramos f : (Z,+) — (Z/2Z,+), n — n mdd 2. Claramente f es sobreyectivo, sin embargo f no es
retraccién porque no existe g : (Z/2Z,+) — (Z,+) talque f o g = 17,7.

Esto se puede argumentar con la caracterizacién anterior, si f lo fuera, entonces
Z =ker(f) ®Im(g) = 2Z & Im(g),

pues ker(f) = 27Z. Pero 2Z no es sumando directo en Z.

Proposicion 1.18 (Dual de 1.13). 57 C es una categoria cualquiera, se tiene:

L Sif:A— Byg:B — Csonretracciones de C, entonces g o f : A — C tambien lo es.

2. Si [y g son morfismos de C tal que g o f estd definido y es una retraccion, entonces f es una retraccion.

Demostracion. Esta proposicion se obtiene por dualidad de la Proposicién 1.13 En el anexo de demostraciones:

Teoria de Categorias. O
Sea f : A — B unaaplicacién entre conjuntos A y B, entonces se prueba ficilmente la equivalencia:
1. f essobreyectiva,

2. si h, k son aplicaciones de Ben C talesque h o f = k o f, entonces h = k. En otras palabras, f es

cancelable a derecha respecto de la composicién de aplicaciones.
Demostracion.

1) = 2) Consideramos dos aplicaciones h, k : B — Ctalesque ho f = k o f y veamos que h = k. Por
la igualdad h(f(a)) = k(f(a)) y como f es sobreyectiva, entonces Vb € B, existe a € A tal que
f(a) = b, luego:

h(b) = h(f(a)) =k(f(a)) =k(b), VbeB= h=k.
2) = 1) Supongamos que f no es sobreyectiva, en tal caso existe b, € B tal que b, ¢ Im(f).
Definimos h, k : B — {c,, ¢,} como:

¢, sib # b,

h(b)=c, VbeB, k(b) =
c, sib=b,

Tenemos que h o f =k o f, pues para cualquier a € A, tenemos que f(a) # b, luego:
h(f(a)) = c; = k(f(a)).

Sin embargo, h(b,) # k(b,),luego h # k.
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Todo esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 1.19 (Dual de 1.14). Un morfismo f : A — B en una categoria C se llama epimorfismo si para

todo par de morfismos £, k talesque h o f = k o f setiene que h = k.

1) En Con, Ab y Top es muy sencillo ver que un epimorfismo es precisamente una aplicacién sobreyectiva.

2) En Grp, un epimorfismo es una aplicacién sobreyectiva.

Demostracion. En efecto, sean f : G — H un epimorfismo en la categoria Grp, A = Im(f) € H.
Supongamos, por contradiccién, que A & H. Consideramos el conjunto cociente H/A = {[Ah] : h € H}

de clases laterales por la derecha, y formamos el conjunto
S=H/AU{x},

donde * ¢ H/A. Sea ahora K = Xg, el grupo de biyecciones de S.
Definimos un homomorfismo g : H — K, haciendo que cada h € H actte por permutaciones de la siguiente

manera:

g(h)([AR']) = [A(hh')] paratodo W' € H, 'y g(h)(*) = *.

Sea ahora la permutacién o € K que intercambia A < * y deja fijos todos los demds elementos de S, es

decir:
o(A) =%, o(x)=[A], o([Ah]) =[Ah]si[Ah] € H/A, h ¢ A.

Construimos k : H — K como k(h) = 0o g(h) o o™". Como composicién de homomorfismos, k también

es un homomorfismo. Observemos cémo actiian g y k sobre los elementos a € Im(f) = A:

g(a)([A]) = [Aa] = [A],  g(a)(+) ==,
k(a)([A]) = o(g(a) (%) = o(x) = [A],  k(a)(x) = o(g(a)([A])) = o([A]) = *.

Por tanto, g(a) = k(a) paratodoa € A, esdecir, g o f = k o f'y por hipétesis como f es epimorfismo, se
concluye que g = k.
Esto implica que g(h) o 0 = 0 o g(h) paratodo h € H. Sin embargo, evaluando en A € S, tenemos:

(g(h) o ) ([A]) = g(h)(x) = *, (o 0 g(h))([A]) = o([Ah]).

Sih ¢ A, entonces [Ah] # [A] y o ([Ah]) = [Ah], asi que * # [Ah] y las composiciones no coinciden.
Por tanto, g = k siysolosih € A paratodo h € H, puesen tal caso [Ah] = [A] y o ([AR]) = o ([A]) = =

y las composiciones coinciden, concluyendo asi A = H, y por tanto f es sobreyectivo. O

3) En Top, un epimorfismo es una aplicacién continua sobreyectiva, pero en la subcategoria Top,, un epi-

morfismo no tiene por qué ser sobreyectivo.

En efecto, sea f : X — Y, una aplicacién continua tal que f(X) estd propiamente contenidoen Y.

Dotar a2 = {0, 1} de la topologfa trivial o indiscreta y definir las aplicaciones continuas h, k : ¥ — 2, dadas

por:

h(y)={° e S0, k(y)=o Vyer.
1 siyeY\ f(X),
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Entonces ho f =k o f,pero h # k.
Pero si consideramos ahora tnicamente espacios Hausdorfty f : X — Y una aplicacién continua no

sobreyectiva donde f(X) es denso en Y. Por el principio de prolongacion de identidades*, se puede asegurar
quesih, k : Y — Z coinciden en f(X), es decir, h o f = k o f, entonces h = k.

4) En la categorfa An de los anillos con identidad, un epimorfismo no tiene por qué ser sobreyectivo.

Por ejemplo, la inclusién candnica ¢ : D < F de un dominio de integridad D (que no sea un cuerpo) en su
cuerpo de fracciones F' es un homomorfismo de anillos inyectivo que, aunque no es sobreyectivo, si es un
epimorfismo en An.

En efecto, todo homomorfismo f : F — A estd completamente determinado por su restriccién a D, ya que

parax = % € F,cona,b € D,b # o, se tiene:
a -1
f(3)=r@-re,

por la propiedad universal del cuerpo de fracciones. En consecuencia, si g o ¢t = h o ¢, entonces g(d) =

h(d)Vd € D,y sesigue que:

¢(3) = 8@ 8@ = n@ - )" = n(3).

paratodo & € F, porlo que g = h. Asi, t es epimorfismo.
Proposicién 1.20 (Dual de 1.15). En toda categoria C, toda retraccion es un epimorfismo.
Demostracion. Basta aplicar el principio de dualidad al enunciado 1.1s. |

En Ab, el homomorfismo proyeccién canénica
p:(Z,+) > (Z2/(2),+); pn)=nmdd2

es un epimorfismo pero no una retraccion. Si lo fuera, la imagen de g : (Z/(2),+) — (Z,+) seria un
subgrupo de Z de orden 2, lo cual es imposible. Por tanto, el reciproco de la proposicién es falso.
Supongamos que f : A — B es un morfismo en una categorfa, que admite inverso a izquierdag : B — Ay

también inverso a derecha i : B — A. Entonces se cumple:

(gof)oh=140h=h,
gofoh=
go(foh)=goip=g,
Es decir, cualquier inverso a izquierda coincide con cualquier inverso a derecha. Esto nos da de nuevo la
definicién de isomorfismo en una categorfa, como aquel morfismo que es seccidn y retraccion.

Sea C una categorfa. Dado un morfismo f : A — B, sedice que el morfismo es constante, o morfismo nulo a izquierda,

si

VC objetodeCyVg,h:C — A, fog=foh.

*Principio de prolongacion de las identidades: Sean f,g : (X,7x) — (Y, 7y) aplicaciones continuas, y supongamos que
(Y, 1y) es un espacio Hausdorff. SiD € X esdensoy f|p = g|p, entonces f = g. Este principio no es cierto en general si se
omite la hipéStesis de Hausdorft. Por ejemplo, consideremos f = 1r y g(x) = x - yg(x), donde xq es la funcién indicatriz de los
racionales. Ambas funciones f, g : (R, 7ys) = (R, Ting) son continuas, y se cumple que f|g = glqg, pero f # g.
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Anilogamente se define morfismo coconstante(morfismo nulo a derecha) si

VC objetodeCyVg,h: B—C, gof=hof.

Se llama morfismo nulo o cero aquel que es constante y coconstante. Decimos que una categorfa posee

morfismos cero si para cualquier par de objetos A, B, existe un morfismo
oag: A — B
cumpliendo:

1. Todos estos morfismos o4 g son morfismos cero.
2. Son compatibles con la composicién; es decir, si f : B — C, g : A — B, entonces:
fooap=o0ac y oBcog=oac.
Ejemplo.
» En Grp, los morfismos nulos ogy : G — H, g — ep, envian todo al neutro de H.

= En A-Mod, los morfismos nulos oy : M — N, m = oy, donde oy es el elemento cero del médulo
N.

Objetos especiales

En Con, nos fijamos en el objeto conjunto vacio. Este conjunto estd caracterizado por ser el tinico conjunto

tal que para todo conjunto X, existe una inica aplicacién
2 — X,
la aplicacidn vacfa. Esta idea generaliza en la siguiente definicion:
Definicién 1.21. Se llama objeto inicial de una categoria C a todo objeto I que verifica:
(VA € Ob(C))( |Home(1, A)| =1).
Lema 1.22.. Dos objetos iniciales en una categoria son isomorfos.

Demostracion. En el anexo de demostraciones: Teorfa de Categorias. m|

Por ejemplo, hemos observado que el conjunto vacio es un objeto inicial en la categorfa Con; también lo es
en Top. El grupo trivial 1 = {e} es inicial en la categoria de todos los grupos, y el anillo Z es inicial en An.
Para ver este ultimo ejemplo, basta observar que un homomorfismo deanillos f : Z — A queda univocamente

determinado por el tnico valor posible f(1), que necesariamente es la unidad de A.

Definicién 1.23 (Dual de 1.21). Se llama objeto final de una categorfa C a todo objeto F que verifica:
(YA € Ob(C))(|Hom¢g (A, F)| =1).

En las categorfas Con y Top, los objetos finales son los singuletes {a}, y en la categoria de los grupos lo es el
grupo trivial 1. El anillo trivial (en el que 1 = o) es final en la categoria An.

Si C C An es la subcategorfa plena formada por los cuerpos y los homomorfismos de anillos (necesariamente
inyectivos), entonces C no posee ni objeto final ni objeto inicial.

Un objeto o que es simultdneamente inicial y final se llama objeto cero. Un ejemplo tipico es el A-médulo
trivial o en la categoria A-Mod. Por el contrario, es claro que las categorfas Con, Top y An no poseen objeto

Cero.
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1.3. Funtores y transformaciones naturales

Definicién 1.24. Sean C y D categorias, un funtor F : C — D consta de dos aplicaciones:
F :0b(C) —» Ob(D), F :Mor(C) — Mor(D)
tales que si f : A — B es un morfismo en C, entonces
F(f):F(A) = F(B)en D,
de modo que se verifiquen las siguientes condiciones:
1. F(14) = 1F(a), las identidades en identidades.
2. F(go f)=F(g)oF(f)siempreque f: A — B, g: B — C sean compatibles con la composicén.

Escribimos de manera sencilla: F : C — D.

Nota: A este tipo de funtor se le llama funtor covariante.

Definicién 1.25 (Dual de 1.24). Sean C, D categorias, un funtor contravariante ' : C — D consta de dos

aplicaciones:

F : Ob(C) — Ob(D), F :Mor(C) — Mor(D)

tales que si f : A — B es un morfismo en C, entonces
F(f):F(B) » F(A)en D,
de modo que se verifiquen las siguientes propicdades:
L F(14) = 17(a),
2. F(go f)=F(f)oF(g),

Al igual que el caso anterior, escribimos F : C — D.

Ejemplo 1.26. Funtores covariantes.

1. En toda categoria C se tiene el funtor identidad F(A) = A, F(f) = f. Mds generalmente, si D es

una subcategorfa de C, se tiene el funtor inclusién I : O — C, definido como el anterior.

2. SiC esuna categorfa y C/~ es una categorfa cociente de C, la ley Q que asocia a cada objeto A de C el
mismo objeto Q(A) = A, pero considerado en la categorfa cociente, y a cada morfismo f : A — Bsu

clase de equivalencia [ /] : A — Ben C/~, es un funtor.
3. Sea C una cualquiera de las categorfas Grp, A-Mod, Top, An. Se define el funtor olvido
O :C — Con

que asocia a cada objeto G el conjunto subyacente; en otras palabras, “se olvida” de la estructura
adicional de grupo, A-mddulo, espacio topoldgico o anillo. A cada morfismo en C se le asocia su

correspondiente aplicacién.
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Observacion. Hay también funtores olvido parciales; por ejemplo, se puede definir un funtor An —
Ab que “se olvida” del producto.

4. Si G esun grupo cualquiera y G’ el subgrupo derivado, es decir, el subgrupo generado por todos los

conmutadores
[x,y] =x""y"'xy
de G, se tiene definido un grupo. Mds atn, si f : G — H es un homomorfismo de grupos, queda

inducido un homomorfismo de grupos abelianos:
f:G/G'"—> H/H', xG'+— f(x)H
Ambas asignaciones G — G /G’, f + f’ definen un funtor:
H : Grp — Ab
dado por H(G) = G/G’, H(f) = f’,llamado funtor abelianizacién.

5. Sea C la categoria cuyos objetos son pares (S, A), donde A es un anillo conmutativo con unidad y
S C A es un sistema multiplicativo (es decir,1 € S,0 € S,y 51,5, € S = 5,5, € 5). Los morfismos en
C son homomorfismos de anillos f : A — B tales que f(S) € T, donde (S, A) — (T, B).

La construccion del anillo de fracciones S™' A define un funtor covariante:
F rac : C — An,

dado sobre objetos por:
F rac(S,A) = ST'A.

Dado un morfismo f : (S, A) — (T, B), definimos el morfismo inducido

TraC(f) = fS : S_IA —_— T_IB’ ﬁ N f(a)

s fs)

Este estd bien definido por la condicién f(S) € T y por la propiedad universal del anillo de fracciones,

asf definido, F rac es un funtor covariante de C en An, que asigna a cada sistema multiplicativo el

correspondiente anillo de fracciones.

6. Sea A un anillo conmutativo con unidad, y S C A un sistema multiplicativo. La localizacion de un

A-médulo M, denotada S7'M, define un funtor covariante:
S7(-) : A-Mod — S'A-Mod,
que actia sobre los objetos mediante:

S7(=)(M) = S7'M.

Dado un morfismo de A-mdédulos f: M — N, el funtor lo transforma en:

ST(=)(f) =S f : STM —> SN, ? - f(sm).

Este morfismo estd bien definido por la propiedad universal de la localizacién de un médulo. Por tanto,
S$7'(—) es un funtor covariante que asigna a cada A-médulo su localizacién, y a cada morfismo de

A-médulos el morfismo inducido entre los médulos localizados.
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7. Paracadaespacio topoldgico con un punto distinguido (X, x), se define el grupo fundamental 1, (X, x),

formado por las clases de homotopia de los lazos de origen y extremo x.

Ademds, si f : (X,x) — (Y,y) es una aplicacién continua tal que f(x) = y,y [p] € m (X, x),

entonces f o p € m,(Y,y),y se tiene una aplicacién:
m(f) :m(X,x) > m(Y,y), [ple—[fop]
que es un homomorfismo de grupos. Es inmediato comprobar que se tiene asf un funtor:
n, : Top, — Grp

Del comportamiento de la homotopia se puede inducir de este funtor la existencia del correspondiente

de hTop, — Grp.
Ejemplor.27. 1. Todo funtor F' : C — D define dos funtores contravariantes:
F:C°—> D, y F':C—-D°
dados por:

“F(f:B— A)=F(f): F(A) = F(B), F'(f:A— B)=F(f): F(B) — F(A).

2. Siacada conjunto A le asociamos P (A), el conjunto de todos sus subconjuntos, y a cada aplicacién
f+ A — Blaaplicacién
P(f):P(B) — P(A), X f(X),
tenemos definido un funtor contravariante £ : Con — Con.

En efecto, comprobamos solo propiedad (2) de la definicién 1.25. Sean f : A — B,g : B — C,
go f:A — C.Entonces:

P(gof):P(C) = P(A), X (gof)(X)=[f"(g" (X)),

y por otro lado:

P(f)oP(g): P(C) = P(B) = P(A), X (X)m (g (X).

3. Sea A un anillo cualquiera, y consideremos las categorias A-Mod y Mod-A, de los A-médulos a iz-
quierda y derecha respectivamente. Se define un funtor contravariante que asocia a cada A-médulo a
izquierda M, su A-mdédulo dual M*, y a cada homomorfismo de médulos f : M — N el homomor-
fismo dual f* : N* — M™ dado por:

fp)=¢pof.

Llamaremos a este funtor contravariante el funtor de dualidad.

Como es natural, pueden intercambiarse los papeles de ambas categorias de A-médulos y definir el

correspondiente funtor de dualidad.
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4. La construccién que asigna a cada espacio topoldgico X el anillo C(X) de funciones reales continuas

sobre X, define un funtor contravariante
C(-) : Top — An,

de la categoria de espacios topolégicos en la categoria de anillos conmutativos con unidad.

A cada aplicacién continua i : X — Y, se le asigna el morfismo de anillos
Ch):C(Y) —C(X), fr—> foh.

Observacién. 1. Lacomposicién de funtores F : C — Dy G : D — & se define de modo obvio, y se
denotacomo G o F' : C — &,y su caricter es covariante o contravariante dependiendo de cémo sean
FyG.

Asi, por ejemplo, la composicién del funtor de dualidad de A-Mod en Mod-A con el correspondiente
Mod-A en A-Mod define un funtor B de la categoria A-Mod en A-Mod. Lo llamamos funtor bidual.

F : A-Mod — Mod-A G : Mod-A — A-Mod
M— M* N — N*
f—f gr—g
Entonces:
GoF :A-Mod — Mod-A — A-Mod
M+— M — M**
Donde,

e f(o)=¢pof ¢ f7(d)=f"0¢.

2. Cuando no se mencione el cardcter del funtor (covariante o contravariante), se supondrd que sigue la

definicidn (1.24).

Sea ahora C una categorfa cualquiera. Asociamos a cada par de objetos A y B de la misma el conjunto
Hom¢ (A, B) de todos los morfismos de A en B en dicha categoria.

Queda asf definida una aplicacién:
Ob(C) x Ob(C) — Ob(Con), (A, B) —> Hom¢ (A, B).

Consideramos ahora morfismos f : A — A, g : B — B’ en C. Entonces, todo morfismo¢ : A — B

define un morfismo g o ¢ o f : A” — B’. Conlo que, al variar ¢, se tiene definida una aplicacién:
Home¢(f, g) : Hom¢g (A, B) — Hom¢ (A, B'), pr——gogof.

Observamos que, si f; : A” — A’y g : B° — B” son nuevos morfismos y componemos primero

Home(f, g) y luego Home (f;, &:), tenemos:

Home (f;, &) (Home (f, g)(¢)) = Home(fi,g)(go o f) =g ogogo fof.
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Por tanto se concluye que:

Home (f o fi, 80 g) = Home(f., &) o Home(f, g).

Es decir, Home (—, —) tiene un comportamiento contravariante en la primera variable y covariante en la segun-
da. Notamos ademds que, trivialmente, se cumple, Hom¢ (14, 18) = Itome (4,8)- Con todo ello, concluimos
que hemos definido un bifuntor:

Hom¢ : C X C — Con, (r.2)

dado por:
(A, B) — Hom¢ (A, B),
(f’ g) : (A,’B) - (A’B,) = HomC(f’ g) : HomC(A’B) - HomC(A,’ B,)’ prH—gogpo f
En general, un bifuntor no es mds que un funtor de una categoria producto A X 8 — C, con un comporta-
miento covariante o contravariante en cada una de las dos variables.

Haciendo uso de la categorfa opuesta en la variable adecuada, podemos suponer que un bifuntor es covariante

en ambas variables. Asi, el funtor hom anterior puede interpretarse sin mds como un funtorde C°xC — Con.

Definicién 1.28. Un funtor F : C — D se llama pleno si todas las aplicaciones

Hom¢ (A, B) — Homg (F(A), F(B))

son suprayectivas.
Un funtor se llama fiel si esas aplicaciones son inyectivas.

Un funtor es una inmersidn si

F : Mor(C) — Mor(D)

es una aplicacién inyectiva.
Un funtor F : C — D se llama denso si para todo objeto D € D existe algin objeto A € C tal que
F(A) = D (es decir, existe un isomorfismo f : F(A) — D en la categorfa D).

Lema 1.29 (Caracterizacién de inmersiones). Un funtor F : C — D es una inmersion si y solo si es fiel e

inyectivo entre las clases de objetos.

Demostracion. (=) Supongamos que F es una inmersion, es decir, la aplicacién F' : Mor(C) — Mor (D),

es inyectiva. Veamos que entonces es fiel e inyectivo en objetos.

» Sean f,g: A — Brtalesque F(f) = F(g). Porlainyectividad global de F, se sigue que F es inyectiva
en cada componente de Mor(C), luego f = g. Luego F es fiel.

= Supongamos que F'(A) = F(A’). Consideremos las identidades14 : A — Ay1a : A” — A’. Como
F(14) = 1r(4) = 174" = F(141), se concluye que 14 = 14/, luego A = A”.
(<) Supongamos ahora que F es fiel e inyectivo en objetos. Veamos que entonces la aplicacién
F : Mor(C) = |_| Hom¢ (A, B) — Mor (D)
A,B

es inyectiva.
Sean f: A — Byg: A" — B’ enC tales que F(f) = F(g). Entonces, como F(f) : F(A) — F(B)y
F(g): F(A") = F(B’),sededuce que F(A) = F(A") y F(B) = F(B’). Como F es inyectivo en objetos
entonces A = A’y B = B’. Luego f, g € Hom¢ (A, B), y como F es fiel, se sigue que f = g.

Por tanto, F es inyectivo sobre el conjunto de todos los morfismos de C, es decir, F es una inmersién.
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Intuitivamente la inyectividad entre objetos implica que dos morfismos con la misma imagen bajo F, salgan
siempre de la misma componente de Mor(C) y por F ser fiel, es inyectiva en cada componente; luego lo es

globalmente.

Lema 1.30. Sea F : C — D una inmersion. Entonces la clase de los objetos y morfismos que provienen de F, es

una subcategoria S de D.
= Ob(S) ={F(A) | A€ Ob(C)},
» Homgs(F(A), F(B)) ={F(f) | f € Hom¢(A, B)},
En otras palabras, todo funtor inmersion identifica a C con una subcategoria plena de D.
Demostracion. En el anexo de demostraciones: Teorfa de Categorias. O

Observacion. Este resultado es importante porque nos dice que si un funtor es inmersién, entonces podemos

ver a la categorfa C como una parte completamente integrada dentro de D, se dice que C queda sumergida

dentro de D.

Ejemplo. 1. El funtor canénico Q : C — C/~, entre una categoria y su categoria cociente, es pleno y

denso, pero sélo en el caso trivial es fiel.
2. Todo funtor inclusién I : C — D de una subcategoria C en la categoria D es una inmersién.

a) Lainclusién DivAb — Ab, de la categoria de grupos abelianos divisibles en la categoria de todos
los grupos abelianos, es un funtor pleno, fiel y una inmersién. En efecto, los morfismos en DivAb

son los mismos que en Ab, restringidos a grupos divisibles véase (r.1).

b) Lainclusion Ab — Grp, de la categoria de grupos abelianos en la categorfa de todos los grupos,
también es una inmersion y es fiel. No es plena pues existen morfismos en Grp entre grupos

abelianos que no preservan la conmutatividad.

3. Todo funtor de olvido es fiel.

Transformaciones naturales

Ahora definiremos el segundo concepto fundamental de esta seccidon y que relaciona dos funtores entre si.
Para dar una definicién precisa del mismo se definieron los funtores, que a su vez necesitaron la definicion de

categorfas. Siguiendo asf un patrén estructurado.

Definicion 1.31. Sean F,G : C — D dos funtores. Se llama transformacién natural de F en G a una

funcién
n : Ob(C) — Mor(D)
que asocia a cada objeto A en C un morfismo
na: F(A) — G(A)

tal que para cada morfismo f : A — Ben C, el siguiente diagrama conmuta:

F(A) — ™ G(A)
F(f) G(f)

F(B) — 22— G(B)
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Escribimosn : F — G.

Sien una transformacién natural 7 : F' — G, todos los morfismos 174 son isomorfismos, se dice que 77 es un

isomorfismo natural o que F' y G son naturalmente isomorfos. En este caso escribimos F' = G.

Ejemplo 1.32. Veamos algunos ejemplos de transformaciones naturales.

. Empezamos con un ejemplo trivial. La transformacién natural 1 : F — F del funtor F : C — Den
si mismo asocia a cada objeto A de C el morfismo identidad 15 (4) : F(A) — F(A). Ademis, en este

caso es obvio que 1f es un isomorfismo natural, F = F.

. Sea C = A-mod la categoria de los A-médulos con A un anillo cualquiera. Recordemos que dado un

A-médulo M cualquiera, todo elemento x € M define una forma lineal
XM — A, (f: M — A 2(f) = f(x),

lo que permite definir un morfismony : M — M™, x +— %.

Este es un homomorfismo de A-mdédulos. Para todo homomorfismo f : M — N, el diagrama

M M ) M**

Ll

N —— N*™
1IN
es conmutativo. Por tanto, los morfismos 77y, definen una transformacién natural 77 : 14-moq — (=),
del funtor identidad al funtor bidual.

Siademds A = K es un cuerpo conmutativo y nos restringimos a la subcategoria V C K-mod
formada por los espacios vectoriales de dimensién finita, la transformacién natural antes definida es un

isomorfismo natural de funtores.

Recordamos que en los espacios vectoriales de dimensién finita, (no en general, véase el Teorema de

Erdds-Kaplansky) siV es un espacio vectorial, V* tiene la misma dimensién y por tanto V** también.

La aplicacién

nv:V—V" vi—ny()
)V — K, or—ny(v)(e)=g¢()

es inyectiva, pues si 7y (v) = o, entonces

Voe V', nv(v)(e) =¢(v) =o,

es decir, todos los elementos del dual se anulan en v, lo que implica que v = o.

Tomando bases V = (e,,...,e,) yV* = (€’,. .., e") base dual de la anterior, donde ei(ej) =0;j,un

vector v = 3} ; A;e; cumple que
e'(v) = Z/ljei(ej) = Z/lj&j = 4.
J J

Siv # o, entonces existe al menos un A; # o, por tanto 7y (v) # o. Luego ny es inyectiva, y como

dimV = dim V**, es un isomorfismo.



1. Teoria de Categorias 27

3. Sean A un anillo conmutativo con unidad,y § C T C A dos sistemas multiplicativos. La inclusién
S <€ T induce, para todo A-médulo M, un morfismo de localizaciones, que en particular es un

morfismo de A-mdédulos:
_ _ m
Ay :SM —T7'M, — > —,
bien definido porque todo s € S pertenece también a 7. Ademds, para todo morfismo de A-mdédulos

f: M — N, los siguientes diagramas conmutan de manera obvia:

sy 2 gy

W

T'M ?f) T™'N

Esto define una transformacién natural A : $7'(—) — T7'(—) entre los funtores de localizacidn, vistos

como funtores entre A-Mod — A-Mod.

4. El funtor abelianizacién H : Grp — Grp, que asocia a cada grupo G, el cociente G/G’, y a cada

homomorfismo de grupos f : G — H, el homomorfismo inducido
H(f):G/G' > H/H,  H(f)(xG)=f(x)H,

donde G’ y H’ son los subgrupos derivados, es decir, los generados por los conmutadores. A cada

grupo G le asociamos la proyeccién candnica:

76:G —> G/G', x = xG'.

Que claramente es conmutativo, pues:

mpof:G—H-— HIH, x> f(x) — f(0)H,
H(f)orng:G — G/G' — H/H', x+— xG'+— f(x)H' .

Por tanto, la aplicaciéon G + 7 define una transformacién natural:
T 1Grp — H

Proposicion 1.33 (Propiedades de transformaciones e isomorfismos naturales). Mostramos las principales

propiedades de las transformaciones naturales.
1) Dadas dos categorias C, D y tres funtores
F,G,H:C— D,

Junto con dos transformaciones naturalesn : F — G yw : G — H, entonces para todo morfismo

f+ A — BenC, ¢ siguiente diagrama conmuta:
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F(A) —L s F(B)

1A nB

Ga) -2V s G(B)

wA wB

v ~

H(A) ——— H(B)

Permite definir una nueva transformacion natural w on : F — H dada por

(wom)a=waona paratodo A € Ob(C),

llamada composicion de w con 1. Esta composicion es asociativa en los términos X, w, 1 en los que estén

definidas las composiciones.

También es claro que para todo funtor F : C — D, existe una transformacion natural identidad (o
idéntica),
ir: F— F.

Con todo esto, cuando C es una categoria pequeiia, podemos definir una categoria
Fun(C,D),

cuyos objetos son funtores F, G, H, - - - : C — D, y cuyos morfismos entre objetos F y G son las transfor-

maciones naturalesn : F — G.

Si D es tambien pequeria, entonces Fun(C, D) también lo serd.

2) Sean F,G : C = DyH : D — & funtores, ysean : F — G una transformacion natural. St

[+ A — Besun morfismoen C, ¢l siguiente diagrama conmuta:

F(a) 22 F(B)

a iz

G(A) <> G(B)

Aplicando el funtor H, obtenemos otro diagrama conmutativo:

H(F(A) ™ g(F(B))

H (UA)\L \LH (nB)

H(G(A) sy HG(B))

Esto define una transformacion natural Hy : H o F — H o G. St es un isomorfismo natural, entonces

Hn también lo es>.

*Todo funtor preserva isomorfismos: si f : A — B esun isomorfismoen C, existeg : B — Atalquego f =14y fog =15.
Aplicando el funtor F, se tiene:

F(g)o F(f) =F(go f)=F(a) =1ra), F(f)oF(g)=F(fog)=F(p)=1r)-

Por tanto, F( f) es un isomorfismo en D, con inverso F(g).
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3) Sean F,G : B — D dos funtores, 1 : F — G una transformacion natural, y sea K : C — B otro

funtor. Entonces F o K y G o K son funtores de C a D, y n induce una transformacion natural:
nK:FoK — GoKk.

Para todo morfismo g : C — D en C, el siguiente diagrama conmuta:

F(K(C) " p(k(D))

UK(C)\L iﬂK(D)

G(K(C)) s G(K(D))

Por tanto, K es una transformacion natural. Ademds, si 1 es un isomorfismo natural, entonces nK

tambien lo es.

Observacién. Las transformaciones naturales, los isomorfismos naturales de funtores, asf como las composi-

ciones descritas en los puntos anteriores se definen de manera andloga en el caso de funtores contravariantes.

Por tltimo, veamos una de las categorias mds ttiles que han emergido en la matemitica reciente [nLabas],

que ademds estd relacionada con la tltima categoria que hemos definido.

Sea A la categorfa simplicial cuyos objetos son los conjuntos ordenados [n] = {o <1 < --- < n} para

n = 0y cuyos morfismos son funciones mondtonas no decrecientes. Un conjunto simplicial es un funtor

contravariante,
X: A° = Con.

Paracadan > o, X, = X([n]) es el conjunto de n-simplices, es decir paran = o, 1, 2, 3, estos son:
y para cada morfismo 0: [m] — [n] en A, existe una funcién correspondiente X (6) : X, — X,
De los morfismos fundamentales de la categoria A, se definen los siguientes operadores, que no son més que

la imagen por el funtor de los primeros.

» Lasaplicaciones carad; = X (0): X, — Xy parao < i < n provienen de los morfismos 5 [n—

1] — [n] enla categorfa A, que omiten el elemento i. Geométricamente, d;(x) representa la i-ésima

cara del n-simplice x € X, es decir, el (n — 1)-simplice que se obtiene eliminando el vértice numero i.

» Lasaplicaciones de degeneracién s; = X (o) : X;, = Xy parao < i < nprovienen delos morfismos

o': [n+1] — [n], que repiten el elemento i. Geométricamente, s;(x) representa un n + 1-simplice
degenerado, es decir un simplice que no afiade nueva informacién geométrica respecto ax € X, ya

que colapsa una de sus dimensiones.

Ejemplo 1.34. Construimos un conjunto simplicial X: A° — Con, para ello definimos X como sigue, dando

todos los elementos no degenerados:
» X([o]) =X, ={vo,vi,vo}  (tres vértices)
= X([1]) = Xy ={eon, €n, €02} (tres aristas)
» X([2]) =X, ={ton} (un tridngulo 2-dimensional)

» X([n]) =0paran >2
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Este conjunto simplicial es trivial en dimensiones superiores, es decir, se anula sobre todos los objetos [7] con
n > 2. Veamos cémo son algunas de las aplicaciones.

Aplicaciones cara desde X, a X, para el 2-simplice f,,, € X,, se tiene:

do(ton) =€, (omitir Vo)
dl(tOI?.) = €02, (omitir VI)

d,(tor) = €5,  (omitir v,)

Aplicaciones cara desde X; a X,:

do(eOI) =V dl(em) =V
dO(eIZ) =V, dl(elz) =V
do(eoz) =V, dI(eOZ) =V

Aplicaciones de degeneracién desde X, a X, dado e, € X,, se obtienen simplices degenerados en X, como:

So(eo;) = tridngulo degenerado con vértices v, Vo, V;
s,(eo) = tridngulo degenerado con vértices v, vy, V;

Estos elementos no representan tridngulos geométricos propiamente dichos, pero forman parte del conjunto

simplicial como simplices degenerados.

Denotamos por SCon = Fun(A®, Con) a la categorifa de conjuntos simpliciales. Sus objetos son los funtores
X: A° — Con. Un morfismo en SCon, es decir, una transformacién natural n: X — Y, estd formada por

una familia de funciones:
NMn: Xp — Y, paracadan > o,
que satisfacen la condicién de conmutatividad para todo morfismo ¢: [m] — [n] en A, expresada mediante

el siguiente diagrama:

X (¢)\L \LY(@

Dicho de otro modo, 7 es una transformacién compatible con toda la estructura simplicial: para cada simplice
x € X, suimagen 1, (x) en Y, debe conservar las relaciones de cara y degeneracién.

Geométricamente, una transformacién natural 7: X — Y representa una forma de transformar el conjunto
simplicial X en el conjunto simplicial Y que respeta la estructura simplicial en todas las dimensiones. En

particular:

» 70 Xo — Y,: transforma los vértices de X en vértices de Y
s 77,: X, — Y;: transforma las aristas de X en aristas de Y, conectando los vértices transformados;

» 17,: X, — Y,: transforma los tridngulos de X en tridngulos de Y, de forma que sus lados y vértices son

las imdgenes correspondientes; asf sucesivamente en dimensiones superiores.
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Dicho de forma mis explicita, la transformacién natural 7: X — Y debe satisfacer, para todon > oy todo

o < i < n, las siguientes condiciones:

Mn—1 © dl'X = dly oNu: Xn = Yo,

X Y
Mn41©8; =8; ONy: X = Yy,

donde d¥ y s¥X son las aplicaciones cara y degeneracién en el conjunto simplicial X, y andlogamente para Y.
DAY 1% ydeg ) P y g
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1.4. Isomorfismo y equivalencia de categorias

Definicién 1.35. Un funtor F : C — D es un isomorfismo de categorias si existe un funtor G : D — C tal

que
GoF=1c y FoG=19p.

Se dice entonces que las categorfas C y D son isomorfas y escribiremos C = D.
Por ejemplo, si a cada anillo A le asociamos su opuesto * A°, y a cada homomorfismo f : A — B deanillosle

asociamos el propio f, se obtiene un funtor de la categoria An en si misma, que ademds es un isomorfismo

con inversa el mismo.
Proposicién 1.36. Sea F : C — D un funtor. Entonces son equivalentes:

1. F es un isomorfismo de categorias.

2. Fes fiel y pleno, y la aplicacion inducida entre Ob(C) y Ob(D) es una biyeccion.
Demostracion. (1) = (2) Supongamos que existen funtores F' : C — Dy G : D — C tales que
GoF=1c y FoG=19p.
Entonces, para cada par de objetos A, B € Ob(C), consideramos el morfismo inducido
Fyp : Homg (A, B) —» Homp (F(A), F(B)), f+— F(f),
y andlogamente el morfismo inducido por G
Gra),r) : Homp(F(A), F(B)) — Homc(A,B), hw G(h).

Por hipdtesis, la composicién G o F' = 1¢ implica que Gr(a),r(B) © FA,B = IHom¢(A,B), ¥ la identidad
F oG =1p implicaque Fs g © GF(a),F(B) = Homp (F(A),F(B))-

Esto demuestra que F4 p es una biyeccién: en particular, es inyectiva y sobreyectiva, lo que implica que F es
fiel y pleno.

Asimismo, como G o F = 10y F o G = 19, se define una biyeccién entre las clases de objetos de las categorias

C y D, simplemente restringiendo los funtores a objetos.

(2) = (1) Reciprocamente, supongamos que (2) es cierta. La aplicacién inversa de F' : Ob(C) — Ob(D)
define una funcién

G : Ob(D) — Ob(C).
Supongamos que f” : A” — B’ es un morfismo cualquieraen O, donde A’ = F(A) y B’ = F(B).
Como F es fiel y pleno, se tiene:

Fap : Homg(A, B) —» Homgp (F(A), F(B))

es biyectiva. Por ser pleno, existe f : A — B tal que F(f) = f’, y por ser fiel, este f es tnico. Podemos
definir entonces G(f') = f.
Con esto, quedan definidas las imdgenes de objetos y morfismos, es decir, el funtor G : D — C, inverso de
F.

O

*El anillo opuesto A° de un anillo A es el anillo que tiene la misma estructura aditiva que A, pero cuya multiplicacién estd

definida por a -° b := ba, es decir, se invierte el orden del producto.
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Ejemplo 1.37. Supongamos que C es una categoria pequefia. Para todo objeto A de C, se define el conjunto A’

formado por todos los morfismos x : X — A, con X objeto de C, es decir:

A = U Home (X, A),
XeOb(C)

que en definitiva es un objeto de la categorfa Con.
Si f: A — Besunmorfismo en C, definimos la aplicacién

ff:A—> B, xwo fox,
que es un morfismo en Con. Observamos que queda asf definido un funtor:
L (1) : A > A x> 100x = (14) =14
2. Sif:A— B,g:B — Csonmorfismos en C, entonces:

(gof) A= C. xm(gof)ox,

goftAA—C, xmgo(fox)=(gof) =g0of.

Denotamos a este funtor R : C — Con, A — A, f — f.

Observamos que si A, B son objetos de Con tales que A" = B’, entonces 15 € A’, es decir, existe X tal que
13 : X — Alo que implica que A = B. Por tanto, la aplicacién entre objetos que define el funtor R es
inyectiva.

Silos morfismos f : A — B, g : D — C son tales que f’, g’ se pueden componer, por ejemplo, existe
g o f' esdecir,g’o f': A” = B’ = D’ — (' entonces necesariamente B” = D’, y por tanto B = D. Luego
g o f"=(go f) conloquelos conjuntos A’y las aplicaciones f” (imdgenes del funtor R) constituyen una
subcategorfa C’ de Con, de modo que A — A’ es una biyeccién entre los conjuntos Ob(C) y Ob(C’).

Supongamos ahora que f, g : A — B son morfismos en C tales que f” = g’, entonces:

f=fou=f(1a)=¢"(1a) =go1a=g,

puesis € Homg (A, A) C A'.
Por lo que f = g, es decir, R es un funtor fiel. Y como por definicién todo morfismo en C” es una aplicacion
delaforma f": A” — B’, R es pleno.

Proposicion 1.38. EL funtor R establece un isomorfismo entre la categoria pequesia C y una subcategoria C' de

Con.

Demostracidn. Por el razonamiento anterior, R es un funtor pleno y fiel, y ademds biyectivo entre Ob(C) y

Ob(C’); luego, por (1.36), se concluye. O

Ejemplo 1.39. Si (G, -) es un grupo cualquiera y se interpreta como una categoria donde recordamos que se

trata de una categorfa con un solo objeto {*} y cuyos morfismos son G:

L Ob(G) = {*}

2. mor(G) = Homg(x,%) =G
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3. La composicién de morfismos es el producto del grupo.

Esto implica que cada morfismo es un isomorfismo, pues en un grupo todo elemento tiene inverso. Aplicando

el funtor R, podemos ver esta categorfa como una subcategoria de Con:

1. Al objeto * € G, el funtor R le asigna R(*) = Homg(*,*) = G

2. A cadamorfismo g : * — *en G, el funtor R le asocia la permutacién de G dada por la accién del

grupo sobre sf mismo.

R(g):G—G, R(g)(x)=g-x
Por tanto, el funtor R sobre los morfismos
Rlmorg) : G — {R(g) : G > G | R(g)(x) =g -x} S Z5; g+ R(g)

es en particular un homomorfismo de grupos e inyectivo. Luego G es isomorfo a su imagen, que es un

subgrupo de Xg. A este resultado se le conoce como Teorema de Cayley.

Recordemos que un grupoide (1.4) es una categoria en la que toda flecha es un isomorfismo. En este contexto,

es natural considerar funtores entre grupoides que respeten esta estructura:

Definicién 1.40. Un morfismo F : G — G’ entre grupoides es un funtor de categorias. Los isomorfismos

de grupoides son los isomorfismos de categorfas.

Proposicion 1.41. Sean G y G’ dos grupos considerados como grupoides. Entonces, los morfismos de grupoides

G — G’ son exactamente los morfismos de grupos.

Demostracion. Recordemos que un grupo G puede verse como un grupoide G con un tinico objeto x,, y
tal que Homg (x,, x,) = G. De forma aniloga, G’ se identifica con el grupoide G’ con tnico objeto x7, y
Homg (x{,x;) = G".

Un funtor F : G — G’ debe asignar:

= Al objeto x, € G, un objeto F(x,) =x, € G'.
» A cada morfismo g € Homg(x,,x,) = G, un morfismo F(g) € Homg (x,x,) = G".
La preservacion de la composicién implica que F : G — G’ es un homomorfismo de grupos:
F(gog)=F(g)oF(g') paratodog, g €G.

Por tanto, todo funtor entre grupoides con un tnico objeto se corresponde con un morfismo de grupos, y
recfprocamente, todo morfismo de grupos define un funtor entre los correspondientes grupoides.
O

El isomorfismo de categorfas es un fenémeno muy raro y por tanto de poco interés. Una mejor idea es la

siguiente:

Definicién 1.42. Un funtor F : C — D sellama equivalencia de categorias si existe un funtor G : O — C

tal que
GoF=~ic vy FoG=ip.

Cuando esto ocurra, diremos que las categorfas C y D son equivalentes o escribiremos, C ~ D
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SeaV = K-Vect, la categoria de los espacios vectoriales de dimensidn finita sobre un cuerpo K y aplicaciones
lineales. Definimos ahora Matg, la categorifa cuyos objetos son los nimeros naturales {o,1,...,n, ...} ylos

morfismos n — m son las matrices m X n con entradas en K.

Si en cada espacio vectorial en Ob(V) se fija una base la cual podemos suponer que es la canénica si ese
espacio es K", entonces cada aplicacién lineal f : V. — W se puede representar por su matriz coordenada A

en las correspondientes bases. Esto permite definir un funtor
F:V—Matg, F(V)=dimV, F(f)=A.

Por otro lado, si a cada nimero natural 7 se le asocia el espacio vectorial K" y a cadamatrizA : n — mla

aplicacidén lineal de K" en K™ que en bases canénicas tiene por matriz A, tenemos un funtor.

G : Matgy — V.

Entonces F' y G definen una equivalencia de categorias que no es un isomorfismo de categorias, veamos

que efectivamente es asi. Definimos la transformacién natural 7 : 1y — G o F tal que para cada objeto
V € Ob(V), definimos
nv:V = G(F(V)) = K™Y

como el isomorfismo que envia un vector a su coordenada respecto a la base fija By de V, es decir,
nv(v) = [v]sy.

Cada iy es un isomorfismo de espacios vectoriales, y para cada morfismo f : V. — W, el siguiente diagrama

conmuta:

KdimV G(F(fY KdimW

En efecto, si A = F(f) es la matriz de la aplicacién f respecto de las bases By y By, entonces G(F(f)) esla

aplicacién lineal x — Ax,y

nw(f(v) =[fW]sy =A-[v]s, = GF() (v (v)).
Definimos la transformacién natural € : F' 0 G — Imat, tal que para cada objeto n € Ob(Matg), tenemos:
F(G(n)) = F(K") = dim(K") = n = tmaex (1),
y para cada morfismo A : n — m,
F(G(A)) = A = 1Marg (A).

Luego € es la transformacién natural idéntica.

Aunque en este ejemplo en concreto la verificacién de la equivalencia de categorias parece casi trivial, era
necesario demostrarla directamente a partir de la definicién, por laborioso que resulte. Como en muchas
otras definiciones que hemos visto, mds adelante, presentamos una caracterizacién de las equivalencias de
categorfas que nos permitird demostrar este tipo de resultados de manera mds rdpida y sistemdtica. Antes de

eso, veamos el siguiente lema.
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Lema 1.43. La definicion de equivalencia de categorias es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Claramente es simétrica y reflexiva.
Supongamos ahoraque F : C — Dy F’ : D — & son funtores, equivalencias de categorias, entonces
existen G : D — Cy G’ : & — D tales que

GoF=~1p, FoG=z1p, G oF ~1p, F oG ~ig.
Por las propiedades 2) y 3) (1.33) de las transformaciones naturales, podemos construir
n:FoG—o1p=>Fon:FoFoG—F,
lo que se puede componer como:
(F'on)oG' : (F'oF)o(GoG') > F' oG'.

Por tanto:
(FFoF)o(GoG')~F oG ~1g

y del mismo modo
(GoG')o(F' oF) ~1¢.

Por tanto, la equivalencia de categorias es transitiva. o

Proposicion 1.44. Un funtor F : C — D es una equivalencia de categorias si y solo si es fiel, pleno y denso.

Demostracion. Supongamos que F’ es una equivalencia de categorias, entonces existe un funtor G : O — C
que verifica
FoGr1p y GoF =ig.

Por F o G = 19, todo objeto A” en D es isomorfo a F(G(A”)), y por tanto es denso.

Sean ahora A y B objetosde C,y f : A — B un morfismo. Se tiene el diagrama conmutativo en C:

A —5 G(F(A))

fl iG(F(f))

B — > G(F(B))

donde la transformacién natural @ : 1¢ — G o F es un isomorfismo natural, luego a4 y ap son isomorfismos.

Tenemos asf una aplicacion biyectiva:
¢a,p : Hom¢(A, B) — Hom¢(G(F(A)), G(F(B)))
dada por w4 g(f) = ap o f o @}, que verifica:

eap(f)=G(F(f)) = GF(f))=ean(f).

Con lo que, por @4 p biyectiva, F4 p esinyectivay G(F4 p) es suprayectiva.
Del mismo modo, tomando el isomorfismo natural 8 : 1p — F o G, se demuestra que todas las aplicaciones
G a,p’ son inyectivas. En particular, los G (F g) son inyectivos y por lo anterior biyectivos. Por tanto, como

¢ ,B s biyectiva, necesariamente F4 g es biyectiva, que es lo mismo que decir que F es fiel y pleno.
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Reciprocamente, supongamos que F es denso, fiel y pleno. Por densidad, todo objeto A” € D es isomorfo a
algiin objeto en la subclase Im(F) € Ob(D), es decir

VA" € Ob(D) 3A € Ob(C) tal que F(A) = A’,
y el axioma de eleccidn para clases permite seleccionar en cada clase de isomorfia de Im(F) un representante,

[F(A)] = {A € Ob(D) | A’ = F(A)} C Im(F).

y de nuevo el mismo axioma permite seleccionar una antiimagen en Ob(C) de ese representante. Es decir
supongamos que A’ es el representante de la clase [F(A)], entonces le asociamos de antiimagen A. Esto

muestra que podemos definir:

G : Ob(D) — Ob(C), A’ G(4A") (*)

De modo que F o G(A”) = A’. Mis atin, podemos elegir para tal A" un isomorfismo

nas F(G(A/)) — A

En particular, si A" = F(A), definimos G(A") = Ay

na =14 : F(G(A") =F(A) = A’.
Seaahora f : A” — B’ un morfismo en D. Se tiene que
ng o fomny : F(G(A")) - F(G(B)).

es un morfismo entre F(G(A”)) y F(G(B’)), que por la biyectividad de la aplicacién Fgar),G ('), define

un morfismo
fi:G(A") > G(B') tlque F(f)=ngofona.

Si ponemos f; = G( f), podemos concluir que G es un funtor de D en C, de modo que G (A’) estd definido
mediante (*), y G (f) mediante lo anterior.
Veamos que efectivamente cumple la definicién de funtor.
(1) Tenemos que G(f) = f; tal que
F(f) =ny o1ar onar = 1p(G(A%))-
Ahora,si f =14 : A” — A’, entonces

F(G(1a)) =ny 014 0o nar =0y ©Nar = IFG(A)-

A su vez, por F funtor, tenemos que 1G4/ : G(A”) — G(A’) tiene como imagen por F a1p(G(4))»

y cOmo es biyectiva, entonces necesariamente

1A = G(1a).
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(2) Seanahora f: A" — B’,g: B — (', entonces:

F(G(gof))=ncogo fona,

F(G(g)oG(f))=npogonpongofona=ns,0g0fona.

Como en el caso anterior, esto implica que

G(g) o G(f) =G(gof),
pues tienen la misma imagen bajo F.
La definicién de G (f) y la seleccion de los isomorfismos 774+ permiten describir un isomorfismo natural,
n:FoG —1p
que lo es porque el siguiente diagrama conmuta por construccion.
A" F(G(A)
fl \LF(G(f)) donde F(G(f)) =np o fona
B ——— F(G(B)

y observamos ademds que G o F = 1¢, por construccion.

O

El axioma de eleccién para clases permite seleccionar en toda clase de equivalencia de objetos isomorfos en
una categorfa cualquiera C un representante. Se obtiene asf una subclase E de Ob(C).
Si para cada par de objetos A, B € E consideramos el conjunto Home (A, B) de los morfismos de C de A en

B, se obtiene una categorfa & definida:

Ob(&) =E, y Homg(A,B) =Hom¢(A,B) VA,B€E.

Esta categorfa es una subcategoria plena, por definicién, de C, que sellama el esqueleto de C. De la proposicién
anterior deducimos que la inmersién I : & — C es un funtor que, por construccién de &, define una
equivalencia de categorfas, en efecto.

Por ser un funtor de inclusién, I es inyectivo en morfismos, y por tanto fiel. Como & es subcategoria plena de
C, paratodo A, B € &y todo morfismo h : I(A) — I(B) en C, se cumple que & € &. Luego, tomando
h = h, tenemos I(h) = h, luego es pleno. Por hipédtesis, & contiene un representante de cada clase de

isomorfismo en C. Asi, paratodo Y € C, existe X € & conY = I(X), luego es denso.

Definicion 1.45 (Categorfa Esqueletal). Una categorfa C es esqueletal si no contiene objetos isomorfos

distintos (i.e., es su propio esqueleto).
Proposicion 1.46. Sean C y D categorias. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Cy D son equivalentes.

2. Cy D tienen esqueletos isomorfos.
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Demostracion. La demostracion es muy parecida a la anterior, véase en En el anexo de demostraciones: Teorfa

de Categorias. o
Corolario 1.47. Dos categorias esqueletales son equivalentes si y solo si son isomorfas.

Demostracion. Directo de la proposicién anterior: al ser esqueletales, C = E¢c y D = Ep, luegoC = D &
C=D. O

El esqueleto mis cldsico de la categoria V' de los espacios vectoriales de dimensién finita sobre un cuerpo K
estd formado por los espacios vectoriales K", conn € N.
Este esqueleto es isomorfo con la categoria Matg. El isomorfismo estd dado por el funtor que asocia a cada

espacio K" su dimension n, y a cada aplicacion lineal K" — K™ su matriz coordenada en las bases candnicas.

1.5. Limites y colimites: primeras construcciones

Definicion 1.48. Sea C una categoria cualquiera, y sea { A; };e; una familia de objetos de C, se llama producto
de esta familia a un par (P, (71;);es) en donde:
1. PesunobjetodeC

2. Paracadai € I, mr; : P — A; esun morfismo de C

3. (Propiedad universal) Si f; : A — A; coni € I es una familia de morfismos de C, entonces existe un
unico morfismo f : A — Ptalque fi =m0 f Viel.

A

U ARFT
<
A,#P

Sil ={1,...,n}seescribe P = A, X --- X A,. Ademds en este caso se denota por (f;,..., fu) : A =
A, X -+ - X Ay al tinico morfismo tal que ;o (f5, ..., f4) = fi

La unicidad de f permite asegurar quesi (P, (11;)ier) y (P’, (7))icr) son dos productos de una familia {A; }e7,
entonces existe un tnico isomorfismo 7 : P — P’ tal que Vi € I se cumple ; = 7] o 7, es decir, tal que los

diagramas

P a S P’
A;

son conmutativos.

Observacién. La propiedad universal en una categoria cualquiera C puede reformularse en términos de
conjuntos de morfismos, si P es el producto de {A;};es, entonces para todo objeto A de C se tiene un

isomorfismo de conjuntos

Home (A, P) = ]—[ Homc (A, A)),
iel

es decir, dar un morfismo f : A — P equivale a dar una familia de morfismos f; : A — A; paracadai € I.
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Ejemplo1.49. 1. En Con el producto de una familia {A;};e; de conjuntos estd formado por el producto
cartesiano P = [];c; A; y las aplicaciones 7r; : P — A;, dados por m; ((a;)ier) = a;.

2. En Grp el producto de {G;};e; estd formado por el grupo producto P = [];; G;, en donde la

operacién binaria se define componente a componente:
(ai)ier - (bi)ier = (aibi)ier
junto con las proyecciones candnicas, que son ahora homomorfismos de grupos.

3. En Top el producto de {X;};e; estd formado por el conjunto producto cartesiano, dotado de la

opologia producto, que recordamos es la menos fina 5 que hace continuas todas las proyecciones ;.
topologfa producto, q d | >queh t todas las proy

Observacién. Dado un conjunto de espacios topoldgicos (X;, 7;)ier, el producto cartesiano P =

[I;e; Xi induce distintas topologfas:

a) Topologia caja: es 1a mds fina posible que hace continuas todas las proyecciones ; : P — X;. Sus

abiertos bdsicos son:
U XxU,X---xU,x---, sinrestriccién en el nimero de factores abiertos,

donde U; es abierto en ;.

b) Topologia producto: es la menos fina entre todas las que hacen continuas las proyecciones. Sus

abiertos bdsicos son:
rl U;, dondeU; = X; salvo parai € F,
i€l
y F = {1,...,n} es un conjunto finito. Es decir, solo un nimero finito de factores puede ser

diferente de todo el espacio.

La segunda es la buena en el sentido de que es la que respeta la propiedad universal del producto. Véase

el siguiente ejemplo que lo ilustra.
Tomamos I = N conjunto de indices, X; = R,i € N, y el producto cartesiano [ ;i X; = RN,

Consideramos la funcién f : R — RN, x +— (x,x,...), observamos que 7; o f = f; : R — R,
x > x, luego las f; son continuas. No obstante, f no es continua, vedmoslo.

Sea U = [],en(—27",2") un abierto en la topologfa caja. Si tomamos f~'(U) = {x e R | x €
(=27",2") Vn € N} = {o}, que es un cerrado en R con la topologia usual. Luego, si f; : R — Rees
una familia de aplicaciones continuas tal que f; = 1r paratodoi € N, en la topologfa caja no existe f

continua cumpliendo 7; o f = f;, pues el tinico candidato posible es el antes definido.

4. En un conjunto preordenado (P, <) considerado como categoria pequefia, el producto de una familia

(ai)ier de elementos de P, es (si existe) el infimo /\;¢; a; de dicha familia.

Veamos que efectivamente el par ( A\;e; @i, (7;)ier) define un producto en la familia (a;);er:

a) Claramente \;c; a; € P,luego es un objeto de (P, <).

SUna topologfa 7; es menos fina que 7, si T; C T,, es decir, tiene menos abiertos. Por tanto, la menos fina es la topologfa que,

dado un conjunto, tiene menos abiertos.
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b) Paracadam; : A\jea; — a;existe, pues /\ jey a; < a; por definicién de {infimo.

¢) Sifi: b — a;paratodoi € I, entonces b es una cota inferior de {a;}e1, pues b < a; para
todo i € I. Existe un Gnico morfismo tal que f : b — /\;; a;, si pues el infimo es tnico y es la
mayor de las cotas inferiores, luego b < \;c; a;, y ademis /\;c; a; < aj paratodo j € I, luego

fi=mjof.

Definicién 1.50. Sea C una categoria cualquiera y sea { A; };e; una familia de objetos de C. Sellama coproducto

de esta familia a un par ((%;)ies, C) donde:

1. CesobjetodeC,
2. Paracadai € I,; : A; — C es un morfismo,

3. (Propiedad Universal) Si f; : A; — A coni € I es una familia de morfismos en C, entonces existe un
unico morfismo f : C — Atal que f; = f o u; paratodoi € I.

A2 C

:H!f

N
A

Sil ={1,...,n}seescribeC = A, +---+A,. Ademds, se suele denotar por (f;, ..., fn) : Ai+---+A, = A

al morfismo tal que (f;, ..., fn) o i = fi.

Observacién. Andlogamente a la propiedad universal del producto si C es el coproducto de {A; }c;, entonces

para todo objeto A de C se tiene un isomorfismo de conjuntos

Homc(C. A) = | | Home (A7, A),
iel

es decir, dar un morfismo f : C — A equivale a dar una familia de morfismos f; : A; — A paracadai € I.

Observacién. Estd claro que un coproducto en una categoria C es un producto en la categorfa opuesta C°.

Por tanto, son propiedades duales una de la otra.

Ejemplor.s1. 1) En Con, el coproducto de una familia {A; };¢; de conjuntos estd formado por el conjunto

C = | lje; Ai, unién disjunta de los A;, y las inclusiones candnicas ;.
La construccién de C es como sigue: para cada i € I se define el conjunto
A=A x{i} ={(a,i) :a € A}

Esto fuerza que A; N A; = () paratodoi # j, entonces C se define como: se define como el conjunto

unién delos A;. Parai € I, lainclusién candnicapy; : A; — Cesa = (a,i).

2) En Grp el coproducto de una familia de grupos se define a partir del producto libre de grupos.

Sea {G 4} ger una coleccién de grupos. Como conjunto, el producto libre de grupos *4¢7G 4 consiste

en las palabras reducidas, es decir, secuencias finitas de la forma g, . . . g, donde m € N (incluyendo
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4)

m = o para la palabra vacfa), cada g; pertenece a algin grupo G4, con d; € I,y ademds se cumple que

elementos consecutivos no provienen del mismo grupo:

8§ €Gy = gin¢ Gy (paracadai=1,...,m—1).

Dotamos a *4¢7G ¢ de una operacién binaria definida por concatenacién seguida de reduccién: da-
das dos palabras reducidas w = g;...gm yw' = g;...g, su producto es la palabra obtenida al

concatenarlas,
’ _ ’ ’
wew =g ...8n& - 8k
y luego reducirla aplicando sucesivamente las siguientes operaciones hasta que no sea posible:
. ’ . ’
» Sign y g pertenecen al mismo grupo G 4, se reemplazan por su producto g,,8; € G4 (a menos
que g8, = €, en cuyo caso se eliminan ambos).
= Este proceso se repite para los nuevos elementos adyacentes hasta obtener una palabra reducida
vélida.
La palabra vacia (caso m = o) actia como identidad, y el inverso de w = g,...g,, es la palabra
% y
w =g, .. g ", dondecada g " esel inverso en G;,.
Demostrar la asociatividad de *4¢;G 4 v que efectivamente este es el grupo que cumple la definicién de
yq grupo q

coprodcuto en la categorfa de Grp es un poco tedioso pero, sistemdtico.

En Top el coproducto de una familia de espacios {X; };es estd formado por el conjunto unién disjunta,

dotado de la topologfa mds fina que hace continuas todas las inclusiones.

Dado un conjunto ordenado (P, <), el coproducto es el supremo (razonamos de manera andloga al
ejemplo del infimo).

Ejemplo 1.52. En la categoria de A-Mod, el producto de una familia {M; };e; de A-mddulos estd dado por el

mddulo producto [ ];c; M; junto con las proyecciones candnicas 7;, mientras que el coproducto es la suma

P.c; Mi y los homomorfismos inclusién de cada M; en dicha suma.

Definicién 1.53.Sean f : A — By g : A — B dos morfismos en una categoria C. Un par (E, ) se dice

que es un igualadoren C de f'y g si:

I.

2.

3.

e: E — AesunmorfismoenC,

foe:goe,

(Propiedad Universal) Para todo morfismo e’ : E — A en C talque f o e’ = g o €', existe un tnico

morfismo é : E’ — Etalquee’ =eoé.

f
E%A:g?B
A
e ,

| e

E/
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Dualmente, tenemos el coigualador (¢, C) en C que es simplemente un igualador en C°.

En cualquiera de las categorfas Con, Grp, Top, el igualador de dos morfismos f'y g con el mismo dominio

A'y el mismo codominio viene dado por el subconjunto (subgrupo, subespacio)

E={acAlf(a)=g(a)}
junto con la inclusién canénicae : E < A.

Sean ahora f : A — Byg : A — B dos morfismos en la categoria Con, es decir, dos aplicaciones, y sea
R € B X Blamenor relaciéon de equivalencia que contiene a todos los pares ( f(a), g(a)) cona € A.SiC es

el conjunto cociente B/Ry ¢ : B — C dada por ¢(b) = R(b), entonces el par (¢, C) es un coigualador de
fye

En la categoria Top, partimos de f, g aplicaciones continuas entre espacios topolédgicos A y B y se dota al
conjunto cociente anterior C de la topologfa cociente. Entonces, (c, C) es un coigualador de fy g enla
categoria Top.

Supongamos que f : G — Hyg : G — H son homomorfismos de grupos. Se considera el conjunto

S={f(x)g(x)™" | x € G} C Hy el menor subgrupo normal N de H que contiene a S, entonces

n:H—> H/N

es un coigualador de f y g en Grp.

nof:G—>H—>HIN, x f(x) > na(f(x)=f(x)N

nog:G—H—>HIN, xg(x)—n(g(x))=gx)N
y observamos,

f(x)g(x)" e N e f(x)g(x)"'N=Ng(x) & f(x)N=g(x)N=>mo f=mog
Veamos que se verifica la propiedad universal, en Con, el razonamiento es andlogo en Grp y Top. Sea
e’ E' — Atalque f o e’ = g o e, luego se cumple,
fle'(x)) =g(e'(x)) > €' (x) € E Vx € E' pordefiniciénde E.

Definimos € : E” — E como é(x) = €’(x) paratodox € E’, y ademds

eoé(x)=e(e(x)) = é€kx)=eoce=¢
e inclusién

La unicidad se deduce del hecho de que e es una inclusién, por lo € estd completamente determinado por e’

Lema.s4. 5/ (E, e) y (E’, e’) sonignaladoresde f,g : A — Ben C, existe un sinico isomorfismo ¢ : E — E’

baciendo conmutar:

Demostracion. En el anexo de demostraciones: Teorfa de Categorfas. m]
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Proposicion r.55. 57 (E, e) es un igualador de dos morfismos f, g, entonces e es un monomorfismo.
Demostracion. En el anexo de demostraciones: Teorfa de Categorfas. O

Observacién. Por dualidad, toda propiedad que se cumple para los igualadores tiene una versién andloga para
los coigualadores. En particular, el coigualador de un par de morfismos, si existe, es Gnico salvo isomorfismo y

siempre es un epimorﬁsmo.

Observacién. Es importante mencionar que los conceptos de igualador y coigualador de un par de morfismos

se pueden extender a familias arbitrarias de morfismos { f;};e; donde f; : A — B.

Otro concepto clave en matematicas es el de nucleo o kernel de un morfismo. Sea C una categoria tal que

para todo Hom¢ (A, B), veamos que existe cierto morfismo oap : A — B (morfismo nulo). Se define el

kernel de f : A — B como el igualador de f y el morfismo 04 . Luego, el kernel es un objeto K junto con
un morfismo K L A cumpliendo:

fOk:OABOkZOKB.

. K’ . L, - .
SiK’ — A esotro morfismo con f o k" = ok, entonces existe un Gnico morfismo k : K — K cumpliendo
k o k = k’. Con los siguientes ejemplos veremos que esta nocién de kernel es la misma que la que ya

conocifamos:

EnGrp,secaogy : G — H,g = epy,ysea f : G — H un homomorfismo. El kernel de f es el subgrupo
normal de G:

ker(f) ={g € G| f(g) =en} =K

junto con la inclusién k : ker(f) — G.

= Tenemos que Vg € ker(f), f o k(g) = f(k(g)) = f(g) = en = okn(g)-

= Veamos que se verifica la propiedad universal del igualador: sea K’ otro grupo tal que K’ k—) G cumple
f (o] k’ = OK’H

En tal caso, tenemos que Vg € K’, f o k’(g) = f(k'(g)) = en,luego k’(g) € K.

Definimosu : K" — K = ker(f),conx + pu(x) = k'(x) € k € G.Portanto kou(x) = k(k'(x)) =
k’(x), pues k es la inclusién. Ademds si existiera otro z : K — K cumpliendo k o z = k', dado que k

es un igualador, es un monomorfismo, entonces:
kop=kop=p=p

Definicién 1.56. Un pullback en una categoria C es un diagrama conmutativo
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tal que para todo diagrama conmutativo

X235 A
T
B——C

existe un dnico morfismo z : X — Ptalqueg’oz = xy f’ oz = y,aesta condicién lallamamos la propiedad

universal del pullback .

Es decir, dado un par de morfismos f : A — Cy g : B — C en una categoria C, un pullback consiste en un

objeto P (llamado objeto pullback o producto amalgamado), dos morfismos f” : P — Ay g’ : P — B que

hacen conmutar el siguiente diagrama:

tal que para todo diagrama conmutativo

c —23B

7| ly

A—>X

existe un tnico morfismo w : P — X talquew o g’ = x,w o ' = y, a esta condicién la llamamos la

propiedad universal del pushout.

Es decir, dado un par de morfismos f : C — Ay g : C — B en una categoria C, un pushout consiste en

un objeto P (llamado objeto pushout o suma amalgamada) y dos morfismos f": B— Pyg’: A — P que

hacen conmutar el siguiente diagrama:
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Sea Con la categoria de los conjuntos, su objeto final es un singulete {a}. Dados dos conjuntos A, B, objetos

de Con, consideramos su producto (A X B; 7, 7,) y escribimos el siguiente diagrama:

AxB —2 35 A

ni y

Bﬁ{a}

Observamos que f y g son tnicos pues {a} es un objeto final. Ademds, f o 1, = g o 7, luego el diagrama es
conmutativo. Consideramos ahora otro conjunto X y cualquier par de aplicacionesx : X — A, y : X — B,

talesque fox =g oy,

B—— D,

Por la propiedad universal del producto, existe un Gnico morfismo
®:X >AXB taque mod=x, mod=y.

Por tanto, el pullbackde f : A — {a}yg : B — {a} es precisamente (A X B; 7, 7, ), el productode A y B.

Corolario 1.58. Si C tiene un objeto final L, entonces el producto de dos objetos A, B en C es un caso

particular de pullback.

La demostracién es andloga a lo anterior para la categoria Con.

Sean f: A — Cyg: B — C dos morfismos en la categoria Con. Definimos el conjunto
P={(a,b) e AXB| f(a)=g(b)} CAXB,
que satisface la conmutatividad del siguiente diagrama:

7rI|P

P——A

wl

B——C
En efecto, para todo (a, b) € P se cumple:
fom(a,b) = f(a)=g(b) =goma,b),

y por tanto f o m|p = g o m,|p. Ahora, dado un objeto X en Con y un par de morfismos : X — A,
k: X — B que hacen conmutar el diagrama (f o h = g o k), existe un tinico morfismo z: X — P
dado por z = (h, k). Notemos que x(x) € P paratodox € X, puessi f(h(x)) = g(k(x)) entonces
(h(x), k(x)) € P. Ademds, u satisface:

mou=h y mou=k,
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y es inico, puessiv: X — P cumplem, ov = hym, ov = k, entonces
v=(mov,mov)=(hk)=p.
Este objeto P se denomina producto fibrado de A y B sobre C en Con, y se denota:
AxcB:={(a,b) € AXB| f(a) = g(b)}.
y junto con las aplicaciones, 1,|p : A Xc B — A, m,|p : A Xc B — B son un pullback de,

A

I

B2
Observacién. Nétese que el producto fibrado A X¢ B se puede construir también como el igualador de los

morfismos f o 7, y g o m,. Eligualador de ambos morfismos es simplemente

(A Xc B,e), dondee:AXc B < A X Beslainclusidn.

Dadas aplicaciones continuas f: X — Zyg: Y — Z, el producto fibrado en Top es el espacio:

XXzY={(x,y) e XXY | f(x)=g(»)}

junto con la topologfa de subespacio inducida por el producto X X Y. Andlogamente, dados homomorfismos
¢: G — Kyy: H— K, el producto fibrado en Grp es el subgrupo:

GxxH={(8.h) e GXH|¢(g)=y(h)},

con la operacién componente a componente, como la del producto de grupos.

Dualmente a la idea antes descrita, en Con podemos construir el diagrama

o —"y B

0|
A

donde @ es el vacio, que es un objeto inicial, y las inclusiones i;, i, son los Gnicos morfismos de @ — A, B.

Tomando la unién disjunta (AL B, (u,, #,)), tenemos un pushout. En general tenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.59 (Dual de 1.58). Si C tiene objeto inicial /, entonces el coproducto de dos objetos Ay B en C

es un caso particular de pushout.

Dado un objeto C de Con y los morfismos f : C — A, g : C — B, el objeto que define el pushout se llama

unién amalgamada y se escribe

Allc B=AUB/g(c)~f(c)-

donde la relacién de equivalencia es la relacién de equivalencia generada por los pares ( f(¢), g(¢)).
Observamos ademds que el objeto A Li¢ B se puede construir como un coigualador de ¢, o f'y u, o g, que

denotamos (A U¢ B, ) conm : A+ B — A llc B paso al cociente.
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Dadas aplicaciones continuas f: Z — Xy g: Z — Y, la suma amalgamada en Top es el espacio cociente:
XUzY=(XUY)/~,

con la topologfa final inducida por la proyeccion X 1Y — X 117 Y.

Dados homomorfismos ¢: Z — G yy: Z — H,la suma amalgamada en Grp es el cociente:

Gz H=(G*H)/[(p()Y(2)7" | z € Z)), (13)
donde G * H es el producto libre.

Los conceptos definidos hasta ahora producto, igualador y pullback son casos particulares de lo que llamamos
limite de un diagrama; y sus duales coproducto, coigualador y pushout de la correspondiente idea dual: el

colimite.

Hay una relacién que liga las tres construcciones previas.

Proposicion 1.60. Sea C una categoria en la que para cada par de objetos A, B existe un producto (AXB, m,, ,),

entonces son equivalentes:
1. Todo par de morfismos f,g : A — B posee un igualador.

2. Todo diagrama de la forma

= n
S

&=

puede ampliarse basta formar un pullback

Demostracion. Supongamos que (1) es cierto y tenemos un diagrama incompleto. Formamos el producto

(A X B, m,, m,). Consideramos:

fom:AxBSALC,  gom:AxBZBSC,

Con esto, formamos el siguiente diagrama:

AXB%

|

A—5

A4
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Si tomamos el igualador (P, ) de ambos morfismos, podemos construir.

P/N
\

Ty

roe AXB —— A
|l
B——C

donde definimos g’ := m, 0 ey f’ := m, o e. Este diagrama es conmutativo porque, por ser igualador,
fomoe=gom,oe.Veamos que ademis (P, f’, g’) es un pullback. Supongamos que tenemos otro

diagrama conmutativo:

X235 A

yl s

B——C

donde g o y = f o x. Consideramos el siguiente morfismo:

(x,y): X > AXB, tlquemo(x,y)=x, mol(x,y)=y.

Componiendo con f'y g respectivamente:

fomo(x,y)=fox=goy=gomol(x,y).
Luego (x, y) cumple la condicién dela propiedad (3) de la definicién de igualador. Por tanto, por la propiedad

universal del igualador, existe un tnicoz : X — Ptalquee o z = (x,y).

De modo que:
f’ozzﬂzoeozzﬂzo(x,)’):ya gloZ:ﬂloeoZ:ﬂIo(x’y):x‘
Demostrar la unicidad es rutinario.

Supongamos ahora el reciproco. Si f, g : A — B son dos morfismos con el mismo dominio y codominio,
consideramos:
(f.8):A— BXB, (13,18) : B> B X B,

y construimos el diagrama pullback:

E—" spB

e\L i(IBsIB)

A—>(f’g) BxB

Veamos que efectivamente (E, e) es un igualador de f'y g. Primero veamos que f o e = g o e. Del diagrama

anterior:
(1g,18) o h = (f,g) oe.

Componiendo con la primera proyeccién ;:

mo(ig,ip)oh=mo(f,g)oce=130h=foe,
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y andlogamente, componiendo con 7,:

m,0(1g,1ig)oh=m,0(f,g)oe=130h=goe.

Luego:
foe=goe.
Sea ahora otro diagrama conmutativo:
X—2 3B
X\L \L(IB,IB)
A—— BXB
T

Con un razonamiento andlogo al hecho anteriormente con este diagrama, llegamosay = fox = g o x,
veamos que existe un unico morfismo z tal que x = e o z. Por la propiedad universal del pullback, existe un
tnicoz : X — Etalqueh oz =yye oz =ux,concluyendo la demostracion.

O

Para una exposicién mds completa de ciertos resultados fundamentales de la teorfa de categorias —como los

limites, colimites (en general), funtores representables o el lema de Yoneda— se remite al Apéndice B.
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Topologia Algebraica

Este capitulo constituye el primer acercamiento en el estudio de la topologfa algebraica, abordado desde una
perspectiva guiada por la teorfa de categorias, a partir de las nociones desarrolladas en el capitulo anterior.
Lejos de ser una exposicién estindar, el enfoque adoptado busca revelar c6mo la teorfa de categorias simplifica
demostraciones, clarifica definiciones y proporciona un marco mds general para interpretar resultados cldsicos.
Esta perspectiva culmina con la formulacién categérica del teorema de Van Kampen, que constituye la pieza

central del capitulo y donde se manifiestan con claridad las ventajas de este enfoque.

La teorfa del grupo fundamental, en su formulacién cldsica —como la que aparece, por ejemplo, en [Hatoz]—,
ha sido estudiada previamente por el autor, por lo que en este capitulo no se incluyen muchas de las de-
mostraciones elementales que suelen acompanar esta presentacion tradicional. Salvo algunos resultados

indispensables para el desarrollo posterior, cuyas pruebas se han desplazado al Anexo.

Sin embargo, el enfoque adoptado en este capitulo es categérico. A diferencia de los textos cldsicos de topologfa
algebraica, aqui se busca mostrar cémo la teorfa de categorfas permite reinterpretar de forma mds natural las
construcciones fundamentales de esta teorfa. Esta decision metodoldgica recorre todo el capitulo y constituye

la motivacién principal de su redaccion.

Desde esta perspectiva, comenzamos introduciendo algunos conceptos topolédgicos bisicos, como los caminos,
las homotopias y los lazos, que nos permiten construir una de las estructuras centrales del capitulo: el grupoide
fundamental. Aunque puede entenderse intuitivamente como la coleccién de todas las curvas del espacio
agrupadas por clases de homotopfa, esta construccion cobra pleno sentido cuando se formula categéricamente.
En efecto, el grupoide fundamental no es otra cosa que una categoria, en la que los objetos son los puntos del
espacio y los morfismos las clases de caminos entre ellos. Esta formulacién no solo es més general que la del

grupo fundamental, sino que también es intuitivamente mds natural.
A partir de aqui, veremos cémo el grupo fundamental cldsico puede interpretarse como un funtor
m, : Top, — Grp,

que asigna a cada espacio topoldgico punteado su grupo fundamental. Como ya se introdujo en el primer
capitulo, este funtor formaliza la relacién entre la topologfa del espacio y su estructura algebraica, permitiendo
deducir de forma inmediata diversas propiedades. Asimismo, trasladaremos esta construccién al contexto de
la categorfa cociente hTop, —también presentada anteriormente—, la cual recoge con precision la nocién de

forma. Veremos que el grupo fundamental induce también un funtor
n, : hTop, — Grp,

lo que nos permitird obtener distintos resultados de forma natural y estructurada.
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El capitulo culmina con la demostracién del Teorema de Van Kampen, uno de los resultados fundamentales
en el estudio del grupo fundamental. Este teorema, desde el punto de vista categdrico, no es mis que decir que
el funtor 7, : Top, — Grp respeta pushout. Su demostracién cldsica, que puede encontrarse en [Hatoz], es
especialmente técnica y farragosa, lo que motiva la busqueda de una prueba mds clara y natural. Siguiendo
esta perspectiva, el capitulo concluye con una demostracién alternativa del teorema, inspirada en [San24b],

en la que se hace uso explicito del lenguaje categdrico.

Aunque el enfoque general del capitulo ha sido desarrollado desde una perspectiva categérica propia, algunos
ejemplos puntuales han sido tomados de [Hatoz]. Por otro lado, varias secciones se inspiran en [Navas], un
texto conciso y denso en contenido, que aqui ha sido reorganizado, completando las pruebas y razonamientos
que alli se daban por supuestos, siempre guiado por la motivacién conceptual que estructura el presente

trabajo, dando como resultado un texto propio del autor.

En definitiva, la principal aportacién de este capitulo consiste en la presentacion categdrica del nticleo de la
topologia algebraica elemental, reformulando desde esta perspectiva diferente a la cldsica. Una de las partes
mds destacadas del capitulo es la inclusién de una demostracién alternativa del teorema de Van Kampen, cuya
formulacién categérica permite exponerla de manera més sencilla que en los tratamientos clsicos. Aunque la
demostracién no es original del autor, su integracién dentro del enfoque categérico adoptado constituye uno

de los elementos mds valiosos del capitulo.

2.1. El grupo y grupoide fundamental

Definicién 2.1. Una aplicacién continuay : I = [o0,1] — X se llama un camino de p a g si y(o) = p,
¥(1) = g. Dado otro camino ¥’ con y’(0) = g, y'(1) = r, se define la composicién o concatenacién de

caminos:

o

IA
~
IA

y(21)
Y (2t —1)

SN

(Y -y)() =

1=~

<t<1

Observacion 1. En contra del uso habitual, interpretaremos la composicién y - v’ como, recorrer primero y y

después y’, es decir, adoptamos la misma convencién que en la composicién de aplicaciones.

Definicion 2.2. Sean y,, ¥, caminos de p a . Diremos que son homotdpicos, y escribimos y, = ;, si existe

una aplicacién continua H : I X I — X, llamada homotopifa, tal que H,(t) := H(¢, s) satisface:
H,=v, H =v, Hio)=p, H1)=q.

Yo

Y1

Lema 2.3. La relacion = es una relacion de equivalencia sobre los caminos con extremos fijos.

Demostracion. En el anexo de demostraciones: Topologia Algebraica. m]
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Lema2.4.57H :y = y’yﬁ :y =Y, entoncesy -y =y -y

Demostracion. En el anexo de demostraciones: Topologia Algebraica. m|
04 Y
Y ¥

Proposicion 2.5. Sean 'y, V1, V., ¥, caminos con extremos compatibles. Se verifican las siguientes igualdades en

las clases de homotopia:

1. Sean p(t) =y(0) y q(t) = y(1) los caminos constantes en los extremos dey. Entonces se tiene:
q-Y=Y=Y"D.

2.y -y =p,dondey™ (1) =y(1—1) y p(t) = y(0).
32 (7)) =Y (e )
Demostracion. En el anexo de demostraciones: Topologia Algebraica. m|

Con todo lo anterior, dado X un espacio topoldgico, las clases de homotopia de caminos entre puntos de
X se pueden componer siempre que los extremos coincidan, y esta composicion estd bien definida salvo
homotopia. Existe una clase identidad en cada punto x € X, representada por el camino constante p(¢) = x,
y cadaclase [y] : p — ¢ posee un inverso [y™'] : ¢ — p. Por tanto, se obtiene una estructura de categoria

en la que toda flecha es un isomorfismo y los objetos forman un conjunto: esto es, una estructura de grupoide.

Definicion 2.6. Se llama grupoide fundamental de un espacio topoldgico X al grupoide 7, X cuyos objetos

son los puntos de X, y cuyas flechas [y] : p — ¢ son las clases de homotopia de caminos y que vande p a g.

Si restringimos la construccidn anterior a caminos que tienen el mismo punto inicial y final p € X, obtenemos

los llamados lazos basados en p. Observamos que la composicién de caminos definida anteriormente induce

una operacién sobre las clases de homotopia de lazos basados en un punto p € X. Dados dos lazos @, 8 :
I — X cona(o) = a(1) = B(o) = B(1) = p, definimos:

donde la composicién 5 - @ se obtiene recorriendo primero a y luego S, tal como establecimos anteriormente.
Esta operacidn estd bien definida porque,sia = o’y 8 = f’, entonces B - @ = ' - o’ (por el lema de
compatibilidad con la composicién). Ademds, por la proposicién anterior, esta operacion es asociativa (hasta
homotopia), tiene elemento neutro (la clase del lazo constante en p) y cada clase [@] posee un inverso [a@™'].

Por tanto, las clases de lazos basados en p, con esta operacién, forman un grupo.

Definicién 2.7. Sea X un espacio topoldgicoy p € X. Se llama grupo fundamental de X en p al conjunto

(X, p) formado por las clases de homotopia de lazos basados en p, con la operacién inducida por la

composicién de caminos.
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Entendiendo p como un objeto del grupoide fundamental 7, X, la subcategoria plena 7, X, cuyo tnico objeto

es p es un grupoide con un tnico objeto; ademds, su grupo asociado es:

n(X, p) = Homg x(p, p).

Asi, m,(X, p) puede entenderse como el grupo asociado al grupoide 7, X),. En consecuencia, existe un funtor
inclusion

I:mX, — nX,
que identifica 7, (X, p) con una subcategoria plena de 7, X, formada por un objeto, el punto p y por las

flechas que comienzan y terminan en p.

Observacidn 2. La construccién del grupoide fundamental 7, X resulta conceptualmente mds natural que la
del grupo fundamental cldsico 7, (X, p). En primer lugar, 7, X considera todos los caminos entre puntos

arbitrarios de X, no sélo lazos. En segundo lugar, evita la eleccidn arbitraria de un punto base.

m(X p) C mX

Figura 2.1. Comparativa grupo fundamental y grupoide fundamental

Veamos ahora algunos ejemplos de grupos fundamentales para diferentes espacios topoldgicos.

Ejemplo 2.8. Sea X C R" un subconjunto convexo. Entonces, para cualquier par de caminos y,, ¥, : I — X

con extremos ¥, (0) = ¥;(0) = p, ¥o(1) = %:(1) = g, la aplicacién
H(t,5) = (1= 5)yo(1) + s7:(1)

define una homotopia entre y, y ;. Esto se debe a que, por convexidad de X, la imagen de H queda contenida
en X. En particular, cualquier lazo y en X basado en un punto p € X es hométopo al lazo constante en p,

por lo que
(X, p) ={lpl}.

Algunos ejemplos clésicos de espacios convexos son:
» Elespacio euclideo R".
» Eldisco cerrado D" = {x € R" : ||x|| < 1}.
» Elintervalo unitario I = [o,1] C R.
» Cualquier celda cerrada en R" (rectingulo, cubo, etc.).

Todos ellos tienen grupo fundamental trivial.
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Cuando el grupo fundamental de un espacio topoldgico (X, p) es trivial, es decir, si

m(X, p) = {[pl}
donde [p] esla clase del lazo constante en p, adoptaremos la notacion:
m(X,p) =o.

Ejemplo 2.9. Un ejemplo fundamental es el del circulo S*. El grupo fundamental 7, (S", p) es isomorfo a Z.
Una intuicién de este hecho es la siguiente: cada clase de homotopia de lazos en S* corresponde a un ndimero
entero que cuenta cudntas vueltas da el lazo alrededor del circulo. Una vuelta positiva define una clase que
denotamos por [w]; recorrer el circulo dos veces da [w, ]. Las vueltas en sentido contrario definen elementos
negativos, como [w—,]. Ademds, concatenar un lazo que da m vueltas con otro que da n vueltas equivale a un

lazo que da m + n vueltas, lo que sugiere la estructura aditiva de Z:

(W] - [wn] = [Wn4n].

Asf, se induce un morfismo

I
QDZZ_)NI(S’p)a ”'_)[a)n]’
que mds adelante veremos que es un isomorfismo de grupos.

La demostracién completa puede consultarse en el libro de Hatcher [Hato2], pero veremos una mis sencilla

cuando introduzcamos la teorfa de revestimientos (3.72).

Proposicién 2.10. Sea 'y un camino de p a q en un espacio topoldgico X. Entonces, la aplicacion

¢y :m(X,p) > m(X.q), [o]l=[y-o-y7]

es un isomorfismo de grupos. Este isomorfismo no es canonico, ya que depende del camino vy, salvo cuando

(X, p) es abeliano, en cuyo caso todos estos isomorfismos coinciden.

Demostracion. La aplicacién estd bien definida porquesi H : I X I — X es una homotopia entre o7 y 0,
entoncesy - H; - y™', es una homotopiaentrey - o, - y 'y ¥ - 0, - ¥'. Es un morfismo de grupos porque

preserva la operacién:

oy([on] - [on) =y ooy T=ly -0y -ly-ou- vl = oy([on]) - @y ([0]).

Elinverso estd dado por ¢}" : m(X, ¢) — m (X, p), definido por [7] — [y~ -7 - ¥].

Siyy vy’ son dos caminos de p a g, entonces para todo [o] € m,;(X, p), se tiene:

Yoy =y oyt e |y

lo cual ocurre si 7, (X, p) es abeliano. Por tanto, en ese caso, todos los isomorfismos inducidos por caminos

entre p y g coinciden. O

Si X es conexo por caminos, entonces el grupo fundamental 7, (X, p) es, salvo isomorfismo, independiente
de la eleccién del punto base p. En ese caso, es comun abreviar la notacién y escribir simplemente 7, (X). No
obstante, en este trabajo preferiremos mantener siempre explicito el punto base, ya que la notacién 7, (X, p)
es mds precisa desde el punto de vista categdrico. En los ejemplos posteriores, simplemente notar que cuando
se cumpla la conectividad por caminos y escribamos 7, (X, p), no implicard ninguna pérdida de generalidad,

por la eleccién de p.
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2.1.1. El funtor m,

Definicién 2.1 Sea f : (X, p) — (Y, f(p)) unaaplicacién continua entre espacios topolégicos punteados.

Se define la aplicacién inducida en los grupos fundamentales como:

foim(X,p) > m(Y, f(p), [yl—= [foyl

Observacion 3. La aplicacién fi estd bien definida y es un morfismo de grupos. De hecho, como mencionamos

en el primer capitulo en la seccién de funtores, la construccién , define un funtor:
n, : Top, — Grp,

que asocia a cada espacio topoldgico apuntado (X, p) su grupo fundamental 7, (X, p), y a cada aplicacién
continua f : (X, p) — (¥, q) que cumple f(p) = g, el morfismo de grupos f. : m,(X, p) — m, (Y, q).

Sif:(X,p)— (Y,q)esunhomeomorfismo entre espacios topoldgicos punteados, entonces la aplicacién
inducida f. : m, (X, p) — m,(Y, q) es un isomorfismo de grupos. Esto se sigue directamente del hecho de
que 7, : Top, — Grp es un funtor: como f es un isomorfismo en Top,, su imagen bajo el funtor también

lo es. Luego, dos espacios topoldgicos no serin homeomorfos si tienen grupos fundamentales distintos.

Lema 2.12. Sea X un espacio topoldgico y sean Uy, U, C X abiertos conexos por caminos que contienen al punto
base p € X, tales que U, U U, = X y U, N U, también son conexos por caminos. Entonces, todo lazo en X basado

en p es homotdpico a un producto finito de lazos, cada uno de los cuales estd contenido en U, 0 en U,.

Ejemplo 2.13. Sean > 2. Entonces se tiene: m,(S", p) = o.

Podemos expresar §"* como la unién de dos abiertos U, y U,, cada uno homeomorfo a R", por ejemplo
tomando U, := §" \ {N} yU, := "\ {S}, donde N y § son puntos antipodales. Ambos contienen al punto
base p € U, N U,, y su interseccién es homeomorfa a $"™' X R, que es conexa por caminos sin > 2.

Por el lema anterior, todo lazo en §" basado en p es homotdpico a un producto de lazos contenidos en U, o
U,.Como U, = R"y U, = R",yR" es tal que m,(R", p) = 0, se tiene que 7, (U,, p) = m,(U,, p) = o. Por

tanto, cualquier lazo en §" es homotépico al lazo constante.

Proposicion 2.14. Sean X, Y espacios topoldgicos, x € X ey € Y. Sip, : X XY = Xyp, : X XY — Y son

las proyecciones candnicas, entonces la aplicacion

Fom(XxY,(x,y) = m(X,x) xm(Y,y),  F([y]D) = ((p)([¥D, (p2)«([¥])

es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Dada una clase de homotopia de lazos [y] € m (X X Y, (x,y)), las proyecciones p, y p,
permiten obtener lazos p; o y en X y p, o y enY, ambos basados en x e y respectivamente.
Para construir su inversa, consideramos dos lazos @ : I — X, 8: [ — Y, basados en x e y respectivamente.

Entonces el lazo

y(1) = (a(), B(1) : I — X XY

estd basado en (x, y), y cumple (p, 0 y)(t) = a(t), (p,oy)(t) = B(1).
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Este resultado muestra que el funtor grupo fundamental preserva productos, en el sentido de que la imagen

del producto de espacios topolégicos es el producto en grupos.
Ejemplo 2.15. Como consecuencia del resultado anterior, podemos obtener el grupo fundamental del toro.
m(T*, (p,q)) = m(S' xS, (p,q)) = m (S, p) xm(S',q) = ZXZ.

Ejemplo 2.16. Paran # 2, se tiene que R* no es homeomorfo a R". En efecto, supongamos que existe un

homeomorfismo f : R* — R". Consideramos el complementario de un punto:
R*\{o} =2 8"xR, R"\{f(o)} =S""xR.
Por preservacién de productos y el resultado anterior,
m(R*\ {o},p) 2 m (S, p) =Z, mR"\{f(0)},f(p) =m(S"",q)=0 sin>a2.

Luego los espacios no pueden ser homeomorfos, pues sus grupos fundamentales no son isomorfos.

2.2. Homotopia de espacios topologicos

Definicion 2.17. Sean f, g : X — Y aplicaciones continuas entre espacios topoldgicos. Decimos que f'y g

son homotdpicas, y escribimos f* =~ g, si existe una aplicacién continua
H:XxI->Y

tal que
H(x,0) = f(x), H(x,1)=g(x) paratodox € X.

Observacion 4. La relacién de homotopia es una relacién de equivalencia sobre el conjunto de aplicaciones
continuas X — Y,y es compatible con la composicién. Por tanto, se puede definir la categoria hTop, llamada

categorfa homotdpica, cuyos objetos son espacios topoldgicos y cuyas flechas son clases de aplicaciones

continuas médulo homotopfa:
Hothop(X’Y) = {[f] | f : X - Ycontinua, f = g < f ~ g}

Esta categoria se obtiene como cociente de la categoria Top por la relacién de homotopia entre morfismos.
Existe, por tanto, un funtor cociente,

Q : Top — hTop

que actia como la identidad sobre objetos, y que envia cada aplicacién continua f : X — Y asu clase de

homotopia [ f].

Un isomorfismo f : X — Y en hTop se le denomina equivalencias homotdpicas. En particular, un espacio

se dice contractible si es homotdpicamente equivalente a un punto.

Ejemplo 2.18. Sean C = §' X [o,1] el cilindro y S* el circulo. Consideremos las aplicaciones continuas,

proyeccién f : C — S' dada por f(x, 1) = x paratodo (x,t) € Cylainclusién g : $* — C estd dada por



58 2.2. Homotopia de espacios topoldgicos

g(x) = (x,0) paratodox € S". Se verifica inmediatamente que f o g = 15:. Ademds, la composicién g o f

es homotdpica a 1¢ mediante la homotopia explicita:
H((x,1),5) = (x, (1= 9)1), paras € [o,1]

Esta homotopia realiza una deformacién continua del cilindro sobre su base circular. Por tanto f'y g son
isomorfismos en hTop, pues f o g = 151 y g o f = 1¢, por tanto podemos decir que el cilindro C es homoté-

picamente equivalente al circulo S".

St x[0,1]

Pl

i
S T

Figura 2.2. Deformacién del cilindro al circulo

Sean D* = {(x,y) € R* | x* + y* < 1} el disco unitario y { p} un punto. Definamos la funcién constante

f:D* — {p}por f(x,y) = pparatodo (x,y) € D*ylainclusién g : {p} — D?* por g(p) = (0,0).
Claramente f o g = 1,}. La composicién g o f es homotdpica a 1p- via la homotopia:

H((x,y),t) = (1—-1t)(x,y), parat€ [o,1]

que colapsa continuamente todo el disco a su centro. Por tanto f y g son isomorfismos en hTop, pues

fog=1,yygo0 f =1p:, portanto D* es contractible.

DQ

=)
.

Figura 2.3. Contraccién del disco a un punto

Lema 2.19.Sea f,8 : X — Y dos aplicaciones continuas tal que existe una homotopia entre ambas, H :
Xx1—>Y,yseay(s)=H(p,s) e caminoenY que conecta f(p) con g(p). Entonces el siguiente diagrama

conmuta en Grp:

n(X, p) =L n.(Y, £(p))

| b

(X, p) = n,(Y. g(p))
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Demostracion. Consideramos la aplicacién F : I X [ T X x 1 2 Y definida por:
F(t,5) = H(o' (1), 5),
donde o : I — X esunlazo en X basado en p. Entonces se tiene:

F(t,0) = f(o (1), F(t,1) =g(c (1)), F(o,5) =H(p,s)=v(s), F(s)=7(s).

La cara superior del cuadrado I X I es homotdpica a la concatenacién de los otros tres bordes, lo que implica:
goo=y-(foo) -y,

y por tanto g.([o]) = gy © £ ([c]). .

Teorema 2.20. 57 f : X — Y es una equivalencia homotdpica, entonces f. : n,(X, p) — m (Y, f(p)) esun

isomorfismo para todo punto p € X. En particular, si X es contractible, entonces m,(X, p) = o.

Demostracion. Sea g : ¥ — X unahomotopiainversade f : X — Y, esdecir, fog ~1yygo f =~ 1x.

Consideramos las aplicaciones siguientes entre grupos fundamentales:

1(X.p) L5 m (V. F(p) 5 m(X. g (F(p)) D> m(Y. F((F ().

La composicién de las dos primeras flechas es igual a (g o f)., y como g o f = 1x, el lema anterior implica
que:

g«° fu=op

para algiin camino & que une p con g(f(p)), y por tanto esta composicién es un isomorfismo.

En particular, como ¢ es un isomorfismo, se deduce que f; es inyectiva. Andlogamente, al considerar las dos
ultimas flechas, su composicién es (f © g)., también es un isomorfismo. Esto muestra que g. es inyectiva.
Como la composicidén f. o g, es inyectiva y g, también lo es, se deduce que la primera aplicacién f. es ademds

sobreyectiva. Por tanto, f; es un isomorfismo. O

Ejemplo 2.21. El toro sélido T = §' X D* es homotdpicamente equivalente al circulo S*. La equivalencia estd
dada por la proyeccién f : T — S, f(x,y) = x,ylainclusién g : ' — T, g(x) = (x, 0), que satisfacen
fog=15ygo f =1rmediante la homotopia H((x,y),?) = (x, (1 —1)y).

Sl X [071] Sl

& =

Figura 2.4. Deformacién del toro sélido al circulo

Por el teorema de invariancia homotépica del grupo fundamental, 7,(7T) = m,(S") = Z. Asi, el grupo

fundamental del toro sélido es isomorfo a Z. Lo mismo le pasa al cilindro, por lo visto en 2.18.

Definicién 2.22. Un espacio topolégico X se dice simplemente conexo si es conexo por caminos y si su grupo

fundamental en cualquier punto p € X es trivial, es decir, 7,(X, p) = o.
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Observacion 5. Todo espacio contractible es simplemente conexo. En efecto, un espacio contractible es ho-
motdpico a un punto, cuyo grupo fundamental es trivial. Como el grupo fundamental es invariante por

equivalencia homotépica, se concluye que 7, (X, p) = o.

Sean f, g : (X, p) — (Y, gq) aplicaciones continuas entre espacios topoldgicos punteados. Decimos que f y

g son homotdpicas como aplicaciones punteadas, y escribimos f ~ g, si existe una aplicacién continua.
H:XXI-—>Y

tal que:
H(x,0) = f(x), H(x,1) = g(x), H(p,s) =q paratodos € I.

Esta condicidn equivale a que H (x, s5) define una homotopia cualquiera entre f'y g, que ademds preserva el
punto base; en ocasiones, para distinguirla de la homotopia entre aplicaciones definida en (2.17) la llamaremos

homotopia punteada.

Denotamos por hTop, la categoria cuyos objetos son espacios topoldgicos punteados (X, p), y cuyas flechas

son clases de aplicaciones continuas punteadas médulo homotopfa:
[f1:(X,p) = (Y.q), dondef:(X,p)— (Y,q)continuay f ~ g & [f] = [g].
Con todo esto, andlogamente a 3 podemos definir el funtor,
n, : hTop, — Grp (2.1)

desde la categorfa de espacios topolégicos punteados, médulo la homotopia antes definida, hacia la categoria

de grupos. Este funtor se define de la siguiente manera:
= A cada objeto (X, p) en hTop,, le asigna el grupo fundamental 7, (X, p).

» A cada clase de homotopia punteada [f] : (X,p) — (Y, q), le asigna el morfismo de grupos
Je: (X, p) = m(Y, q), dado por, fi([y]) == [f o]

Estd bien definido porque, si f =~ g, entonces f; = g..
Dado que 7, : hTop, — Grp esun funtor, se sigue que preserva los isomorfismos. Por tanto, si f : (X, p) —

(Y, g) es un isomorfismo en hTop,, es decir, una equivalencia homotépica de espacios punteados, entonces

la aplicacién inducida
f* : 7T1(X»P) - ﬂI(Y’ Q)

es un isomorfismo de grupos.

Observacion 6. Las construcciones de los funtores 7, : hTop, — Grpy &, : Top, — Grp inducen el

siguiente diagrama conmutativo de funtores.

hTop, S N Grp

of

Top,

Donde Q es el funtor paso al cociente, y demostramos por 7, al funtor definido en (2.1).
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2.3. El Teorema de Van Kampen desde una perspectiva
categorica

El teorema de Van Kampen constituye una herramienta fundamental para el cdlculo del grupo fundamental
de un espacio topolégico a partir de una descomposicién en subconjuntos més simples. Sin embargo, su
demostracién tradicional, centrada Gnicamente en 7, (X, p), resulta notoriamente compleja y técnica, como
puede observarse en el libro de Hatcher [Hatoz].

En esta seccién adoptamos una estrategia alternativa a la tradicional guiada por las ideas en [San24b]. En
lugar de trabajar directamente con el grupo fundamental, consideramos el grupoide fundamental (2.6), 7, X,
el cual tiene como objetos los puntos de X y como morfismos las clases de homotopia de caminos entre ellos.
A partir de €l podremos deducir lo que llamaremos el teorema de Van Kampen para grupoides. Este paso a
grupoides no sélo generaliza la nocién de grupo fundamental, sino que permite deducir el teorema de Van

Kampen tradicional con un resultado categérico.

Definicién 2.23. Denotamos por Grpd la categoria cuyos objetos son grupoides y cuyos morfismos son
funtores entre grupoides.

El grupoide fundamental (2.6) define un funtor
7, : Top — Grpd

tal que a cada espacio topoldgico X, se le asocia el grupoide fundamental 1, X, y a cada aplicacién continua
f:+ X — Y,seleasociaun funtor 7, (f) : m, X — m,Y, definido sobre objetos como f(x), y sobre morfismos
como [y] = [f o], donde [y] denotala clase de homotopia de un camino con extremos fijos de y. En
particular, es ficil ver que este funtor es una inmersion. Esto nos permite identificar la imagen del funtor,
con una subcategorfa de Grpd que llamaremos categoria de grupoides fundamentales, el siguiente resultado

garantiza la existencia de pushout en la citada categoria.

Teorema 2.24 (Teorema de Van Kampen para el grupoide fundamental; Brown, 1967). Sea X un espacio
topoldgico y sea X = U, U U, un recubrimiento por dos abiertos. Definimos U, := U, N U,. Entonces se verifica

un isomorfismo canonico de grupoides:
X =mU, HﬂIUO mU,,
donde el miembro derecho denota el pushout (suma amalgamada) de grupoides en la categoria Grpd.

Demostracion. Sean @, : mU, — Gy @, : mU, — G morfismos de grupoides que coinciden sobre 7,U,,

es decir, @, |y, = D, |x,v,. Debemos probar que existe un tinico morfismo de grupoides
o7 X > G

que extiende simultdneamente @, y ®,, es decir, que hace conmutar el siguiente diagrama:

'Advertimos que no es trivial demostrar que los grupoides forman efectivamente una categorfa: es necesario comprobar que las
transformaciones naturales entre funtores de grupoides componen correctamente y que los conjuntos de morfismos forman clases

pequenas (son conjuntos). Todo esto se deduce del hecho de que los grupoides son categorias pequefias.
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La definicién de @ sobre los objetos (es decir, sobre los puntos de X) es inmediata. Dado que X = U, U U,,
para todo x € X definimos:

d,(x), sixeU,

D(x) =
d,(x), sixeU,.

La definicién de @ sobre una flecha [0,] : x — x” en 7, X, es decir la clase de homotopia de un camino
0, : I — X, procede del modo siguiente. Dividiendo el intervalo I en subintervalos suficientemente
pequefios, podemos descomponer 0, como una concatenacion o, = 0oy - * * 0,005, donde cada subcamino
0 tiene su imagen contenida en alguno de los abiertos U, o U,

Entonces definimos:
(D([O-o]) = q)o([o-or]) e CDO([O-OI])’

donde
o ([o]) D, ([0oi]) si oy es un camino contenido en U,
o |O0i =
D, ([0oi]) sioy esun camino contenido en U, .
Esta definicién es coherente, ya que si 07, estd contenido en U; N U,, entonces @, ([0;]) = P, ([00i]) por

hipétesis.

La definicién de @([0,]) no depende de la descomposicién elegida del intervalo I, pues cualquier par de

particiones finas tiene un refinamiento comdn.

Falta probar que @ ([0, ]) estd bien definida respecto a la clase de homotopia. Para ello, consideramos una
homotopia H : I X I — X entre 0, y 0. Aplicando el lema de Lebesgue, subdividimos I X I en pequefios

cuadrados cuya imagen por H esté contenida en alguno de los abiertos U, o U,.

g1

aol

Figura 2.s. Representacién de la imagen de la homotopfa H : I x I — X.
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La figura representa la imagen por H de la homotopia H : I X I — X entre los dos caminos 0%, y 0 cuyos

extremos comunes son x yXI.

» Lacurvaintermedia, 0y = 0y, - 0y, es la imagen por H de lalinea I X {s} del dominio, que divide los

cuadrados en mitades superior ¢ inferior.

» La concatenacién de las curvas @ y 8 es la imagen de la recta {¢} X I que supone la otra divisién del

cuadrado, en izquierda y derecha.

Por tanto se tiene:
D ([05]) = Pu([002]) - Pu([T01]) = Pu([07y, - @]) - Pu([a™ - o)),
y por la funtorialidad:
= Qu([0]) - Pu([a]) - Pu([a™']) - Pu([T]) = Pa([075]) - Pal[070:])-
Del mismo modo, usando ahora el arco 3, se deduce que:
O([01]) := Du([00]) - Pu([ou]) = Pa([075]) - Pa([T70:])-

Por tanto,
@ ([o5]) = @([ou]),

lo que demuestra que @ estd bien definida respecto a la clase del camino.

Lema 2.25. En una categoria C consideremos dos cuadrados conmutativos A y B:

A —3 A B,—> B
[
Ay — A, B, —> B,

Supongamos que entre los dos cuadrados bay flechas F : A — B,1 : B — A, de modo que los siguientes

diagramas ciibicos son conmutativos:

A, > A A > A
A, £ s A, ! Ao ! > A, !
_ . | A | :

B B

Py ; |
v / - / | /
Bo Bz BO

y se cumplan las igualdades F o I = 1.

\
l4

Entonces, si el cuadrado A es una suma amalgamada (pushout), el cuadrado B tambien lo es.
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Demostracion. Debemos probar que, para todo par de flechas ¢, : B, — T, ¢, : B, — T que coincidan
sobre By, es decir:
$; © (BO - BI) =@, 0 (Bo - Bz)a

existe una tnica flecha ¢ : B — T que las extiende.

Levantamos los morfismos ¢, y ¢, al cuadrado A tomando
O =poF:A —>T, D,=¢,0F:A —T.

Como A es una suma amalgamada en C, existe un dnico morfismo ® : A — T que extiende @, y ®,.
Entonces definimos ¢ := ® o [ : B — T, que es el morfismo buscado.

Sean ¢, : B — T dos morfismos que extienden el mismo par (¢, ¢,). Entonces sus levantamientos:
O:=poF, W:i=yoF

extienden ambos a @,, ®,. Como A es suma amalgamada, se tiene que ® = ¥. Componiendo con I, se

deduce:
p=@ol=%ol=y.

Por tanto, B es también suma amalgamada. O

Teorema 2.26 (Van Kampen). Sea X un espacio topoldgico, X = U, U U, un recubrimiento por dos abiertos, y
sea Uy = U, NU,, con p € U,. Supongamos que U, U, U, son arcoconexos. Entonces existe un isomorfismo

canonico de grupos:
7TI(X’ p) = 7TI(UI’ p) *1,(Us,p) 7T1(U7.’ p)’
donde el miembro derecho denota el pushout (suma amalgamada) de grupos inducido por los morfismos de
inclusion.
Demostracion. Se tienen los funtores de inclusién:
I:7n(X,p) > nX, I; :m(Uj,p) = mX paraj=o,1,2.
Definimos funtores F en sentido opuesto, es decir:

F:nX - n(X,p), F:n(Uj) - n,(Uj, p).

Para cada puntox € X, elegimos un camino 8, desde p hasta x. Six = p, tomamos 6, como el lazo constante.
Como cada U; es arcoconexo, podemos elegir 6, € U;six € Uj, para j = o,1, 2.

Definimos entonces:
F)=p.  F(la:x— ) =[5 a6, € n(X.p).

donde la composicién se toma como concatenacién de caminos.

Los diagramas que involucran estos funtores se muestran a continuacion:

7TIU0 — 7TIU1 ﬂI(UO’p) —> ﬂ'I(UI?p)

A l l

7T1Uz — 7TIX ﬂI(UZ’p) —> ﬂ'l(X’p)

Los funtores F e [ satisfacen F' o I = 1. Por el lema categérico anterior (Lema 2..25), si el cuadrado superior es
una suma amalgamada en Grpd, entonces el cuadrado inferior es también suma amalgamada en Grp. Por
tanto, el cuadrado inferior define un pushout en la categorfa de grupos, concluyendo la prueba.

O
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Observacion 7. El teorema de Van Kampen admite una generalizacién natural al caso de un recubrimiento
arbitrario por abiertos conexos. Sea X un espacio topoldgico y sea {U; } ;s un recubrimiento por abiertos
conexos que contienen un punto comdn p € X, tal que toda interseccién finita U; N --- N U;, es tam-
bién conexa. Entonces, bajo estas condiciones, se puede expresar 7, (X, p) como un colimite llamado suma
amalgamada iterada (en el cual no entraremos) de los grupos fundamentales 7, (U;, p) sobre los grupos

(Ui, N ---N Ui, p),através de los morfismos inducidos por inclusién.

Ejemplos aplicando el teorema de Van Kampen

Antes de presentar ejemplos concretos, recordamos la descripcion explicita de la suma amalgamada de grupos.
Sea,: G, — G,y ¢, : G, — G, un par de morfismos de grupos. La suma amalgamada de G, y G, sobre

G, es el grupo cociente

G, *G, G, = (G, * Gz)/(‘ﬁl(go)‘Pz(go)_I | 8o € Go),

donde G, * G, es el producto libre de G, y G,, y el cociente se toma por el subgrupo normal generado por

todas las relaciones que identifican ¢,(g,) con ¢,(g,), para todo g, € Go,.

Ejemploz.27. Sea X = S'V S'lasuma en curia de dos circunferencias en un punto base comun p. Consideramos
un recubrimiento por dos abiertos U, y U,, donde U, es un entorno que cubre el primer circulo y un entorno
del punto p, y U, es un entorno anilogo que cubre el segundo circulo y también un entorno de p. Ambos
abiertos son homotdpicamente equivalentes a S*, por lo que ,(U,, p) = Zy n,(U,, p) = Z. La interseccion
U, N U, es un entorno contrictil del punto p, por lo que 7, (U; N U,, p) = o. Aplicando el teorema de Van

Kampen, se concluye que:

n(X, p) = n(Uy, p) *o m(Us, p) = (Z % Z) [{ir([pDiox([PD )

donde [p] € m,(U,, p) = o es el tinico elemento, y las inclusiones inducidas i, i,+ envian al neutro de cada
grupo. Por tanto, no se impone ninguna relacién, y el cociente queda simplemente: ,(X, p) = Z * Z. El
grupo libre con dos generadores, correspondientes a dar una vuelta en sentido positivo alrededor de cada uno

de los dos circulos.

Sty St

Figura 2.6. 5" V §' con ambos generadores a y b uno en cada circulo
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Ejemplo 2.28. Consideramos el toro T en su representacién plana.

a
>

\
7
a

Tomamos un recubrimiento por dos abiertos del toro como sigue.

a
>

\
7
a

La regién U, estd representada por el disco circular mds grande, coloreado en azul claro. La regién U, es el
complementario de un disco mis pequefio, y estd coloreada en verde claro. Esta zona representa el toro menos
un disco. La intersecciéon U, N U, estd formada por el anillo entre ambos circulos. En la figura, aparece con un
tono intermedio.

El abierto U, es contractible, por lo que 71,(Uy, p) = o. El abierto U,, al ser homotdpicamente equivalente a
una cufia de dos circulos, tiene grupo fundamental isomorfo a Z * Z, generado por loslazos a y b. En cuanto al
abierto U, N U, tiene grupo fundamental isomorfo a Z; sea ¢ su generador; si tomamos su inclusion i,.([c]),
es un lazo en 71,(U,, p) y observamos que el lazo ¢ es homotépico en U, al conmutador aba™b™, es decir,
i«([c]) = [aba™'b™"] € m,(U,, p). De forma similar, el lazo c es trivial en U,, por tanto i.([c]) = [p], el

Teorema de Van Kampen impone la relacién: [aba™b™'] = [p], por tanto obtenemos,
n(T*, p) = (7, (Uy, p) * 7, (U,, p))[{laba™'b7"]) = {a,b | aba™'b™") = Z X Z.
Notese que en este caso la relacién dada es el conmutador del grupo libre de dos generadores.

Ejemplo 2.29. El plano proyectivo real RP*. Se puede construir a partir de un disco en el que identificamos los

puntos opuestos de su borde.

a

Siguiendo el mismo razonamiento que hicimos en el ejemplo anterior y aplicando el teorema de Van Kampen,

llegamos a que el grupo fundamental de RP* es:
. (RP*) ={a | a*) = (Z,,+).

El generador a cumple que su cuadrado es contractible.
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Teoria de Galois para
revestimientos

Este capitulo tiene como objetivo desarrollar la teorfa de Galois de los espacios recubridores, estableciendo un
paralelismo riguroso con la teorfa algebraica de Galois. Mientras que el capitulo anterior estuvo dedicado a
aspectos generales de la topologia algebraica, culminando con el teorema de Van Kampen, el presente capitulo

adopta una perspectiva comparativa entre topologia y dlgebra, guiada por el lenguaje de las categorias.

Al igual que en el capitulo anterior, se ha estudiado previamente el enfoque cldsico recogido en [Hato2] en
lo relativo a la teorfa de revestimientos. No obstante, no se han incluido aqui resultados ni demostraciones
ampliamente conocidas de esa tradicién, pues se dan por supuestos y no responden al objetivo del capitulo.

Las pruebas técnicas necesarias se han reunido en el Anexo.

La teorfa de revestimientos, presentada aqui en azul, constituye el ntcleo conceptual del capitulo. Su desarrollo
se basa en la exposicion no convencional de la referencia principal [San24], donde, aunque el tratamiento no
estd formulado en términos categdricos, se intuye que esa es la motivacién subyacente. Uno de los objetivos
fundamentales de este trabajo ha sido precisamente reinterpretar dichos resultados desde el marco de la teorfa

de categorias y completar los elementos que en el texto original no estaban desarrollados en detalle.

Las definiciones, teoremas y corolarios procedentes de la teorfa algebraica de Galois se presentan en rojo, con el
fin de facilitar su comparacién con los enunciados homélogos del contexto topoldgico. Estos resultados se han
extraido principalmente de [Navi4], [Sani4] y [Cur24], y han sido seleccionados cuidadosamente para hacer
explicita la correspondencia estructural entre ambas teorfas. La identificacién entre resultados topoldgicos y
algebraicos —es decir, el emparejamiento entre proposiciones, observaciones y formulaciones duales— es una
contribucién original del autor, que ha tratado de evidenciar de forma sistemdtica las analogfas que justifican

hablar de una “teorfa de Galois topoldgica”.

El desarrollo tedrico sigue una estructura progresiva y clara, basada en bloques conceptuales, cada uno
acompafiado de ejemplos ilustrativos elaborados ex profeso. Las observaciones intercaladas que contextua-
lizan y conectan los resultados también han sido redactadas integramente por el autor. En particular, se
ha puesto especial atencién en hacer accesibles los conceptos, ya que la exposicién original en [San24] y de
[Navas] (de donde se obtiene el teorema categdrico) asume un lector con experiencia previa y omite muchas

demostraciones, que aqui se han completado y adaptado con mayor detalle.

En definitiva, aunque el capitulo incluye desarrollos teéricos y demostraciones relevantes, el ntcleo conceptual
reside en la comparacién entre los resultados topoldgicos (en azul) y los algebraicos (en rojo). En particular, se

invita al lector a prestar especial atencién a las observaciones y ejemplos redactados a lo largo del texto. Este
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paralelismo es el aspecto mds original y significativo del capitulo. Asimismo, el ejemplo final sintetiza de forma

concreta gran parte del capitulo.

3.1. El producto fibrado

Fijemos un espacio topolégico S.

Definicion 3.1. Un S-espacio es un par (X, f) formado por un espacio topoldgico X y una aplicaciéon

continua f : X — §. Un morfismo de S-espacios ¢ : (X, f) — (¥, g), o simplemente un S-morfismo, es

una aplicacién continua ¢ : X — Y que hace conmutativo el tridngulo

X Ld \ Y
N
S

El conjunto de los morfismos de S-espacios de A en B se denota Homg (A, B).

Dado un S-espacio f : X — §, paracada s € S denotamos Xy = f7'(s). Un S-espacio puede interpretarse
como una familia continua { X }ses de espacios topolégicos parametrizada por S. Entonces, un morfismo de

S-espacios ¢ : X — S es una familia {¢; : Xy — Y} ses de aplicaciones continuas.

Definicién. Sean j : k — By j' : k — C dos k-dlgebras '. Decimos que una aplicacién f : B — C es
un morfismo de k-dlgebras si es un morfismo de anillos y satisface f(j (1)) = j'(1) paratodod € k,, es

decir, si j* = f o j. Equivalente a que f sea un morfismo de anillos y de k-mddulos.

LN

N

k

El conjunto de los morfismos de A-dlgebras de B en C se denota Homy_a,(B, C).

B

Observacién. El andlogo geométrico de la definicién anterior en términos del espectro es igual que la defini-

cién de S-espacio.

Spec B £ A

N e

Spec k

Spec C

Definicién 3.2. Los S-espacios forman una categoria y la denotamos con S-Esp que tiene por objetos los
pares (X, f) con f : X — § continuo, y por morfismos los S-morfismos ¢ : X — Y aplicaciones continuas

tales que g o ¢ = f. Asimismo, denotaremos por Homg(X, Y) al conjunto de S-morfismos X — Y.

En esta categoria, el producto de dos objetos (X, f) y (Y, g) se denota X Xg Y, y viene dado por el subespacio
de X XY,
XxsY:={(x,y) € XXV : f(x) =gy}

'Recordamos: Sea k un anillo. Llamamos dlgebra sobre & a todo anillo A dotado de un morfismo de anillos j : £ — A. Dada

una k-dlgebra A, el morfismo estructural j induce en A una estructura de k-médulo dada por, A-a = j(1)-a,cond € k, a € A.

y decimos que es finita cuando su dimensién como espacio vectorial es finto.
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y lo llamamos producto fibrado junto con las proyecciones naturales p, : X Xg Y — X, p, : X XgY — Y,

que son ademds morfismos en S-Esp, ya que se tiene

fopi=gop,: XXsY =S8, (x,y) f(x)=g().

X XgY

X Y
S
S
Por ser el producto de (X, f) y (Y, g) en la categoria S-Esp, el espacio X Xg Y, junto con las proyecciones

naturales p, y p,, satisface la siguiente propiedad universal,
Homg (T, X X5 Y) = Homg(T, X) X Homg(T,Y), ¢ (p.o@, p,op).

La demostracién de esta propiedad consiste en una verificacién directa. La biyeccién inversa asigna a cada par

de S-morfismos ¢, : T — X, ¢, : T — Y, talque fop, = gog,, el morfismo de S-espacios ¢ : T — X X5V
definido por ¢ (1) := (¢:(2), ¢, (2)).

Observacion 8. El producto de (X, f) y (Y, g) en S-Esp, X X Y, coincide con el pullback de las aplicaciones
f:X— Syg:Y — Senlacategoria Top.

Observacién. El andlogo en la categorfa de k-dlgebras finitas, es como no podia ser de otra manera el

producto tensorial A ®; B de dos k-dlgebras finitas A y B que es el coproducto en la categoria de k-Alg, o lo

que es lo mismo, en términos del espectro, Spec(A ®; B) = Spec A Xspec k Spec B

Proposicion 3.3. El producto fibrado satisface las siguientes propiedades.
1. Secumplen X XgY =Y Xg X y (X X5 Y) Xs Z = X X5 (Y X5 Z).
2. Secumple (||; X;) Xs Y = | |;(Xi Xs ).
3. Secumple X Xs S = X. Con mds generalidad: (X Xg §") Xg» Z = X X5 Z.

4. Sean [+ X — S continuay A C S un subespacio. Se cumple X Xs A = f7(A).

3.2. Revestimientos: definicidn, grado y ejemplos

Definicién 3.4. Un espacio topoldgico se dice localmente conexo si todo punto posee una base de entornos

abiertos conexos.

En un espacio localmente conexo, cada componente conexa es abierta y cerrada.

NOTA. En adelante, todos los espacios se supondrin localmente conexos.
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Definicidén 3.5. Sea S un espacio topoldgico. Un revestimiento de S es una aplicacién continua suprayectiva

m: X — S tal que para todo punto s € § existe un entorno abierto U de s (llamado entorno trivializante)

parael cual 77/ (U) = | l;¢; Ui esla unién disjunta de abiertos de X tales que, para cadai € I, la restriccion

7|y, : Ui = U es un homeomorfismo.

Definicién. Se dice que una k-dlgebra finita A es separable si existe una extensién de cuerpos k < L tal que

A ® L =[] L. En este caso se dice que A es trivializada por L.

Observacion 9. Seaw : X — S un revestimiento. Segtin la propiedad 4 de (3.3), un abierto U C § trivializa el
revestimiento, esto es, 7 (U) = | | U; Z L] U, (donde es isomorfo como S-espacios), si y s6lo si X Xg U =

|| U. Es decir, un entorno trivializante U induce el siguiente producto.

1R

L JU=XxsU —2

X
P m
S

U < >

Observacidon. Observemos que la caracterizacidén anterior nos ofrece una formulacién que se asemeja estre-
chamente a la definicién algebraica de una k-dlgebra finita separable del inicio: una k-dlgebra A es separable si

existe una extension de cuerpos k < L tal que

A®kLzl_[L.

En ambeas situaciones, el objeto total (ya sea X o A) se vuelve trivial al realizar un cambio de base: topolégico en
un caso, algebraico en el otro. Es mds, si tomamos el espectro de la k-dlgebra, tenemos la siguiente condicion
equivalente.

Spec(A ®y L) = Spec A Xspec k Spec L = |_| Spec L.

Esto muestra que, al cambiar de base de k a L, el espacio topoldgico Spec A se trivializa en una unién disjunta
de copias de Spec L, andlogamente a cémo un revestimiento topoldgico se trivializa sobre un entorno abierto

U, es decir, al cambiar de base a U.

Definicién 3.6. Dado un revestimiento 77 : X — S yun punto s € S, se llama fibra sobre s al conjunto
' (s) C X.

Proposicion 3.7. Todo revestimiento w : X — S es una aplicacion abierta. En consecuencia, si it es ademds

suprayectiva, entonces S tiene la topologia final de m.

Demostracion. En el anexo de demostraciones: Galois para revestimientos O
Definicién 3.8. Un revestimiento 77 : X — § se dice finito si sus fibras son finitas.

Proposicion 3.9. Todo revestimiento finitonw : X — S es una aplicacion cerrada.

Demostracion. En el anexo de demostraciones: Galois para revestimientos. O

Proposicion 3.00.Sea © : X — S un revestimiento. Si S es conexo, todas las fibvas de v tienen el mismo

cardinal. En consecuencia, T es suprayectiva (suponiendo X # 0).
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Demostracion. Sea S, el subconjunto de los puntos de S cuya fibra tiene cardinal . Se tiene S = [ | S,,
donde @ recorre todos los distintos cardinales de las fibras de 7. Por la conexidad de S bastard ver que S, es un
abierto de S. Dado un punto s € S,, sea V un entorno de s en S trivializante de 7, es decir, 77(V) = | | U;
con U; 2 V. Es claro que todas las fibras V tienen el mismo cardinal (es el cardinal del sistema de indices {i});

en consecuencia, dichas fibras tienen el cardinal @ de la fibra 77" (s). Luego V C S,,. O

Definicion 3.11. Sea X — S un revestimiento, siendo S conexo. Al cardinal comun de sus fibras se le llama

grado del revestimiento y lo denotamos por:

[X:S]:=|n""(s)] seS.

Definicién. El andlogo es el grado de una k-dlgebra finita k < A, definido como la dimensién de A como

espacio vectorial sobre k, esto es:

[A: k] :=dimy A.

Observamos que en ambos casos el grado es el nimero de copias disjuntas en el caso topoldgico o componentes

en el producto en el caso algebraico, que hay al trivializar. Es decir.

XxsU=z | |U y AerL= HL.
[X:S] [L:k]

En general, paralos resultados mds elaborados se pedird la hipStesis de que al menos S sea un espacio topoldgico
conexo, con el fin de no tener que trabajar con diferentes componentes conexas y asi simplificar los argumentos.

Observacién. El andlogo en la teorfa de Galois algebraica es el hecho de que la base es un cuerpo. Desde el
punto de vista geométrico, decir que la base es un cuerpo k equivale a que su espectro Spec(k) es un espacio

topoldgico conexo.

Observacion 1o. Sea  : X — § un revestimiento de grado [ X : S]. Existe un recubrimiento abierto {U; } ;1

de § por entornos trivializantes tales que:
n(U;) = |_| Ui,
[X:S]

Definimos entonces U := | |;c; U;, con su aplicacién natural de inclusién j : U < §, que es suprayectiva
ya que los U; recubren S y ademds, j es un homeomorfismo local, es decir: para todox € U, existe un entorno

abiertoV C U tal que jly : V = j(V) es un homeomorfismo sobre su imagen. Observamos ademds que:

X xs U = |_|(X><SU,~) ~ |_| |_| U; = |_| Uu.
XS] (XS]

iel iel

Esto induce el siguiente cuadrado conmutativo.

Wpxs)U = X xs U —

X
' S

J
U >

Dado un revestimiento 77 : X — §, podemos generalizar la nocién de trivializacion anterior. En lugar de
trivializar un revestimiento sobre un recubrimiento abierto de S, lo trivializaremos sobre otro revestimiento

Y — S, que al igual que el recubrimiento, es un homeomorfismo local y suprayectivo.
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Definicion 3.12. Seag : ¥ — S un revestimiento con § conexo. Diremos que g es trivial sobre el revestimiento

f X — Ssiel producto fibrado X Xg Y es homeomorfo a una suma disjunta de [Y : S] copias de X, es

decir, X Xg Y = | |jy.5) X. Esto se traduce en que el siguiente diagrama conmuta:
Uy X = X xs ¥ —— ¥
P n

X ] y S

Observacién. En la teorfa de Galois algebraica una k-dlgebra finita y separable A se dice trivializada por una
extension k — LsiA ®; L = @[ Lk] L, del mismo modo que en topologfa descomponemos ¥ Xg X en

copias disjuntas de X. Es decir, se tiene el siguiente diagrama conmutativo producto:

Dunl=Ael ——A

]

k

y que, a nivel de espectros, se traduce en:

LI{z.x] Spec L = Spec(A ®; L) —— Spec(A)

l l

Spec(L) > Spec(k)

Esta situacion refleja exactamente la caracterizacién topoldgica anterior (10), donde un recubrimiento abierto
U — S trivializa globalmente el revestimiento, es decir, X X5 U = [ |;x.q) U. La analogfa es clara, no
se trata simplemente de una trivializacién local (como ocurre en la definicién de revestimiento mediante
entornos abiertos trivializantes), sino de una trivializacion global a lo largo de todo un recubrimiento. En el
contexto topoldgico, el recubrimiento U — § permite reconstruir X como una unién disjuntade [X : §]
copias de U. En el contexto algebraico, el cambio de base desde k a L descompone globalmente A ® L como
una suma directa de copias de L, y su espectro como una unién disjunta de Spec(L). En ambos casos, la clave

es que se obtiene una descomposicién global del objeto total, no simplemente una descripcion local.
Ejemplo 3.13. Veamos algunos ejemplos de revestimientos y su grado.

1. La funcién exponencial exp: C — C \ {o} dada por exp(z) = e* es un revestimiento de grado

infinito.

27it

2. Laaplicacién p: R — S" dada por p(t) = e*™' es un revestimiento del circulo de grado infinito.
3. Paran > 1, p,: §' — S dada por p,(z) = 7" es un revestimiento de grado n.

4. Laproyeccién mr: §* — RP* que identifica puntos antipodas es un revestimiento de grado 2.

La justificacién de estas afirmaciones En el anexo de demostraciones: Galois para revestimientos. A continua-

cién se muestran imdgenes de ambos revestimientos de S*, es decir, de los ejemplos 2 y 3.
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Figura 3.1. Recubrimiento de grado n Figura 3.2. Recubrimiento de grado in-
finito

Enla Figura 3.1se representa un recubrimiento de grado finito n, dado por laaplicacién p,, : $* — S, z +— 2",
donde z € §' C C. Este recubrimiento envuelve el circulo sobre sf mismo 7 veces, de modo que cada punto
del circulo de llegada tiene exactamente n preimdigenes, equiespaciadas sobre el dominio.

Por su parte, la Figura 3.2 muestra el recubrimiento p : R — §', t = e*™! donde el espacio total es la
recta real R. Cada punto del circulo tiene infinitas preimdgenes, separadas una unidad entre si. Visualmente,
este recubrimiento se representa como una hélice infinita, en la que cada vuelta completa corresponde a
un valor entero de ¢. En la figura se representa un conjunto abierto U C §', y sus preimdgenes disjuntas

U,U,,U, CR.
Corolario 3.14. Todo revestimiento X — § de grado 1 es un homeomorfismo.
Demostracion. X — S es biyectivo por ser de grado 1. Por la Proposicién 3.10 es un homeomorfismo. O

Proposicion 3.15. 57 p” : X' — X yp” : X" — X' son revestimientos finitos de grados n, y n, respectivamente,

entonces la composicion X" — X es un revestimiento finito de grado n, - n,.

Demostracion. Seax € X.Como p’ es un revestimiento, existe un entorno abierto U C X tal que (p”) ™" (U)

se descompone como unién disjunta de n, abiertos U7, . . ., U,’11 C X’, cada uno homeomorfo sobre U por p’.

Para cada i, seax] € U/ el punto tal que p’(x}) = x. Como p” es un revestimiento, existe un abierto V; € X’,

entorno de x7, sobre el que p” se trivializa. Definimos entonces W; := U N V;, que es abierto en X’, contiene
4 /7 173 . . ’ . .

a x;, y sobre el que tanto p” como p” se comportan bien: p’|yw, sigue siendo un homeomorfismo sobre su

imagen p(W;) C U,y p” se trivializa sobre W;. Definimos ahora

U, = ﬁp(Wl)’

I=I

que es un entorno abierto de x, contenido en U, sobre el que se pueden comparar todas las trivializaciones.
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Porque para cada p"~ (U,) N W; € W; es un abierto sobre el que p’ es un homeomorfismo, y sobre cada
uno de ellos, p” se trivializa en n, abiertos disjuntos. En total, p™(U,) € X" se descompone como la unién
disjunta de n, - n, abiertos, sobre los cuales p es un homeomorfismo. Asi, p es un revestimiento finito de

grado n, - n,. O

Proposicion. Si k < K es una extension finita de cuerpos de grado n, y K < X es una extension finita de
grado n,, entonces k < X es una extension finita de grado n, - n,.

En particular, la composicién de extensiones finitas es una extension finita.

Proposicion 3.16. Sean f : X — Y yg : Y — S revestimientos, siendo g finito. Entonces la composicion

go f: X — Stambién es un revestimiento.

Demostracion. La demostracién es andloga a la de la Proposicién 3.1s. O

3.3. Producto fibrado de revestimientos

Proposicion 3.x7. El producto fibrado de dos revestimientos f : X — S, g : Y — S es un revestimiento
XXsY — S.

Demostracion. Dado un punto s € S, consideremos un entorno abierto V trivializante del revestimiento
X — Sy otro entorno abierto W trivializante del revestimiento Y — . Veamos que el abierto U =V N W,

que trivializa simultdneamente a ambos revestimientos, trivializa también a X Xg ¥ — §. De las igualdades

XXSU:|_|U, YxSU:|_|U,
i J

resulta

J

J i

(X x5 ¥) xs U = X x5 (¥ x5 U) = X Xg |_|U :|_|(X><5U):|_| |_|U
j

Proposicién. Sean A y B dos k-dlgebras finitas. Entonces
A ® Besseparable < Ay B son separables.

Proposicion 3.18. La nocidn de revestimiento es estable por cambio de base: dado un revestimientom : X — S,

para toda aplicacion continua g : S — S, se cumple que la proyeccion p, : 8" Xg X — S es un revestimiento.

S/XSX—)X

Al ln

S — S

Demostracion. El espacio §" Xg X = {(x,5") € X x§ | g(s’) = m(x)}. Tomamos 5" € §’ tal que

s = g(s’) € §. Como 7 es un revestimiento, existe un entorno U C S de s tal que

=

7 (U) = U U, conU; XU.

iel
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Definimos V = g7(U) € §’, que es un entorno abierto de s”. Tomamos su preimagen por p;:

PI(V)={(s\x) € §'x X |5 € V. m(x) = g(s)} =V xs a7 (U) = |_|(V x5 Up).

iel
Donde la tltima igualdad se deduce de la propiedad 3. Dado que V = g7 (U) y U; ZU , e tiene:
V x5 U; 2V x sU
y dado que U es subespacio de S, por la propiedad 4, V Xg U = g7'(U) = V luego,
i =| |v.

i€l

O

Proposicion 3.19. 5t X — SeY — S son revestimientos finitos de grados n 'y m respectivamente, entonces el
producto fibrado X X5 Y — S es un revestimiento de grado nm. S¢ X — S es un revestimiento finito de grado

n, entonces el revestimiento cambiado de base S" Xs X — S’ también es de grado n.

Demostracion. En el anexo de demostraciones: Galois para revestimientos m|

3.4. Morfismos entre revestimientos

Proposicion 3.20.Sean f : X — S, g : Y — S revestimientos. Todo S-morfismo ¢ : X — Y esun

revestimiento.

Demostracion. Sea U un abierto conexo de S que trivializa a la vez a los dos revestimientos, esto es,

L

IRos

f‘I(U):\_|Vl- conV; = U, g_I(U):LIWj conW; 2 U.
i 7

Veamos que cada abierto W; trivializaa ¢ : X — Y. Con ello, todo punto y, € Y tendrd un entorno
trivializante W; para g, sin mds que tomar U entorno de s, = g(y,).
Todos los abiertos V;, W; son conexos porque son homeomorfos a U. Como una aplicacién continua trans-

forma conexos en conexos, la aplicacién
-1 —1 -1 ‘p -1
(W) =) =| (i S| W=7 W)
i J

transforma cada V; en algin W;_; (), esto es, ©(V;) € W (;). Mds atin, el tridngulo conmutativo

> Wo()

v ¢
x e
U

implica que ¢ : V; = W, (;y es homeomorfismo. En conclusién, cada W; trivializa a ¢, es decir,

—1 4
W= | Vi convi=
o(i)=j

W;.



76 3.4. Morfismos entre revestimientos

Corolario 3.21.Si f : X — Sy g :Y — S son revestimientos, entonces todas las aplicaciones del siguiente

diagrama conmutativo son revestimientos:

X XgY
% X
X Y
\ /
S
Demostracion. Es consecuencia de la Proposicién 3.17 y de la proposicion anterior. m|

Definicién 3.22. Un morfismo de S-espacios ¢ : X’ — X" se dice isomorfismo si es un homeomorfismo.

Dos revestimientos X’ — Sy X” — § se dicen isomorfos si existe entre ambos un isomorfismo de S-espacios.

Definicién 3.23. La categorfa de los revestimientos sobre un espacio S, que denotaremos por Rev(S), tiene

por objetos los pares (X, f), donde f : X — § es un revestimiento. Los morfismos entre dos objetos (X, f)

y (Y, g) son las aplicaciones continuas ¢ : X — Y que hacen conmutar el tridngulo,

X Ld \ Y
N
S

La categoria Rev(S) es una subcategoria plena de la categoria S-Esp de S-espacios.

Definicion. La categorfa de las k-dlgebras finitas y separables, que denotamos k—Algsep, tiene por objetos las

k-lgebras A finitas y separables y los morfismos entre dos objetos A y B son los morfismos de k-dlgebras o,

equivalentemente, tales que el siguiente tridngulo conmuta:

A Ld \ B,

N A

k

La categorfa k—AlgS ep € UNA subcategorfa plena de la categorfa k-Alg de k-dlgebras. Por la motivacion detrés

de este texto, podemos simplemente considerar la subcategoria de k—AlgSep
C = {k — A finita, L-trivial}

como la categoria cuyos objetos son k-dlgebras finitas A tales que A ®; L = @?:1 L. Es decir, dlgebras que

se trivializan sobre una extensién fija L de k.

Proposicion 3.24. Sea v : X — S un revestimiento. La restriccion nt|x: : X' — S a cada componente conexa

X’ de X es un revestimiento.

Demostracion. Dado un punto s € S, sea U un entorno abierto conexo que trivializa el revestimiento.

Entonces

7(U) = |_| U, conU; % U.

Notese que cada U; es conexo por ser homeomortfo al conexo U. Si U; cortaa X', entonces U; U X’ es conexo

(la unién de dos subconjuntos conexos con interseccién no vacia es conexa), y resulta, por la maximalidad de
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X', que U; € X’. En conclusion, la antiimagen de U respecto de 7r|xs : X” — S esla unién de algunas de las
Uj, luego X’ — § es un revestimiento.
O

Recordamos la seccidn de una aplicacién continuam : X — Sesuna aplicacién continuaa : S > X que

cumple 7 o @ = 15. N6tese que una seccién @ : § — X es simplemente un morfismo de S-espacios:

Recordamos también que a es inyectiva porque la composicién o @ = 1lo es.

Lema 3.25 (secciones de un revestimiento). Sea  : X — S un revestimiento, siendo S conexo. Las secciones
@ : S — X de n se corvesponden biunivocamente con las componentes conexas de X que son homeomorfas a S

via 7, es decir:
Homg(S, X) = {componentes conexas de X homeomorfas a S via 7r} , a— alS).

Demostracion. Si X, es una componente conexa de X homeomorfa a S via 7, entonces el homeomorfismo
inverso 77" : § — X, C X define una seccién.

Reciprocamente, sea @ : S — X unaseccién de . Veamos que a(.S) es una componente conexa de X. Sea X,
la componente conexa de X que contiene al conexo @ (S). Aplicando (3.20) a los revestimientos 15 : § — S,
m: X, = S,resultaquea : § — X, es un revestimiento. Como «@ es inyectiva, este revestimiento es de

grado 1, luego es un homeomorfismo por el Corolario 3.14. O

Ejemplo 3.26. Consideremos el revestimiento trivial p : Z X §* — §", dado por la proyeccién sobre la segunda

componente, p(n, z) = z.

Claramente es un revestimiento porque para todo z, € S, el
abierto U C §" suficientemente pequefio,

U2 -1 _ ,7\r,

U p(U)=| [{n}xU, con {n}xU=U.

1 nez
Observamos que cada conjunto {n} x §' C Z X S" es una compo-
p nente conexa homeomorfa a §* via p, y por el lema anterior, cada

una de ellas induce una seccién

U a, :S"—>ZxS, a,(z)=(n,z),

satisfaciendo p o @,, = 151. Por tanto,Homg: (S, Z X ") = Z.

Recubrimiento trivial

Definicion 3.27. Sea ¢ : X — Y un S-morfismo. Se llama grifica de ¢ al subespacio I', € X Xg Y formado
por las parejas (x, ¢(x)), conx € X.
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Proposicion 3.28. Un subespaciol' C X XsY esla grifica de algiin S-morfismo X — Y siy solo si la proyeccion

natural p, : I' — X es un homeomorfismo. Por tanto, existe una biyeccion

subespaciosI" € X Xg Y
, o= T,
homeomorfos a X via p,

Homg(X,Y) = {

Demostracion. Seal'y = {(x,9(x)) € X Xg Y | x € X} lagrifica de un S-morfismo ¢ : X — Y.

Construimos la inversa de la proyeccién:
P X =T, x- (x o)),

que es continua por serlo ¢. Luego p, es un homeomorfismo.

Reciprocamente seaI" € X Xg Y un subespacio tal que p, : I' — X es un homeomorfismo. Entonces, para

cadax € X, existe un Gnico y € Y tal que (x, y) € I'. Definimos:

D I
S N e ntw) ey,
X R Y

Se tiene entonces que ¢ : X — Y es continua, y ademds es un S-morfismo pues se cumple f(x) = g(¢(x))
paratodox € X, yaque (x,p(x)) € X XgY.LagrificabuscadaesI' = {(x, p(x)) | x € X}.

O
Observacion 11. De la proposicién anterior se deduce que:
Homg(X,Y) = {subespacios I' € X X5 Y homeomorfosa X via pI} .

Pero este tltimo conjunto es precisamente el conjunto de morfismos X — X Xg Y en la categoria X-Esp, es
decir,
HomS(X, Y) = HomX(X, X Xg Y).

Esta identificacién es natural: a cada S-morfismo ¢ : X — Y seleasociasu gréfical’y : X — X Xg Y, quees

un morfismo X — X Xg Y que compone con la proyeccién p, como la identidad.

Teorema 3.29 (férmula de los morfismos). Sean X — Sy T — S revestimientos, siendo T conexo. Asignar a

cada S-morfismo ¢ : T — X su corvespondiente grifical'y C T X5 X establece una corvespondencia biunivoca.

componentes conexasde T Xg X

Homg(T, X) = { }, oI,

homeomorfas a T via p,
Demostracion. Por la observacién anterior se verifica la igualdad:
Homg(T, X) = Homp (T, T X5 X),

que asigna a cada S-morfismo ¢ : T — X su aplicacién grifica (17, ¢) : T — T X5 X.
Aplicando ahora el lema 3.25 al revestimiento p;, : T Xg X — T se termina teniendo en cuenta que

(17, ¢)(T) = I'y,, por tanto, efectivamente p, es un homeomorfismo. O
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Teorema (férmula de los puntos). Sea A una k-ilgebra y sea L una extensién de cuerpos de k. A cada L-
punto® p : A — L, sele asocia el punto racional p ® 1 : Ay = A ® L — L dela L-dlgebra A;. Esta

correspondencia establece una biyeccién:
Homy alg(A, L) = [x € Spec(Ay) tal que Az /m, = L] .

Observacion. Sea A = k[x]/(p(x)) una k-4lgebra finita, donde p(x) € k[x] es un polinomio no constante.

Sea L una extensién de cuerpos de k. Entonces, por la férmula de los puntos,
Homy_alg(A, L) = [Raicesde p(x) en L] .
Supongamos que al extender a L, el polinomio se descompone como:
px) =@ —a) - (x—ar) qx) - gs(x),

donde a; € L ylos g;(x) son irreducibles sobre L sin raices simples. Entonces, al cambiar de base:
r N
AeL=L[x]/(p(x) =P LIx]/(x—a;) @ @ LIx]/(g;(x)).
i=1 j=t1

Las componentes L[x] /(x—a;) = L corresponden a puntos racionales de Ay, en consecuencia, Spec(A®; L)
tiene exactamente 7 componentes racionales o, por la férmula de los puntos, A — L (correspondientes a las

raices en L), y estas se interpretan como puntos disjuntos en Spec(A ® L) iguales a Spec(L).
Lo mismo ocurre en el caso de los revestimientos; la férmula de los morfismos afirma que,

|;|T)|_IT'...

TxgX =

=1

donde r es igual al cardinal de Homg (7', X).

Ejemplo 3.30. Consideremos el circulo ' = {z € C | |z| = 1} como espacio base y los siguientes revestimientos,
p: R — S"dado port > e*™ y el revestimiento de grado n dado por p,: S — §', z > z". Queremos

describir todos los morfismos de S"-espacios ¢: S* — R que hacen conmutar el siguiente diagrama:

s —2yR

w ]

Sli_d>S1

El producto fibrado S' Xg: R consiste en todos los pares (z,7) € S' x R tales que z" = ¢*™'. Dado que
arg(z") = narg(z), las soluciones para f son: t = na;—i(z) +k, keZ.

*Recordamos: Sea A una k-dlgebra y sea L una extensién de cuerpos de k. Llamamos L-puntos de A a los morfismos de
k-dlgebrasp : A — L.
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St xR
Iy
= Esto define, para cada k € Z, una componente conexa:
0
narg(z
o[22 e
2T

cada una homeomorfa a §* mediante la proyeccién p,(z,t) = z.
Por la Férmula de los Morfismos, cada I'y induce un morfismo
¢k : ' — Rdado por: pi(z) = mi%gﬂ(Z) + k.

ni(%n(z)ﬂc)

Se verifica que p o @i (z) = € = einag(z) — n —

Pn(2), por lo que ¢y es un S*-morfismo.

S' Xs1t R dentrode $* x R

3.5. Cocientes por la accidon de un grupo

Recordemos que, en la categoria Top, los automorfismos de un espacio topolédgico X son los homeomorfismos
f+ X — X, es decir, los isomorfismos en Top con dominio y codominio X. El conjunto de todos ellos,

denotado Aut(X) C Homrpep (X, X), forma un grupo bajo la operacién de composicién.

Definicién 3.31. Un grupo de automorfismos del espacio X es un subgrupo G < Aut X. Con mds generali-

dad, una accién de un grupo G sobre un espacio X es un morfismo de grupos G — Aut X.

Sea G un grupo de automorfismos de un espacio X. Denotamos por X /G al espacio cociente de X respecto

de la relacién de equivalencia:
’

x=gx © existeg € Gtalqueg(x)=x"

Proposicion 3.32. Sea G un grupo de automorfismos de un espacio topoldgico X. La aplicacion de paso al cociente
n: X — X/G es abierta.

Demostracion. En el anexo de demostraciones: Galois para revestimientos m|

Proposicion 3.33. Un grupo G de automorfismos de X se dice propiamente discontinuo si para todo punto

x € X existe un entorno abierto U cuyos transformados {g(U) } geG son disjuntos entre si:
& #*8 = &WU)NgWU)=0.

Un grupo de automorfismos G es propiamente discontinuo siy sélosi m : X — X |G es un revestimiento.
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Demostracion. En el anexo de demostraciones: Galois para revestimientos O

Proposicion 3.34. Un grupo G de automorfismos de X se dice que opera libremente (o sin puntos fijos) si todo

automorfismo g € G, g # 1, carece de puntos fijos. Todo grupo propiamente discontinuo opera libremente.
Demostracion. En el anexo de demostraciones: Galois para revestimientos m|

Proposicion 3.35. Sea X un espacio separado. Todo grupo finito G de antomorfismos de X que opera libremente

es propiamente discontinuo.

Demostracion. En el anexo de demostraciones: Galois para revestimientos O

Ejemplo 3.36. Sea X = S*yseaG = {1,0} = Z/2Z, donde 0 (x) = —x es la aplicacién antipodal. Como S$*
es un espacio de Hausdorft y G es un grupo finito, la accién es propiamente discontinua. El espacio cociente

S*/G se obtiene identificando cada punto con su antipodal, lo que da como resultado el plano proyectivo
real RP.

S*/G ={[x] | x € §*, x ~ —x} = RP*.

Tomemos X =RyG ={g, : R = R | g,(x) =x+n, n € Z} = Z. Laaccién es propiamente discontinua
pues para cualquier x € R, el entorno U = (x — 7, x + 1) satisface que g(U) N U = @ paratodo g # 1.

R/Z={[x] =x+Z|x €R} = [o,1) = §".

Para X = R*, consideremos G = {gn : R* > R* | guu(x,y) = (x+n,y+m), mn € Z} = 7Z*. La
accién es propiamente discontinua; para verlo, basta tomar V = (x — 7,x + 7) X (y — 7,y + 7) entorno de
(x,y) € R* yel cociente R*/Z* es homeomorfo al toro §* X S":

R*/Z* ={[(x,y)] =(x+2Z,y+2Z) | (x,y) € R*} = [0,1) X [0,1) = §" X §".

Definicién 3.37. Dado un revestimiento 71 : X — S, es decir, un objeto (X, 7r) de la categoria S-Esp (o de
Rev(S), si se prefiere), un automorfismo de (X, 7r) es un S-morfismo g : X — X tal que 7 0 g = 7, es decir,
un morfismo en Homg.gsp (X, X) que es, ademds, un homeomorfismo. El conjunto de tales automorfismos

se denota Autg(X) € Homg(X, X), y los llamaremos automorfismo del revestimiento.

Obsérvese que un automorfismo g de un revestimiento 7 : X — § define en cada fibra 77'(s) una permuta-

cién de sus puntos.

Definicién. Un automorfismo de una k-dlgebra A es un isomorfismo de anillos f : A — A tal que
f(A-14) = A-14 paratodo A € kj es decir, un isomorfismo de k-dlgebras. El conjunto de todos los

automorfismos de A sobre k se denota Auty_y, A.

Proposicion 3.38. Sea m : X — S un revestimiento, con X conexo. Dos S-morfismos g,8" : X — X (por

ejemplo, dos automorfismos) que coincidan en un punto x, € X son iguales.

Demostracion. Las grificas I'y y 'y se intersecan en el punto (x,, g(x,)) = (X0, 8" (X,)). Por la férmula de

los morfismos, las grificas son componentes conexas de X Xg X, luego I', = I'y/, y entonces g = g. O
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Seam : X — S un revestimiento y sea G C Autg X un subgrupo. Por la propiedad universal del cociente,
la aplicacién m : X — S se factoriza a través del cociente p : X — X /G, asi que se tiene un tridngulo

conmutativo:

X b s X/G
S

Lema3.39.Seanm : X = | l;c; S — S un revestimiento trivial, siendo S conexo, ysea G C Autg X un subgrupo.

Entoncest - X|G — S es un revestimiento trivial.

Demostracion. Denotemos S X i alai-ésima copiade Sen X = | |;c; S, 0sea X = § X I. Un automorfismo
g € G transforma cada componente conexa S X i en otra componente S X j, cuyo indice depende de i;

escribamos j = g(i). Asi, cada g € G induce una biyeccién en el conjunto I de indices. El homeomorfismo
g:8Sxi— 8Sxg()
es la identidad en el factor S, debido al tridngulo conmutativo:

SXiL)SXg(i)

X/G=(Sx)/G=8x(1/G)= | | s s,
[i1el/G

Resulta entonces que:

luego 7 es un revestimiento trivial con sistema de indices //G. o

Proposicion 3.40. Sea v : X — S un revestimiento y sea G C Auts X un subgrupo. Entonces @ : X/G — S

es un revestimiento (luego también p : X — X |G lo es, por la Proposicion 3.zo.

Demostracion. Como todo revestimiento 7 : X — § es localmente trivial, la cuestidn se reduce al lema

anterior. O

3.6. Revestimientos de Galois

Definicién 3.41. Un revestimiento X — S entre espacios conexos se dice de Galois si el grupo Autg X opera
transitivamente en cada fibra, esto es, para todo par de puntos x;, x, en la misma fibra existe un automorfismo

g € Autg X tal que g(x;) = x,. Al grupo G = Autg X se le llama grupo de Galois del revestimiento.

Definicién. Diremos que una extension finita de cuerpos k < L es una extensién de Galois si el grupo de

automorfismos
Autk_alg(L) = Aut(L/k) := Homk_Alg(L, L)

tiene orden igual al grado de la extensién:
| Aut(L/k)| = [L : k].

En tal caso, se dice que G = Aut(L/k) es el grupo de Galois de la extensién L/ k.
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La siguiente proposicion caracteriza a los revestimientos de Galois como aquellos que se trivializan al cambiar

de base a s{ mismos:

Proposicion 3.42. Un revestimiento X — S entre espacios conexos es de Galois si'y slo s

X x5 X = |_| X,
es decir, X X5 X es union disjunta de componentes conexas homeomorfas a X via la proyeccion natural p,.

Demostracion. Supongamos que X — S es de Galois de grupo G. Dado un punto (x,x) € X Xg X, como
x y x" estdn en la misma fibra de 7, existe un automorfismo g € G que cumple g(x) = x". Entonces (x, x")

pertenece a la grifica I'y, que es una componente conexa de X Xg X homeomorfa a X (por el Teorema 3.29).

XXSX:I_IFg:I_IX.

geG

Luego:

Reciprocamente, supongamos que X Xg X = | | X, es decir, que X Xg X es unién de graficas de S-morfismos
X — X (porlaférmula de los morfismos). Dados dos puntos x, x” de una fibrade mr, el punto (x, x) € XXgX
pertenece a la grifica de algin S-morfismo g : X — X. Veamos que g es un automorfismo del revestimiento.
Seag’ : X — X el S-morfismo que cumple g’(x) = x. Entonces g’ o g es un S-morfismo que acta como la
identidad sobre x, asi que por la Proposicién 3.38, g’ o g = 1. Igualmente se prueba que g 0 g’ = 1, por lo que

g € Autg X, y se concluye. O

Teorema. Sea k < L una extension finita separable. Entonces L es una extensién de Galois sobre & si y solo

si se tiene una descomposicién de k-ilgebras:

L®y L= @ L.

oeAut(L/k)

Proposicion 3.43. Sea w : X — S un revestimiento finito entre espacios conexos. Entonces:
| Autg X| < [X : S].
Ademds, se alcanza la igualdad si'y solo si el revestimiento es de Galois.

Demostracion. SeaG = Autg X. Consideramos el producto fibrado XX s X, que también es un revestimiento
sobre X. Podemos aplicar la férmula de los morfismos 3.29 con T = X, que nos dice que los elementos
de Homg(X, X) = G se corresponden biunivocamente con las componentes conexas de X Xg X que
son homeomorfas a X via la proyeccién p,, donde estas ademds se corresponden con las gréficas de los

automorfismos. Por tanto, existe una descomposicién:

XxsX=| [T, || x,

geG

donde:
» cada T, esla grifica del automorfismo g € G (y es homeomorfa a X),

= X’ eslaunién de otras componentes no homeomorfas a X.
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El grado del revestimiento X Xg X — X viene dado por:

[X x5 X : X] :Z[Fg:X]+[X’:X].
geG

CadaT’y — X es homeomorfa via p,, asi que tiene grado 1. Luego:
[X xXs X : X] = |G|+ [X": X] = |G]|.
Pero también tenemos que (véase la Proposicién 3.19):
[X xs X : X] =[X: 5],

Asi, deducimos que:
|G| < [X: 5],

y la igualdad se da si y solo si no hay componentes extra (es decir, X" = @), lo cual equivale a que todas las
componentes de X Xg X sean grificas de automorfismos de X, lo que por la proposicién anterior significa

que el revestimiento es de Galois. O

Observacion 12. Del resultado anterior se deduce que, para un revestimiento 7 : X — § entre espacios conexos,

son equivalentes las siguientes condiciones:

1. El revestimiento es de Galois, es decir, el grupo Autg(X) opera transitivamente en cada fibra.

2. Se verifica la igualdad:
X xg X = |_| X,
gEAuts(X)

3. Ademis si el revestimiento es finito se cumple la igualdad:

| Auts(X)| = [X : S].

Esto nos permite reformular la definicién de revestimiento de Galois de forma completamente andloga al
caso de la teorfa de Galois algebraica: diremos que un revestimiento finito 7 : X — S es de Galois si su grupo

de automorfismos Autg(X) tiene orden igual al grado del revestimiento, | Auts(X)| = [X : S].

Observaciéon. Sea A = k[x]/(p(x)), donde p(x) € k[x] es un polinomio separable (es decir, sin raices
mdltiples) e irreducible. Entonces, la extensién minima de cuerpos que trivializa A es el cuerpo generado por

las rafces @, . . ., @, de p(x). Es decir, L := k(ay, . . ., @), al que llamamos cuerpo de descomposicién de

p(x), este cuerpo es una extensién de Galois de k. Definimos el grupo de Galois de p(x) como:

G = Autyy,(L) = Gal(L/k).

Todo elemento g € G queda completamente determinado por sus valores sobre las raices g(a;), . . ., g (@),
y ademds, como g es un automorfismo de k-dlgebras, necesariamente permuta las raices de p(x). Por tanto, el
grupo de Galois G puede identificarse canénicamente con un subgrupo del grupo de permutaciones de las

raices de p(x).

En topologia, un revestimiento 7 : X — S se dice de Galois si el grupo Autg X actda transitivamente sobre

cada fibra 77°(s). En este contexto algebraico, la fibra es el conjunto de raices del polinomio p(x) en L, y el
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grupo de Galois actda sobre ella permutando las raices. Descomponemos p (x) como producto de polinomios
irreducibles en L[x]:

p(x) = pI(X) e 'pr(x),

donde cada p;(x) esirreducible. Como L trivializa a A, cada p;(x) = x — @; debe ser de grado 1, y por tanto

hay tantos factores p; como el grado de p;:

deg(p(x))

A® L = @ L

i=1

Esto implica que Spec(A ®; L) = | |98 Spec(L): hay exactamente tantos puntos como el grado de
p(x).

La transitividad de esta accién corresponde exactamente a la definicién de revestimiento de Galois. Es decir:

Raices de p(x) «— fibras del revestimiento, Aut(L/k) <« Autg X.

Ejemplo 3.44. 1. Consideramos el revestimiento C — C \ {o}, z > €%, es un revestimiento de Galois de
4 3

grupo G = Z.

CXe+C={(z,w) eCxC|e*=e"}={(z,z+2min) |neZ,z€C}.

Cada componente I', = {(z, z + 27in) | n € Z, z € C} es disjunta de otra y homeomorfa a C via p,,

@xc*©:|_|rne|_|c.

nez nez

por tanto:

y por el teorema anterior es de Galois, veamos ahora cudl es el grupo de Galois. Por definicién, un

automorfismo g € Autc-(C) debe satisfacer:

nrog=n & 80 =¢f paratodo z € C.
Esto implica que g(2) — z € 27iZ, es decir, g(z) = z + 2min paraalginn € Z.
Autc«(C) ={g, |n€Z} =2Z, cong,(z)=z+2min.

2. Consideramos ahora el revestimiento 71, : C \ {o} — C\ {0}, 1,,(z) = 2", paran > 1. Identificamos

el grupo de Galois G = Autc+(C*). Sea g € G, debe cumplirse:
ma(8(2) =m(2) & g@)"=7"
Las soluciones de esta ecuacién son las n-ésimas raices de la unidad multiplicando a z, es decir:

g(z) = éxz  donde &y =ezmk/n, k=o,...,n—1

Por tanto, el grupo G estd dado por:

G:{gkic*HC*,Zl—>§kzlk:o,...,n—1}.
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Ademis observamos gk © g (2) = &k (émz) = EkemZ = Gkam mod n(2), por lo tanto, G = Z/nZ.
Seaw € C\ {o}.Lafibrade 7, : C\ {o} — C\ {0}, m,(z) = 2", estd dada por:

n,'(w)={ze€C\{o} | " =w}= {fkwl/” | k:O,...,I’l—I},
Sean 7, = &w, 2, = Euw't € 7, (w). Entonces:
gm—k(ZI) = 'fm—k = fm—k'fkwl/n = fmwl/” =2

Luego el grupo de Galois G actta transitivamente sobre las fibras y por defincién es un revestimiento

de Galois.

. Ahora consideramos el revestimiento 7 : R — S', 71(#) = e'’. Sea g € Autg: (R). Entonces,

n(g(1) =n(r) @ 8V = ¢ & g(t) =t + 21k, k €Z.

Por tanto, Autgi (R) = {gx (1) =t +2nk | k € Z} = Z.Seaw = ¢ € S'. Lafibraes, 77'(w) =
{t+2nk | k € Z}. Dadost, =t + 2nk y t, = t + 2rm, el automorfismo g,,—x cumple, g, () =

ty+2m(m — k) = t,. Asi, el grupo de Galois también acttia transitivamente en las fibras y es Z.

Calculamos ahora el producto fibrado del recubrimiento consigo mismo,
RxsR={(t,1') eRxR|e" =e"} = {(t,t +27k) | k € Z}.
Observamos que, {(t,f +27k) };cz = {(t, 8k (¢)) } ez » €s decir, es la gréfica de los automorfismos

gk(t) =t +2mk, luego:

RxgR = |_| Iy, dondeTy = {(t,¢+27k) | t € R}.
keZ

Ademds cada componente I'y es homeomorfa a R via la proyeccién p,, asi que:

RxsrRzurkE |_|R.

keZ geG

El siguiente dibujo ilustra la situacién.

R Xs R T

~
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4. Consideremos el revestimiento 7, : $* — S' definido por m,(z) = z". El producto fibrado de 7,

consigo mismo estd dado por:

S'%a S'={(z,7) e xS | " =()"}.

La ecuacién z"* = (Z)" implica que 2 = &xz. Esto nos permite descomponer el espacio como:

n—i
§'xs8'=| |Th. conli = {(z.6k2) [z € S}
k=0

Es ficil ver que los automorfismos son las rotaciones g : §* — S* dado por gx(z) = éxz por tanto
el grupo de Galois del revestimiento es, {gx };_ = Z/nZ. Ademds cada componente I es la grifica

del automorfismo g. Por tltimo el producto fibrado es homeomorfo via la primera proyeccién a una

unién disjunta de n copias del circulo,

S xg S' u s,
geG

Por tanto la extensién es de Galois. En la siguiente imagen mostramos en negro S* X S* para k = 3

dentro de §* x S".

Teorema 3.45 (Artin). Sea t : X — S un revestimiento entre espacios conexos y sea G C Auts X un subgrupo.

Consideremos los revestimientos (ver 3.40):

X i s X/G
S

Las condiciones siguientes son equivalentes:

1=

(2) X/G 5.

(b) m: X — S esun revestimiento de Galois y G = Autg X.

Demostracion. (a) = (b): Por el diagrama del enunciado, la biyeccién X /G L implica que se cumple:

’

rx)=nx") o pkx)=pK) & x=x.
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Luego el grupo G (y con mayor razén Autg X) opera transitivamente en las fibras de 7; estoes, 7 : X — Sees
un revestimiento de Galois.

Para ver que G = Autg X, tomamos § € Autg X y un punto x € X. Como §(x) estd en la misma fibra que
x, por transitividad de G existe g € G tal que g(x) = g(x). Entonces g7" o g(x) = x, y por la proposicién
3.38 se tiene que g7 © § =1, luego g = g, y concluimos que g € G, es decir, G = Autg X.

(b) = (a): Veamos que 7 : X/G — S, 7([x]) = m(x), es inyectiva (pues tiene grado 1, y por tanto es un
homeomorfismo).

Si([x]) = 7([x']), entonces:
ax)=xn(") = dgeAusX=G:g(x)=x = x=¢x = |[x]=[X].
Asi, 7t es inyectiva y biyectiva localmente trivial, luego homeomorfismo. O

Teorema (de Artin algebraico). Sea L una extensién de Galois de k, ysea H € G = Auty_yg(L) un subgrupo.
Entonces se cumple:
L"=k = H=Autu(L).

Proposicion 3.46. Sea X un espacio conexo y G un grupo propiamente discontinuo de homeomorfismos de X.
El morfismo de paso al cociente t : X — X |G es un revestimiento de Galois de grupo de Galois G.

Demostracion. En el anexo. O

Definicién 3.47. Dado un revestimiento 7 : X — S, consideramos una relacién de equivalencia R en X
que verifique:

X ER X, = ﬂ(xl) = ﬂ'(X?_).

Esa propiedad implica que 7 factoriza a través del espacio cociente:

X i > X /R
S/

Siz: X/R — S esun revestimiento, entonces diremos que es un revestimiento cociente (o intermedio) de

m: X — §. En tal caso, el morfismo de paso al cociente p : X — X /R es un revestimiento (por 3.20).
Por supuesto, se entiende que dos revestimientos cocientes de 1 : X — § son el mismo si estin definidos por

la misma relacién de equivalencia en X.

Definicién. Sea L una extensién de cuerpos sobre k. Un k-subextensién de L, o cuerpo intermedio, es un
subcuerpo £ C Ltalquek C E C L.

Ejemplo 3.48. Consideremos un revestimiento conexo 7 : X — S.Sean’ : X’ — S otro revestimiento

conexoy sea ¢ : X — X’ un morfismo de S-espacios:

X Ld NG
S

Por 3.20, ¢ es un revestimiento, luego X’ tiene la topologfa final de ¢ (ver 3.7). Luego, fijado el morfismo ¢,

podemos pensar X’ — S como un revestimiento cociente de X — S, respecto de la relacién de equivalencia:

x=x, © o) =ek,).
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Proposicién. Sea L una extensién de Galois de k, y sea H C Auty_q5(L) un subgrupo.

Entonces el subcuerpo de invariantes
L7 ={xeL|h(x) = x paratodo h € H}
es un k-subextensién de L, es decir, k € L7 C L.

Lema 3.49. Sea S un espacio conexo y sea 0 : X — S un revestimiento trivial,

X = |_| Si  (union disjunta de componentes conexas S; = S).
i

Sea X" C X un subespacio. St v : X' — S es un revestimiento, entonces es un revestimiento trivial.

Demostracion. Veamos que X’ es unién de algunas de las §;. Dada una componente conexa S} de X', sea S
la componente conexa de X que contiene a §. Como §7 < §; < X — § son revestimientos (por 3.24), la
inclusién S < S es un revestimiento por 3.20. Por ser una inclusidn, este revestimiento tiene grado 1, luego

es un homeomorfismo: S; = 5. m|

Teorema 3.50 (de Galois). Sea t : X — § un revestimiento de Galois de grupo G = Auts X. Existe una

correspondencia biunivoca:

revestimientos @ : X — S

{subgruposde G} .
coctentesdern : X — S

A cada subgrupo H < G se le asigna el revestimiento cociente X :=X/H - S.

. . P o 7 . 7
A cada revestimiento cociente X — X — S se le asigna el subgrupo Autg X C Autg X = G.

Demostracion. Veamos que la composicion
subgrupo H +— revest. cociente X := X/H +— subgrupo Autg X

es la identidad.

Dado un subgrupo H € G, sabemos por 3.20 que X = X/H — S es un revestimiento (luego es un
revestimiento cociente). Por el teorema de Artin (3.45 a = b), aplicadoa X — X, este revestimiento es de
Galois y el grupo H coincide con Autg X.

Veamos que la composicién
. P = — .
revest. cociente X — X — S +— subgrupo H := Autg X —— revest. cociente X/H — §

también es la identidad.
Probemos primero que el revestimiento X — X es de Galois usando la caracterizacién 3.42. El revestimiento

cambiado de base a si mismo,
Pi: X XY X - X,

estd contenido en un revestimiento trivial:

X Xz X < > XXs X=X

X



90 3.6. Revestimientos de Galois

Luego, segtin 3.49, también es un revestimiento trivial: X X5 X = | | X. Entonces X — X es de Galois por
3.42. B B
Aplicando ahora el teorema de Artin (3.45 b = a) al revestimiento de Galois X — X de grupo H = Auts X,

resulta X/H = X, como querfamos. |

Teorema (de Galois algebraico). Sea L una extensién de Galois de k, con grupo de Galois G := Auty_q(L).

Entonces existe una biyeccién entre los subgrupos de G y las k-subextensiones de L:
{Subgrupos de G} > {k-subextensiones de L},

dada por las aplicaciones:
H+—s LY,

y su inversa:
T+ Auty (L) = Aut(L/%),

donde k C X C L es una subextension. (Observacion: Auts, ,;,(L) S Autyz,(L) = G).

Ejemplo 3.51. Consideremos el revestimiento 7r: R — ' dado por 71(¢) = €*™. Cada punto €™ € S tiene
como preimagen el conjunto 77" (e*™") = {t + n | n € Z}. El grupo de automorfismos de este revestimiento

es:
Autg(R)={g,: R >R | g,(t) =t+n,neZ} =7Z,

donde cada automorfismo g, corresponde a una traslacién entera.
Aplicando el Teorema de Galois, los subgrupos de Z (que son de la forma nZ paran > o) clasifican todos los

revestimientos intermedios de R — §*. La correspondencia es la siguiente:

Subgrupo H C Z | Revestimiento intermedio R/H — §' | Grado
oZ = {o} R— S 00
Z S'=R/Z—- S, n(z) =z I
27 S'=R/2Z — S, m,(2) =2*
nz S'=R/nZ — S, n,(z) = 7" n

Para cada subgrupo H = nZ, el revestimiento paso al cociente p: R — R/nZ viene dado por p(t) = [t],

donde [#] lo identificamos con €>™/" € S'. El revestimiento intermedio 77: R/nZ — S" satisface:

7o p(t) = 7([1]) = €™ = x(¢), andlogamente  7(e*™"/") = it

lo que muestra que 7 puede identificarse con el mapa z +— z"* cuando R/nZ se parametriza como S'. Este

revestimiento tiene grado 7, ya que cada punto ™" € S" tiene exactamente n preimdgenes distintas:

T ) = {[1], [t + 2], ... [+ 22

El grupo de automorfismos del revestimiento cociente R — R/H estd formado por las transformaciones que
preservan la proyeccién p:

Autg/y(R) ={g: R >R |pog=p}

Para H = nZ, esto se traduce en:

eznig(t)/n — ezm't/n — g(t) =t+k conk € nZ.
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Por tanto, Autg/,z(R) = nZ, confirmando que el grupo de Galois del revestimiento cociente es precisamente
el subgrupo original.

La estructura de subgrupos de Z determina una jerarquia clara entre los revestimientos intermedios. La
inclusién mZ C nZ ocurre si y sélo si n divide a m, lo que se refleja en la existencia de morfismos entre

revestimientos:

» Ejemplo x: Para H = 27, el subgrupo 3Z no estd contenido en H (3 no divide a 2), por lo que no existe

un revestimiento intermedio:
R/3Z — R/2Z.

= Ejemplo 2: Para H = 6Z, como 3Z 2 6Z (3 divide a 6), existe un revestimiento intermedio de grado 2:

R/6Z — R/3Z.

En general, el diagrama de extensiones intermedias es:
R/nZ — R/mZ existe & mZCnZ & m]|n.

Lema 3.52 (levantamiento de automorfismos). Sea 7 : X — S un revestimiento de Galois de grupo G, y sean
n' X' — S, 1" X" — S dos revestimientos cocientes. Dado un morfismo de S-espacios g’ : X' — X", existe

un automorfismo § € G que hace conmutar el diagrama:

X%X

4l

X/ g/ } X//

Demostracion. Por la férmula de los morfismos 3.29, la grifica I'ys es una componente conexa de X’ Xg X”.
Consideremos la epiyecion:
(', 7") : X x5 X — X' x5 X"

Consideremos una componente conexa I'y € X Xg X que se proyecte en I'y/. De nuevo, por la férmula de
los morfismos, dicha componente I'y es la grifica de un automorfismo g € G. Es inmediato que la condicién:

(n’,n")(I'g) C I'ys implica la conmutatividad del diagrama del enunciado. O

Corolario 3.53. La biyeccion del Teorema de Galois hace corresponder los subgrupos normales de G con los
revestimientos cocientes de X — S que son de Galois. Ademds, si H es un subgrupo normal de G, entonces
el grupo de Galois del revestimiento cociente X =X/H — Svale G/H.

Corolario. Sea L una k-extensién de Galois con grupo de Galois G = Auty_4(L), ysea H < G un subgrupo.
Entonces, la subextensién L es una extensién de Galois de & si y s6lo si H es un subgrupo normal de G.
En particular, bajo la correspondencia del teorema algebraico de Galois, el conjunto de k-subextensiones de

Galois de L se corresponde biunivocamente con el conjunto de los subgrupos normales de G.

Teorema de Galois categérico

Comenzamos recordando la categorfa de los G-conjuntos.
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Definicion 3.54. Sea G un grupo. Llamamos G-Con a la categorifa de G-conjuntos, cuyos objetos son con-

juntos con una accién (a izquierda o a derecha) de G. Existen dos versiones:
= G-conjunto a izquierda, un objeto de G-Con es un par (X, -), donde X es un conjunto y
S GxX - X, (gx)H—g-x

es una accion a izquierda que satisface:

Vg,heG,VxeX, 16-x=x, (gh)-x=g-(h-x).
» G-conjunto a derecha, un objeto de G-Con es un par (X, -), donde X es un conjunto y
2 XXG—-X, (x,g)x-g

es una accién a derecha que satisface:

Vg, heG,VxeX, x-1g=x, x-(gh)=(x-g)-h.
En ambos casos, un morfismo de G-conjuntos entre (X, -) y (¥, ) es una funcién f : X — Y tal que:

accién a izquierda: f(g -x) = g - f(x), acciénaderecha: f(x-g) = f(x)-g.

Observacion 13. Denotamos por G-Con la categorfa de conjuntos con accién a izquierda de un grupo G. Esta
categorfa es equivalente a la categorfa de funtores G — Con, al identificar el grupo G con una categoria de

un solo objeto.

Por otro lado, una accién a derecha de G sobre un conjunto se puede considerar como una accién a izquierda
del grupo opuesto G°, por lo que equivale a un funtor G° — Con. Es decir, los G-conjuntos a derecha

forman la categoria G°-Con.

Observacion 14. Dar una estructura de G-conjunto (aizquierda o a derecha) sobre un conjunto X es equivalente

a dar un morfismo de grupos:

G — Aut(X),
donde Aut(X) denota el grupo de automorfismos de X como conjunto.

Una accién a izquierda de un grupo G a cada g € G se le asocia una biyeccién @ : X — X. Se define la
accién como g - x := @, (x), y la compatibilidad con la estructura de grupo equivale a que @y, = @ © @y, lo
que implica g - (h - x) = (gh) - x. Generalmente escribimos g - x := g(x), haciendo explicito que g € G se

interpreta como un automorfismo de X.

Para una accién a derecha de G sobre X se definex - g := @ (x). En este caso, para que la accién sea compatible

con la ley del grupo, se requiere que a sea un antimorfismo, es decir, que g, = @), © g, lo que equivale a

(x-g)-h=x-(gh).
Definicién 3.55. Sea X un G-conjunto. La érbita de un punto x € X se define como:
O, ={g-x|geG}

Es el subconjunto de X formado por todos los puntos que pueden obtenerse a partir de x mediante la accién

del grupo.
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Proposicion 3.56. Todo G-conjunto X se descompone como union disjunta de sus orbitas:

X:|_|Ox,

XER

donde R C X es un conjunto de representantes (uno por cada orbita).
Demostracion. La relacién de pertenecer a la misma 6rbita define una relacién de equivalencia en X:
x~y &= dgeGralquey=g-x.

Las clases de equivalencia bajo esta relacién son precisamente las rbitas, y son disjuntas entre si. Asi, X se

escribe como unién disjunta de sus 6rbitas. m|

Proposicion 3.57. Sea X un G-conjunto, x € X, e O(x) C X su drbita. Entonces existe un subgrupo I, < G,
llamado isotropia de x, tal que

O(x) =G/, como G-conjuntos,

donde G | I denota el conjunto de clases laterales izquierdas, con la accion por traslacion.

Demostracion. Seal, := {g € G | g - x = x},laisotropia de x. Definimos la aplicacién:
¢:G/I, — O(x), gl,— g-x.

Supongamos g/, = g,I,, es decir, g;'g, € I, entonces, g;'g, - X = x = g, - x = g - x. Por tanto,
¢0(8:1x) = ¢(8.1), luego ¢ estd bien definida.
Si o(g:ly) = ¢(8.1y), entonces g, - x = g, - x, lo que implica:

gl_lgz-x:x = gI_Igz €l = gIIX:gZIX‘

Por definicién, todo y € O(x) tiene laformay = g - x, luego y = ¢(g1y). Por tltimo, paratodo i € G, se

cumple:
o(h-gl) =¢p(hgly) =hg-x=h-(g-x)=h-e(gl).

Asi, ¢ es un isomorfismo de G-conjuntos. O

Corolario 3.58. Sea X un G-conjunto. Si la accién de G sobre X es transitiva, es decir, si X consta de una

nica Srbita, entonces existe un subgrupo H < G tal que:
X =G/H como G-conjuntos.

Lema 3.59. Sea w : X — S un revestimiento. Entonces:

1. Sif : X — T es continua y constante en las fibras de it (es decir, si n(x) = n(x') = f(x) = f(x')),

entonces existe una nica aplicacion continua f : S — T tal que el siguiente diagrama conmuta:

X —Z-X358

[
I
X‘\lrf

T
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2. En particular, la sucesion
XXs X33X—>S

donde las dos flechas son las proyecciones mty, m, : X Xs X — X, es un coequalizador en la categoria de

espacios topoldgicos.

Demostracion. En el anexo de demostraciones: Galois para revestimientos O

Lema 3.60. Sea G un grupo que actiia sobre un revestimiento X — S. Entonces, el cociente X |G es estable bajo

cambio de base: para todo espacio T sobre S, se tiene un homeomorfismo natural

(TxsX)/]G =T x5 (X/G).
Demostracion. En el anexo de demostraciones: Galois para revestimientos. m|
Ademds tenemos que (T Xs X)/G = (T X F)/G =T x (F/G) =T Xs (X/G), con F conjunto discreto.

Teorema 3.61 (Teorema de Galois segin Grothendieck). Sea 7w : X — S un revestimiento de Galois, con grupo

G = Auts(X). Entonces se tiene una equivalencia de categorias:

Revestimientos sobre S o .
L & [G —con]um‘os] ,
trivializados por X

Demostracion. Definimos el funtor

Revestimientos de S

F: —> [G°-Con]

trivializados por X
de la siguiente forma:

» Dado un revestimiento ¥ — § trivializado por X, definimos, F(Y) := Homg(X,Y), conjunto con

accién a derecha de G, dada por precomposicion:

Homg(X,Y) x G — Homg(X,Y) (¢,8)— ¢-g:=¢pog.

» Dado un morfismo f : ¥; — Y, de revestimientos trivializados por X, definimos
F(f) : Homg(X,Y;) = Homg(X,Y,) ¢+ foo.
Esta aplicacién es compatible con la accién a derecha de G, ya que

F(f)(¢-8)=fol(pog)=(fop)og=F(f)(p) -g.

Definimos el funtor inverso

R : [G°-Con] —> Revc?s.ti11-1ientos sobre S
trivializados por X

de la siguiente forma:
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» A un G°-conjunto A (es decir, conjunto con accién a derecha de G), asociamos el revestimiento:
R(A) = (X xA)/G,
donde A se considera con la topologia discreta, y G acttia a izquierda sobre el producto por:
T-(x,0) :=(tx,0- 7).
El revestimiento R(A) — § estd dado por, [(x,9)] > m(x).

» A un morfismo de G°-conjuntos ¢ : A; — A,, asociamos el morfismo de revestimientos:

R(¢) : R(A) = R(A,)  [(x,0)] = [(x, ¢(6))].
Este estd bien definido porque ¢ conmuta con la accién a derecha de G, es decir, ¢(6 - g) = ¢(9) - g.

Por el Lema 3.59 X Xg X = X — S es un coigualador, ya que X — S es un revestimiento. Por otro lado,

como X — S es un revestimiento de Galois, existe una identificacién natural

XxG=XxsX, (x,8) (x,g(x)),

que permite suponer que todo punto de X Xg X es de la forma (x, g(x)), con g € G. A través de esta
identificacién, los dos morfismos X Xg X =3 X son m,(x, g(x)) = x y m,(x, g(x)) = g(x), de modo que
X/G es también el coigualdor de ambos morfimos. Por tanto, como los coigualdores de dos morfismos son
siempre isomorfos, se tiene X/G = §.
Por tanto, cuando un revestimiento ¥ — § es trivial sobre un revestimiento de Galois X — §, queda
completamente determinado por la accién a derecha del grupo G = Autg(X). Esto se debe a que

F(Y) = Homg(X. Y) = { componentes conexas de X Xg Y }

homeomortfas a X via la primera proyeccion

lo cual proviene de la férmula de los morfismos 3.29. Se tiene la cadena de igualdades:

Y =(X/G) xsY = (X xsY)/G = (XX F(Y))/G,

Donde la primera igualdad es simplemente la reescriturade S = X /G, la segunda es el resultado del Lema 3.60
y la tercera usa la identificacién F(Y) como etiqueta de las componentes conexas ya que es Y trivial sobre X.
Donde la accién de G sobre X X F(Y) estd dadapor g - (x, ¢) := (g(x),p087").

En consecuencia, se obtiene un isomorfismo natural de revestimientos:

R(F(Y)) = (X x F(Y))/G = Y.

Reciprocamente, la aplicacién natural R(A) — S es un revestimiento trivial sobre X, ya que se verifica la

siguiente cadena de igualdades:

(por definicién de R(A))

XxSR(A):XxS(XXA)

X Xg X) XA
= % (por el Lema 3.60)
XxXG)xA
= % (yaque X Xg X = X X G porser X — S de Galois)
G XA
=X X ( 2 ) (por el Lema 3.60 pues G X A discreto)

=X XA, (el cociente (G X A)/G = A,puesA G — conjunto).
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Por tanto, X X5 R(A) = X X A, lo que implica que R(A) — S es un revestimiento trivializado por X. Por la

férmula de los morfismos:

A = Homg(X, R(A)) = F(R(A)),

O

Teorema (Teorema de Galois algebraico segin Grothendieck). Sea k — L una extension de Galois finita,

con grupo de Galois G = Aut(L/k). Entonces, se tiene una equivalencia de categorfas

G-conjuntos

P. [ k-4lgebras finitas

triviales sobre L

finitos

donde el funtor P asigna a cada k-dlgebra A trivial sobre L el conjunto P(A) := Homy.aj4(A, L), con la

accién natural de G por precomposicion.

En particular, por el lema de Yoneda, para dos k-dlgebras triviales A, B sobre L, se tiene una biyeccién:
Homy ag(A, B) = Homg (P(B), P(A)).
El funtor inverso asigna a cada G-conjunto finito X la k-dlgebra
R(X) = Homcon(X, L) = Homg (X, L),

que es trivial sobre L, al ser una subdlgebra de Homcon (X, L) = @ x L, identificacién que se justifica por

la férmula de los puntos.

Observacién. Ambos resultados son ejemplos de teoremas de tipo Galois, en los que se establece una equiva-
lencia de categorias entre una clase de objetos que se trivializan respecto a un objeto base, y una categoria de

G-conjuntos.

Similitudes:

= En ambos contextos, se parte de un objeto X o L con grupo de automorfismos G = Auts(X) o

G = Aut(L/k), y se consideran objetos que se trivializan respecto a ellos.

» La equivalencia de categorfas se construye a partir de conjuntos de morfismos desde el objeto de

referencia: Homg (X, Y) o Homy_ a1 (A, L), dotados de una accién natural del grupo G.

= En ambos casos el objeto destacado tiene el nombre de ser de Galois, que significa que son objetos que

se trivializan as{ mismos.

Diferencias:

= En el teorema topoldgico, no se requiere que el revestimiento X — S de Galois sea finito, ni que el
grupo G lo sea. De hecho, muchos ejemplos (como los revestimientos del circulo) involucran grupos

infinitos como Z.

= En el teorema algebraico, la extensién k — L es finita y de Galois, y por tanto también lo son el grupo

G = Aut(L/k) ylos G-conjuntos considerados.
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= En el caso topoldgico, la accién del grupo G es a derecha sobre los conjuntos de morfismos, lo que
lleva a trabajar con la categorfa de G°-conjuntos. En el caso algebraico, la accidn es a izquierda, por

precomposicion.

= En el caso topoldgico los revestimientos trivializan por el producto en la categorfa de revestimientos de
S, en cambio en el caso algebraico trivializan por el coporducto en la categoria de k-dlgebras finitas

separables.

Podemos reformular el teorema de Galois segin Grothendick mediante dar la equivalencia de categorias entre
los Gal(L/k)-conjuntos finitos a la categorfa opuesta de las k-dlgebras finitas y separables que se trivializan
por L. Formulado asi, las dos diferencias anteriores desaparecen: la accién del grupo es exactamente la misma
(por composicién a derecha en conjuntos de morfismos), y al trabajar en la categoria opuesta, los productos

se convierten en COpI‘OdUCtOS.

La categoria opuesta antes mencionada es la imagen de las k-dlgebras finitas y separables trivializadas por L
bajo el funtor Spec. Es decir, trabajamos con los espectros de esas dlgebras —que son espacios finitos— y con

los morfismos que provienen de morfismos de k-algebras B — A, que inducen flechas Spec(A) — Spec(B)
3

Por tanto, ambos teoremas manifiestan el mismo principio: una categoria de objetos trivializados por un

objeto base se clasifica mediante conjuntos con una accién del grupo de automorfismos de ese objeto.

3.7. Revestimiento universal

Definicion 3.62. Un revestimiento X — § entre espacios conexos se dice universal si X no admite mds

revestimientos que los triviales (equivalentemente, todo revestimiento conexo de X es un homeomorfismo).
Proposicion 3.63. El revestimiento universal de un espacio conexo S, st existe, es dinico salvo S-isomorfismos.

Demostracion. Sean X — S, X — § dos revestimientos universales. Las proyecciones naturales

ijz

X
/ Xﬁ
X X

son revestimientos que deben ser triviales, luego cada componente conexa Z de X X X es homeomorfaa X

(viap;)ya X (via p,).

El S-isomorfismo buscado es la composicién de homeomorfismos ¢ := p, o p;. O

3Esta categorfa, vista en términos de espectros, es lo que en geometria algebraica se conoce como la categorfa de esquemas finitos

étale sobre Spec(k) que se trivializan por Spec(L).
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Proposicion 3.6 4. El revestimiento universal X — S es de Galois.

Demostracion. Dado que X sélo admite revestimientos triviales, el revestimiento p, : X Xg X — X es trivial,

X Xs X = [ | X, luego por la caracterizacion 3.42 se concluye que X — § es de Galois. O

Proposicion 3.6s. Sea (X, x,) — (S, 8o) un revestimiento universal. Todo revestimiento conexo (Y,y,) —

(S, 5o) es intermedio (cociente) del universal de modo dinico.

Demostracion. Elrevestimiento p, : XXg¥ — X estrivial. Porla férmula delos morfismos, cada componente
conexade X XY eslagrificade un S-morfismo ¢ : X — Y. Sélo una de tales componentes conexas (grificas)
contiene al punto (X, ¥,), asf que hay un Gnico S-morfismo ¢ : X — Y verificando ¢(x,) = y,.

Como vimos, podemos pensar Y como el cociente de X respecto de la relacién de equivalencia x, ~ x, &

p(x) = ¢(x,). m

La proposicion anterior implica que el recubrimiento abierto que trivializa al revestimiento universal de un
espacio S también trivializa cualquier otro revestimiento de S. Por lo tanto, la existencia de un recubrimiento
abierto de S que trivializa a todo revestimiento es una condicidon necesaria para la existencia del revestimiento

universal.

Esta proposicién expresa que el objeto (X, 1) revestimiento universal, es inicial en la subcategorfa de Rev (S, s,)
de los revestimientos conexos punteados sobre (S, 5, ). Pues para todo objeto (Y, ), conY conexoy 7 : ¥ —
S, por la proposicién anterior existe un Ginico morfismo de revestimientos f : X — Y talque 7o f =7,y
f(x5) = ¥o. N6tese que con esta observacién la Proposicidn 3.63 es simplemente una consecuencia de ser

objeto final.

Observacién. En el contexto algebraico, el andlogo categérico del revestimiento universal no es un objeto
inicial, sino un objeto final en la subcategoria de categoria k—AlgSep de las k-dlgebra que ademds son cuerpo,
es decir, una k-dlgebra X tal que, para toda k-dlgebra finita y separable L, existe un morfismo de k-ilgebras

L — X que en particular es una extension y trivializa a L.

El cierre algebraico separable Esep, *+ que por claridad denotaremos simplemente por k, cumple esta propiedad,

contiene a toda extensién finita separable de k, y toda k-dlgebra finita y separable L se trivializa por k.

L®kE§@E

Asi, k satisface formalmente la propiedad universal de un objeto final en k—Algscp, en paralelo con el papel

del revestimiento universal en topologfa.

Sin embargo, k no pertenece a la categoria, ya que no es una k-ilgebra finita. A diferencia del caso topoldgico,

el objeto que deberfa desempenar el papel universal est fuera de la categoria.

Una forma de resolver esta dificultad consiste en restringir la categorfa. En lugar de trabajar en toda la
subcategoria de k-Alg, ep de las k-dlgebra que ademds son cuerpo, consideramos la subcategoria formada por
aquellas k-dlgebras finitas y separables que se trivializan con la extensién k — L, es decir, aquellas A tales

que A ®; L = ED L. En esta categoria, el cuerpo L cumple la propiedad universal del objeto final, si nos

*El cierre algebraico de un cuerpo k es una extensién algebraica que contiene todas las raices de todos los polinomios con
coeficientes en k. El cierre separable de k es 1a mayor subextensién de ese cierre compuesta solo por elementos separables sobre

k. Ambos coinciden si k es de caracteristica cero, como ocurre con Q, y en ese caso los denotamos por Q. El grupo de Galois

Gal(Q/Q), llamado el grupo de Galois absoluto de Q.
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restringimos a aquellas k-dlgebras A que son cuerpo, pues existe un morfismo de k-dlgebras A — L que en
particular es una extension, y al cambiar de base A ®; L se descompone como una suma directa de copias de
L. De este modo, L acttia como un andlogo algebraico del revestimiento universal: es un objeto que trivializa

todos los demds y que ademds estd dentro de ella como objeto final.
Teorema 3.66. Sea f : X — S un revestimiento entre espacios conexos. Entonces:
X es un revestimiento universal =  f trivializa todo revestimiento g : Y — S.

Demostracion. (=) Supongamos que f : X — S es un revestimiento universal. Sea g : ¥ — S un
.. . . P ..
revestimiento conexo cualquiera. Consideramos el producto fibrado: X XgY — X que es un revestimiento,

yaque f'y g loson. Como X es universal, todo revestimiento de X es trivial. Por tanto:

X XgY = |_| X.
[Y:S]

(<) Supongamos ahora que f : X — S trivializa todo revestimiento g : ¥ — S. Queremos probar que X

es universal, es decir, que todo revestimiento conexo p : Z — X es trivial de grado 1.

. o p f o
Dado p : Z — X conexo, consideramos la composicién: Z — X — § que da un revestimiento Z — S. Por

hipétesis, f trivializa este revestimiento, es decir:

X xgZ = |_| X
[Z:S]

Consideramos ahora el morfismo:
0:Z—>XXsZ, z+ (p(2),2)

Este morfismo es una seccién de la segunda proyeccion 7, : X Xg Z — Z, es decir, m, 0 ¢ = 17. Por el
Lema 3.25, las secciones de un revestimiento entre espacios conexos se corresponden biunivocamente con las
componentes conexas homeomorfas a la primera componente. En nuestro caso, la existencia de la seccién ¢
implica que Z es homeomorfo a una componente de X Xg Z = | | X, y por tanto Z = X, lo que demuestra
que el revestimiento es trivial.

O

Observacién. Este teorema caracteriza al revestimiento universal, de manera intuitiva como el objeto que
trivializa a todos los demds.

Esto encaja de forma muy natural con la analogfa algebraica: en lugar de buscar un objeto final en la subcatego-
rfa k-Alg, delas k-dlgebras finitas que ademds son cuerpo, buscamos un objeto en la categorfa mds general
en k-Algsep, que a través del cambio de base, trivialice a todos los demds. Como ya sabemos, la k-dlgebra que
cumple esa propiedad es k que no estd en la categoria, no obstante esta interpretacién motiva la notacién

habitual S para el revestimiento universal de un espacio S.

Consideremos la subcategoria de las k-dlgebras finitas que se trivializan con la extensién k — L, llamémosla
C. Este nuevo punto de vista permite reformular la analogfa topologfa—dlgebra de la observacién anterior de

una manera mds natural.
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Revestimiento universal: “Revestimiento universal” algebraico:
» X € Ob(Rev(S)) conexotalqueVf : Y — » X € Ob(C), cuerpo tal que VK — A k-
S revestimiento de S, dlgebra,
» X trivializaa Y, es decir: » X trivializa a A, es decir:
Y xg X = |_|X A®kXE@X:>X:L
[Y:S]

Teorema 3.67. Sea S un espacio conexo que admite un revestimiento universal f : X — S. Entonces, la

categoria de revestimientos sobre S, Rev(S), es equivalente a la categoria de m-conjuntos, donde n = Autg(X)°.

Esto se deduce del Teorema de Galois categdrico, que establece quesi f : X — S es un revestimiento de
Galois con grupo G = Autg(X), entonces la categoria de revestimientos sobre S que son trivializados por X
es equivalente a la categorfa de G°-conjuntos.

Cuando X — § es universal, trivializa todos los revestimientos sobre S, de modo que la categoria completa

de revestimientos sobre S queda equivalente a la categorfa de 7-conjuntos, donde 1 = Autg(X)°.
Lema 3.68. 57 S es simplemente conexo, todo revestimiento X — S es trivial.
Corolario 3.69. Todo revestimiento simplemente conexo X — S de un espacio conexo es universal.

Demostracion. Sea X simplemente conexoy p : X — S un revestimiento de un espacio conexo S. Tomemos
cualquier revestimiento g : ¥ — X. Como X es simplemente conexoy Y — X es un revestimiento, el Lema
anterior garantiza que ¢ es trivial, es decir, Y = | | U;, una unién disjunta de copias de X.

Esto implica que todos los revestimientos de X son triviales. Por definicidn, esto significa que X — S esun

revestimiento universal. ]

Lema 3.70 (Levantamiento de caminos). Sea w : X — S un revestimiento, yseay : I — S un camino con
origen en un punto s € S. Si n(x) = s, entonces existe una vinica aplicacion continua y : I — X, llamada el

levantamiento de 'y, tal que:
(o) =x, moy=y.

Ademds, siy =y entonces sus levantamientos y, V' cumpleny = y'.

Teorema 3.71. Sea 7t : (X, X,) — (S, So) un revestimiento simplemente conexo. Se verifica un isomorfismo de

grupos
m (S, 50) = Autg(X)®,  [v] =g,

donde g se determina por la formula y(1) = g - xo, siendo ¥ : (I,0) — (X, x,) la subida del lazoy.
Demostracion. Véase [Navas, pag. 255] |
Ejemplo 3.72. Consideramos el revestimiento universal

27t

7n:R—> S8, 1t e,

con punto basex, = o0 € R y S, =1 € S'. Este es un revestimiento universal, yaque R es simplemente conexo.

El grupo de automorfismos del revestimiento 7, es decir,

Autg(R) ={g:R > R | 7o g =n, g homeomorfismo},
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estd dado por las traslaciones g,(t) = t + n, con n € Z. Por tanto, Autgs:(R) = Z. Aplicando el Teorema

anterior, obtenemos un isomorfismo de grupos
(8", 1) = Autg:(R)° = Z.

Seam: (Y,y,) = (S, 5,) un revestimiento entre espacios conexos. El morfismo de grupos
me: (Y, ye) = (S, 8o)

es inyectivo por funtorialidad, asi que podemos entender 7, (Y, y,) como un subgrupo de 7,(S, s,). Mds adn,

veamos que existe una correspondencia biunivoca entre los revestimientos de S y los subgrupos de 7, (S, s).

Teorema 3.73 (Clasificacién de revestimientos). Sea 7 : (X,x,) — (S, 8o) un revestimiento simplemente

conexo de un espacio conexo S. Entonces existe una correspondencia biunivoca:
{mbgmpos H < n,(S, so)} — {revestz’mz’mtos conexos punteados (Y, y,) — (S, so)}
La correspondencia es la siguiente:

H — (Y = X/H’ Yo = [xo]),
7T1(Y7 yo) = AutY(X) — (Y’ yo) - (S, So)-

Demostracion. Segun el Corolario 3.69,  : (X, x,) — (S, 5,) es un revestimiento universal de grupo de

Galois ,(S, s,).

Por el teorema de Galois para revestimientos, los subgrupos de 7, (S, s,) se corresponden biunfvocamente

con los revestimientos cocientes del revestimiento universal X — S.

A su vez, por la Proposicién 3.65, estos revestimientos cocientes son exactamente los revestimientos conexos

(Y, yo) = (S, 5,) punteados.

Finalmente, para un revestimiento conexo (Y, y,) — (S, s,), el subgrupo Auty (X)) que aparece como grupo

de Galois del revestimiento X — Y coincide con 7, (Y, y,) aplicando 3.71, esta vez al revestimiento X — Y.
O

Teorema 3.74 (Clasificacién de revestimientos segtin Grothendick). Bajo las hipotesis del Teorema 3.71 'y
asumiendo que S es conexo (luego el revestimiento simplemente conexo es universal), el funtor que asigna a cada

revestimiento f Y — S su fibra sobre el punto base:
F :Rev(S) — m,(S,5,)-Con, Y =Y :=f(s)

define una equivalencia de categorias entre la categoria de Rev(S) y la categoria de conjuntos con accion a

izquierda del grupo fundamental (S, s,).

Definimos la accién del grupo fundamental 7,(S, s,) sobre la fibra Yy del siguiente modo: para [y] €

7.(S,50) yy € Y, , consideramos el tnico levantamiento (3.70) [¥y] de [y] con origen en y, y definimos
[y] -y := 77y(1)-

Estd bien definida porque, al ser v un lazo basado en s,, se cumple que f(7,(1)) = y(1) = s, es decir,
¥y(1) € Y, . Por tanto, la accién de 7, (S, 5,) preserva la fibra Yy,
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Demostracion. Esto se deduce de que existe una biyeccion natural en 7, (S, s,)-Con:

Homg(X,Y) — Y., ¢ ¢(x,)

donde  : X — S esel revestimiento universal y x, € X verifica (x,) = so. Dadoun puntoy € Y , el
Lema 3.70 asegura la existencia y unicidad de un morfismo ¢ : X — Y sobre S tal que ¢(x,) = y. Para
definirlo, basta considerar un camino en X desde x, hasta cualquier x € X, proyectarlo a S mediante 7, y
levantarlo en Y iniciando en y; el punto final del levantamiento da ¢(x). Esta construccién determina de

forma univoca a ¢.

Por tanto, el razonamiento del Teorema 3.61 concluye la prueba. O

Definicion 3.75 (Revestimiento universal via clases de caminos). Sea S un espacio conexo y localmente
simplemente conexo, y sea p € S. Denotamos por S el conjunto de clases de homotopia de caminos con

origen en p.
Véase construccién en [Navas, p. 268].

Teorema 3.76 (Existencia de revestimiento universal). Bajo las hipdtesis anteriores, la aplicacion,

n:8—S8, [yl— vy
define un revestimiento simplemente conexo; es decir, S es un revestimiento universal de S.

Demostracion. Véase [Navzs, p. 268]. O

3.8. Ejemplos

Comenzamos con el ejemplo prototipico de la teorfa: el espacio base S' y sus revestimientos. La idea es
ilustrar el teorema de clasificacién de revestimientos mediante la correspondencia con m,(S", s, )-conjuntos,
es decir, dotar la fibra de cada revestimiento de una accién del grupo fundamental. En este caso, dado que

(S, 50) = Z,la clasificacién equivale a estudiar conjuntos con una accién de Z, es decir, Z-conjuntos.

Seap : Y — § un revestimiento, y s, € S un punto base, definir una estructura de 7, (S, s,)-conjunto sobre

la fibra p™'(ss,) consiste en especificar una accién.
m.(S, 50) — Aut(p~(s,)),

es decir, un morfismo de grupos que asocia a cada clase de homotopia basada [y] € 7,(S, s,), un automor-

fismo de conjuntos sobre la fibra p™'(s,).

Para cada clase [y] € m,(S,s,) y cada puntoy € p7'(s,), existe un nico levantamiento del lazo 7,

¥y : [o,1] = Y, con¥,(0) = yyp o7y, ="y.Entonces definimos:

[¥] -y :=7y(1) € p'(50)-

Comenzamos clasificando los revestimientos conexos del circulo como ya hiciéramos en 3.51. Todo revesti-

miento conexo y no universal del circulo es isomorfo a

pn:S'— S, 07",
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pues todo revestimiento conexo de S* debe tener un grupo de automorfismos isomorfo a un subgrupo de Z

(por el teorema de clasificacién). Sea s, = 1 € S' el punto base. La fibra de p,, sobre s, es:

p, (1) = {{,]f | ke {0,1,2...,11—1}},

donde ¢, = >/ es una rafz n-ésima primitiva de la unidad. El grupo fundamental de $* en s, es 7, (S", 1) =
Z, generado por el lazo
y(t) =™, 1€ o,1].

Seax; = X € p.'(1). El levantamiento de y comenzando en xy estd dado por:

(1) = ™R donde (o) =xks pu(F(2)) = ¥(1).

ami(k+1) /n

En particular, el levantamiento de y es 4 (1) = e = Xjot1 méd n-

Esto define una accién de Z sobre la fibra p;,* (1), dada por, m - X := Xg4m mod n» €s decir, la accién es transitiva,

luego solo tiene una dérbita y la isotropfa de x, es nZ C Z. Por tanto, por el Corolario 3.58:
. .
P, (1) = Z/nZ como Z-conjuntos.

Seaahora p : ¥ — §" un revestimiento cualquiera del circulo. Como S" es conexo, toda componente conexa

de Y es asu vez un revestimiento conexo sobre S*. Entonces, podemos escribir:

Y = |;|Yi,
=

ademds, cada ¥; — S es un revestimiento conexo de cierto grado n; > 1(3.24).

Fijamos un punto base s, € S'y consideramos la fibra F' := p™'(s,). Por el teorema de clasificacién de
revestimientos, F' admite una accién a izquierda del grupo fundamental 7,(S", 5,) = Z, que se obtiene por
levantamiento de lazos. Esta accién no puede conectar puntos de diferentes componentes conexas. En efecto,
si existiera un lazo y € m,(S", 5,) cuyo levantamiento continuo lleva un punto y € ¥; aun puntoy’ € Y},
coni # j,entonces laimagen del levantamiento conectarfa ¥; con Y}, contradiciendo que son componentes
conexas disjuntas. Por tanto, la accién de Z preserva cada Y}, y la fibra se descompone en una unién disjunta

de subconjuntos invariantes:

-
F = |_| F;, donde F;:=Y; N p~'(s,).
=1
Cada F; es una Z-6rbita disjunta contenida en Y}, pues la accién de Z sobre ¥; es transitiva en la fibra por ser

un revestimiento conexo. Ademds, por la Proposicién 3.56.

F:|_|Ox,

XER
donde R = {x;}!_ esun conjunto de representantes, uno por cada componente ¥, y O, es la érbita de x bajo

la accién. Finalmente, por la Proposicién 3.57, cada érbita Oy es isomorfa como Z-conjunto al cociente:
Z/I., dondel,={n€Z|n-x=x}

es el subgrupo de isotropia de x. En el caso de ¥; — S' conexo de grado n;, por lo anterior este subgrupo es

n;Z,y se obtiene que Oy = Z/n;Z. En conclusion, el Z-conjunto asociado ala fibra F = p™'(s,) es:
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F = ILIZ/VL,‘Z,
=1

donde cada n; es el grado de la componente conexa Y;. Esta descripcién no solo clasifica el revestimiento, sino

que refleja como el grupo fundamental actta transitivamente sobre cada fibra componente.

Ejemplo 3.77. Consideramos un revestimiento no conexo del circulo S* que consta de cuatro componentes

conexas: dos de grado 1, una de grado 2 y otra de grado 3.

SeaX = X, U X, UX; X, — S un revestimiento no conexo

como el de la figura, donde:
= X,y X, son componentes de grado 1,
= X, esdegrado 2,

= X, esdegrados.

Comenzamos calculando el grupo de automorfismos Auts: (X) C
Homg: (X, X).
4
Homs: (X, X) =| | Homs: (X;, X).
@ st

i=1
Ahora bien, debido a que los automorfismos de revestimientos
deben enviar cada componente conexa a otra componente iso-
morfa como revestimiento, agrupamos las componentes objetivo
segun su tipo. Las componentes X, y X,, ambas de grado 1, pue-
den permutarse entre sf bajo un automorfismo global. Por tanto,

consideramos:
Homg (X, X, UX,) y Homg (X, X,UX,).

Revestimiento no conexo de S con La componente X3 solo puede €nviarse a sl misma, pues ninguna

componentes de grado 1, 1,2y 3. otra tiene su mismo grado: Homg: (X;, X;). Lo mismo ocurre con
X,,Homg: (X,, X,).

Asi, obtenemos la descomposicion:

Homg (X, X) = Homg (X, X; U X,) U
Homg: (X,, X, U X,) U Homg(X;,X;) U Homg (X,,X,).

Por tanto:

| Homg: (X, X)| = 4 (degrador) +2+3 = 9.

Ahora bien, no todos estos 9 morfismos son automorfismos. Entre X; y X,, hay dos formas de permutarlas
(identidad e intercambio). El automorfismo debe enviar X; a X; o X,, pero entonces también debe enviar X,
al otro (para ser biyectivo). Por tanto, enviar X; — X, X, — X, no define un automorfismo global.

Luego, los automorfismos vélidos son las 2 permutaciones de {X;, X, }, los 2 automorfismos de X; — '

(grado 2), los 3 automorfismos de X, — S* (grado 3).
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= |Autg(X)|=2+2+3=7.

Andlogamente siguiendo el razonamiento previo al ejemplo, la fibra del punto base 5, € S' bajo este re-
vestimiento es la unién disjunta de las fibras de cada componente conexa. Como cada componente es un
revestimiento conexo de grado n;, su fibra es un Z-conjunto transitivo isomorfo a Z./n;Z. Por el razonamiento

anterior, tenemos el siguiente isomorfismo de Z-conjuntos,

p (o) 2 ZNZUZNZUZ|2Z ) Z]3Z.

Ademds, este caracteriza completamente al revestimiento. Nétese que el grupo de automorfismos calculados

se corresponde exactamente con las distintas clases en el Z-conjunto p~'(s,).

Inspirdndonos en el ejemplo topolégico anterior, consideramos ahora otro que intuitivamente es un anilogo

algebraico utilizando el enfoque de Grothendieck.

Ejemplo 3.78. Partimos de una Q-ilgebra finita que no es conexa (es decir, no es un cuerpo) y que se descom-
pone en una suma de factores simples, cada uno correspondiente a una componente conexa en el lenguaje
topoldgico.

Definimos la Q-dlgebra:

A=Qx]/(x—1D(x—-2)(x*+x+1)(x>—-2)).

Esta se descompone como suma directa de Q-dlgebras finitas:

A =Q[x]/(x —1) ®Q[x]/(x —2) ® Qx]/(x* +x +1) ® Q[x]/(x* - 2),

es decir,
A=QeQe Q) ©Q(W2),

donde &, = €*™/3 es una raiz cibica primitiva de la unidad. Observamos que, igual que en el ejemplo
3 gual q
topoldgico anterior, en este caso la Q-dlgebra se descompone en cuatro Q-dlgebras, que ademds son cuerpos.

En efecto:
» los factores Q[x] /(x — 1) y Q[x]/(x — 2) son isomorfos a Q, y de grado 1
= el polinomio x* + x + 1 es irreducible sobre Q pues el polinomio ciclotémico 3, y es de grado 2

= el polinomio x3 — 2 es irreducible por el criterio de Eisenstein (en p = 2), asi que Q[x] /(x> — 2) esun

cuerpo de grado 3 sobre Q.

Buscamos ahora una envolvente de Galois, es decir una extensién de Galois L /Q que trivialice A y que ademds

sea la mds pequefia que lo haga. En este, basta tomar:

L:= Q(§ 35 %),
Por tanto, la Q-dlgebra A es trivial sobre L y se verifica:
AguL=LeLeL*eL®,

donde cada sumando representa la descomposicién de uno de los factores de A al extender los escalares a L.
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Recordemos que el teorema de Galois segtin Grothendieck requiere fijar una extensién K/Q finita y de
Galois, a partir de la cual se define la categoria de Q-dlgebras finitas triviales sobre K. Fijamos entonces L antes

definida.

Podemos calcular el grado de la extensién L = Q({;, v2) sobre Q mediante,
Q > Q(2) — Q2 = L,
Donde observamos que ; ¢ Q(+/2). Entonces se tiene que:
[L:Q]=[L:Q(W2)] - [Q(W2): Q] =2-3=6.
Por ser una extensién de Galois de grado 6, se sigue que su grupo de Galois tiene exactamente seis elementos:
|Gal(L/Q)| = [L: Q] =6.

Los elementos de Gal(L/Q) quedan determinados por su accidn sobre los generadores v2 y ;. Definimos
. 7 3 3 . 3 7 2

r como el automorfismo que fija {; y envia 2 — V2, y 0 como el que fija y2 y envia £; {7 Estos

automorfismos satisfacen:

rr=1, o*=1, oro ‘=r,

por lo que el grupo generado por r y o es isomorfo al grupo simétrico ;. Los seis elementos del grupo de

Galois pueden entonces representarse como:

1, r, r* o, or, OFr’.

Su accién sobre los generadores es la siguiente:

2 2

‘ I r r o or or
Ve ove GV V2 e Ge
G166 & 4§ 54

Concretamente, esto nos dice que Gal(L/Q) = D,, donde D; es el grupo diédrico. Por el teorema de Galois

algebraico, tenemos una correspondencia entre subgrupos y cuerpos fijos, la clasificacién es la siguiente.

Subgrupo H € G | Elementos | Subextensién fija L¥ | Grado [L? : Q]
{1} {1} L 6
(ry=1Z/3 {1,r,r*} L 2
(o) {10} L) 3
(or) {1,or} Lon 3
(or*) {r,or*} L™ 3
G =S, todos Q I

Esta clasificacién recoge todas las Q-dlgebras finitas conexas (cuerpos) que se trivializan sobre L. Vamos ahora

a calcular especificamente como son estas Q-dlgebras.

Comenzamos con el subgrupo (r) = {1,7,r*}, de orden 3. Por definicién, el subcuerpo fijo L% estd formado

por todos los elementos de L que permanecen invariantes bajo la accién de r y r*. Como r actia enviando
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V2 = N2y deja fijo a £, se deduce que £; € L, mientras que v2 ¢ L. Por tanto, Q(&,) € L.
Ademis, [L : Q] = 2. Como [Q(Z,) : Q] = 2, se concluye que:

LY =Q(&).

El automorfismo o~ fijav/2 y envia £; + {7, porlo que Q(v/2) € L{?, Como o no fija £,, se concluye que:
L = Q).

El automorfismo or envia v2 + {32y {; = {7, por lo que fija £;¥2, pero no fija ninguno de los dos

generadores por separado. Asi, se concluye:

L = Q).

De forma andloga, el automorfismo or* fija £3+/2, por lo que Q({;\ﬁ) c Lior) y como no fijaa {; niavp,

se tiene:
LY = Q¢R).

Entonces, todos los posibles cuerpos —es decir, todas las Q-dlgebras finitas conexas que se trivializan sobre

L— son los siguientes:

Q| Q%) | QW2) | Q4v2) | QG3V2) | L
G| () | (o) (o) (or®) | {1}

El objetivo ahora es ver que G := Gal(L/Q)-conjuntos tienen asociados estas Q-dlgebras, segtin el teorema

de Galois de Grothendieck, para ello recordamos.

Dado K una subextensién de L y L-trivial, por el teorema del elemento primitivo siempre podemos escribir
K = Q[x]/(f(x)),donde f € Q[x] supolinomio irreducible. El funtor de Galois P(K) = Homg.qg (K, L)

asocia a K el conjunto de puntos del espectro de K ®q L, que se descompone como:

KegL= P L

a€Raicesy (f)

Cada factor L corresponde a un punto del espectro, que denotamos por P, asociado alaraiza € L de f(x).

Es decir, cada rafz da lugar a un punto del espectro. Visualmente:

raiza  «»  punto P, € Spec(K ®qg L)

Esta correspondencia permite entender el conjunto P(K) como el conjunto de raices de f, y la accién del
grupo de Galois como la accién por permutacién de las raices; luego, en este caso, una accién transitiva sobre

los puntos del espectro:

Y Pa = Py(a)

Por tanto, el G-conjunto P(K) no es mds que el conjunto de raices de f(x) en L, con la accién de G
permutindolas. Volviendo a nuestro ejemplo, todas las subextensiones (cuerpos intermedios) de L estin en la

siguiente tabla.
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Subextension K | Polinomio | Raicesen L | G-conjunto P(K) | Isotropia /,
Q — — trivial G
Qg | werxe| 42 G/4r) I, = (1)
QW) | v VGV GV Glo) | Ig=(o)
QD | w-a |4 OVE R Glen | Igg=(om)
QG | W (G NR G| Gl | Ipg= (o)
L — — G (regular) {1}

Gracias al teorema de Galois segrin Grothendieck, las subextensiones K C L de grado 3 dan lugar a G-conjuntos
del tipo G /{g), donde los subgrupos (o), (or), {(or*) son conjugados en G. Como consecuencia, los G-

conjuntos asociados son isomorfos °, y por tanto, las Q-dlgebras correspondientes también lo son.

Este tipo de razonamiento no estd directamente al alcance del teorema de Galois cldsico, que Gnicamente
establece una correspondencia entre subgrupos del grupo de Galois y subextensiones intermedias. Aunque
es cierto que dos subextensiones correspondientes a subgrupos conjugados son isomorfas, este hecho no se
deduce de forma inmediata del teorema clésico, y requiere una demostracién adicional.

En cambio, el enfoque de Grothendieck permite deducir esta isomorfia de forma mucho mds directa: basta
observar que los G-conjuntos correspondientes son isomorfos, esto gracias a la equivalencia de categorfas
entre G-conjuntos y Q-dlgebras separables trivializadas por L, la isomorfia entre G-conjuntos se traduce

automdticamente en una isomorfia de Q-dlgebras.

Por tanto, las siguientes son todos los cuerpos intermedios Q € K € L no isomorfos entre sf, junto con sus

G-conjuntos asociados:

» Q, asociada al G-conjunto trivial {*}.

Q({;,), asociada al G-conjunto G/(r).

Q(+/2) (representante de la clase de extensiones de grado 3 conjugadas), asociadaa G /(o).

L = Q(&;,V2), asociada al G-conjunto regular G.

Recordemos que nuestro ejemplo inicial partia de la Q-dlgebra A y aplicando el funtor del teorema de Galois

segiin Grothendieck, obtenemos:

P(A) = Homg.qg(A, L)
= Spec(A ®q L) (férmulade los puntos)
= Spec(L[x]/((x =) (x = 2)(x* +x + ) (x> = 2)))
={pJ U {p.} U A{pg, P} U g Py ym Pl
={x}u{x}uG/{r)uG/{o)

Este resultado reproduce la estructura del revestimiento no conexo de S': dos componentes triviales, una de
grado 2 y otra de grado 3, ahora vistas como D;-conjuntos disjuntos.
No obstante, hay una diferencia clave: en el caso topoldgico, el grupo que actta es Z, mientras que en el

algebraico es D,. Aunque ambas acciones generan la misma particién en 6rbitas (de tamanos 1,1, 2, 3), la

SDos G-conjuntos conexos G /H, y G /H, son isomorfos si y solo si H; es conjugado de H,.
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simetrifa interna de cada 6rbita es distinta, pues depende del grupo que actta. En particular, las permutaciones

entre raices (o puntos del espectro) no coinciden con las permutaciones entre fibras del revestimiento.

Observamos ademds que aplicando el funtor P al morfismo estructural de Q — A, obtenemos:

P(A) = Spec(A ®y L) — Spec(L) = P(Q).

Este morfismo puede interpretarse como un revestimiento algebraico del punto pg € Spec(L): la imagen del

morfismo consiste en siete puntos que revisten a Pz, asi, la fibra sobre pz, estd formada por los puntos:

{p U AP} U Apg, v} U {0 Py ya Pt — PL

Esto refleja el paralelismo con un revestimiento topolégico: el inico punto p;, de Spec(L) estd revestido”por

los siete puntos del espectro de A ®q L, dotados de una estructura de D;-conjunto.

Proposicion. Sea k — L una extensién de Galois con grupo de Galois G = Gal(L/k). Entonces, para
toda extensién finita separable K de k trivializada por L, tenemos la igualdad de G-conjuntos P(K) =
Homy_4(K, L) = G/H, donde H = Gal(L/K) es el subgrupo de G que fija K. En particular, todos los

G-conjuntos que provienen de un cuerpo trivializado por L son dela forma G/H con H < G.

Un justificacién rdpida de este hecho es que la accién de G sobre P(K) se define por poscomposicién: para
g € Gyp € Homyy4(K, L), setiene g - ¢ = g o ¢. Esta accidn es transitiva, y el subgrupo de G que deja
fija una aplicacién ¢ es precisamente Gal(L/K), ya que son los automorfismos que fijan la imagen de K. Por

tanto, se tiene una identificacién natural de G-conjuntos:

P(K) = G/Gal(L/K).

Esta proposicién se verifica explicitamente en los ejemplos anteriores, donde por ejemplo observamos que
las subextensiones Q(¢;), Q(v/2), etc., tienen como conjunto de Q-morfismos a L una 6rbita de la forma
G/H, siendo H el subgrupo de isotropia de cada morfismo o punto de Spec(K ®g L) y un subgrupo de G.
Este resultado nos servird para agilizar el andlisis en los ejemplos posteriores: una vez identificado el subgrupo
H < G que fija una subextensién K C L, sabremos inmediatamente que el G-conjunto asociado a K es

G /H. De este modo, evitamos repetir razonamientos.

Ejemplo3.79. Queremos estudiar la extensiéon L = Q(+/2, i), que es el cuerpo de descomposicién del polinomio

f(x) = x* — 2.. Este polinomio es irreducible sobre Q (por el criterio de Eisenstein), y tiene raices

Va2, N2, N2, —inL
Por tanto, el cuerpo de descomposicién de f(x) sobre Q es L = Q(+/2, ), y, como ademds, el polinomio es

separable, L es una extensién de Galois. Para calcular su grado, consideramos,

QcQ(v2) c L.

El polinomio minimo de /2 sobre Q es x* — 2, por lo que [Q(¥/2) : Q] = 4. Comoi ¢ Q(v2), yx* +1sigue
siendo irreducible, se tiene [L : Q(v/2)] = 2, asi que,

[L:Q]=2-4=38.

Por tanto, L es una extensién de grado 8 sobre Q, y su grupo de Galois Gal(L/Q) tiene orden 8.
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Pasamos ahora a describir el grupo de automorfismos. Como L = Q(+/2, i), sus elementos estin determinados
por su accién sobre los generadores /2 e i. El grupo de Galois de L/Q es isomorfo al grupo diédrico D,. Este
grupo tiene 8 elementos y puede generarse por dos automorfismos: uno, r, que envia y2 — iy fijais y
otro, 0, que envia i > —i y y/2 > /2. Estos satisfacen las relaciones:

rt=o0*=1, oro'=r",

lo que caracteriza a D . En otras palabras, el grupo de Galois tiene elementos {1, 7, r*,73, 07, or, or*, or3}.

‘ I r r* r3 o or or* or?

Va| ¥z iva =2 —iN2 N2 N2 2 iR

I I I I I I I I —i

Tomamos dos subgrupos de orden 4 del grupo de Galois G = Gal(L/Q), donde L = Q(~/2, i). En concreto,
consideramos los subgrupos H, = (r) = {1, r,r*,r*} y H, = {1,r*, 0, 0r*}. A pesar de tener el mismo
orden, estos subgrupos no son conjugados en G (uno es ciclico y el otro no), por lo que los cuerpos de
invariantes correspondientes no son isomorfos como extensiones de Q. Efectivamente, al calcular los cuerpos
fijos L1y L*:, obtenemos L™ = Q(i) y L = Q(+/2). Ambos son extensiones de grado 2 sobre Q, pero
no son isomorfos como cuerpos: Q(i) = Q[x]/(x* +1) y Q(v2) = Q[x]/(x* — 2), y el segundo, al ser real,
no puede contener la rafz de x* + 1. Este ejemplo pone de manifiesto que, a diferencia de lo que ocurria en
ejemplos anteriores, no todas las subextensiones de un mismo grado trivializadas por L son necesariamente
isomorfas entre si.

Podemos concluir este ejemplo de forma particularmente ilustrativa. Consideremos la Q-dlgebra

A =Q[x]/(x* +1) & Qx]/(x* - 2) = Q) ® Q(V2),

la cual es finita, separable y estd trivializada por L = Q(~/2, ), en efecto, aplicando el cambio de base por L,

obtenemos:

ARL=Q()®LeQ(W2)®yL=LoLloLaL.

Por tanto, si aplicamos el funtor P = HomQ_alg(—, L), obtenemos un G-conjunto de cuatro puntos con dos

Orbitas:

P(A) = P(Q()) U P(Q(V2)) = G/H,UG/H,,

Ejemplo 3.80. Con el objetivo de encontrar un caso algebraico que se asemeje al comportamiento de los
revestimientos de S”, observamos, como ya hemos visto en los ejemplos, que la clave radica en la estructura
del grupo que actta. En el caso topoldgico, el grupo fundamental de S* es Z, y los recubrimientos finitos
corresponden a sus cocientes Z /nZ. Por tanto, para imitar esta situacién en el contexto algebraico, buscamos
una extension de Galois cuyo grupo de Galois sea ciclico, ya que infinito nunca va a ser.

Un ejemplo natural es el cuerpo de descomposicion del polinomio:

XD+ +xt+ 3+ +x+1) = (x —1)D,(x),
7

donde @, (x) es el séptimo polinomio ciclotémico. Su cuerpo de descomposicién es L = Q({,), donde £, es

una rafz primitiva séptima de la unidad. Esta extensién es de Galois, con grupo
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G = Gal(Q(£;)/Q) = Z/6Z,

El grupo de Galois de la extensiéon Q(£)/Q es ciclico de orden 6, generado por el automorfismo o definido
por 07(¢,) = {;. En efecto, las potencias sucesivas de {7 recorren todas las raices primitivas séptimas de la

unidad, por lo que o genera todo el grupo. Los elementos del grupo de Galois son entonces:

Gal(Q(Z,)/Q) ={r, 0, 0% 0%, 0% 0%},

y satisfacen 0® = 1. Sea H, = (0*) el subgrupo de orden 3. Entonces, su cuerpo de invariantes es la

subextension fija por H;, es decir,

Q)™ =Q(e), dondea=¢+ {2+ ¢R.

Se puede comprobar que a permanece fija bajo la accién de 0%, ya que

o) =+ =+ G+ L =

Por tanto, @ € Q(§7)H3, y como el grado de la extensién es 2, se concluye que Q(§7)H = Q(@) es una
subextensién de grado 2 sobre Q. Sea ahora H, = (0?) C Gal(Q({,)/Q), subgrupo de orden 2. El cuerpo

de invariantes asociado es

Q)™ =Q(B), dondeB=(,+8 =4+, €R\Q.

En efecto, observamos que
PP =G +ET =5+ =5,

)H:, y como el indice es 3, se concluye que Q(&,)#> = Q(B) es una subextensién de

porlo que 8 € Q(¢,
grado 3 sobre Q.
Sea ahora la Q-dlgebra

A =Q[x]/(x - 1" @ Q[x]/(ma(x)) ® Qlx]/(mp(x)),

dondem, (x) de grado 2.y mg(x) de grado 3 son los polinomios irreducibles minimos sobre Q de los elementos
@y B. Ambos cuerpos Q(a) y Q() son subextensiones de L, y por tanto A se trivializa por L, en siete copias

de L. Ademds, aplicando el funtor P tenemos,
G/H, = Z]6Z](3) = Z]2Z G/H, = Z/6Z[{2) = Z/3Z.
Asi, el G-conjunto total asociado a la Q-4lgebra A es,

P(A)=G/G U G/G u G/H, U G/H, =
AZJ6Z]G)Y U Z[6Z[{1) U Z]6Z]/{3) U Z]/6Z]{2),

que equivale, como Z/6Z-conjunto, a:
ZIZ U Z)I1Z U Z]2Z U Z]3Z,

que no es exactamente igual (porque el grupo que acciona es distinto, Z en uno y Z/6Z en este) al del ejemplo

dado en el revestimiento del circulo, pero si, muy parecido.
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Observacién. Un ultimo ejemplo ilustrativo surge al considerar el plano proyectivo real RP*. Este espacio
admite un recubrimiento universal de grado 2 dado por la esfera S* — RP?, con grupo de Galois isomorfo
Z/2Z. En consecuencia, la categoria de revestimientos finitos sobre RP* es equivalente a la categorfa de

Z[2Z-conjuntos finitos.

Por otra parte, consideremos las Q-dlgebras finitas separables por Q(i), y la extensién Q — Q(7) que también
es de grado 2 y de Galois, con grupo de Galois Gal(Q(i)/Q) = Z/2Z. Esto nos permite deducir que la
categorfa de Q-dlgebras finitas separables trivializadas por Q(i) es igualmente equivalente a la categorfa de

Z[2Z-conjuntos finitos.

iPero aqui ocurre algo atin mds sorprendente! La transitividad de las equivalencias de categorias nos

permite concluir que:
Rev(RP*) =~ [Q-dlgebras finitas, separablesy trivializadas por Q(7)].

Este resultado es extraordinario: estamos identificando, sin ambigiiedad y de forma canénica, revestimientos
topoldgicos del plano proyectivo real con Q-dlgebras finitas separables que se trivializan por Q(7). La estructura
combinatoria que subyace en ambos contextos —los Z/2Z-conjuntos— actiia como puente entre geometria

y dlgebra, revelando la verdadera fuerza conceptual de la teorfa de Galois de Grothendieck.
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Anexo de demostraciones

A.1. Demostraciones capitulo 1: Teoria de Categorias

Demostraciéon del Lema 1.2.

Supongamos que existen dos morfismos x y x” en Hom¢ (A, A) que cumplen:

Vf € Homc(A,B), fox=f y fox' =f (1)
Vg € Hom¢g(C,A), xog=g y x'og=g (2)

Consideramos el morfismo x o x’. Por la propiedad (2) para x, sabemos que x o x” = x’, y por la propiedad (1)

para x” tenemos que x o x” = x. Por tanto:

x=xox' =x"=>x=x.

Demostraciéon del Lema 1.10.

Dados las propiedades dadas para la categoria opuesta de C, véase la Definicion 1.9, deducimos:
. Ob((C®)°) = Ob(C®) =Ob(C)
2. En C° los morfismos se definen como, dados A, B objetos:
Homeo (A, B) = Hom¢(B, A)
y a su vez los morfismos de (C°)° se definen como
Homcoye (B, A) = Home¢o (A, B)

Por lo tanto,
Hom(co)o (A, B) = HomC(A, B)

3. Dados dos morfismos en C?, si f € Homeo (A, B) y g € Homgo (B, C), entonces la composicién en
C° estd dada por:
go fenC°eslomismoque fogenC.

Ahora, en (C°)°, los morfismos son los mismos que en C, y la composicién se define como en C°,

pero aplicada a los morfismos de C°. Es decir, si f, g son morfismos en (C°)°, entonces:

go fen(C°)°, eslomismo que f o g en C° queasuvezeslomismoquego fenC.

or tanto, la composicidén en coincide con lade C.
Por tanto, | C°)° d ladeC
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Demostracion de la Proposicién 1.13.

1 Como f es seccidn, entonces existe un morfismo f’ : B — A tal que f” o f = 14. Andlogamente,

existe g’ para g talque g’ o g = 1.

Queremos encontrar un morfismo s tal que h o (g o f) = 14. Bastadefinir: h = f" o g,
ho(gof)=f'ogo(gof)=fo(g'eg)of=fowof=fof=1a

2 Sigo f: A — C esseccidn, implica que existe h : C — Atalque ho (g o f) = 14. Queremos
demostrar que existe f* : B — A tal que f’ o f = 14. Definimos: f' = hog: B — C — A.

Entonces:

flof=(hog)of=ho(gof) =1

Demostracion de la Proposicion 1.1s.
(1) Tenemos por hipdtesis:si foh=fok = h=kysigoh'=gok’ = h' =k’,luego:
gofoh=gofok= foh=fok=>h=k (ya que g y f son monomorfismos).

(2) Queremos comprobar quesi foh = f ok = h =k, tenemosquesi f o h = f o k, componemos

por g alaizquierda:

go(fohy=go(fok)=(gof)oh=(gof)ok.

Como g o f =14, se deduce que & = k, luego f es monomorfismo.

Demostracion de la Proposicién 1.18.
Sea C una categoria cualquiera, enunciamos (1.13) para C°. Tenemos:
f: B — Aseccién,ie. 3f talque f'o f =15
g : C — Bseccidn, ie. g’ talque g’ 0 g = 1¢
= 3Jh:C— Atalquehogo f=1c [ciertaen C°]
Por el principio de dualidad, sabemos que la propiedad opuesta es cierta en C, y dicha propiedad opuesta es:
f:A— B 3f'talque f o f’ =1p (ie. f retraccién)
g:B— C 3g'talquegog’ =1c (ie. g retraccion)
= 3Jh:C - Atalquego foh=1¢c [ciertaenC]
Luego esto implica que g o f es retraccién. concluimos (1). Para (2), observamos que el dual del (1.13), punto
2, es:
f:B—>A g:C—B,3h:hogof=1¢
=S3f :ffof=13 [ciertaen C°]
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Luego, por dualidad, tenemos:

f:A—>B,g:B—>C,3h:gofoh=1¢
=3f . fof =1 [ciertaen C]

Que es nuestro enunciado, y concluimos.

Demostracién del Lema 1.22.

Sean I, I’ dos objetos iniciales en C. Entonces existe un tinico morfismo f : I — I’, pues
|Hom¢ (1, ') =1 = Home(l,I') ={f}.
Anidlogamente, existe un dnico g : I’ — I. Componiendo ambos morfismos:
gof:1—1
es unico, luego g o f = 17. Andlogamente,
fog:I'>T

es inico, luego f o g = 1. Luego f es un isomorfismo, y de acuerdo con la definicién, I = I’ en C.

O
Demostraciéon del Lema 1.30.
Sea F : C — D un funtor inmersidn, es decir, fiel e inyectivo en objetos por el lema anterior. Queremos

comprobar que S estd bien definida como subcategoria de D.

= Como F es inyectivo en objetos, cada objeto S € Ob(S) proviene de un tnico objeto A € C, lo cual
nos permite identificar cada objeto de C, con uno tnico de D, luego Ob(S) es subclase de Ob(D).

» Como F es fiel, la asignacién f +— F(f) es inyectiva para cada par de objetos A, B, es decir cada
f € Hom¢ (A, B) esta representado de manera tnica por F(f) en Homgp (F(A), F(B)), por lo que
los conjuntos Homg (F (A), F(B)) € Homgp (F(A), F(B)).

» Por ser F funtor se preserva la estrucutura de categoria.

Por tanto, S es una subcategoria de D en un sentido equivalente a C, que podemos ver como la imagen del
funtor F.

O
Demostracion de la Proposicién 1.46.
(r) = (2) Supongamos que C y D son equivalentes. Sea F': C — D el funtor que da la equivalencia, veamos
que &Ec y Ep son isomorfos.
Para cada X € &¢, F(X) € D esisomorfo a un tnicoY € Egp (por ser esqueleto) con esto definimos
F: & —>81)com017(X) =Y.

Dado f: X — X’ en &g, definimos F (f) como el tinico morfismo que hace conmutar:

Fx) =55 F(x)
¢X\L Lﬁx'
Fo) =2 Fxy
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donde ¢x: F(X) — F(X) son isomorfismos. Explicitamente:

F(f) = ¢x o F(f) 0 ¢5".

Como F es equivalencia (fiel y pleno por (1.44)), F hereda de la definicién estas mismas propiedades. Veamos

que es biyectiva entre objetos.

= Inyectiva: Si F(X) = F(X’), entonces F(X) = F(X’) en D. Aplicamos G, obteniendo G (F (X)) =
G(F(X’)).Como G o F = 1¢,se deduce que X = G(F(X)) = G(F(X’)) = X’ por tanto, X = X’

en C, como X y X’ son objetos de E¢ que a su vez es esqueletal, X = X”.

= Sobreyectiva: ParatodoY € Ep, existe X € C con F(X) = Y porser F denso. Como & es esqueleto,
existe X" € Ec con X = X', luego F(X) =Y.

Por tanto, en virtud de (1.36), Ec es isomorfo a Egy.

(2)=(@)Si&E = Ep. Como C = Ecy D = Ep (via inclusiones que son equivalencias), se tiene por
transitividad:

Cx=Ec~&Ep~=~D.

Demostracién del Lema 1.54.
Por la propiedad universal de (E, e) aplicada a e’, existe tnico : E” — E con e’ = e o . Andlogamente,
existe inico¢p : E — E’ cone = ¢’ o ¢.
Sustituyendo: e’ = e’ o (¢ o ) implica ¢ o ¢ = 1 por unicidad. Igualmente e = e o (Y o ¢) implica
¥ o ¢ = 1. La unicidad de ¢ sigue porque e = €’ o ¢ determina ¢ univocamente.

O
Demostracion de la Proposicién 1.5s.
Seanr,s : C — E dos morfismos tales que e o r = e o 5. Como (E, e) es igualador de f y g, se cumple que

f oe=goe. Consideremos el morfismoe or =e os: C — Ay observemos que:

fo(eor)=(foe)or=(goe)or=gof(eor)

Por la propiedad universal del igualador (E, e), existe un tinico morfismo ¢ : C — Etalqueeot=eor.

Pero tanto r como s satisfacen esta condicidn:

» Parar:e or = e or (trivialmente)

» Paras:e os = e or(porhipétesis)

Por la unicidad en la propiedad universal, concluimos que r = s = ¢. Por lo tanto, e es un monomorfismo. O

A.2. Demostraciones capitulo 2: Topologia Algebraica

Demostraciéon del Lema 2.3.
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Para la reflexividad, basta tomar H(¢, 5) := y(t); para la simetrfa, si H es una homotopia de y, a y,, se define
H(t,s) := H(t,1- ), que es una homotopia de y, a yo; y parala transitividad, si H : yo = v,y H' : vy = s,
se define:

H(1.5) = {H(t,zs) sio<s <2

H'(t,2s—1) si;<s<1L
En efecto, H”(t,0) = H(t,0) = vo(t) y H'(t,1) = H'(t,1) = y,(t); ademds, como H(t,1) = y,(t) =
H'(t, 0), se garantiza la continuidad en s = 1.
O

Demostracién del Lema 2.4.
Definimos H} () mediante:

o
IA
-~
IA

© I
"

H(21)
H.(t) =
() {Es(zt —1)

=
IA
-~
IA

Esta aplicacién define una homotopfa entre las composiciones, yaque H, =y - yyH, =% -y'.La
continuidad estd garantizada porque y(1) = ¥ (o) y por tanto Hy(1) = y(1) = y(0) = H,(o) para todo
sel

O
Demostracion de la Proposicion 2.s.
Se dan las homotopias que hacen cierto este resultado; la comprobacién de que efectivamente estas son las

adecuadas es rutinaria.

1. Se define:
2t
Y ( ) 2t <1+,
H(t,s) = 1+
q 2t 2 1+5.
y andlogamente paray - p.
2. Se toma:
y(2t) 2t <18,
H(t,s) =1vy(-s) 1—s <2t <1+,
v(2(1—1)) 2t > 1+5.
3. Se define:
( 4t ) /< 1+
"\rs - ’

I
H(t,s) =37 (4t —s—1) Tszs ,
(4t—s—z) 2+
3 2—S

A.3. Demostraciones capitulo 3: Teoria de Galois para

revestimientos

Demostracion de la Proposicion 3.7.
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Sea V' C X un abierto. Veamos que 71(V) es abierto en S. Dado s € 7(V), existe x € V tal que (x) = s.
Como 7 es un revestimiento, existe un entorno abierto U C § que trivializa 7, es decir, tal que
() =| | Ui,
i€l
con cada 7|y, : U; — U un homeomorfismo, y x € U, para algin indice j € 1.
Como V es abierto, la interseccién V N U; C X es abierta. Ademds, como 7T|Uj es un homeomorfismo, se
tiene: 71(V NU;) = rr|y,(V N Uj) es abierto en U, luego también en S. Por tanto, para todo punto s € w(V),

hemos encontrado un entorno abierto 71(V N U;) € n(V), lo que prueba que 71(V) es abierto.

Supongamos ahora que 7 es ademis epiyectiva. Queremos ver que U C S es abierto siysélosin™(U) € X
es abierto. Como ya hemos visto que 7 es abierta, basta ver que si 77" (U) es abierto en X, entonces U lo es en
S. En efecto, como 77" (U) es abierto y 7 es abierta y epiyectiva, se tiene que 7 (77'(U)) = U es abierto.

O
Demostracion de la Proposicién 3.9.
Seam : X — § un revestimiento finito. Queremos ver que si C C X es cerrado, entonces 71(C) C S también
lo es. Andlogamente, dado s € S\ 7(C), existe un abiertoU C Stalques € U € §'\ n(C).
Como 7 es finito, la fibra 77 (s) = {x,, ..., x,} esfinita. Si s ¢ 7(C), entonces x; ¢ C para todoi. Como C
es cerrado, para cada x; existe un entorno abierto V; € X talque V; N C = 0.

Tomamos ahora un entorno abierto W C S que trivializa 7 en un entorno de s, de modo que:

n
(W) = I_I Wi, connlw, : W; — W homeomorfismoy x; € W;.
i=1
Definimos: U; := n(W; N V;). Como 7 es abiertay W; N V; es abierto, U; C § es abierto. Ademds, como
VinC =0,setienen(U;) N C = 0.

Finalmente, tomamos:
n
U = m U;,
i=1

que es abierto en S, contiene a 5, y por construccién U N w(C) = 0. Luego S \ 7(C) es abierto, y por tanto
7(C) es cerrado.
O

Demostracion del Ejemplo 3.13.

0

1. La funcién exp es continua por ser analiticaen C. Dadow € C\ {o}, escribiendow = re'” conr > o,

existe 7 = In7 + 76 tal que e* = w, probando suprayectividad.
Seaw, € C\ {o}. Tomamos U = B.(w,) con € < |w,|. La preimagen exp™'(U) consiste en las
soluciones de e* = w paraw € U. Cadaw € U se escribe como w = re'?, y sus preimagenes son:

2k =Inr+i¢+2nik (k €Z).

Definimos Uy = {Inr +i(¢ + 27mk) | re'? € U}. Cada Uy es abierto y exp |y, : Uy — U esun
homeomorfismo, pues es biyectiva, continua y abierta. Ademis, los Uy son disjuntos por traslaciones

verticales de 271i. Asi, exp™(U) = | |yez Ux cumple la condicién de revestimiento.

2. Paraz, € §', tomamos U = S \ {—z,}. Entonces:

o=l )

keZ
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y p restringida a cada intervalo es un homeomorfismo, cada fibra p~'(z) tiene infinitos puntos, luego
tiene grado oo.

3. Dadoz, € §',seaU = "\ {wz,} donde w" = 1. Entonces:

n—i1

p;I(U) — |_| ezm’k/nUI/n’
k=0

donde cada rama U"" es homeomorfa a U via p,. Nétese que cada rama tiene exactamente 72 puntos.

4. Para [x] € RP?* tomamos U = RP*\ {[y]} donde y L x. Entonces:
' (U) ="\ {y, -y} =U,uU-,

donde U, son hemisferios homeomorfos a U. Ademds cada fibra 77" ([x]) = {x, —x} tiene 2 puntos,

luego tiene grado 2.

Demostracion de la Proposicién 3.19.
Seanmy : X — Syny : Y — S revestimientos finitos de grados n y m, respectivamente. Queremos ver que
el producto fibrado 77 : X Xg Y — §, es un revestimiento finito de grado nm. Dado s € §, existen entornos

U,V C S tales que U trivializa x y V trivializa 7y, con
n m
) =] |, v = v,
=1 Jj=1

donde cadany|y, : U; = Uy 7Ty|Vj : V; — V son homeomorfismos. Tomando W = U NV, un abierto de

S que trivializa ambos revestimientos, se tiene:
n m
ﬂ_)—(I(W) — I—l VV,', JT;I(W) = |_| W',
i=1 Jj=1

donde W; = W = W;. Entonces, por las propiedades del producto fibrado (3.3) deducimos:

7 (W) ={(x,y) € X XY | nx(x) = 7y (y)} = 7 (W) X5 1y (W) =
n m n m nm
=( [waxs (wp=( [wxs(| [w=] |w.
=1 Jj=1 =1 j=1 i,j=1
O
Demostracién de la Proposicion 3.32.
Dadarm : X — X/G la proyeccién candnica. Queremos probar que 7 es una aplicacién abierta. Sea V C X

abierto. Queremos ver que (V) € X /G es abierto, es decir, que 77" (71(V)) es abierto en X.

Se tiene:

al(x(V))={xeX|[x]en(V)}={xe X |3g €G, x' € Vaalque g(x') = x}
= Jtr=s@) 1w evi={Jem).

geG geG

Como cada g € G es un homeomorfismo, g(V) es abierto.
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O
Demostracion de la Proposicién 3.33.
(=) Supongamos que G es propiamente discontinuo. Dado [x] € X /G, por hipétesis existe un entorno
U C X dex tal que los conjuntos {g(U) }4ec son disjuntos.
SeaV :=n(U) € X/G. Como 7 es abierta, V es abierto en X /G, y calculamos su preimagen:

(V)= e X | xl en@) = | Jlr=s() 12 Uy ={ ().

geG geG

Por hipdtesis, esta unién es disjunta. Para cada g € G, definimos W, := g(U). La restriccién |y, : Wy —
V es biyectiva porque es sobreyectiva ya que m(Wy) = m(U) = V, y es inyectiva porque si 7(g(x,)) =
n(g(x,)) = 3h € G, g(x;) = h(g(x,)) = x, = g7'hg(x,),ycomo g hg € G ylos g(U) son disjuntos,
se sigue que x; = X,.
Luego 7r|Wg : Wg — V esabiertay biyectiva; por tanto, un homeomorfismo. En consecuencian : X — X/G
es un revestimiento.

(<) Seax € X. Como 7 es un revestimiento, existe un entorno abierto V C X /G de n(x) tal que

(V) = |_| Ui con nly, : Ui = V homeomorfismo.

iel

Supongamos que x € Uy para algin k. Entonces, cada g € G cumple g(Uy) = Uy, y como

n(g(Ux)) = n(Ux) =V,

se deduce que g(Ux) = U; paraalgin j. Luego podemos escribir 77 (V) = | |,cq (Uk), se concluye asf
que la familia {g(Uy) }gec es disjuntay Uy es el entorno buscado.

O
Demostracién de la Proposicion 3.34.
Supongamos por contradiccién que G no actda libremente. Entonces existe un automorfismo g € G \ {1} y
un puntox € X tal que g(x) = x, es decir, x es un punto fijo de g. Como G es propiamente discontinuo,
existe un entorno abierto U € X de x tal que g(U) N U = 0 con g # 1. Pero entoncesx € U N g(U), ya que
g(x) =x € g(U), lo cual contradice que g(U) N U = 0.

O
Demostracién de la Proposicion 3.35
Seax € X. Como G acttia libremente, para cada g € G \ {1} se tiene g(x) # x.
Como X es Hausdorft, para cada g # 1 existen entornos U, de x y V, de g (x) tales que U, NV, = 0.

Construimos el conjunto abierto (por |G| = n),

U = ﬂ Uy, N g7 (V).
¢eG\ 1}

Se tiene que x € U y paracadag € G \ {1}, se cumple que U C g7 (V,), lo que implica que g(U) € V,,y
por tanto

gU)YNUCV,NU, = 0.

Asi, g(U) N U = @ paratodo g # 1. O
Demostracion de la Proposicién 3.46.
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Dado que G es propiamente discontinuo, 7 es un revestimiento. Veamos primero que G C Auty/g (X).
Sea g € G veamos que es un automorfismo del revestimiento; lo es, pues g : X — X es homeomorfismo y
7o g = m,en efecto.

n(g(x)) = [g(x)] = [x] = 7(x).
Veamos ahora que Auty/g(X) C G.Sea g € Auty/g(X). Para cualquier x € X, por definicién 7(g(x)) =

n(x), luego
_ G _ _ ,
gx)=x o 3geG, g(x)=g(x) >g=g=>g€G. (porprop.3.38)

Y por tanto, si 7(x) = 7(x’) entonces x g x’, que significa x” = g(x) para algiin g € G (por definicién de
X/G). Concluimos asf que es de Galois. O

Demostracion del Lema 3.59
1. Como f es constante en las fibras de 7, podemos definir una funcién f:8—>T por:

f(s) == f(x), paracualquierx € 77'(s).

Esta estd bien definida por hipétesis: todos los puntos de la fibra 77 (ss) tienen la misma imagen por f.

Queremos ver que f es continua. Sea U C T abierto. Entonces:

F W ={sesS| f(s) eV}
={s €S| f(x) € U para algin (equiv. todo) x € n7'(s)}

=n(f7(U)).

Como f es continua, f~'(U) C X es abierto, y como 7 es un revestimiento, es una aplicacién abierta.

Por tanto, ?_I(U) =n(f(U)) es abiertoen S.

2. Como consecuencia, esto implica que el coequalizadorde 71, r, : XXX — X.Esdecir,sif : X — T
es una funcién tal que f o m; = f o m,, entonces f es constante en las fibras de 7, por lo que existe

f:8S— T tal que f :707r,yesta7es(1nica.

Demostracién del Lema 3.60
Laaccién de G sobre el producto fibrado T X s X estd dada por (¢,x) - g := (t,x-g),donde g € G. Definimos
una biyeccién

f:(TxsX)]G—Txs(X/G),

enviando la clase [ (¢, x)] al par (¢, [x]). Esta aplicacién estd bien definida, puessi (¢, x) ~ (z,x - g), entonces
claramente [x] = [x-g] en X/G, y por tanto (, [x]) = (¢, [x-g]). La biyeccién inversa es también evidente.
Falta ver que f es en efecto una aplicacién continua, dado que S es localmente conexo y la continuidad es una
cuestién local podemos suponer que S es conexo, sino basta con restringirnos a cada componente conexa.
Dado que 7 : X — § es un revestimiento, existe un recubrimiento abierto {V;} de S tal que cada 77 (V) es
homeomorfoa V; X F, con F un espacio discreto. Fijamos uno de estos abiertos V C Stalque 77" (V) = VXF,
y observamos que por ser una cuestién local, basta trabajar sobre V. Es decir, localmente sobre S, podemos
identificar X = § X F, donde ademds la accién de G es trivialmente sobre S, y por tanto solo sobre la
componente discreta F'. Por tanto X /G = (S X F)/G = § X (F/G).
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Ahora veamos el lado izquierdo:

(T'xs X)/G = (T xXs (SXF))/G=(TxF)/G,

Por otro lado, también tenemos:

Txs(X/G)=Txs(SX(F/G))=Tx(F/G).
Concluimos que (T X5 X)/G = (T X F)/G =T x (F/G) =T x5 (X/G).



Apéndice

B.1. Limites y colimites

Recordad que un grafo dirigido consta de un conjunto V de vértices: 7, j, k, . . . y para todo par ordenado de
vértices (i, j), un conjunto de aristas de i a j. Si @ es una aristade i a j, escribimos

Lo,

i— ]
En una arista como la anterior, el vértice i se llama origen o fuente de @, y se escribe i = o(a), mientras que j
se llama blanco de @, y se pone j = b(«). Denotamos por A al conjunto de todas las aristas del grafo.
En otras palabras, un grafo dirigido es algo como una categoria pequefia en la que los vértices son los objetos,

las aristas los morfismos, pero no hay composicién de morfismos.

Ejemplo B.r. 1. Sil esun conjunto discreto cualquiera, se puede formar el grafo discreto cuyo conjunto

de vérticeses V = [ y cuyo conjunto de aristas es vacio.

2.
~
o I
\_}
es un grafo con vértices o y 1, y dos aristas entre ellos.
3.

p<&—o0

— 1

es un grafo formado por los vértices o, 1, 2 y las dos aristas sefialadas en la imagen.

Si en un grafo sustituimos los vértices i por los objetos D; de una categorfa, y las aristas por morfismos

d . . , .
D; — D, se obtiene un diagrama en la categoria en cuestién.

Por ejemplo, los grafos de antes dan lugar a los siguientes diagramas:

1. {D;}ier (no hay morfismos).

2.
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D,

I

DZADI

Si Dy E son dos diagramas en C sobre un mismo grafo 7', un morfismo de diagramas D — E es una

aplicacién ¢ que asigna a cada vértice i de I" un morfismo ¢; : D; — E; de C, tal que para toda aristai — j

de I se tiene el diagrama conmutativo:

@%G

——> E;
H E;
esdecir, Eq 0 ¢; = @j 0 Dy

Los morfismos de diagramas se pueden componer, de modo que los diagramas y morfismos de diagramas

sobre un grafo I" en una categorifa cualquiera C constituyen una categorfa:

Dia(T", C)
cuyas identidades y composicién son las obvias.

Dado un grafo I', se puede definir una categoria f, que se llama categoria libre generada por I', es decir, la

categorfa pequefia formada por:

1. Los objetos de I" son los vértices de I
2. Los morfismos del vértice i al vértice j son los caminos (i = iy, 1,,...,i, = j) deien J, es decir, las
sucesiones de aristas:

iriu'rﬂ (r=1...,n—1)

coni; =iei, = j,alos cuales se afiade, para cada vértice i, el camino vacio representado por (i, 7).
3. La composicién de morfismos (de caminos) se obtiene por yuxtaposicién, de modo que si
I:(iaab""a,}’l’j)a sz(jaﬁl""aﬁn’lah)

son dos caminos, entonces ¢, © ¢, existe solamente si j = k, en cuyo caso:
CZOCI = (iaab' . -’a,}’hﬁla' --’ﬁm’h)

La comprobacién de que efectivamente I” es una categoria es rutinaria. Definimos ahora una nueva categorfa
haciendo uso de la recientemente definida, I'. Comenzamos definiendo un funtor F' : I' — C que es una

asignacion:
» En objetos, asociamos a cada vértice i € Ob(I") un objeto F (i) € Ob(C).
. . a a . = .
» En morfismos, a cada caminoc = (i — ... — j) € Mor(I") asociamos un morfismo

F(c): F(i) > F(j) enC.
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Donde ademds, preserva identidades: para cada vértice i, F'(i,i) = 1p(;), y preserva composicién: para

cualesquiera dos caminos ¢;, ¢, € Mor(f) componibles,
F(CZ) o F(CI) = F(c?- o CI)‘

Dados dos funtores F, G : I — C, una transformacién natural n: F = G esunaaplicaciénn : Ob(f) —

Mor(C) que no es mis que una familia de morfismos
ni: F(i) = G(i), paracadavérticeidel.

, . . @ (77 T = .. .
Ademds, para todo camino ¢ = (i — ... — j) en T, el siguiente diagrama conmuta:

F(i) —2= G(i)

F(c)l \LG(C)

F(j) — GU)

Proposicion B.2. S: T y I son como en las construcciones anteriores y C una categoria cualquiera, entonces

existe un z'somorﬁsmo natural de categorias:

Dia(T,C) —> Fun(T, C)

que se obtiene extendiendo todo diagrama D a un funtor D, y todo morfismo de diagramas ¢ : D — E a una

transformacion natural @ : D — E.

Demostracion. Siiesun vértice de I', es decir, un objeto de I', se pone D (i) = D(i). Si (i, i) es un camino
vacio, se define asf:
D(i,i) =1p, (morfismo identidad del objeto D; en C)

Ysic=(i,a,...,a,, ) esuncamino cualquiera:
E(C) = Dg, 00Dy, : B(l) — 5(])

Queda asi definido un funtor, donde el diagrama D se obtiene restringiendo los caminos de I'" a los de longitud
1.

Dado un morfismo de diagramas ¢ : D — E en Dia(I", C), es decir, una coleccién de morfismos
{¢i : Di = Ei}iev,

definimos la transformacién natural §, tal que para cadai € I, definimos ¢; = ¢; : D; — E;. Luego, la

transformacién natural @ es exactamente la misma que el morfismo ¢.

. @ . . .. .
Ademds, observamos que para cada camino ¢ = (i — ... — j) se verifica que el siguiente diagrama
conmuta:
D(e)
D; —— D,
@l l@‘
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Porque,
§joD(c)=¢;0Dg, 00Dy =Eq, 0 0Eq0¢ =E(c)og

que se deduce utilizando la conmutatividad de los ¢; en caminos de longitud 1, que es cierta por definicién de
los morfismos en la categoria de diagramas.

El mismo razonamiento nos muestra que esta construccion es efectivamente un isomorfismo natural de
categorfas; luego su comprobacién es rutinaria, por tanto, la siguiente asignacién define un isomorfismo de

categorias.

Se dice que un diagrama D es conmutativo si
D(c,) = D(c,)
para todo par de caminos ¢;, ¢, : i — j con el mismo origen y destino.
Esto nos da una definicién precisa e independiente de cualquier “representacién gréfica”.

Fijamos ahora un diagrama D del grafo I" en la categoria C. Si A es un objeto de C, se llama conode Aen D a
una familia ¢; de morfismos:
¢i:A—D;

coni € V (conjunto de vértices de I') tal que, para toda arista i 5 J del grafo T', se cumple:

Da o QOI = 90],
es decir, el siguiente tridngulo conmuta:
A
N
. \ .
D; —— D,

Dados dos conos¢ : A — D yy : B— D, llamaremos morfismo de conos f : ¢ — ¥ a todo morfismo

f A — BenC tal que, para todo vértice i, el siguiente diagrama conmuta:

f

\
/4

D;

B

Los datos de los conos y los morfismos de conos constituyen una categorfa.

Definicién B.3. Se llama limite de un diagrama D en una categorfa C a un objeto final de la categoria de

conos sobre un diagrama.

Recordatorio: Un objeto final en una categorfa C cualquiera es un objeto L € C tal que para cualquier otro

objeto A € C, existe un tinico morfismo f : A — L.

En este contexto, el limite de un diagrama D es un objeto final en la categoria de conos, es decir, un cono

A: L — D, con cierto objeto L en C junto con una familia de morfismos

/h:L—)D,‘
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cumpliendo que, para cualquier otro cono
{pi : A = D}iev,

existe un Gnico morfismo de conos ¢ : A — L, tal que 4; o ¢ = ¢;. Normalmente nombramos a esta
propiedad universal del limite.

El concepto dual de cono de un objeto A en un diagrama D recibe el poco eufénico nombre de cocono de un
diagrama D en un objeto A. Se adjetivan los morfismos como coconos de manera obvia, obteniendo una

categorl’a de coconos.

Definicién B.4. Se llama colimite de un diagrama D en una categoria C a un objeto inicial de la categoria de

coconos del diagrama D.

Recordatorio: En una categoria C, un objeto inicial es un objeto I € C que satisface que, para cualquier

objeto A € C, existe un tinico morfismo f : [ — A.

Un colimite, por tanto, es un objeto C junto con una familia de morfismos x; : D; — C, cumpliendo que
. . a . .
paratoda aristai — j en I, el diagrama conmuta:

Do

D; D;

b

Y dado otro cocono de D en A € C, es decir, una familia de morfismos {¢; : D; — A}jey compatible, existe
un tnico ¢/ : C — A tal que:

W ou =y, paratodoi.

Ejemplo B.s. 1. En un diagrama sin morfismos (es decir, un diagrama que solo consta de vértices sin
flechas), el limite sobre dicho diagrama en cualquier categoria C coincide con el producto de los objetos

involucrados, mientras que el colimite corresponde al coproducto.

Concretamente, si los vértices del diagrama estin indexados por un conjunto /, entonces el diagrama
en C consiste en una coleccién de objetos {A; } ez, sin morfismos entre ellos. Grificamente, esto puede

representarse como:

A A; A

Un cono sobre esta familia no es mds que un objeto A € C junto con una familia de morfismos

{¢;i : A = Aj;}ier, lo cual se ilustra:
Pi A Pk
YN
A A Ay

Ellimite del diagrama es, por tanto, otra familia de morfismos junto con un objeto P, {r; : P — A; }icy,

tal que para cualquier otro cono (como el anterior) existe un inico morfismo f : A — P tal que
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mi o f = @, es decir el sigueinte diagrama conmuta.

P
/\

Observamos que el par (P, {7;}ier) es exactamente el producto de la familia {A;};e;.

2. Un limite de un diagrama sobre el grafo

es precisamente un igualador; y un colimite, un coigualador. El siguiente diagrama conmutativo ilustra

la construccidn,

(2%
A
% Do
e D, D,
Coe
~ / Ds
E r

Tenemos que (E, {e,r}) y (A, {¢o, ¢:}) son conos sobre el diagrama; el primero es el limite del

diagrama. Observamos:

. Dao(/)o:‘PI:D,BOSOo
" Daoe:r:Dﬁoe

Por tltimo, ¢, = e o ¢, donde el e es Gnico. Luego, efectivamente, el par (E, e) es el igualador de D,
y Dg.

3. Un diagrama de la forma,

D,

I

D1T>Dz

da lugar a un limite (si existe) de la forma (L; {,, €1, {,), de modo que {; : L — D; parai = o,1,2y
cumpliendo, f o £, = €, = g o €, por tanto, podemos omitir £,. Un tal limite (L, {,, {;) dalugar a un

pullback, en efecto si (A, ko, h;) es otro cono sobre el diagrama, tenemos la sigueinte construccién,
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donde podemos omitir tanto /2, como &,, por el razonamiento previo.

Por tanto, el limite del citado diagrama es precisamente un pullback. Y viceversa, un pullback como el
anterior nos dice que

(La KO’ZIaf o 50 = g o 51)

es un limite del diagrama.

Dualmente, tomando un diagrama sobre el grafo,

l

da lugar a un colimite (cuando existe) que se asimila a un pushout.

— o0

Ejemplo B.6. Una categoria C se llama completa o que tiene limites si todo diagrama D en C tiene limites.

De modo menos exigente, se dice que una categoria tiene productos (resp. igualadores o pullbacks) si toda
familia de objetos tiene productos (resp. todo par de morfismos @, 8 : A — B tiene igualadores, o todo

diagrama de la forma adecuada puede ampliarse hasta formar un pullback).

Dualmente, se dice cocompleta si todo diagrama tiene colimites.
Teorema B.7. Una categoria C que tiene productos e igualadores es completa.
Demostracion. Sea T un grafo con conjunto de vértices V'y conjunto de aristas A. Si @ € A se representa asi:

o(@) —— b(a)

Sea D un diagrama sobre I, se definen los productos:

P:l—[D[,

ieV

cuyas proyecciones asociadas se denotan 71; : P — D,;. Andlogamente, definimos para los blancos de las

0= 1—[ Dp(a)

a€A

aristas el producto

con proyecciones po : Q — Dj(q). Paracada @ € A se considera el morfismo
Th(a) * P— Db(a/)-

Ilustramos la construccién en el siguiente diagrama,
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P
N
D; Do 5D
e
0
Tenemos asf una familia de morfismos {75 (4) }aca que, por la propiedad universal del producto, definen un

morfismo f : P — Q tal que:
Pa© f =mp@) VYa€A.

Definimos ahora para cada @ € A el morfismo
Dy o tp(a) : P — Dp(a)s

obteniendo una familia de morfismos {D, © 7y (q) }aea, y de nuevo por la propiedad del producto Q, se

tiene un morfismo g : P — Q cumpliendo:
Pa©8=Dyompe VYae€A.

Seae : L — P eligualadorde fy g, definimos para cadai € V el morfismo, 4; := m;0e : L — D;. El

siguiente diagrama recoge toda la informacion.

f
/\
E—
\7’
——> D

D,

<—w

P

Entonces A = {A;};ey es un cono limite. En efecto, tomando la arista,
. a .
i=o(a) - bla) =
Observamos apoyindonos en el diagrama anterior, p, © f = 7, po © 8 = Dy o 7; y en consecuencia,
Dyodi=Dyomioe=p,o0goe=pyofoe=m;joe=A4;

Es decir, A es un cono del diagrama D. Consideramos ahora un cono cualquiera ¢ = ({;)jey con¢; : C — D,;.

Por definicién de producto, existe un tinico morfismo ¢ : C — P tal que:
mioy =¢ VieV (propiedad universal)
Por otro lado, tenemos que para todo & € A:
Paofoy=mjopy={j=Dgoli=Doomoy =psogoy
Conlo que f oy = goy,yporla propiedad universal del igualador, existe un tnico :C— L cumpliendo:
Y=eol
Luego, paratodoi € V, se tiene:

Aiol=moeol=moy =
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Por ejemplo, por lo visto en ejemplos anteriores, unido a este teorema, las categorias de Con, Top, Grp y
A-Mod son completas y cocompletas.

En virtud del teorema de Tychonoff, 1a categoria de Comp, de espacios compactos Hausdorft, es completa.
También es cocompleta: por ejemplo, el coproducto de una familia de tales espacios es la compactificacion de

Stone—Cech de la unién disjunta.

Veamos ahora una descripcién del limite y colimite en la categorfa de A-mddulos. Sea D un diagrama en
A-Mod sobre un grafo I' = (V, A). Escribimos P = [];cy D; y consideramos las proyecciones 1; : P — D;.
Se define

L= {(x,-)iev € P| Dy(x;) =xjparatodac :i — j € A} .

Observamos que L es un submdédulo de P. La familia 4; : L — D;, donde 4; es la restriccion de 7r; a L, es un

cono limite,

s erV Dk

donde 4 es la inclusién.

Primero veamos que (A; = 7; o h);ey es un cono de D. Paratoda arista : i — j en A, se cumple,

Dyodi=Dyomioh=nmjoh=2A4;.

Ademds verifican la propiedad universal del limite. Sea (¢; : M — D;);cy un cono. Por la propiedad universal

del producto existe

5:M—>l‘|D;C tal que nioazgoi paratodoi € V.
keV

Definimos ® : M — L como ® = @ o h, es decir, ® es la restriccién de @ a L. Observamos qued; o ® =

dio®oh, y como A; = m; o h, obtenemos:
/l,-0d):7r,-0h0d):7r,-05:(pi.
Sean ahora S = @ ey Diy ui : Di — § las inclusiones candnicas. Se define el submddulo:

K ={(uj(Dg(x)) —pi(x) | x € D;, a:i— jenA)

yel cociente C = S/K.Sim : § — S/K esla proyeccién canénicay A; = m o p;, entonces (A; : Dj — C)jey

es un colimite de D.

En efecto que {A;};ev es un cocono. se ve claramente,

AdjoDy=mopujoDy=mou =A,.
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Sea {¢; : D; — X}iey un cocono del diagrama. Por la propiedad universal de la suma directa, existe un

unico morfismo ¥ : § — X cumpliendo:

WYou =¢;, paratodoie€V.

Observamos que ¥ es nulo en K. Para todo generador (Do (x)) — i (x) € K, se cumple:

W (pj(Da(x)) — pi(x)) =¥ ou;j(Da(x)) —W¥opu(x)
= ¢j(Dqo(x)) — @i(x) =0

porque (¢;)iev es un cocono. Como ¥ se anula en K, induce un Gnico morfismo

¥.S/K > X tal que Yor=VY

por el primer teorema de isomorffa en médulos. Concluimos, para todo i € V:
Yol =Yomou,=You =gy
Finalizamos la seccion con dos limites de diagramas muy importantes que tienen la peculiaridad de ser sobre

diagramas infinitos.

Comenzamos definiendo el concepto de conjunto dirigido, que es un conjunto / junto con una relacién

binaria < que satisface las siguientes propiedades:

1) Reflexividad: Paratodoi € I se cumplei < i.
2) Transitividad: Paratodo i, j, k € I,sii < jyj < k, entoncesi < k.

3) Direccién: Paratodo pari, j € I, existe k € [talquei < ky j < k.

El conjunto dirigido se puede ver como un grafo I', donde los vértices del grafo son los elementos de /. Hay

. sa . . . .a B .
unaaristai — jsii < j. No obstante, supongamos que i < k, entonces la aristai — j — k no existe y
tenemos simplemente i - k.

Dependiendo de la direccién elegida, diremos que es un conjunto dirigido hacia arriba (el antes mencionado),

o conjunto dirigido hacia abajo, donde la condicién 3) se reemplaza por:

3’) Paratodo par de elementos i, j € I, existeun k € I talque k < iyk < j.(También podemos escribir
i>k,j2k).

Algunos ejemplos sencillos:

» (N, <) es un conjunto dirigido hacia arriba, que ademds posee un infimo respecto a <. Obtenemos un

grafo:

O—>I1—>2—> "+ —> —> -+

Andlogamente, (N, >), es un conjunto dirigido hacia abajo, con grafo asociado:



B. Apéndice 133

O¢— T é— 26— v  —Mé— -+

que ademds posee un elemento maximal con respecto a la propiedad 3°) el o.

» Una familia de conjuntos {A; };cs es un conjunto dirigido con respecto a C (o 2) si se cumple:

Para cualesquiera A; y A;, existe Ay talque A; € Agy A; C Ay; es decir,
AiUA; C At

Lo cual define un conjunto dirigido hacia arriba. Andlogamente, si A; 2 Ay y Aj 2 Ay, es decir,
AiNA; 2 A

Se define un conjunto dirigido hacia abajo, que siademds @ € {A;};cs, entonces es el elemento maximal

respecto a3’).

Sobre un conjunto dirigido, o ms bien sobre el grafo equivalente, se define un diagramallamado sistema dirigido,
que es una familia de objetos {A; };cs junto con una familia de morfismos f;; : A; — A}, uno para cada

i < j, cumpliendo:
L fi =14,
2. fik = fjk © fij.
(El conjunto de indices / y < son el conjunto dirigido.)

Definicién B.8. Dado un sistema dirigido (D;, D;;)i<jer, llamamos limite directo o limite inductivo y lo

representamos
lim D i
—

al colimite del diagrama que define el sistema dirigido.

Anélogamente se define el sistema inverso, tomando un conjunto dirigido, en este caso hacia abajo, y con
su grafo equivalente. Tenemos una familia de objetos {B; };c; y una familia de morfismos f;; : B; — B;

(obsérvese el orden) con las propiedades:
L. ﬁl = IB,')
2. fik = fijo fijx paratodoi < j < k.

Se define asi el diagrama ) B;, B;; (i< jer llamado sistema inverso, donde el par (/, <) es un conjunto dirigido

hacia abajo.

Definicién B.g (Dual de B.8). Sea ) B;, B, (i< jer unsistemainverso. Llamamos limite inverso o limite proyectivo

al limite del diagrama dado por ) B;, B;;{i<jer. Lo denotamos como
lim B i
H

Veamos ahora algunos ejemplos:



134 B.1. Limites y colimites

Ejemplo B.1o. En Ab consideramos la familia {Z/p"Z}, . donde consideramos (N, <) como conjunto
dirigido hacia abajo.

La familia anterior, unida a los morfismos
mij Z/p'Z — Z/p'Z, x mbdd p/ — x mdd p',
satisface:
L T = 1z/piz,
2. Parai < j < k se cumple 7y = m;j o mjy.
Escribimos de forma visual el diagrama:
- — Z/p"L — - — Z|pPZ — Z]|p*Z — Z|pZ.

El limite proyectivo del diagrama es
. n —_
limZ/p"Z =:Z,,

el conjunto de los enteros p-ddicos. De forma intuitiva, Z,, consta de todas las secuencias de enteros (m,, m,, . . .)

que cumplen:

mj=m; mod p' paratodoi < j.

. _ , i . . . .
Cada elemento (m,, m,, ...) € Z, verificaque m; = m; moéd p' parai < j.Por ejemplo, para cualquier p,
lasecuencia (1,1, 1,1, . . . ) representa el ndmero 1, la secuencia (o, p, p, p, . . . ) representa el ndmero p. Los

morfismos que definen el limite del diagrama anterior son los candnicos:
i
ni:Z, > Z[p'Z, (my,m,,...)— m,.

Y se cumple la compatibilidad, Vi < j, m;; o m; = m;, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

ZP
2N

—— Z/p'Z o > Z/p'Z —

En An, se considera el sistema inverso dado por los anillos:
- — k[x]/(x*) — k[x]/(x*) — k[x]/(x),

cuyas aplicaciones son las proyecciones naturales. El limite proyectivo de este sistema es el anillo de las series

formales:
lim & [x]/(x") = k[[x]].

Sea X un espacio topolégico yx € X.

En Top, sea X un espacio topoldgico yx € X. Sea I la familia de entornos de x, ordenada por inclusion.

Consideramos el siguiente sistema directo en (U;);e 7, donde los morfismos estin dados por las inclusiones.

U —= UNU, —3 U,nU,NU, — ...
U, U,

El limite inductivo de este sistema es el punto comun a todos los entornos:

lim U; = {x}.
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B.2. Categorias de diagramas (Yoneda)

Recordar que si C es una categorfa cualquiera, el (bifuntor 1.2)
Hom¢ : C° X C — Con

es contravariante en la primera variable y covariante en la segunda; asocia a cada par de objetos (A, B) en C el
conjunto Hom¢ (A, B) de todos los morfismos de A en B, y a cada par de morfismos (f, g) con f : A" — A
y g : B — B’ laaplicacién:

Home¢(f, g) : Home (A, B) - Homg(A',B'); X+ goXo f.
En esta seccién interpretaremos Home (—, —) como un funtor doblemente covariante, es decir,
Home : C° X C — Con.

En particular, fijando una de las variables, todo objeto C de C define un funtor Home¢ (=, C) : C° — Con,

que llamaremos funtor de puntos. Dado un objeto A de C, el funtor le asocia el conjunto Hom¢ (A, C).

A los morfismos en dicho conjunto los llamamos puntos de C parametrizados por A y a cada morfismo

f:B— AenC° (esdecir, f : A — Ben C), el funtor le asocia la aplicacién.

Home¢(f,C) : Hom¢(A,C) — Home(B,C) x> xo f.

El nombre funtor de puntos proviene de un ejemplo como el siguiente:

Dada la categoria de espacios afines K-Af, tomando el espacio afin X = A"y T = A,

Hompg.ae(T, X) = Homg ae(A', A") = [rectas de A"].
Tomando unas ecuaciones paramétricas de las rectas, lo podemos interpretar como:

[puntos de A" parametrizados por A'].
Otro ejemplo, en Dif, tomamos M una variedad diferenciable e ¥ = R. Entonces,
Homp;f (R, M) = [curvas parametrizadas por R].
Sea ahora K-vect la categoria de espacios vectoriales. Dado un espacio vectorial E y el espacio vectorial K,
Homg yect (K, E) = [rectasde E],

que se corresponde con el espacio proyectivo sobre el espacio vectorial E. Andlogamente, tomando K™,
tenemos:
Gr(m, E) = Homg vect (K", E),

es decir, las Grassmannianas de cierto espacio vectorial E no son mds que calcular el funtor de puntos del
espacio E sobre el esqueleto de la categorfa K-vect.

Veamos otros ejemplos de la aplicacién de este funtor:
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1. Tomando la categoria Con de los conjuntos, dado un objeto cualquiera X y el objeto final {a}, tenemos
que:
Homcon({a}, X) = [elementos de X],

pues dada una funcién f : {a} — X, ésta estd completamente determinada por f(a) € X. Esto nos

da una correspondencia biunivoca:
Homcen({a}, X) & X, f= f(a), b (f:f(a)=D).

2. Tomando la categoria de los anillos An, dado un anillo A y el anillo trivial {o} (objeto final de An), se
tiene:
Homa, ({0}, A), solo consta de un elemento,

pues los morfismos de anillos solo pueden llevar o - o.
3. Dado el espacio topoldgico X y el objeto final de Top, el espacio topolégico trivial {p}, tenemos:

Homoep({p}, X) = [elementos de X].

Esta construccién de aplicar el funtor de puntos de un objeto X en una categorfa C a cierto objeto final de la

misma nos da cierta intuicién sobre la rama en la que se enmarca la categorfa. Es decir, sea C una categorfa,

X € Ob(C) yT el objeto final.

» Si|[Home (T, X)| = 1, hablamos de una categoria propia de dlgebra, como Grp, An, K-vect.

» Si|Home (T, X)| = | X|, estamos ante una categorfa mas geométrica, como K-Af, Dif, Top, K-Proy.
Como tdltimo ejemplo, observamos que las propiedades universales no son més que calcular el funtor de

puntos sobre el objeto. Por ejemplo, sea C una categoria, { X; } ;7 una coleccién de objetos. Recordamos que

la propiedad universal del producto,
{l_[ Xi, (ﬂi)iel} es que, si f; : ¥ — X; es una familia de morfismos en C,
iel
existe un tnico morfismo f : ¥ — [];; X; tal que f; = m; o f paratodoi € I, es decir,

%

iel

= n Home (Y, X;).

i€l

Hom¢

(Y) = Homg (Y, n X;

iel

Lema de Yoneda

Dado un morfismo f : C — D, define una transformacién natural de Hom¢ (—, C) a Home (—, D); es mds
cuando la categorfa es pequena y si definimos Fun(C®, Con) como la categoria de objetos Hom¢ (-, C) y

morfismos las transformaciones naturales @ : Home (=, C) — Home¢ (=, D), tenemos el siguiente teorema.

Teorema B.1x (Lema de Yoneda). Dados dos objetos C, D en una categoria C, hay una correspondencia
biunivoca entre los morfismos [ : C — D vy las transformaciones naturales entre funtores Home (-, C) y
Home (=, D), es decir:

Hom¢ (C, D) = Homgyn(ce,Con) (Home (=, C), Home (=, D)).
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Demostracidn. Dada una transformacién natural @ entre los funtores Home (=, C) y Home (=, D), defini-

mos el morfismo

fcp = (Dc(lc) € HomC(C,D),

observamos que para cualquier objeto A y morfismo g : A — C, se da el siguiente diagrama conmutativo:

Home(C, C) —222&9 « Home(A, C)

oc o

HOH]C(C, D) W HOl’nC(A, D)

DA(g) = P4 o Hom(g, C)(1c) = Hom(g, D)(Pc(1c)) = fo o 8

Por tanto, ® estd completamente determinada por fo.

Sea ahora f : C — D, definimos la transformacidn natural ®/ como:

(®/)4 : Homg(A, C) — Home(A, D), g+ fog
Observamos que es natural, pues paratodo 7 : A — Ben C:

Home (B, C) —222"9 o Home(A, C)

(d)f)Bl/ \L((Df)A

Homg(B, D) —22"2) s Home (A, D)

Dado x € Home (B, C), se verifica:

(®/)4 0o Hom(h, C)(x) = (®/)s(xoh) = foxoh, y
Hom(h, D) o (®/)g(x) = Hom(h,D)(f ox) = f ox o h.

Falta ver que ir y volver es la identidad.
Si f > ®f > fyr, entonces:

for =®LGc) = foic = f.

Sig = fo ®/¢ entonces:

(D%)a(g) = fpog=0c(ic) og =alg)

O

Denotamos a partir de ahora al funtor Home (=, C) por yC, y a la transformacién natural inducida por
f:C— Dporyf:Homg(—,C) — Homeg(—, D), que en cada objeto A actda:
(¥f)a : Hom¢(A, C) — Home (A, D), x+ fox

Como vimos en la demostracién, esto efectivamente define una transformacién natural. A la doble asignacién

C — yC, f + yf selellama primera inmersién de Yoneda.

Cuando C es una categoria pequefa, permite definir un funtor
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% : C — Fun(C°, Con)
Del mismo modo, para cada objeto A en C° se define el funtor Hom¢ (A, —) : C — Con, con que:
» Para cada objeto C, le asociamos Hom¢ (A, C)

» Para cada morfismo f : C — D en C, tenemos:

Hom(A, f) : Hom¢(A,C) —» Homg(A,D), x+ fox

Cada morfismo g : A — Ben C° (es decir, g : B — A en C) induce una transformacién natural entre
Hom¢ (A, —) — Home (B, —)
donde para cada objeto C en C, la transformacién natural asocia
Hom¢(A,C) — Hom¢(B,C), x+>xog

Aladoble asignacién y’A = Home (A, —) y y’g definida como anteriormente, se le llamala segunda inmersién de Yoneda,

que si C es pequeiia se tiene el funtor

Y’ . C° — Fun(C, Con)

No es trivial, aunque si rutinario, ver que efectivamente tanto y como y” se comportan bien con identidades

y la composicién. Vedmoslo para el segundo caso.

1) Dado14 : A — A, tenemos la transformacion natural y'14. Dado un objeto arbitrario de C°, B, y un
morfismo x € Hom¢ (A, B),
(V'14)B(x) = x 014 = x,
es decir, (y'14)p es laidentidad en Hom¢ (A, B). Andlogamente, la transformacién natural idéntica
1y 4 fijado el objeto B,
(1y/4)B = Home(A,8) = (V'14)B

2) Dadosg: A — Byh: B — CenC° debemos mostrar que y’(h o g) = y’(h) o y'(g) (notar que

en C°, h o g se corresponde con g o hen C).

Dado un objeto D en C°, tomamos x € Hom¢ (A, D),

Y(hog)p(x)=xogoh=(xo0g)oh=(y(h)poy(gp)x),

y como D es arbitrario, se concluye y’(h o g) = y'(h) o y'(g).
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Todo lo anterior queda resumido en el siguiente diagrama conmutativo en Con:

Hom¢ (A, C) % Hom¢(B, C)

)’fA\L lyfs

Home(A, D) 2225 Home (B, D)
Yeoyfa(x) =ys(xof)=goxof=yfp(gox)=yfpoy(x)
dondex: A — CenC,g:A— BenC®%yf:C— DenC.

Teorema B.12 (Lema de Yoneda General). Sean C una categoria cualgquiera, A un objetode C, y F : C —

Con, entonces:

1. Toda transformacion natural n del funtor y'A = Homc¢ (A, =) en el funtor F estd determinada
univocamente por el elementona(14) € F(A).

2. Para todo elemento x € F(A) existe una transformacion natural
n:yA=Homg(A,-) > F
tal quena(14) = x.
Demostracion. 1) El objetivo es escribir para todo objeto B en C la aplicacién
np a partir de los datos F yna(14) € F(A).

Veamos cémo se halla ng(f) con f : A — B cualquiera en Hom¢ (A, B). Para ello basta considerar el

diagrama conmutativo:

Homg(A, A) —2 1) o Home (A, B)

T]A\L iT]B (B.1)

F(4) o F(B)

con lo que
ns(f) =np(Hom(A, f)(14)) = F(f)(na(14)),
pues Hom(A, f)(14) = f o014 = f, que es la descripcion buscada.

2) Sea ahorax € F(A). Vamos a definir una transformacién natural 7 : Hom¢ (A, -) — F, para ello
debemos describir la aplicacién np : Homg (A, B) — F(B) para todo objeto B en C y luego comprobar
que efectivamente es una transformacién natural.

Sea entonces, f € Homg (A, B), se define ng(f) := F(f)(x).Sig : B — C es un morfismo en C, se
considera el diagrama:

Home (A, B) —228) o tome(A, ©)

) e

F(B) & Fo)
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Se tiene para todo f € Hom¢ (A, B):

nc(Hom(A, g)(f)) =nc(go f) = F(go f)(x) = F(g)(F(f)(x)) = F(g)(ns(f)),

es decir, el diagrama es conmutativo. En definitiva, los morfismos 17p definen una transformacién natural
de funtores. Observa ademds que 174 determina al elemento x = 74(14) € F(A), que a su vez permite
reconstruir 7.

O

Sila categorfa C es pequefia, la totalidad de las transformaciones naturales 7 : Homg (A, —) — Fesun
conjunto, con lo que el lema de Yoneda permite asegurar que en este caso la asignacién 7 — 14 (14) es una

biyeccién entre este conjunto de transformaciones naturales y el conjunto F(A):
HomFun(C,Con) (HomC(A’ _)’ F) = F(A)'

Suponer ahora que tenemos la transformacién natural n de y’A = Hom¢ (A, —) en y'B = Hom¢ (B, —),
esta transformacién natural determina 774 (14) = x conx : B — A. Como morfismo que es, x determina la

transformacién natural y’x = Home(x, —) : y¥YA — y’B. Evidentemente
(¥'x)a(1a) =14 0x = x € y’B(A) = Hom¢ (B, A),

con lo que 77y y'x determinan el mismo x € y’B(A). Por el lema de Yoneda, 7 = y’x. Tenemos asf que toda
transformacion natural entre los funtores Homeg (A, —) y Home (B, —) esdelaforman = y’ f para un tnico
f B — AenHom¢ (B, A), osi se prefiere un tnico f : A — B en Home- (A, B).

Suponer ahora que A y B son objetos de C tales que y’A = y’B, entonces 14 € Hom¢ (A, A) = y'A(A) =
¥'B(A) = Hom¢ (B, A), es decir, A = B. Esto justifica que la doble asignacién

Ay A feyf
reciba el nombre de inmersién. Del mismo modo queda justificado el nombre de inmersién para la asignacion
CrHyC fyf.

Observacion 15. El Lema de Yoneda cldsico B.11 es un caso particular del Lema de Yoneda general B.12, aplicado
al funtor F := Hom¢ (-, D).

Corolario B.13 (Principio de Yoneda). Dados dos objetos A y B en una categorfa C, entonces A y B son

isomorfos si y solo si y’A y y’B son funtores naturalmente isomorfos (lo mismo con yA e yB).

Demostracion. La demostracion no es mds que darle vueltas a la misma idea. Supongamos que A es isomorfo
a B, en tal caso existe un isomorfismo f : A — B coninversa f~' : B — A. Tomamos la transformacién

natural y f7': yYA — y'B,
(y'f ¢ : Hom¢(A,C) = Homg(B,C), x> xo f!
ysuinversay' f : y'B — y'A,

(y'f)c : Hom¢g(B,C) —» Homg(A,C), x> xo f
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Observamos que son inversas. Dado cualquier g : A — A,
O e fDe(@) = fc(gof)=gofof=go1a=g
andlogamente,dado h : B — C,

O f e Heh) = flc(ho f)=hofof=hop=h

Como C es arbitrario, entonces ¥’ f f ™" y ¥’ f son inversas y concluimos que Hom¢ (A, =) y Home (B, —)

son isomorfos como funtores.

Reciprocamente, supongamos que existe un isomorfismo naturalzy : y’A — y’Bconinversa : y'B — y'A.

Por el lema de Yoneda, 7 estd determinada por:
x =14(14) € Homg(B, A)
Anidlogamente, £ estd determinada por
z = &p(1p) € Home (A, B)
Tomando é4 o4 : Homeg (A, A) — Home (A, A), dado que & o 57 = 1,4 (por hipdtesis), se tiene:

(Eomalia) =Ea(na(1a)) =éa(x) =xo0z=14

donde para la Gltima igualdad hemos utilizado que y” es una inmersién, es decir se cumple & = y’z. Anid-
logamente se demuestra que 17p 0 ép(1p) = zox = 1p,yporlotanto z 0 x = 13y X 0 z = 14, luego
A=B. mi

Si C es una categoria pequefia, los funtores de C en Con y sus transformaciones naturales constituyen una
categorfa en la que %’ es un funtor que es fiel, pleno e inyectivo entre objetos. Lo mismo ocurre con %; en

este tltimo caso se puede “sumergir” en la categoria Fun(C°, Con), que es una categorfa completa.

Observacién: La inmersién de Yoneda refina la inmersién R : C — Con descrita en la seccién 1.4. La

categorfa Con destino del funtor R, se sustituye por una categoria mds estructurada como es Fun(C®, Con).

Terminamos este parrafo con un ejemplo cldsico. Recordar que un monoide (M, -) se puede interpretar
como una categoria M formada por un solo objeto *, de modo que hom (%, *) = M, la composicién de
morfismos en M es la operacién binaria -, y la identidad 1 es la unidad del monoide. La categoria opuesta M°

viene descrita por el monoide opuesto . Sea % la inmersién de Yoneda:

Y : M — Fun(M°, Con).

El Gnico objeto * de M define el tinico funtor imagen por y, a saber y, = homp(—, *), de modo que y
transforma * en el conjunto M = hom((*, *) y un morfismo g : * — * en M en una aplicaciéon M — M.

Por otro lado, todo morfismo f : % — = se convierte en una transformacién natural de funtores:

vf : Hompe (=, %) = Hompo (—, ),

"Un monoide opuesto es un monoide con la misma operacién y conjunto subyacente, pero donde se invierte el orden del

producto:a -° b :=b - a.
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de modo que el diagrama toma la forma obvia requerida por la existencia de un solo objeto * en la categoria

M:

Hom po (%, *) M} Hom pfo (*, *)

yf*l lyf;

Hom o (%, %) ——2E70 Fom v (4, %)

con g : * — * morfismoen M°y f : * — * morfismo en M.
Recordar que, en definitiva, (y f)« es una aplicacién de M en si mismo univocamente determinada por f, de

modo que la conmutatividad del diagrama anterior permite escribir, por un lado:

x = Homp(g,#)(x) = x-g=(f)(x-g)=f-x-g,

y por otro:

x> (yf)(x) = f-x > Homp(g, *)(yf)(x) =f-x-g,

paratodox € M = hom(*, *). En otras palabras, (y f). es una aplicacién de M en M dada por multiplica-

cién a izquierda por f:x + f - x, que verifica:

f)ex-8)=(f)(x)-g Vx,geM.

Alrevés,sigp : M — M estal que o(x - g) = ¢(x) - g, entonces, por el lema de Yoneda, se tiene ¢ = y f,
para un tnico f € M.

En resumen, la inmersién de Yoneda representa al monoide M isomérficamente en el monoide de todas las
aplicaciones ¢ : M — M que verifican ¢(x - g) = ¢(x) - 8.

En el caso de grupos se obtiene asi una version refinada del zeorema de Cayley, en el sentido de que todo
grupo (G, -) es isomorfo al subgrupo del grupo simétrico X del conjunto G formado por las biyecciones

g:G — G queverificang(x - y) =g(x) -y Vx,y € G.

Funtor Representable

Definicién B.14. Un funtor ' : C — Con se llama representable si existe un isomorfismo natural entre

dicho funtor y uno de la forma Hom¢ (A, —) con A objeto de C.

Sin es dicho isomorfismo natural, por el lema de Yoneda, 1 estd determinado por el objeto A y el elemento
a =n4(14) € F(A).Decimos entonces que el par (A, a) representa el funtor F'. Si consideramos el diagrama
conmutativo B.r que aparece en la demostracion de B.12 y le seguimos la pista al morfismo 14 € Homg (A, A),

por un lado:

iau— (f:A—> B)— be F(B)

y por el otro camino:

IAHa:UA(IA)i—)bEF(B)

con lo que, teniendo en cuenta que i7p es biyectiva (en virtud de que 1 es isomorfismo natural), podemos

asegurar que para todo objeto Ben C y todo b € F(B), existe f : A — Btalque F(f)(a) = b.
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Ademds, si f': A — Bestal que F(f")(a) = b, entonces por un lado:
ng (F(f)(a)) =ng'(b) = f,
y por otro, poniendo f” en vezde f en B.1,
ng (F(f")(a)) = Hom(14, ) (na(a)) = f,
luego f = f” y es tnico.

Ejemplo B.1s. 1. El funtor identidad 1cen : Con — Con se representa por cualquier conjunto con un

solo elemento, por ejemplo 1 = {o}. En efecto, si B es un conjunto cualquiera se define:
773 : B — HomCon(Ia B)’ b — fb?
donde fp : 1 — B,o — b.

2. El funtor olvido O : Grp — Con se representa por cualquier grupo ciclico infinito junto con un

generador, por ejemplo ((Z, +), 1). En efecto, si (G, -) es un grupo cualquiera, se define:
nG : G— HomGrp(Z, G)’ g fga
donde f,(n) = g" paratodo n € Z. Recordar que G = O(G, -).

3. Elfuntor olvido O : An — Con se representa por el anillo de polinomios Z[ X] y el elemento X.

Dado un anillo cualquiera A, definimos la transformacién natural en A
rIA :A - HOmAn(Z[X],A), a '_)fa

donde f, : Z[X] — A, f,(X) = a, donde X es el polinomio p(X) = X. Ademds, f, es tnico en

virtud de la propiedad universal de los polinomios, esto define 74 de manera biyectiva. Veamos que el

elemento privilegiado es X; para ello nétese que
ﬂil[x] : Homa, (Z[X],Z[X]) = Z[X], ¢+ o(X)
luego nil[x] lleva la identidad 17[x] € Homan (Z[X], Z[X]) — 121x](X) = X.

4. Supongamos que M es un A-médulo a derecha y N un A-mdédulo a izquierda. Se define el funtor

E : Ab — Con asociando a cada grupo abeliano G el conjunto E(G) de las aplicaciones A-bilineales
y:MXN—>G
y a cada homomorfismo de grupos abelianos f : G — H, la aplicacién

E(f): E(G) — E(H) dadapor E(f)(y)=fov.

Dicho funtor es representable, con representacién (M ®4 N, T), donde

T:-MXN—>M®&sN, (m,n)—maen.
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Recordamos que por la propiedad universal del producto tensorial, para cualquier grupo abeliano G

y cualquier aplicacién A-bilineal y : M X N — G, existe un tnico homomorfismoy : M @4 N — G

tal que

y=5oT.
Definimos el isomorfismo natural
n:E — Homap(M ®4 N, —)
tal que
nG : E(G) = Homap(M ®4 N,G), ng(y) =7y

con inversa

NG : Homapy(M ®4 N,G) — E(G), ng(h)=hoT.

Observacién: Las transformaciones naturales 7 se estdn definiendo del funtor F al funtor Hom(A, —) a
diferencia de la definicién original, pues en estos casos es mis conveniente. No obstante, es indiferente, pues al
tratarse de isomorfismos naturales basta tomar los inversos de los distintos 17 para obtener la transformacion

natural, " : Hom(A, —) — F, de la definicién. Andlogamente, decimos que un funtor contravariante

F : C — Con se dice representable si existe un objeto B y un isomorfismo natural de funtores contravariantes
n : Homeg(—,B) — F.

Ejemplo B.16. Sea P : Con — Con el funtor contravariante que asigna a cada conjunto A el conjunto P (A)

de las partes de A (también llamado booleano de A), y a cada aplicacién f : A — B laaplicacién
[T P(B) - P(A), S f7(S).

Entonces P estd representado por el conjunto 2 = {o, 1}, y el subconjunto {1} € P(2). El isomorfismo

natural es 77, que a cada conjunto A asigna:
N4 : Homeon(A,2) = P(A), X = na(X) = X7 ({1})
con inversa
N4 : P(A) — Homcon(A,2), S xs:A — 2,
donde

1 sia €S,
xs(a) = ,
o siaé¢sS.

Notese que 17,(1,) = 1,"({1}) = {1}, el elemento universal.

Teorema B.x7. Si un funtor F : C — Con es representable, entonces su representacion es sinica salvo isomorfis-
mo. Es decir, si F estd representado por (A, a) y (A’, a’), entonces existe un sinico isomorfismo f : A — A’ tal
que
’
a’ =F(f)(a).
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Demostracion. Como vimos paratodo b € F(B), existe f : A — B tal que F(f)(a) = b. En este caso,
tomando B = A"y b = a’, existe un tnico f : A — A’ talque F(f)(a) =a’.

Veamos ahora que f : A — A’ es un isomorfismo. Como (A, a) y (A’, a’) son ambos representantes de
F, podemos aplicar el mismo argumento de forma simétrica, luego existe un tnico f’ : A” — A tal que

a = F(f’)(a’) y sustituyendo una en la otra.
a=F(f)a)=F(f o f)a), da =F(fof)d).
Por el Lema de Yoneda, los inicos morfismos que cumplen lo anterior son 14 y 14/, por unicidad se deduce:
flfof=wu y fof =,

y por tanto, f : A — A’ es un isomorfismo.
O

Enunciar una propiedad universal de cierto objeto A en una categoria C es afirmar que el funtor Home (A, —)

esisomorfo a cierto funtor covariante F : C — Con, o que el funtor Home (=, A) esisomorfo a cierto funtor
contravariante F' : C° — Con, es decir, que cierto funtor es representable y estd representado por el objeto A.
Pero las propiedades universales no solo afirman la existencia de un isomorfismo natural entre Home¢ (A, —)
y F, sino que determinan un isomorfismo concreto que ademds estd determinado univocamente por el
elementoa = na(14) € F(A), en virtud del Lema de Yoneda.

Por tanto, cada propiedad universal es la afirmacién de que el funtor F estd representado por determinada
pareja (A, a). Veamos en las propiedades universales mds conocidas cudl es tal objeto A, tal elemento a, y

cémo se construyen las transformaciones naturales.
1. Los ejemplos 3y 4 de B.15 ya ilustran esta idea, en los siguientes ejemplos vamos mds rdpido.
2. Definimos el funtor F' : Grp — Con tal que, para cada grupo K,
F(K) = {f € Homgep (G, K) | f(h) = ek paratodo h € H} ,

es decir, el conjunto de homomorfismos de grupos que se anulan en el subgrupo H de G. Para cada
morfismo de grupos ¢ : K — L, definimos:

F(o): F(K) > F(L), fr gof.

La propiedad universal del cociente afirma que este funtor F es representable, y estd representado por

el par (G/H, rr), donde

n:G—>G/H, n(g)=gH
es la proyeccién candnica con m € F(G/H).

3. Definimos el funtor

F(B) ={f € Homaa(A,B) | f(S) € B},
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es decir, los morfismos de anillos que envian los elementos de § C A en elementos invertibles de B. La
propiedad universal de la localizacién afirma que este funtor estd representado por el par (S7'A, @),
donde

I a
p:A—>S"A, ¢(a) =—
I
es el morfismo candnico de localizacién.
4. Dado un par de objetos A, B € C, consideramos el funtor

F:C— Con, F(X)={(f,g) € Hom¢(X,A) x Hom¢(X, B)},

con accién sobre morfismos dada por

F(p): F(X) = F(Y), (f.8)= (fowp,goy).

Este funtor es representable si existe el producto A X B en la categoria C. En tal caso, el objeto que
representa a F' es precisamente el producto, junto con sus proyecciones candnicas m, : AX B — Ay

7, : A X B — B, que satisfacen la propiedad universal correspondiente.

. Dado un par de objetos A, B € C, consideramos el funtor

F:C— Con, F(X)={(f,g) e Homeg(A,X)x Home(B,X)},

y paracada ¢ : X — Y, definimos

F(o): F(X) = F(Y), (f.8) = (¢of,pog).

Este funtor es representable si existe el coproducto A II B en la categoria C. En ese caso, el objeto
representador es A II B, junto con los morfismos de inclusién ¢, : A - Al Bet, : B— A1 B,

que verifican la propiedad universal del coproducto.

. Dada una extensién de cuerpos k C K, consideramos el funtor

F: K-Alg — Con, F(B)=Homy.a15(A, B),

donde A es una k-dlgebra fija. Para cada morfismo de K-dlgebras ¢ : B — C, definimos F(¢)
de manera aniloga al resto de ejemplos. Este funtor es representable, y estd representado por el par
(A®r K, j),donde

J:A> A K, jla)=a®1

es el morfismo de cambio de base inducido por la extensién de escalares.
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