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Resumen

Este trabajo introduce la Geometria Tropical desde sus fundamentos algebraicos hasta sus aplicacio-
nes. Se define primero el semianillo tropical y los polinomios tropicales, cuyos grafos son funciones
lineales a trozos. A continuacién, se construyen variedades tropicales —empleando valoraciones,
formas iniciales y geometria poliédrica— y se formulan y demuestran los dos teoremas centrales:
el Teorema Fundamental de Tropicalizacién y el Teorema de Estructura poliédrica. Finalmente, se
ilustra una aplicaciéon practica mediante la resoluciéon de caminos més cortos en grafos. Se incluyen
ejemplos graficos e implementaciones en Maple para facilitar la intuicién y el estudio.

Palabras clave: Geometria tropical, polinomios tropicales, variedades tropicales, valoraciones, geo-
metria poliédrica, optimizacién



Abstract

This work presents Tropical Geometry from its algebraic foundations to concrete applications. We
first define the tropical semiring and tropical polynomials, whose graphs yield piecewise-linear fun-
ctions. Next, we build tropical varieties using valuations, initial forms, and polyhedral geometry,
and we state and prove the two central theorems: the Fundamental Tropicalization Theorem and
the Structure Theorem describing their polyhedral complexes. Finally, we showcase a practical ap-
plication by solving shortest-path problems on graphs. Throughout, graphical examples and Maple
implementations are provided to foster intuition and deeper understanding.

Keywords: Tropical geometry, tropical polynomials, tropical varieties, valuations, polyhedral geo-
metry, optimization
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Introducciéon a la Geometria Tropical

A finales del siglo XX comenz6 a desarrollarse una nueva rama de la Geometria Algebraica: la
Geometria Tropical, donde los elementos son lineales por tramos, en contraste con los objetos sua-
ves y curvos de la primera. Poco a poco se ha establecido como una disciplina con marco teérico
propio. Algunos teoremas clasicos, como el Teorema Fundamental del Algebra o el Teorema de
Bézout, tienen version tropical, equivalente a la clasica. Ademas, la Geometria Tropical ha desarro-
llado resultados propios como el Teorema Fundamental de la Geometria Tropical o el Teorema de
Estructura, que conectan la Geometria Algebraica y la Tropical, y que estudiaremos en profundidad.

Uno de los principales impulsores del desarrollo de la geometria tropical ha sido el estudio de las
amebas, introducidas por G.M. Bergman como una herramienta para analizar las propiedades de
las variedades algebraicas complejas en el espacio de los reales. Dicho estudio se realiza mediante
un transformacion logaritmica de variedades algebraicas definidas en el toro complejo (C*)".

La transformacion parat > 1y (z1,..., 2,) un punto de la variedad, esta dada por

Logy(21; .-, 2n) = (log [1/z1], ..., 1og; [1/ za)).

La imagen resultante, llamada ameba, permite visualizar la variedad en R".

Al aumentar la base t del logaritmo, la ameba se contrae y sus partes curvas tienden a conjuntos
lineales a trozos que convergen en una variedad tropical. El estudio de estas variedades, a través
de los teoremas principales de la geometria tropical, seré el eje central de este trabajo.

6 6

Log, (V) Logs (V) Logsp0(V)

Figura 1: Ameba de V(f), con f(z,w) = z+ w — 1, para distintas bases ¢ en Log,

Esta transicion desde la geometria clasica a la tropical requiere modificar las operaciones aritméticas
tradicionales. El cambio se formaliza mediante el proceso conocido como descuantizacion de Maslov.
Considerando una familia de semianillos R; definidos sobre R U {co} junto con las operaciones

x@®ry:=—log,(t 7" +t7Y), xOry:=x+y,

se observa que, en el limite ¢t — 0o, estas operaciones convergen a las del semianillo tropical:
lim z ®; y = min(z,y), limzOiy=xz+y.
t—o0 t—o0

FEste semianillo tropical es la base algebraica sobre la que se construye la geometria tropical.
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Para profundizar en algunos aspectos técnicos de las amebas, se puede consultar el material com-
plementario del Apéndice 5.1.

Objetivo En este trabajo introducimos paso a paso la Geometria Tropical. Partimos de una cons-
truccién algebraica —Ila definiciéon de semicuerpo— y avanzamos hacia los polinomios tropicales,
hasta llegar al estudio de las variedades tropicales. Para generar intuicién sobre su forma, cons-
truccién y comportamiento, comenzamos por el caso mas sencillo: las hipersuperficies tropicales,
es decir, aquellas definidas por un tnico polinomio. En este contexto, enunciamos y demostramos
los dos resultados fundamentales: el Teorema Fundamental de la Geometria Tropical, que relaciona
una variedad algebraica con su tropicalizacion, y el Teorema de Estructura, que describe su forma
poliédrica y la condicién de equilibrio que satisfacen. Esto sienta las bases para extender ambos
teoremas al caso general de variedades definidas por ideales. El trabajo se cierra con una aplicacién:
la optimizacién de caminos cortos.

A lo largo del texto se incluyen ejemplos visuales, implementaciones en Maple y material com-
plementario de distinto tipo: desde aspectos mas técnicos, como los cuerpos valuados y la forma
inicial, hasta conexiones con el dlgebra clasica, mediante la reinterpretacion en el contexto tropical
de enunciados conocidos, como el Teorema Fundamental del Algebra o el Teorema de Bézout.

Estructura El trabajo esta dividido en cuatro capitulos y un apéndice. El primer capitulo intro-
duce la base algebraica de la geometria tropical. El segundo recoge herramientas previas necesarias
para poder enunciar y demostrar los dos teoremas principales. El tercer capitulo esta dedicado por
completo a estos resultados. En el cuarto se presentan algunas aplicaciones. Por tltimo, el apéndice
contiene materiales complementarios que no se desarrollan en el cuerpo principal del texto.

« El capitulo 1 comienza con la definicién de semianillo y semicuerpo, centrandonos en el semi-
anillo tropical min-plus. A partir de ahi, estudiamos los polinomios tropicales y su represen-
tacién como funciones lineales a trozos. Finalmente, introducimos la nocién de curva tropical
plana, estudiamos la analogia con las curvas clasicas y terminamos con el Teorema de Bézout.

o El capitulo 2 recoge las herramientas algebraicas y geométricas necesarias para abordar los
teoremas principales. Estudiamos el anillo de polinomios de Laurent, las valoraciones y la
forma inicial de un polinomio. En este capitulo ya se enuncian dos versiones concretas del
Teorema Fundamental y del Teorema de Estructura en el caso de hipersuperficies, que sirven
de ejemplo ilustrativo antes de abordar el caso general.

o El capitulo 3 esta dedicado a los dos teoremas principales de la geometria tropical. En pri-
mer lugar, enunciamos y demostramos el Teorema Fundamental, que caracteriza el conjunto
tropical como las valoraciones de los ceros de una variedad sobre un cuerpo valorado. Des-
pués, presentamos el Teorema de Estructura, que establece que las variedades tropicales son
complejos poliédricos ponderados que verifican una condiciéon de equilibrio.

« En el capitulo 4 se presenta una aplicaciéon de la aritmética tropical al problema del camino mas
corto en grafos. Este ejemplo sirve para ilustrar el potencial practico de la teoria desarrollada.

« El apéndice contiene material complementario: la nocién de ameba y su relaciéon con la tropi-
calizacion, el proceso de descuantizacion de Maslov, algunas justificaciones algebraicas que no
se detallan en el cuerpo principal del texto y fragmentos de codigo en Maple utilizados para
generar las imagenes incluidas en el texto.



Capitulo 1

Algebra y geometria tropical

1.1. Algebra tropical

El algebra tropical propone una forma alternativa de operar con ntimeros: la suma se reemplaza por
el minimo y el producto por la suma. Aunque esta modificaciéon puede parecer una simplificacion,
permite definir estructuras algebraicas interesantes, como semianillos y polinomios tropicales.

En esta primera seccién se presentan los conceptos béasicos necesarios para entender el dlgebra
tropical. Comenzamos con la definicion del semianillo tropical y las operaciones que lo caracterizan, y
se llega hasta la construccién de los polinomios tropicales, que serédn fundamentales para el desarrollo
del trabajo.

1.1.1. Nociones previas: Semianillo

Para definir el semianillo tropical, es necesario establecer algunas nociones béasicas. En este apartado,
seguiremos principalmente a [Gol99, Cap. 1].

Definiciéon 1.1.1 Se llama monoide (M,*) a un conjunto M dotado de una operacion binaria,
interna * verificando que es asociativa y posee un elemento neutro. Si ademds * es conmutativa,
(M, *) se dice que es un monoide conmutativo.

Un ejemplo de monoide que no es grupo es (N, +,0), donde N representa el conjunto de los nimeros
naturales, dotado de la suma usual. La operacién es asociativa y el elemento neutro es el 0, pero no
todos los elementos tienen inverso aditivo en N, por lo que no forma un grupo.

Definiciéon 1.1.2 Se llama semianillo (S,+,-) a un conjunto S dotado de dos operaciones binarias
e internas denominadas operacion de adicion (+) y producto (-), que verifican:

o« (S,4) es un monoide conmutativo con identidad 0.
. (S,:) es un monoide con identidad 1.
« El producto distribuye a la adicion:

(z+y)-z=x-2+y-2, Vr,y,z€S8
z-(y+z)=x-y+zxz- -2z, Vr,y,z€S

e 0 es un elemento absorbente respecto al producto, es decir, VYr € S,0-x=xz-0=0.
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Si ademds (S,-) es un monoide conmutativo, se dice que el semianillo es conmutativo. Por otro
lado, si (S, ) es un grupo abeliano, es decir, un monoide conmutativo en el que todo elemento distinto
del cero tiene inverso, decimos que (S,4+,-) es un semicuerpo

La diferencia entre un anillo con unidad y un semianillo (andlogamente entre cuerpo y semicuerpo)
radica en que este tltimo no exige la existencia de inversos aditivos. En un anillo, para todo x € S
existe un elemento —z € S tal que

Un ejemplo de semicuerpo es (R>p,+,-), donde R>( representa el conjunto de los nimeros reales
no negativos, dotado de las operaciones habituales de adicién y multiplicacion.

Otro ejemplo de semianillo, fundamental en el contexto de este trabajo, es el semianillo tropical
T = (RU{o0},®,®), donde las operaciones binarias internas estan definidas por:

r®y=min(z,y), zOy=x+y, Vr,yc€RU{cx}.
Observacion 1.1.3 Por comodidad, denotaremos a la recta real extendida en un solo extremo como
R=RU {o0}.
De manera que podemos reescribir el semianillo T como T = (R, ®,®).

En el Apéndice (véase 5.2) se presenta la demostracion de que el conjunto T satisface las propiedades
algebraicas para ser un semianillo. Més ain, se comprueba que T, con estas operaciones, forma
un grupo abeliano respecto al producto tropical. Esto implica que T cumple con las condiciones
necesarias para ser semicuerpo. No obstante, en la mayoria de la literatura se hace referencia a T
como semianillo. Siguiendo este uso comiin, en lo que sigue nos referiremos al semicuerpo tropical
simplemente como semianillo tropical.

Observacion 1.1.4 FEste semianillo se conoce como el semianillo tropical min-plus, ya que la suma
tropical se corresponde con el minimo y el producto tropical con la suma usual. En la literatura
también es comin encontrar otra convencion, conocida como semianillo tropical max-plus, donde la
suma tropical se define como el mdzrimo y el producto permanece igual:

@ y=méx(z,y), 20 y=x+y.
Ambas estructuras son isomorfas, y el isomorfismo entre ellas estd dado por la aplicacion:
p:RU{oo} = RU{—-00}, ¢(x)=—z,
la cual es biyectiva y satisface las siguientes igualdades para todo x,y € R U {oo}:
p(z @ y) = p(min(z, y)) = méx(—z, —y) = ¢(z) & ¢(y),

plxOy) =plr+y)=—z—y=p@) oy).

Esto implica que los resultados pueden trasladarse del semianillo tropical min-plus a maz-plus y
viceversa, mediante esta correspondencia. En este trabajo se adopta la convencion min-plus, que
serd la base de las construcciones posteriores.
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1.1.2. El semianillo tropical

Definicién 1.1.5 Llamamos semianillo tropical al semicuerpo T = (R, ®,®), donde
r@y=min(z,y), zOy=z+y, VYr,yeR.

Estas operaciones presentan propiedades que difieren de las de la aritmética habitual. Veamos las
principales caracteristicas :

« Ausencia de inverso aditivo. En el semianillo tropical, la operacién ¢ no admite inverso aditivo.
Es decir, dado = € R, no existe un elemento x tal que = @ 2’ = O ya que:

¥ @r=0r < min(2/,7) =00 & 2/ =2=00

Por lo tanto, no es posible definir una operacién de resta tropical, ni resolver ecuaciones que
requieran cancelar sumas tropicales.

« Division tropical. Denotada por a©®b, se define como la operacién inversa del producto tropical.
Es decir a @b := a—b, donde —b es el inverso aditivo usual de b en R. Esta definicién satisface

a=(a+b)—b=(ae®b) b

© . se define como la iteracion del producto tropical. Para

« Potencia tropical. Denotada por a”
n € N, se tiene:

=z or=x+.".4+x=n-2

De manera analoga, para —n, se define la potencia negativa mediante iteracion del cociente
tropical:
TP =z0.".0x=—(x+." +2)=—n-z

Como consecuencia, en el contexto tropical se satisface el “sueno del principiante”:

(z@y) O =n-(z@y)=n-v0&n-y=a""0y"®

« Idempotente con respecto a la suma. Los elementos del semianillo satisfacen

r@®x =min(r,r) =z paracada z€R.

1.1.3. Polinomios tropicales

En esta subseccién introducimos y estudiamos los polinomios tropicales, que son objetos fundamen-
tales en el algebra tropical. A diferencia de los polinomios clésicos definidos sobre un anillo, los
polinomios tropicales se definen sobre el semianillo tropical (R, ®,®). A lo largo de esta secciéon nos
apoyamos principalmente en [MS21, Cap.1, §1.1] para definir formalmente los polinomios tropicales
y estudiar sus propiedades bésicas.

Se finaliza la subseccién abordando la cuestién de la unicidad en la representacién de polinomios
tropicales y la formulacion del Teorema Fundamental del Algebra en el contexto tropical, inspiran-
donos el trabajo de Wandsnider [Wan20).

Sean X = {x1,z2,...,x,} variables independientes sobre el semianillo tropical (R, D, ®). Definimos
el semianillo de polinomios en n variables con coeficientes en R como R[X| = Rz, xa, ..., x,].
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Definicién 1.1.6 Un monomio tropical en las variables x = (x1,...,zy) es un producto:
x*® = 2019 @ @ 22O, a=(ay,...,an) €Z"
Es posible representarlos mediante la expresién reducida debido a la conmutatividad del producto:
2O OT3OT OO T2 O3 O a2 =777 O 5”@ 25° © 24

Si continuamos operando segun las definiciones de suma y producto tropical, podemos observar
que un monomio tropical se comporta como una funcién lineal de R™ a R cuando se evalta en la
aritmética clasica. De esta forma, el monomio tropical anterior se corresponde con la funcién lineal:

.Z'%Q ® x%Q ® x%Q O x4 =2x1 + 329 + 223 + 24.

Definicién 1.1.7 Un polinomio tropical con coeficientes en R y variables x = (x1,...,7,) es
una combinacion lineal (tropical) finita de monomios tropicales:

p(xlv"'axn):®aa®xa® (11)
a€esS

donde S es el soporte de p, es decir, un subconjunto finito de Z" que contiene los indices de los
monomios con coeficiente a, € R no nulo.

Observacion 1.1.8 Se ha mencionado “semianillo de polinomios” y no “anillo de polinomios” por
la falta de un inverso aditivo para los polinomios, pues la suma tropical se define como el minimo,
lo que impide cancelar términos. Siguiendo el mismo razonamiento que se ha usado para mostrar la
ausencia de inverso aditivo en T: Dado un polinomio p € R[X], diferente del constante infinito, no
existe un polinomio p' tal que p' ® p = Or, pues

P &p=07 < min(p/,p) =00 < p=p=

Un polinomio tropical representa una funciéon p : R” — R. Cuando interpretamos esta funciéon en
aritmética clésica, este se define como el minimo de una coleccién finita de funciones lineales:

p(z1,...,xy) = min(a; + a1x,...a, + apx).

Donde ajx = o121 + - - - + ainxy, es el producto escalar usual.

Con el objetivo de ganar mayor intuicién con los polinomios tropicales, veamos un ejemplo:
Ejemplo 1.1.9 Sea el polinomio tropical en una variable
p2)=a02?®bo s’ ®cOr®d=min{a+ 3z, b+ 2z, c+z, d},

El grafo de dicho polinomio es la envolvente inferior de sus términos, pues se construye seleccio-
nando, en cada punto, la menor de las alturas dadas por las funciones a + 3z, b+ 2z, c+ x y d.
Tomando (a,b,c,d) = (0,1,3,6) obtenemos la representacion grdfica en la Figura 1.1.

La gréfica del polinomio tropical presentado en el ejemplo muestra propiedades caracteristicas que
son comunes a todos los polinomios tropicales. Estas propiedades se enuncian formalmente en la
Proposiciéon 1.1.10.
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|y o

T+3 x+3

2z+1 3z 2z+4+1 3z

Figura 1.1: Graficas de los monomios tropicales a + 3z, b + 2z, ¢ + = y d (izquierda) y envolvente
inferior que forma el grafo del polinomio tropical para (a,b,c,d) = (0,1,3,6) (derecha).

£

6

Proposicion 1.1.10 Sea p : R™ — R un polinomio tropical, entonces satisface
« p es continua,
o p es lineal a trozos, con un namero finito de piezas
e p es cOncava:
2

Demostracion. FEs fdcil ver que se satisfacen las dos primeras propiedades, pues p es el minimo de
un conjunto finito de funciones lineales continuas. Probemos la tercera propiedad.

D (1(X + Y)> > %(p(X) +p(y)) paratodo x,y € R".

Sean x,y € R™. Entonces, existen los indices k*, I* tales que:
p(x) = min fy(x) = fi= (2), p(y) = min fi(y) = fi-(y)-

Siendo fi las funciones lineales derivadas de escribir en aritmética cldsica los monomios tropicales.

Ahora evaluamos p en 3(x +y):
1 ! 1 1
p(30+9)) =min e (50c+9)) = min (500 + 346 )

Se tiene que el minimo de una suma siempre es mayor o igual a la suma de los minimos tomados

por separado, es decir, para cualesquiera familias {ay}, {bx} se cumple

mgn(ak + by) > m]jn ay + mkl’n b,

Esto se debe a que el indice que minimiza la suma puede no coincidir con los indices que minimizan
los términos individuales, lo que lleva a que la suma de minimos sea una cota inferior del minimo

de la suma.

(34460) + min (560)) = 310+ 03

- (;fk(x) + ;my)) > min ( 5 ;

k
Como por definicion p(x) = fi«(x) y p(y) = fi=(y), esto implica:
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1 1

p(50c+9)) 2 3909+ 3oty

Por lo tanto, p es concava. O

El reciproco de esta proposicion también se satisface. Esto viene recogido en la siguiente Proposicion.

Proposicion 1.1.11 Toda funcion que satisface las tres propiedades de la Proposicion 1.1.10 puede
representarse como un polinomio tropical.

Demostracion.

Demostraremos unicamente el caso unidimensional, que contiene la idea esenciales y permite
una exposicion mds visual e intuitiva.

Supongamos que g satisface las hipdtesis de la Proposicion 1.1.10. Esto es, g es lineal a trozos, es

decir, estd formada por un numero finito de tramos con ciertos puntos de ruptura rog < r1 < ... <
Tm+1 Y constantes ag,...,am € R y by,...,0n € R tales que:
g(xz) =ajx+b;, parax e (xj,xj41), j=0,...,m,

La continuidad de g garantiza que los tramos estdn pegados sin saltos en los puntos xj, y la conca-
vidad implica que las pendientes son no crecientes:

ag 2 a1 2 -+ 2 am.

st + by

Iy L I

Figura 1.2: Ejemplo de una funcién g(z) funcion lineal a trozos continua, concava

Definimos, para cada j =1,...,m, la funcion afin fj(x) := a;x + bj. Por construccion, se cumple:
p(x) = fj(x), para todo x € (xj_1,z;),

y para todo i # j, la funcion f; cumple f;(x) > p(x), ya que f; se sitia por encima de a p fuera de
su intervalo de linealidad. Esto se deduce de la concavidad de p, que impide que crezca mds rdpido
que cualquiera de sus tramos lineales, ya que las pendientes decrecen o se mantienen constantes.
Por tanto, se concluye que:

p(z) = min fi(a).

1<i<m
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Observacion 1.1.12 En general, consideraremos al polinomio tropical como su funcion asociada
y emplearemos la misma notacion para ambos.

Notese que polinomios distintos pueden representar la misma funcién. Esto ocurre cuando uno de
los monomios no es el término de menor grado del polinomio para ningin valor de x o bien, si lo es
para un valor especifico, coincide con el valor de otros dos monomios en ese punto. Es lo que ocurre
en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.1.13 Sean los polinomios tropicales

p(x) = 20 pl1ozd2= min(2z, 1+ z,2), q(x) = ° 92 = min(2z, 2)

La diferencia entre ambos polinomios radica en el término 1 + = que aparece en p(x), pero no en
q(z). Para que este término influya en p(x), debe ser menor o igual que 2z y 2 simultdneamente.
Esto ocurre unicamente cuando x = 1, ya que:

1+x<2x siysolosi x>1

1+2<2 siysolosi <1

Por lo tanto, 1 + x es el minimo de p(x) unicamente en x = 1. De modo que no tiene una repre-

P - . . . . —+
sentacion grdafica como segmento y los dos polinomios coinciden para cada valor de x € R :

e

o

p(x) q(x)

2

Figura 1.3: Grafo de p(z) = 22°©10z@2 Figura 1.4: Grafo de q(z) = 22© @ 2

Al ver que distintos polinomios pueden representar la misma funcién, nos preguntamos cuéndo un
polinomio se puede escribir como producto de factores lineales de manera tnica. En Algebra clasica
la respuesta viene dada por un resultado fundamental:

Teorema Fundamental del Algebra [SV21]: Todo polinomio no constante con coeficientes
complejos se puede escribir de manera unica (salvo el orden de los factores) como un
producto de factores lineales sobre los nimeros complejos.

Nuestro objetivo es comprender céomo se traduce este resultado al contexto tropical. Para ello, nos
hemos basado en el trabajo de Wandsnider [Wan20).
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Teorema Fundamental del Algebra

Definicién 1.1.14 Sean d,j € N tal que j < d. Definimos la aplicacion red; : R[z]|geg<a —
R[#]deg<a tal que para todo polinomio tropical p € R[x]geg<d,

i@l @ D10 T @i O DDy si emisteni < j < k tales que
red;(p) = (J —dex — (k= jla < (k—i)ey
p(x) en caso contrario.

Llamamos a red;(p) la reduccion de p en j.
La condicion (j —i)ex, — (k — j)e; < (kK — i)cj es equivalente a exigir que el coeficiente ¢; cumpla

k—j Jj—1
Cj2m0i+k_ick7

es decir, que el punto (7, ¢;) esté por encima o sobre la recta que une los puntos (i, ¢;) y (k, ci). De este
modo, si ¢; satisface dicha desigualdad, el punto correspondiente no interviene en la representacion
del polinomio tropical.

Ejemplo 1.1.15 Sea el polinomio tropical del FEjemplo 1.1.13:
p(z)=2° @102 ®2=mn(2z,1+z2),

cuyos coeficientes son ca =0, ¢ = 1 y ¢g = 2. Queremos calcular red;(P), es decir, verificar si el
coeficiente del término de grado 1 puede ser eliminado. Para ello tomamosi =0, j =1, k=2, y
evaluamos la condicion:

(j —i)ex — (k= j)ei < (k —i)e;.

Sustituyendo:
(1-0)-0—-(2-1)-2<(2-0)-1=0-2<2=-2<2

lo cual se cumple. Por tanto, el término de grado 1 puede ser eliminado, y obtenemos:

red; (p) = z°° @ 2.

Definicién 1.1.16 Sea d € N. Definimos la aplicacion Red : T[x]qeg<d — T[2]deg<a tal que, para
todo polinomio tropical p € T|x]qeg<d;

Red(p) = (redj oredyo- - oredy)(p)-
Llamamos a Red(p) la reduccion de p. Si Red(p) = p, entonces decimos que p es reducido.
Ejemplo 1.1.17 Consideremos el polinomio tropical del ejemplo anterior:
p(z) =2 ®1 0z ®2 =min(2z,1+ z,2),

Aplicamos sucesivamente las reducciones en cada indice:

e reda(p) = p, ya que no hay términos de mayor grado que el 2.
e red; (p) = 22° @© 2. como vimos anteriormente.

Entonces, Red(p) = (red; oreds)(p) = (red;(reda(p)) = 22° @ 2 = min(2x, 2).
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Teorema 1.1.18 (Teorema Fundamental del Algebra Tropical) Sea p un polinomio tropical
reductdo de grado d, denotado por

p(x)=c, O D Dy

Entonces, para todo x € T, se cumple que:
n
p(z) = i, © (D@ ® X)),
j=1

Ci

. . Ci: 1 Ci; . L.
donde m; = i; —i;_1 y \j = -——2_ Ademds, los valores \1,...,\, son los inicos elementos de
g J J J 1j—lj—1 ’ ’ )y
R y mq,...,my los tunicos elementos de Z" que satisfacen esta expresion.
Demostracion. La demostracion se puede consultar en [Wan?20). O

Ejemplo 1.1.19 Consideremos el polinomio tropical reducido con coeficientes co =0 y co = 2.
p(x) = 2*° @ 2 = min(2z, 2),
Aplicando el Teorema Fundamental del Algebra Tropical, podemos escribir:
plr) =c2 O (@ A\)™,
donde

Cig — Ciy _2—0

- — = =1
11 — 10 2—-0

mlzil—i0:2—022, )\1:

Por lo tanto,
p(z) =00 (z ®1)*° = min(2z, 2),

que coincide con la expresion original del polinomio reducido.

Cabe recalcar que no se afirma que todo polinomio se factorice en funciones lineales. Sino que todo
polinomio puede ser sustituido por un polinomio equivalente que representa la misma funcién y que
puede factorizarse en factores lineales.

La factorizacién tnica de polinomios tropicales se cumple en una variable, pero deja de ser valida
en dos o més. A continuacion, se presenta un ejemplo sencillo de un polinomio bivariado que admite
dos factorizaciones irreducibles distintas:

200 ye0)O(rxeyd0)=(0yexa0)0 (z0ydy30).

1.2. Geometria tropical

En esta seccion estudiamos las hipersuperficies tropicales, en concreto las de dimension 2: las curvas
tropicales planas, objetos que poseen estructura de grafo poligonal —grafos con vértices y aristas
que cumplen una cierta condicién de equilibrio—. Este resultado es una consecuencia del Teorema
de Estructura (Secciéon 3.2), el cual constituye un eje central del trabajo.

El objetivo es desarrollar la intuicién de la construccién geométrica de rectas y conicas tropicales,
analizando cémo interactian entre si y finalizando con el Teorema de Bézout tropical, que refleja
las analogias entre la geometria clésica y la tropical.
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1.2.1. Hipersuperficies tropicales: Curvas tropicales planas

Definicion 1.2.1 Sea p : R™ — R un polinomio tropical. Decimos que un punto x € R™ es una raiz
tropical de p si el valor de p(x) se alcanza de manera simultinea en al menos dos de sus términos.

Esto es, las raices corresponden a los puntos donde p, visto como funcién real, no es diferenciable.

Definicion 1.2.2 Dado un polinomio tropical p, la hipersuperficie tropical asociada a p es el
conjunto de todas sus raices tropicales, denotado por

V(p) = {x € R" : z es raiz tropical de p}.
Para ilustrar estos conceptos, consideremos el siguiente ejemplo en una variable.

Ejemplo 1.2.3 Considérese el polinomio tropical del ejemplo 1.1.9:
p(x) =22 01022030206 =min{3z, 1+ 2z, 3+, 6}.

Las raices tropicales corresponden a los valores de x € R donde al menos dos términos alcanzan
simultdneamente el minimo. Resolviendo las igualdades relevantes, obtenemos las raices:

x=142z=2=1, 14+2z=34+z=2=2, 3+x=06=>x=3.
Se han igualado los términos que alcanzan el minimo simultdneamente. Por ejemplo, en x = 1
p(1) = min(3, 3, 4, 6) = 3,

el minimo se alcanza en los dos primeros términos. En cambio, igualdades como 3x = 3 + x donde
se obtiene x = 1.5 no generan raices, ya que:

p(1.5) = min(4.5, 4, 4.5, 6) = 4,
y solo un término alcanza dicho minimo. Por tanto, el conjunto de raices tropicales de p es:
Vip) ={1, 2, 3}.

Variedades més interesantes surgen al considerar polinomios en mas de una variable. En particular,
al trabajar con polinomios tropicales en dos variables, aparecen comportamientos notablemente
distintos a los de la geometria algebraica clasica. Estudiemos las hipersuperficies tropicales asociadas
a polinomios tropicales en dos variables, los cuales escribiremos como

p(z,y) = @ cij @29 @yl = r(r}fgl{cij +ix + jy}t,
.. Z7j
(4,5)

Definicion 1.2.4 Una curva tropical plana es la hipersuperficie tropical asociada a un polinomio
tropical en dos variables, es decir,

V(p) = {(x,y) € R?: al menos dos términos de p(x,y) alcanzan el minimo simultdneamente}.

El siguiente resultado clasifica la estructura de las curvas tropicales planas como un complejo poli-
gonal (ver Seccion 2.1.4) de dimensién uno en R?, es decir, un grafo. Ademas, establece una relacién
algebraico-combinatoria, pues un polinomio (objeto algebraico) induce un grafo (objeto combina-
torio) en el plano. Es una consecuencia clave del Teorema de Estructura 3.2.12, fundamental para
entender la forma general de las curvas tropicales y con el que cerraremos este documento.
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Proposicion 1.2.5 [MS21, Cap. 1, § 1.3] La curva V (p) es un grafo finito representado en el plano
R2. Tiene aristas tanto acotadas como no acotadas, las pendientes de las aristas son racionales o
nfinitas, y el grafo satisface una condicion de equilibrio alrededor de cada nodo.

La condicién de equilibrio en un nodo de una curva tropical establece que la suma de los vectores
direccionales de las aristas que inciden en él, ponderados por su multiplicidad (consultar Seccion
1.2.1; hasta entonces, asumimos multiplicidad 1 para todas las aristas), debe ser el vector cero. Es
decir, si v1,v2,...,v; son los vectores direccionales de las aristas que llegan al nodo, entonces

v 4 v2 + -+ v = (0,0).
Para ilustrar esta proposicién, consideremos un ejemplo concreto de curva tropical plana.

Ejemplo 1.2.6 FEstudiemos la curva tropical definida por el polinomio tropical:

p(z,y) =102020y®2=min(l+z, 2+y, 2).

Buscamos los puntos del plano donde al menos dos de los tres términos alcanzan el minimo simul-
taneamente. Esto ocurre en los siguientes casos:

e 14+x =241y <2: corresponde a la semirrecta de ecuacion y=x — 1 para y < 0.
e 1+ =2<2+y: corresponde a la semirrecta vertical x =1, y > 0.
e 24+y=2<1+x: corresponde a la semirrecta horizontal y =0, © > 1.

La curva tropical V (p) resultante es un grafo con vértice en (1,0), del que parten tres aristas en
las direcciones (—1,—1), (0,1) y (1,0). Grdficamente, se corresponde con la Figura 1.5, donde a la
izquierda se muestra la representacion grifica de p y a la derecha V (p)

¥}
h

Figura 1.5: Grafo del polinomio tropical p (izquierda) y representacion curva tropical V' (p) (derecha)

La curva tropical V(p) es un grafo finito compuesto por un unico vértice y tres aristas. Las aristas
son no acotadas con pendientes 00,0 y 1 en la direccion norte, este y suroeste respectivamente.

Este grafo cumple la condicion de equilibrio en el vértice: los vectores directores de las tres aristas
que inciden en €l son v1 = (0,1), w2 = (1,0), w3 = (—1,—1), y se verifica que

V1 + v + vy = (0,0),

lo cual confirma que se satisface la condicion de equilibrio en el vértice.
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La curva tropical presentada en el ejemplo es un caso particular de lo que se denomina recta tropical.

Definicion 1.2.7 Una recta tropical es la curva tropical plana definida por un polinomio tropical
de la forma
p(r,y) =a@rPbOy®ec, con a,bceR

Teorema 1.2.8 La recta tropical con la estructura de la Definicion 1.2.7 es la unidn de tres semi-
rrectas con punto de origen P(z,y) = (c —a,c— D).

Demostracion. Consideremos la recta tropical definida por a ©x ®b®y ® ¢ =min(a+ x,b+y,c).

A partir de esta definicion, podemos deducir las siguientes desigualdades:
at+r=b+y<c, at+tr=c<b+y, b+y=c<a+zx.
Resolviendo el sistema que generan las dos primeras ecuaciones a+x = b4y, b+y = ¢, obtenemos:
r=c—a, y=c—>o

Dicho punto, P = (¢ — a,c —b), es de hecho el origen, para todas las rectas tropicales, de las tres
semirrectas definidas por las siguientes ecuaciones:

at+rz=b+y<c, at+trx=c<b+y, b+y=c<a+zx.

O

Asi, toda recta tropical tiene la estructura representada en la Figura 1.6, donde se observa claramente
la unién de las tres semirrectas que parten desde el punto P = (¢ — a,c —b).

Tta=c¢

y+b=c¢

(c—a,c—b)

r+a=y+b

Figura 1.6: Hipersuperficie tropical V(p) siendop=a 0z b0y dc

Del mismo modo, podemos definir las curvas cuadraticas tropicales.

Definicién 1.2.9 Llamamos curva cuadrdtica tropical al conjunto de raices del polinomio tro-
pical cuadrdtico

p(z,y) = a2 ©2°° ®ap 0 y*® ®an © (20 y) ®aw @rBap Oy Hag, cona;j € R.

En el caso de las curvas cuadréticas tropicales, no existe un teorema que garantice una forma de-
terminada. Para adquirir una mejor intuicién sobre su representacion, partiremos de la estructura
conocida de la recta tropical y observaremos como varia al anadirle o eliminarle términos. Aunque
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la curva tropical V(p) se representa en R?, mostraremos también el grafo del polinomio tropical
asociado en R? como apoyo visual.

Las graficas en R? y R3 han sido elaboradas con ayuda del software Maple, que ofrece herramientas
utiles para representar visualmente estructuras tropicales. El codigo utilizado se recoge en el Apén-
dice 5.4, con el fin de facilitar su consulta o posible reutilizacion.

Comenzamos graficando la recta tropical asociada al polinomio f(x,y) =z @y ® 1

Figura 1.7: Representacion de la recta tropical f(z,y) =x @y P 1

Analicemos el efecto de anadir el término cruzado a la ecuacion de la recta tropical. Consideremos:
g@,y) =@ (r0y) @y ®1l=mn(z,z+y,y,1) =mn(f(z,y),z +y).
Geométricamente, el grafo de g(x,y) corresponde a la envolvente inferior entre la superficie definida

por f(z,y) = min(z,y,1) y el plano x + y. Es decir, en cada punto se toma el valor minimo:

o Regiones donde f(x,y) < x + y: El grafo de g(x,y) coincide con el de f(z,y).
o Regiones donde f(x,y) > = + y: El plano x + y determina la altura de g(z,y).

Las zonas donde se igualan f(x,y) = x+y constituyen parte del conjunto de puntos no diferenciables
de g, y, por tanto, parte de la hipersuperficie tropical asociada a dicha funcion.

4
0
o : B
] —2 X
o] X y
- — 4 1
—4—
] —6 -4 -3 - -1 0 1 3 4
—6— X+y
-1
E —3
- X+y - y
1 x+y — 10+
—10~4 4 =3
2 4
4 0 2
2 4 -2 =2 0

R Z
y -4 _4 2

Figura 1.8: Representacion de la funcion tropical g(z,y) =2 @ (z 0 y)dy P 1
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Al incorporar el término x 4 y, se altera el conjunto de puntos donde la funcién deja de ser diferen-
ciable. Esta alteracion se refleja en la hipersuperficie tropical como una nueva regiéon que no estaba
presente en la variedad asociada al polinomio tropical original f(x,y).

De manera analoga, si deseamos incluir los términos cuadréticos tropicales 1 ® z2© y 1 @ 2@
en el polinomio anterior, basta con representar conjuntamente el grafo de g(z,y) y los planos
Z1=1+42x, Zs =1+ 2y para determinar la envolvente inferior.

1+2x

X+y

yo T4

Figura 1.9: Representacion de la funcién tropical h(z,y) = (102%°) 0 (109y*°)@r@ (z0y)@yd 1

En dos regiones concretas, los planos Z;, Zs toman alturas menores que la funcion g(z,y), lo que
da lugar a dos nuevas regiones en la hipersuperficie tropical.

Si, por el contrario, se elimina un término del polinomio tropical —por ejemplo, el término cons-
tante—, el efecto es intuitivo: desaparece la regiéon donde dicho término imponia la cota minima, y
las regiones adyacentes se expanden indefinidamente en sus respectivas direcciones, generando un
cambio en la estructura de la hipersuperficie tropical.

En nuestro caso, esas regiones se corresponden con las definidas por = y y, luego la representacion
de la funcién sin el término constante responde al grafo e hipersuperficie tropical de la Figura 1.10

1+2X

1+2y

-2 -
¥y -4 -4 T2

Figura 1.10: Representacién de la funcion tropical i(z,y) = (1@ 2*°) @ (10 y*°)@rx @ (zOy) Dy

Entender las variedades tropicales como la envolvente inferior de varios planos facilita visualizar
cOmo varian estas regiones al cambiar sus pardmetros.
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Por ejemplo, variar los coeficientes tropicales de los términos de un polinomio (que corresponden a
los valores constantes asociados a cada monomio) equivale a trasladar los planos correspondientes
sin cambiar su inclinaciéon. Y, cambiar los exponentes de las variables en los monomios afecta a la
pendiente del plano

Para finalizar esta subseccion sobre curvas tropicales planas —en particular, rectas y conicas tropi-
cales— mostraremos c6mo interacttian entre si, ya que su comportamiento recuerda al de las curvas
algebraicas clasicas. Por ejemplo:

« Dos rectas tropicales intersecan en uno o infinitos puntos.

Ambos casos se ilustran en la Figura 1.11, donde se observa graficamente la diferencia entre
una interseccion infinita y una interseccién en un tnico punto.

) )
RQ R1 RQ Rl
4 4
3 3
2 2
1 1
X

Figura 1.11: Dos rectas tropicales que intersecan en (a) infinitos puntos y (b) un anico punto

Ejemplo 1.2.10 Dadas las rectas tropicales de la Figura 1.11 (a):
R :10z020y®2=min(zx+1,y+2,2), Re :20x®30y®4=min(zx+2,y+ 3,4).

Para encontrar la interseccion, buscamos los puntos (x,y) donde ambos minimos coinciden y
se alcanzan al menos dos veces. Al comparar, notamos que las rectas se intersectan cuando:

xr+1=y+2, z+2=y+3, — r=y+1.

FEvaluando esta relacion en Ra, se encuentra que la interseccion comienza en el punto (1,0)
y se extiende hacia valores menores de y. Por lo tanto, la interseccion de las rectas tropicales
es la semirrecta {(z,y) | v =y +1, y < 0}.

Ejemplo 1.2.11 Dadas las rectas tropicales de la Figura 1.11 (b):
R :20z®020y®2=min(z+2,y+2,2), Ro :202®30y®d4=min(z+2,y+ 3,4).
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Buscamos los puntos en los que las expresiones tropicales coinciden, lo que resulta en:

y+2=2, z4+2=y+3, = y=0, z=y+1

Sustituyendo, se obtiene el punto (1,0) como tnica solucion compatible con ambas rectas.

« Dos puntos generales definen una tnica recta tropical.

Demostracion. Supongamos dos puntos genéricos (x1,y1), (z2,y2) en el plano que no coinciden
en alguna de las tres semirrectas que conforman la recta tropical de ecuacion:

a@rdbOy®c.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que (x1,y1) pertenece a la semirecta de direccion
suroeste. De modo que se satisface:

y+b=rx4+a = y1+b=x1+a = b=a+z1—y1

Para distintos coeficientes (a,b,c) = (A, A+ x1 —y1,¢) con ¢ fijo, obtengo la familia de rectas:

I
|
[

|
o

I
[t

Il
o

> > > > > >
I
[\

I
W

Figura 1.12: Familia de rectas tropicales cuya semirrecta de direccién suroeste pasa por un punto

Para determinar completamente la recta, consideremos otro punto (x2,y2) y supongamos que
dicho punto se encuentra, sin pérdida de generalidad en la semirrecta de direcccion este:

r+a=c = x9+a=c

Asi, quedan determinados los valores (a,b,¢) = (A, A+ x1 — y1, A + x2), cuya recta tropical
asociada coincide para todo valor de A € R. Esto se debe a que todos los valores (a,b,c) son
proporcionales en el sentido tropical:

aQrdbOYydc=A02dAN+z1—y1)O0yd A+ x2) =

min(A +z, A+ 21 —y1 +y, A+ 22) = A+ min(z, 21 — y1 + y, 22)

El valor de A € R no afecta qué monomios estdn involucrados en cada una de las aristas O
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« Cinco puntos generales determinan una tnica cénica tropical.

Demostracion. Sea una cénica tropical definida como V(p), siendo el polinomio
p(2,y) = a20 0 2°° ®ag © Y*° B a1 © (x O y) B a1 © T B agL © Y D ago.
= min(ago + 2z, a2 + 2y, a11 +x +y, aio + , ao1 + ¥, aoo),

donde los coeficientes a;; € R. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir agy = 0, ya que
sumar o restar la misma constante a todos los coeficientes no cambia la curva tropical que
define el polinomio. Por tanto, las conicas tropicales estdn determinadas por 5 pardmetros
reales independientes.

Consideremos ahora cinco puntos genéricos en el plano tropical:

P»L‘ = (l’i,yi), 1= 1,2,3,4, 5.

Cada punto P; impone una condicion sobre los coeficientes del polinomio tropical: que el mi-
nimo en la expresion F(x;,y;) se alcance al menos en dos términos distintos. Es decir, para
cada punto existen indices (j,k) # (j', k') tales que

aji + Jri + ky; = aje + §'z; + K'y; < todos los demds términos.

Cada una de estas igualdades representa una ecuacion lineal (en el sentido cldsico) entre los
coeficientes a;j, al evaluar en el punto (x;,y;). En total, los cinco puntos generan cinco ecua-
ctones lineales independientes en los seis coeficientes.

Como hemos fijado uno de los coeficientes (por ejemplo agy = 0), nos quedan cinco variables
libres. Las cinco ecuaciones impuestas por los puntos determinan entonces un unico valor
posible para estos coeficientes, y por lo tanto, una unica cénica tropical que pasa por los cinco
puntos dados. O

« Una recta tropical y una coénica tropical se encuentran en dos puntos.
« Dos conicas tropicales se encuentran en cuatro puntos.

Los dos ultimos puntos son casos particulares de resultado clasico de la geometria algebraica que
también tiene su analogo en la geometria tropical: FEl Teorema de Bézout. En la siguiente subseccién
explicamos como se formula este teorema en geometria tropical.

Teorema de Bezout

En geometria algebraica clésica, el Teorema de Bézout [CLO07| afirma que dos curvas planas sin
componentes comunes, de grados ¢ y d, se intersectan en exactamente c- d puntos, contando multi-
plicidades y puntos en el infinito. En geometria tropical, esta afirmacion requiere una reformulaciéon
cuidadosa, pues las curvas tropicales pueden presentar comportamientos de interseccién distintos a
los de su anélogo clasico. Concretamente, es posible encontrar casos en los que dos curvas tropicales
diferentes, no intersecan en un conjunto finito de puntos (véase la Figura 1.11(a)), lo cual no ocurre
en el caso clasico si las curvas son irreducibles y no comparten componentes. De modo que para
enunciar el teorema en este contexto, es necesario introducir previamente algunas definiciones.
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Definicién 1.2.12 Dos curvas tropicales C' y D intersecan transversalmente si ningin vértice
de C' ni de D estd contenido en C' N D. En caso contrario, la interseccion es no transversal.

En la Figura 1.11(a) se observa una interseccion no transversal, donde las rectas comparten una
region con infinitos puntos en comin. Por otro lado, la Figura 1.11(b) presenta una interseccion
transversal.

Definicién 1.2.13 Sea p(z,y) un polinomio tropical y V(p) su curva tropical asociada. Cada arista
de V(p) estd determinada por un par de monomios. Sean (i,j) y (k,l) los exponentes de los dos
monomios implicados. Entonces, el peso o multiplicidad de la arista se define como:

. ik sij=1,
w j—l] sii=k,

» ged(]i — k|, |7 —I|) en otro caso.

Multiplicidad de interseccién. Para calcular la multiplicidad de interseccién entre dos curvas
tropicales en un punto comiin, consideramos las aristas de ambas curvas que se cruzan en ese punto.
Sea v = (a1,a2) y w = (b1, b2) los vectores de direccion primitivos de esas aristas (es decir, los
vectores més cortos en modulo con coordenadas enteras coprimas que indican la direcciéon de la
arista), y sean m, y m,, sus respectivas multiplicidades. Entonces, la multiplicidad de interseccion
en ese punto se define como:

mult(v, w) = |a1be — agb1| - My - My.

Este valor es el determinante en valor absoluto de los vectores de direcciéon, multiplicado por las
multiplicidades de las aristas. Si los vectores son paralelos, el determinante es cero y no hay una
intersecciéon transversal.

Con estas nociones, el Teorema de Bézout también se cumple en el sentido tropical:

Teorema 1.2.14 (Bézout tropical) Sean C y D dos curvas tropicales de grados ¢ y d en R%. Si
las curvas intersectan transversalmente, entonces intersecan en c - d puntos, contados con multipli-
cidades.

Ejemplo 1.2.15 Consideremos las rectas tropicales del ejemplo anterior correspondiente a la Fi-
gura 1.11(b). Estas rectas intersectan en el punto (1,0), que pertenece a la arista con direccion este
de Ry y de direccion suroeste de Ro. A continuacion calculamos la multiplicidad de interseccion:

» Arista este de Ry: Definida por los monomios y + 2,2 con wvector de direccion primitiva
v = (1,0). La multiplicidad de la arista es 1, pues los exponentes asociados a la variable
x coinciden.

» Arista suroeste de Ro: Los monomios x + 2, y + 3 definen la arista con vector de direccion
primitiva w = (—1,—1) La multiplicidad de la arista es ged(1,1) = 1.

De modo que la multiplicidad de la interseccion en ese punto es

mult(v,w) =1]1-(-1)—0-(-1)]-1-1=1.
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Intersecciéon de una recta tropical y una coénica tropical Estudiamos a continuacién los
puntos de interseccién entre una conica tropical y una recta tropical. Consideramos los siguientes
polinomios tropicales:

Clry)=1dzayd(zoy e (102 e 10y =mn(l,z,y,z+y 1+ 22,1+ 2y),
R(z,y) = -1.5® 2 ®y = min(—1.5,z,v).

La representacion grafica de las curvas tropicales correspondientes a C'(z,y) v R(z,y), es decir, las
hipersuperficies tropicales definidas por estos polinomios, se muestra a continuacion:

41

3

Figura 1.13: Representacion de una recta tropical (rojo) y una conica tropical (azul).

Observamos que las curvas tropicales se intersecan transversalmente, por lo que es aplicable el
Teorema de Bézout en el contexto tropical. En este caso, identificamos dos puntos de interseccion.
Procedemos a calcular las multiplicidades asociadas a cada uno de ellos:

s Interseccién izquierda:
La arista de la recta involucrada tiene direccién norte, con vector director v;g = (1,0), y esta
determinada por los monomios x y —1.5, por lo que su multiplicidad es mrr = 1.
Por parte de la conica, interviene una arista con vector director wyc = (—1, —1), determinada
por los monomios 22 y z ® y, lo que también le otorga multiplicidad mrc = 1.

= Intersecciéon derecha:
Interviene la arista de la recta con direccion oeste, con vector director vpr = (0, 1), asociada
a los monomios y y —1.5, y multiplicidad mpr = 1.
La conica, nuevamente, presenta una arista con direccion wpc = (—1,—1), formada por los
monomios y®? y x ® y, luego posee una multiplicidad mpc = 1.

De manera que las multiplicidades de interseccién son las siguientes:
10 0 1
mult(vIR,ch): 1 -1 'm[R'm[C:1, mult(vDR,wDC) = 1 -1 *MpR-MpCc = 1.
Por tanto, la suma de las multiplicidades en los puntos de intersecciéon es:
1-mult(vyr,wrc) + 1 - mult(vpr,wpe) =14+ 1=2.

Al igual que en la geometria clasica, una recta tropical y una conica tropical se intersecan, contando
multiplicidades y puntos en el infinito, en exactamente dos puntos.
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Interseccion de dos coénicas tropicales Estudiamos a continuacién los puntos de intersecciéon
entre dos conica tropicales. Consideramos los polinomios tropicales:

Ci(z,y) =1020y® (¢0y) ® (1029 @ (10y"?) =min(l,z,y,2 +y,1 + 22,1 + 2y),
Co(z,y) =1®2*° @ (1.5 0 y) = min(1, 2z, 1.5 + y).

La representacion grafica de las curvas tropicales asociadas a Cy(z,y) y Ca(z,y) se observa en la
Figura 1.14:

Figura 1.14: Representacion de dos curvas cuadraticas tropicales.

De nuevo las curvas tropicales intersecan transversalmente, por lo que podemos aplicar el Teorema
de Bézout tropical. Observamos dos puntos de interseccion, calculamos las multiplicidades asociadas
a cada uno de ellos:

= Interseccién izquierda:
Por parte de (', interviene una arista con vector director wro, = (1,0), correspondiente a los
monomios 2 y 1, con multiplicidad m;c, = 1.
La arista de Cy involucrada tiene direccion suroeste, con vector director vy, = (—1, —2), pues
esta determinada por los monomios 22 y 1.5 ® y. Su multiplicidad es m;c, = ged(2,1) = 1.

s Intersecciéon derecha:
La arista de Cy tiene direccion norte, con vector director vpc, = (0,1), determinada por los
monomios 1 y y®2. La multiplicidad correspondiente es mpc, = 2.
La arista de C involucrada posee vector director wpe, = (1,1), formada por los monomios
1.5 0y y 292, con multiplicidad mpc, = 1.

Calculamos las multiplicidades de interseccién utilizando

1 0 0 1
mult(vre,, wre,) = ‘ [_1 _2] ’ ~mro, -mic, =2, mult(vpe,,wpe,) = ’ L 1] ‘ “Mmpe, - Mpey, = 2.

Por tanto, la suma de las multiplicidades en los puntos de intersecciéon es:
1 - mult(vye,wre) + 1 - mult(vpe, wpe) =2+ 2 = 4.

Al igual que en la geometria clésica, dos conicas tropicales se intersecan, contando multiplicidades,
en exactamente cuatro puntos.



Capitulo 2

Preparacion algebraica y geométrica
para los resultados principales

En este capitulo recogemos las herramientas algebraicas y geométricas necesarias para poder for-
mular y demostrar los dos grandes resultados de la geometria tropical: el Teorema Fundamental
y el Teorema de Estructura. El enfoque aqui es méas técnico que en el capitulo anterior, pero nos
permitird formalizar muchas de las intuiciones visuales que ya hemos visto y dar el salto a una teoria
general de variedades tropicales.

A lo largo de las secciones iremos introduciendo conceptos clave como el anillo de Laurent, las
valoraciones, la forma inicial o la geometria poliédrica, todos ellos fundamentales para entender
como se define y se estructura una variedad tropical. Esta preparacién culminaréd con el estudio de
la tropicalizacion de hipersuperficies, el enunciado del Teorema de Kapranov, primer paso hacia la
version general del Teorema Fundamental de la Geometria Tropical y el caso para hipersuperficies
del Teorema de Estructura.

2.1. Nociones previas

Antes de poder enunciar y demostrar los teoremas fundamentales de la geometria tropical, nece-
sitamos introducir algunas herramientas bésicas. Esta seccién no pretende ser un repaso, sino una
primera toma de contacto con varios conceptos algebraicos y geométricos que seran fundamentales
en lo que sigue.

A lo largo del capitulo iremos construyendo el lenguaje necesario para trabajar en el contexto tro-
pical: introduciremos los cuerpos valorados, el anillo de polinomios de Laurent, la nociéon de forma
inicial y las definiciones béasicas de la geometria poliédrica, que veremos mas adelante cémo rigen el
comportamiento de las variedades tropicales.

2.1.1. Anillo de polinomios de Laurent

Los ideales asociados a las variedades tropicales se definen a partir de elementos del anillo de Laurent,
por lo que el estudio de sus propiedades resulta fundamental para comprender su comportamiento.

29
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A lo largo de esta seccion seguiremos diversas referencias que iremos citando, aunque en gran medida
se ha basado en [Nav14].

Definicion 2.1.1 El anillo de polinomios de Laurent en n variables sobre un cuerpo conmu-
tativo K se denota como

K[xlﬂ, :EQil, ... ,xrill],

Los elementos del anillo son combinaciones finitas de monomios con exponentes enteros, es decir

ki k En
flz1,...,zpn) = Z axxy' Ty’ T,
keZn
donde k = (k1,...,kn), cada k; € Z, y ax € K, con la condicion de que solo un nimero finito de

coeficientes ay son distintos de cero.

Algunas de las propiedades mas importantes son:

« Invertibilidad de monomios: Todo monomio ax® tiene inverso multiplicativo 8x?, donde
Bi = a;l. Esto implica que todo ideal que posea un monomio, es el total.

o Geometria algebraica: Las variedades definidas por ideales en este anillo se estudian natural-
mente en el toro algebraico (K*)” = 7", donde K* = K\ {0}. Esto evita singularidades en
los ceros de las variables.

o Localizacién: Puede verse como la localizaciéon del anillo de polinomios estandar respecto al

sistema multiplicativo generado por la funcién f = z1---xy,.

Definicion 2.1.2 Sea S sistema multiplicativo de un anillo A (i.e., 1€ S ys, s € S = ss' € S).
Llamamos anillo de fracciones o localizacion de A respecto a S, denotada S™'A 6 Ag, al conjunto
cociente (A x S)/= con la estructura de anillo que definen las operaciones:

st

a b at+bs gé_ab
st s t

donde ¢ =7(a,s) ym: Ax S — (AxS)/= es la proyeccion candnica.

Observaciéon 2.1.3 Sea p un ideal primo del anillo A. Denotaremos Ay la localizacion de A por el
sistema multiplicativo S = A —p

Ejemplo 2.1.4 Sea A =7, el anillo de los enteros, y sea p = (5), el ideal primo generado por 5.
El sistema multiplicativo S = A\ p=Z\ (5) estd formado por los enteros que no son mailtiplos de
5. La localizacion de A por S, es el anillo formado por los elementos de la forma

%, a,b€Z, 51b,

es decir, los nimeros racionales cuyos denominadores no son divisibles entre 5.

Observacién 2.1.5 Sea A un anillo de polinomios y el sistema multiplicativo S = {1, f, f2,...}
para algin f € R, escribimos Ay = S—LA. Ay permite expresar inversos de f como %

Tomando A un anillo de polinomios y el sistema multiplicativo S = {1, f, f2,...} para algin f € R,
escribimos Ay := S ~1A. En este caso, A ¢ permite expresar inversos de f como %
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Ejemplo 2.1.6 Sea K|z1,...,z,] el anillo de polinomios en n wvariables sobre un cuerpo K. La
localizacion en el elemento f =x1---x, es:

g
K[xlv' : "$n]$1"'$n = {(xlxn)k g€ K[l'lw"?xn]a k > O} = K[witlﬂ" : 7$i1]7

La igualdad K[z1,. .., Tn|ey oz, = K[x{d, o, se eaplica porque al invertir xy - --x,, podemos
obtener inversos para cada x;:
O R T A T NS I

— = e K . e
i (z1- - xp) (21, Tl

Al considerar el anillo de Laurent como la localizacion del anillo de polinomios sobre K, podemos
aplicar ciertas propiedades de los anillos que se conservan con la localizacién.

Definiciéon 2.1.7 Un anillo A se dice noetheriano si satisface alguna (y por tanto todas) de las
siguientes condiciones equivalentes:

1. Todo ideal de A es finitamente generado.
2. Toda cadena ascendente de ideales de A se estabiliza; es decir, para toda sucesion de ideales
LCLCI3C -,
eziste un entero n tal que I, = Iy = Inpo = -+

3. Todo conjunto no vacio de ideales de A tiene un elemento mazximal con respecto a la inclusion.

Proposicion 2.1.8 Sea S un sistema multiplicativo de un anillo Noetheriano A. Entonces, la lo-
calizacion S~'A también es un anillo Noetheriano.

Demostracion. La idea de la demostracion es que cada ideal b de S™'A es la localizacion del ideal
ANb de A, asi que b es finitamente generado cuando lo es ANb. O

Proposicion 2.1.9 [Kap70, Cap. 1, §4] Sea S un sistema multiplicativo no nulo de un dominio de
factorizacion inica A. Entonces, la localizacion S~ A también es un DFU.

Proposicion 2.1.10 [Sal01, §3.1] Sea S un sistema multiplicativo no nulo de un dominio de ideales
principales A. Entonces, la localizacion S~'A también es un DIP.

Demostracion. Sea ¢ C S™'A un ideal primo. Su preimagen p = ¢ N A es un ideal primo de A.
Como A es un dominio de ideales principales, existe m € A tal que p = (). Por tanto, T € q, y
(T) C q. Basta probar que el ideal (T) C S~ A es primo.

Tomemos %,% € S71A y tales que %% = ‘;—f € (1) Entonces existe c € A y u € S tal que uab = cm.

Como A es un dominio y m es primo, se tiene que 7 | a o 7 | b. Por tanto, ¢ € (T) o 2 € (T).

Esto prueba que el ideal (T) C S~1A es primo. Como todo ideal primo de S~'A es principal, se
concluye que S~YA es un dominio de ideales principales. O

De manera que llegamos a los siguientes resultados:
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1. El anillo de Laurent K[z}, ..., 2] es Noetheriano.
Observamos primero que K es un anillo Noetheriano, ya que en un cuerpo los tinicos ideales
son (0) y (1), ambos finitamente generados. Por el Teorema de la Base de Hilbert, se deduce
que el anillo de polinomios K[zy,...,z,] también es Noetheriano. Finalmente, aplicando la

Proposiciéon 2.1.8, se concluye que el anillo de Laurent K[xid, el x#], también lo es.

2. El anillo de Laurent K[z, ..., 2;'] es un dominio de factorizaciéon tnica.

Como Klz1,...,zy,] es un dominio de factorizacién unica se concluye, por la Proposicion 2.1.9,
que K[xfl, ..., xF!] también es un dominio de factorizacion tnica.

3. El anillo de Laurent en una variable K[z*!] es un dominio de ideales principales (DIP).
Sabemos que K[z] es un dominio de ideales principales, por ser un anillo de polinomios en una
variable sobre un cuerpo. Se deduce por la Proposicion 2.1.10 que K[z*!] también lo es.

Recordamos el concepto de altura de un ideal primo p, que es el tamafio de la cadena ascendente
de ideales primos més larga que se puede hacer hasta llegar a p. Formalmente:

Definicion 2.1.11 Sean A un anillo y p C A un ideal primo de A, definimos la altura de p, y la
denotamos como ht(p), como el supremo de los n € N tales que eziste una cadena

PoC P11 CPp2C---CPp=9p

de longitud n. Si el supremo no existe, decimos que la altura es infinita.

Lema 2.1.12 [Mat89, §20.1] Sea R un dominio de tipo Noetheriano. Entonces R es un dominio de
factorizacion inica si y solo si todo ideal primo de altura 1 es principal.

Demostracion. Demostraremos unicamente la implicacion “=", que es la que utilizaremos en este
trabajo. La reciproca puede encontrarse, en la referencia.

Supongamos que A es un DFU y que P es un ideal primo de altura 1. Tomemos un elemento
no nulo a € P, y expresemos a como un producto de elementos primos,

a:”m.

Entonces al menos uno de los m; pertenece a P; si m; € P entonces (mw;) C P, pero (m;) es un ideal
primo no nulo y la altura de P es 1, por lo tanto P = (m;). O

Proposicion 2.1.13 [Mat89, Cap. 5, §14] Sea k un cuerpo y B un dominio de integridad que es
una k-dlgebra finitamente generada. Entonces, para cualquier ideal primo p en B, se cumple

ht(p) + dim B/p = dim B.

2.1.2. Valoracion

En esta seccion introduciremos el concepto de valoracion, fundamental para la tropicalizacion de
polinomios y variedades algebraicas. Se seguirdN principalmente las referencias [Nav14| y [MS21,
Cap. 2|.

Definicion 2.1.14 Sea K un cuerpo. Una valoracion sobre K es una funcion sobreyectiva
val : K — RU {0}

que satisface los siguientes axiomas:
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1) val(a) = oo si y solo si a =0,
11) val(ab) = val(a) + val(b),
111) val(a + b) > min(val(a), val(b)) para todo a,b.

La imagen de la funciéon se denota Iy, y recibe el nombre de grupo de valores. Este conjunto, sin
el infinito, es un subgrupo aditivo de los nimeros reales R. Verificamos los axiomas de subgrupo:

« Cerrado bajo suma: Dados a,b € K, se tiene val(a) + val(b) = val(ab) € I'ya.

« Elemento neutro: val(1) = 0 € I'y,. Dado a € K, se satisface:

val(a) = val(1-a) = val(1) + val(a) = val(1) =0

« Inversos aditivos: Para a € K, su inverso multiplicativo verifica val(a™!) = — val(a) € T'ya:

val(a) + val(a™!) = val(aa™) = val(1) = 0 = val(a™!) = — val(a)

En la mayoria de los contextos, se asume que el grupo de valores I'y, contiene al ntmero 1. Esta
suposicién no impone una restricciéon significativa, ya que si val es una valoraciéon, entonces para
cualquier ntmero real positivo A > 0, la funciéon (A - val) : K — R también define una valoracion.
Es decir, podemos escalar la valoracion sin perder su validez.

Proposicion 2.1.15 Sea K un cuerpo con una valoracion. Entonces, para todo b € K, se cumple
val(—b) = val(b)
Demostracion. Partiendo de la identidad algebraica (—1)? = 1 obtenemos:
0 = val(1) = val((—1)%) = 2 - val(—1)

Como val(1) = 0, se deduce que val(—1) = 0. Ahora, sea b € K arbitrario. Entonces, utilizando el
sequndo axioma de la valoracion:

val(—=b) = val((—1) - b) = val(—1) 4 val(b) = 0 + val(b) = val(b).
Por lo tanto, val(—b) = val(b), como se queria demostrar. O
Lema 2.1.16 Sival(a) # val(b), entonces val(a + b) = min(val(a), val(b)).

Demostracion. Sean a,b € K y sin pérdida de generalidad, supongamos val(b) > val(a). Dado que
a = (a+0b)+ (=b), aplicando el tercer axioma de la valoracion, llegamos a:

val(a) > min(val(a + b), val(—b)) = min(val(a + b), val(b)) = val(a + b)
Por lo tanto, val(a) > val(a + b). Por otro lado, al aplicar nuevamente el azioma (3)
val(a 4+ b) > min(val(a), val(b)) = val(a).
De ambas desigualdades se deduce que val(a + b) = val(a). O

A continuacion, se presentan algunos ejemplos de valoraciones con el fin de facilitar su comprension:
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Ejemplo: Valoracion trivial

Definicion 2.1.17 Sea K un cuerpo. La valoracién trivial en K es la funcidn
val : K — R U {o0}

definida por
val(a) = {0 st a #0,

oo sta=0.

Esta valoracion asigna el mismo valor a todos los elementos no nulos de K.

Es facil comprobar que satisface los axiomas de valoracion: En primer lugar, val(a) = oo si y solo si
a = 0 por definicién. Ademas, para a,b € K, se cumple val(ab) = val(a) + val(b) ya que si alguno
es cero, el producto es cero y la igualdad se mantiene; en caso contrario, ambos valoraciones son
cero y su suma también. Finalmente, val(a + b) > min(val(a), val(b)) se cumple porque salvo que
a+ b =0, la valoracion de la suma es cero, igual al minimo de las valoraciones de a y b.

Ejemplo: Valoracion p-adica. Sea p un nimero primo fijo. Para cualquier niimero racional no
nulo x € Q*, existe una descomposicién tnica de la forma

a
T = pnga

donde n € Zy los enteros a, b son tales que p no divide ni a @ ni a b, es decir, ged(p, a) = ged(p, b) = 1.

Esta unicidad es fundamental porque garantiza que la valoracion p-addica que se definird a continua-
cion esté bien definida, es decir, que asigne un dnico valor a cada niimero racional.

Definicién 2.1.18 La valoracion p-ddica es una funcion val, : Q — Z U {oo} definida por:

n, sixz=p"y con ged(p,a)=ged(p,b) =1y z #0,
valy(z) == o sir—0

Esta valoracién mide la potencia méxima de p que divide a x. En particular:

o Sival,(x) > 0, entonces p divide a = al menos n veces (aparece en el numerador).

o Sivaly(z) < 0, entonces p divide més veces al denominador que al numerador.

Veamos que se satisfacen los axiomas de valoraciéon. Para ello tomamos a,b € Q*

a b
azpn;;7 b=p £7 con p{ ay,asz,by,bs.

1) Por definicion, val,(0) = oo.

11) La valoracion del producto es la suma de las valoracion ya que,

b
val,(ab) = val, (p"erall) =n+m = valy(a) + valy (D).

azby
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111) Supongamos sin pérdida de generalidad que n < m. Entonces a + b = p” (‘A + pm*”lﬂ) .

az b2
Como el término entre paréntesis no es divisible por p si m > n, obtenemos

valp(a + b) = n = min(val,(a), val, (b)),
y si m = n entonces el término entre paréntesis puede ser divisible por p, asi que
valy(a + b) > n = min(valy(a), val,(b)).

Ejemplo 2.1.19 Fijamos como nimero primo p = 3.
Para x = %, como 81 = 3* y 70 no es divisible por 3, entonces valz(z) = 4.
Para y = = como 27 = 3%, resulta valz(y) =0 —3 = 3.

Definicién 2.1.20 Sea K un cuerpo dotado de una valoracion val : K — I' U {oo}, donde I' es un
subgrupo ordenado de R. Se definen:

. El anillo de valoracion es el conjunto de los elementos de K cuya valoracion es no negativa:

R:={a € K | val(a) > 0}.

o Su dnico ideal mazimal estd formado por los elementos no invertibles:
m:={a € K | val(a) > 0}.
e El cuerpo residual:
k:= R/m.

La imagen de a € R en k mediante la proyeccion canonica w: R — k se denota por a.

Si f es un polinomio con coeficientes en R, escribimos f para el polinomio obtenido al sustituir cada
coeficiente a por su clase a € k.

Ejemplo 2.1.21 Consideremos el cuerpo de series de Laurent formales con la valoracion:

val Z apt™ | = min{n | a,, # 0}.

n>N

Entonces:

o El anillo de valoracion es R = C[[t]], las series de potencias formales.

o El ideal mazimal es m = tC|[t]]. Pues los elementos no invertibles en son aquellos cuya parte
constante es cero.

e El cuerpo residual es:

k = C[[t)) /+C[[¢]]) = C.

La aplicacion R — k simplemente asigna a cada serie su coeficiente constante:

Z ant" = ag.

n>0

Para mantener la fluidez y claridad del desarrollo en esta seccién, el ejemplo detallado de la valora-
cién de Puiseux se presenta en el Apéndice 5.5, por su extension.
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2.1.3. Forma Inicial

Para pasar de un polinomio clasico a su imagen tropical, es necesario identificar los términos que
dominan con respecto a una valoracién dada. La forma inicial de un polinomio nos permite aislar
estos términos dominantes en una direccién especifica, y resulta fundamental para definir la variedad
tropical asociada. Nos basaremos esencialmente en Maclagan y Sturmfels [MS21, Cap. 2, § 2.6].

Definicion 2.1.22 Dado un polinomio de Laurent f = 3 ¢y € K[zi', ...,z y un vector de
pesos w = (w1, ..., wy,) € R, la forma inicial de f con respecto a w se define como:
in,, (f) = > 1=,z
u tal que

val(ey ) +w-u= m%n (val(cw)+u-w)
ueZ™

La forma inicial respecto a un vector de pesos w esti formada por los términos que minimizan la
suma val(¢, ) +w-u. Estos términos dominan en el sentido de ser los mas pequenios segun la direccion
de w. Identificarlos permite estudiar como se comporta el polinomio en esa proyeccion.

Sea I un ideal cualquiera en K T1,...,T entonces su forma inicial con respecto a un vector de
) s nly
pesos w € R™ se define como

ing (1) = (iny(f) : f€I) C Klzy,...,2n].
Para ciertas elecciones del vector de pesos w = (wq, ..., wy,), la forma inicial in,,(f) de un polinomio
f es invertible en el anillo de Laurent. En tal caso, el ideal inicial in,,(I) coincide con todo el anillo,
lo que implica que no aporta informacién algebraicamente significativa. La geometria tropical se
interesa precisamente en aquellos vectores w € R™ para los cuales in,,(I) es un ideal propio.

Lema 2.1.23 Sea I un ideal en K[ml ,...,aﬁil] y fijo un vector de pesos w € R™.

1. Si g € iny(I), entonces g = iny,(h) para algin h € 1.

2. Si f,g € Kz, ..., x}f], entonces in,(fg) = iny(f)ing(g).
Demostracion. La demostracion de este resultado se omite, ya que se escapa del alcance del presente
trabajo. Para una exposicion detallada, véase [MS21, Cap. 2, § 2.6]. O
Proposicién 2.1.24 Sea I C K[!, ... 2] un ideal. Entonces para todo w € R":

iny (1) = (1) < in,(VI) = (1)

Demostracion.

La implicacion = es inmediata, ya que I C /T implica iny,(I) C iny, (V1) y, por tanto, si iny,(I) =
(1), también in,(vVT) = (1).

Para la implicacion <, supongamos que in,(vI) = (1). Entonces existe un polinomio f € /T tal
que ing,(f) = 1. Como f € V1, existe r € N tal que f7 € I. Por el lema de la forma inicial (véase
Lemma 2.1.23), se cumple:

iny, (f") = (inw(f))" = 1.

Entonces 1 € iny, (1), lo que implica in,(I) = (1), como queriamos demostrar. O
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2.1.4. Geometria poliédrica

La geometria tropical traduce objetos algebraicos en objetos combinatorios, que tipicamente tienen
estructura poliédrica [MS21, Cap. 2.3|. Por ello, es esencial contar con las herramientas bésicas de
la geometria poliédrica: conos, poliedros y complejos poliedrales. Estas nociones seran clave para
enunciar y demostrar el teorema de estructura de variedades tropicales.

Definicion 2.1.25 Un cono poliedral en R™ es la envolvente de un subconjunto finito de R™:
C =pos(vi,...,v.) ={ o1+ -+ \ovp | A; >0}
donde vy, ...,v, € R™. Decimos que C' es ractonal si los v; pueden elegirse en 7.
Definicion 2.1.26 Un abanico ¥ en R™ es una coleccion de conos racionales tal que:
1. st P € %, entonces toda cara de P pertenece a X,
2. la interseccion de dos conos en X es cara de cada uno.

La generalizaciéon de estas dos definiciones son poliedro y complejo respectivamente, las cuales
definiremos a continuaciéon. Comenzamos con la nocién de poliedro, teniendo en cuenta que un
conjunto convexo es, por definicion, la interseccion de semiespacios en algin R™ (Consultar [Gral).

Definicién 2.1.27 Un poliedro P C R™ es la interseccion de un numero finito de semiespacios
cerrados. Es decir, existe una matriz A € R>™ y un vector b € R? tales que:

P={zeR": Az < b}.

Cuando P es ademds un acotado, se denomina un politopo.

Decimos que un poliedro P es T'-ractonal si todas las entradas de A son racionales y el vector
beT9 dondeT CR. Si ademds, T' = Q, diremos simplemente que P es racional.

Observacion 2.1.28 Eriste una definicion alternativa de los politopos, basada en la envolvente
conveza. Dado un conjunto finito U = {uy,...,u,} C R", su envolvente convexa, denotada
conv(U), es el conjunto convero mds pequeno que contiene a U. Se puede describir como:

COHV(U) = {zr:)\zul )\i Z 0, zr:)\z = 1} .
i=1 i=1

Todo conjunto de esta forma es un politopo.

Definicion 2.1.29 Sea P C R" y w € R™ una funcion lineal, definimos la cara de P inducida
por w como el subconjunto

face,(P) ={z € P:w-x <w-y para todo y € P}.
Una faceta es una cara de P que no estd contenida estrictamente en ninguna otra cara propia.
Ejemplo 2.1.30 Consideramos el politopo P C R? definido como
-1 0

0
P:{(:c,y)eRQ:A<§>§b}, donde A= 0 —-1], b=1]0
1 1

Por lo que P = {(z,y) :x >0, y >0, z +y < 1}, un tridngulo (simplex) en R2.



38 CAPITULO 2. PREPARACION ALGEBRAICA Y GEOMETRICA

» Faceta (cara de dimension 1): Tomemos la funcion lineal w = (1,1). Entonces w-(x,y) = x+vy,
y en P el valor mdzimo de x +y es 1. Por tanto

face1)(P) ={(z,y) e Prx+y=1} ={(z,y) 12 >0, y >0, z +y = 1},
que es un segmento de extremos (1,0) y (0,1). Es una faceta del tridngulo.

v Vértice (cara de dimension 0): Con w = (1,0) buscamos mazimizar x. En P, el mdximo
ocurre en x =1, con y forzado a 0. Asi, obtenemos un vértice del triangulo.

face(1,0y(P) = {(z,y) € P:x =1} = {(1,0)},

El poliedro P es un conjunto acotado, luego es un politopo. Como A tiene coeficientes enteros, luego
racionales y b = (0,0,1) es racional, P es un politopo racional.

Definicién 2.1.31 FEl espacio de linealidad de un poliedro P es el mayor subespacio lineal V C
R™ tal que st x € P yv € V, entonces x + v € P. Formalmente:

lin(P) ={v eR": 2+ v € P para todo x € P}.

El espacio afin generado por P, denotado aff(P), es el menor subespacio afin que contiene a P.
La dimension de P se define como dim(P) = dim(aff(P)).

Definiciéon 2.1.32 El interior relativo de P, denotado por relint(P), se define como

relint(P) = {z € P : 3 entorno abierto U C aff(P) con x € U C P}.

Definicion 2.1.33 Un complejo poliédrico X C R"™ es un conjunto finito de poliedros en R™ tal que

e Cada cara de un poliedro P de X pertenece también a %

e La interseccion de dos poliedros P, Q) de X es vacia o bien una cara comin a ambos

Decimos que Y es I'-ractonal si todo poliedro en ¥ es I'-racional.

Los poliedros en un complejo poliédrico 3 que no son caras de ningun poliedro mayor se llaman
facetas del complejo. Las caras de codimension 1 de una faceta se denominan crestas del complejo

AVAUNED

Complejo valido Complejo valido No es un complejo No es un complejo

Figura 2.1: Ejemplos visuales de complejos poliédricos vélidos y no validos

Definiciéon 2.1.34 El soporte |X| de un complejo poliédrico ¥ es el conjunto
|X| ={z € R" : z € P para algin P € ¥}.

es decir, la union de todos los puntos de los poliedros.
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Definicion 2.1.35 Definimos la dimension de un complejo poliédrico ¥ como la dimension md-
zima de los poliedros en ¥ (equivalente a la dimension del soporte |X|). En particular, un complejo
poliédrico 3 se dice puro de dimension d si todas sus facetas tienen dimension d.

Observacion 2.1.36 La Figura 2.1.1 muestra un ejemplo de un complejo poliédrico puro de
dimension 2, ya que todas sus caras mazimales (es decir, aquellas que no son cara propia de ningin
otro poliedro en el complejo) tienen dimension 2.

En cambio, la Figura 2.1.2 representa un complejo que no es puro, ya que contiene poliedros mazi-
males de dimensiones distintas: el tridngulo (dimension 2) y dos aristas (dimension 1).

Concluimos esta seccién con las definiciones que seran tutiles para entender la conexién entre la
geometria tropical y la combinatoria.

Politopo de Newton y poliedro valuado El contenido de esta subseccién se inspira en el
Capitulo 3 de Maclagan y Sturmfels, asi como en la referencia [Zie95].

Definicién 2.1.37 Sea P C R™ un politopo. El abanico normal de P, denotado Np, es el abanico
poliédrico formado por los conos

Np(F) ={w € R" | facew(P) = F},

donde F recorre las caras de P, y (-) denota el cierre en la topologia euclidea.

Observacion 2.1.38 El conjunto Np es efectivamente un abanico poliédrico: es finito, cada uno
de sus elementos es un cono poliédrico, y la interseccion de dos conos en Np es una cara comin.

En la Figura 2.2 se representa un politopo de cuatro lados y su abanico normal asociado:

nco

DA nBC B

NAB

Figura 2.2: Abanico normal (izquierda) asociado a un poligono (derecha)

Definicién 2.1.39 Sea f(x) = > yczn cuX® € K[zi', ..., 25 un polinomio de Laurent, donde

solo un numero finito de coeficientes ¢y # 0. Definimos el politopo de Newton de f como
Newt(f) == conv{u € Z" : ¢y # 0}.

El politopo de Newton N (f) es, por construccion, un politopo, ya que se define como la envolvente
convexa de un conjunto finito de puntos en R".
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Definicién 2.1.40 Sea V = {v1,...,v,} CR% y sea a = (aq,...,a,) € R™ un vector cualquiera.
La subdivision regular de V inducida por a se define del siguiente modo:

1. Sea ©; = (v, ;) para cada i, y calcilese las facetas del conjunto V = {0y,...,0n}.

2. Proyectar las facetas inferiores de V- sobre R®.

Aqui, una faceta inferior de V es una faceta que estd contenida en un hiperplano cuya normal tiene
ultima coordenada positiva y que deja todos los demds puntos en el semiespacio superior determinado
por dicho hiperplano.

Se observa que el paso de proyeccion es trivial. Para cada faceta inferior {v;,,...,0;, } de V, sim-
plemente tomamos {v;,,...,v;, } como una celda en la subdivision.

Ejemplo 2.1.41 Sea el conjunto de puntos
V = {v; = (0,0), v2 = (1,0), v3 = (0,1), v4 = (1,1)} C R?
y consideremos el vector de alturas o = (1,2,1,0). Para cada i definimos v; = (v;, ), es decir,
V ={0 =(0,0,1), 53 = (1,0,2), 93 = (0,1,1), o4 = (1,1,0)} C R®.

Tomemos el tridngulo conv{v1, U3, 04}. Definimos
u=10—03=(0,-1,0), w=104—03=(1,0,—-1), n=uxw=(0,-1,0)x(1,0,—1) =(1,0,1).

o La tercera componente es 1 > 0, luego n apunta hacia arriba.

« El punto v2,= (1,0,2) se encuentra por encima del plano definido por u,v.

n-(vy—1) =(1,0,1)-(1,0,1) =2 > 0,

Al proyectar estas la faceta sobre el plano z = 0 obtenemos el cuadrado junto con la subdivision
entre v1,v4, dada por conv{(0,0),(0,1),(1,1)}

Definicion 2.1.42 Sea K un cuerpo con una valoracion no trivial, y sea f(X) = Y cpn Cu X" €
K[ﬁ[l, ..., 22 un polinomio de Laurent. Definimos su poliedro valuado como

Poai(f) = conv {(u, val(cy)) € R ¢, # 0}.

2.2. Hipersuperficies tropicales

Una vez introducidas las herramientas algebraicas y geométricas necesarias, estamos en condiciones
de estudiar uno de los objetos fundamentales de la teoria: las hipersuperficies tropicales. Comenzare-
mos definiendo qué significa tropicalizar una hipersuperficie y veremos cémo esta operacion permite
traducir informacién algebraica en estructuras poliédricas dentro del espacio real. En este marco
introduciremos el Teorema de Kapranov, que proporciona una descripcién explicita de la tropicali-
zacion en términos del polinomio tropical asociado. Este resultado puede considerarse una primera
version del Teorema Fundamental de la Geometria Tropical, al que se generalizard mas adelante.
También presentaremos, en este contexto particular, la versién para hipersuperficies del Teorema de
Estructura, que describe la geometria combinatoria de trop(V(f)) y nos permitira entender como
se organiza su estructura poliédrica.

Esta seccion, por tanto, constituye un primer contacto con la forma en que los conceptos desarro-
llados hasta ahora se integran para definir y estudiar variedades tropicales concretas
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2.2.1. Tropicalizaciéon de hipersuperficies

En esta subseccién nos centramos en el proceso de asignar a una funcién polindémica sobre un cuerpo
valorado un conjunto tropical en el espacio real. Para ello suponemos que:

1. K es un cuerpo algebraicamente cerrado.

2. La valoraciéon v: K* — R es no trivial.

Estas hipotesis, no limitan la validez de los resultados ya que se puede trabajar con extensiones
de K y valoraciones no triviales sin afectar los resultados. Son condiciones técnicas que facilitan la
construcciéon y el estudio de variedades tropicales.

Definicién 2.2.1 Dado un polinomio de Laurent f =Y c,a% € K[zF], llamamos tropicalizacion
de f a la funcion real definida en R™ por:

trop(f)(w) = zileleI}L(val(cu) + guzwz) = Qflélel(val(%) +u-w). (2.1)

En palabras, se obtiene reemplazando cada coeficiente ¢, por su valoracion y realizando todas las
sumas y productos en el semianillo tropical. El polinomio tropical trop(f) es, por tanto, una funcion
lineal a trozos, concava y de R™ en R (Véase la Proposicion 1.1.10)

Si consideramos la variedad clasica del polinomio de Laurent f, esta se define como su hipersuperficie
en el toro algebraico T™ sobre el cuerpo K:

V(f)={veT": f(v) =0}

Definiciéon 2.2.2 La hipersuperficie tropical trop(V(f)) es el conjunto de puntos w € R™ donde
el minimo en la ecuacion (2.1) se alcanza al menos en dos términos:

trop(V(f)) = {w € R"™ | el minimo en trop(f) se alcanza al menos dos veces}.

Esto es, trop(V(f)) es el lugar en R™ donde la funcion lineal a trozos trop(f) deja de ser lineal.

Observacion 2.2.3 Se utiliza la misma notacion V' para denotar distintos operadores, cuya inter-
pretacion depende del tipo de objeto sobre el que actuan:

= Para un polinomio de Laurent f € K[z, ... a1, V(f) representa la variedad algebraica (o

hipersuperficie) definida por f, es decir, el conjunto de ceros de f.

» Para un polinomio tropical p, V(p) representa la hipersuperficie tropical asociada a p, segun
la Definicion 1.2.2, es decir, el conjunto de raices tropicales de p.

Si aplicamos a V', en su sequnda interpretacion, la tropicalizacion de un polinomio, obtenemos la
siguiente igualdad:

trop(V(f)) = V(trop(f)),

Otra forma de representar dicho conjunto sin emplear la tropicalizacion es a partir de la forma ini-
cial. Pues como se mencioné en la Seccién 2.1, esencialmente, selecciona los términos “dominantes”
del polinomio con respecto a un vector de pesos.

Dado que esta relacién puede no ser inmediata, la ilustramos a continuacién con un ejemplo.
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Ejemplo 2.2.4 Consideremos el polinomio de Laurent:

f(x1, m2) = 223wy + 4wy 25 + 523 4 Tk
y tomemos la valoracion 2-ddica, de tal manera que la valoracién de los coeficientes es:
vala(2) =1, wvala(4) =2, valy(5) =0, valy(7)=0.
Entonces, la tropicalizacion de f(x1,x2) es:
trop(f)(w1,we) = min (1 4 2w; + we, 2 + w; + 3ws, 3wy, 2ws)

La relacion entre la grdfica de dicha funcion y su hipersuperficie se ilustra en la Figura 2.3.
Estudiemos ahora la forma inicial de f con respecto a dos vectores de pesos distintos
. Seaw = (1,2). Al evaluar la funcion tropicalizada en el vector trop(f)(1,2) = min(5,9,3,4) =

3. De tal manera que el minimo en (1,2) se alcanza en el tercer término de f(x1,x2) es decir,
en el término 5z3. Por lo tanto, la forma inicial es in, (f) = 5t%3 = 5x3.

. Seav = (0,—-2). Al evaluarlo se obtiene trop(f)(0, —2) = min(—1, —4,0,—4) = —4. El minimo
se alcanza en el seqgundo y cuarto término, luego, iny,(f) =t~ 12232y + 723

En la Figura 2.3 se muestra, a la izquierda, el grafo de trop(f)(wy,ws) en negro, junto con los

puntos w = (1,2) (en rojo) y v = (0,—2) (en azul), ambos sobre el grafo de trop(f). A la derecha
se presenta la hipersuperficie tropical asociada, junto con dichos puntos.

%

|

th

|
_I_I_LTIIIJ‘?IIIITIIII?II'II

Figura 2.3: Visualizacion del caso f(z1,z2) = 22329 + 4123 + 523 + 723, A la izquierda, el grafo de
trop(f)(w1,ws), destacando los puntos w = (1,2) (en rojo) y v = (0, —2) (en azul) sobre el grafo.
A la derecha, la hipersuperficie tropical trop(V(f)) y los puntos w, v.

En la figura, se observa como el punto v = (0,—2), al estar sobre una region donde el minimo se
alcanza en mds de un término, pertenece a la hipersuperficie tropical. Esto concuerda con el hecho

de que iny,(f) no es un monomio.

El ejemplo ilustra que el conjunto de puntos w € I'?? | tales que in,,(f) no es un monomio coincide con
trop(V(f)). Sin embargo, este no es un resultado inmediato, sino que forma parte de un teorema
importante que demostraremos a continuacion: el Teorema de Kapranov 2.2.5, el cual, ademaés,
establece una relaciéon con las valoraciones de los puntos de la variedad algebraica asociada.
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2.2.2. Teorema de Kapranov (version del Teorema Fundamental)

El Teorema de Kapranov establece un vinculo entre la geometria algebraica clasica con la tropical;
concretamente, bajo la aplicacién de la valoracion, una hipersuperficie coincide con su hipersuper-
ficie tropical. Esto permite estudiar objetos algebraicos a través de la geometria tropical.

Se trata de un caso particular del Teorema Fundamental de la Geometria Tropical 3.1.8, que es-
tudiaremos en profundidad maéas adelante. El Teorema de Kapranov para hipersuperficies serd muy
atil en la demostracion.

Teorema 2.2.5 (|MS21, Teorema 3.1.3]) Teorema de Kapranov. Sea K un cuerpo algebraica-
mente cerrado con una valoracion no trivial. Fijemos un polinomio de Laurent f =
Kz, ...,z Los siguientes tres conjuntos coinciden:

wezn CuT" en
1. La hipersuperficie tropical trop(V (f)) en R™.

n
val

3. La clausura del conjunto {(val(vy),...,val(v,)) | v e V(f)}

2. El conjunto de puntos w € I'" | tales que iny(f) no es un monomio.

Observacion 2.2.6 En el trabajo de Yaghmayi [Yagl6], se introduce una definicion de la topologia
tropical de Zariski considerando como cerrados los conjuntos tropicales, es decir, los conjuntos de

la. forma trop(V(I)), donde I C Klzi',..., 2] es un ideal.Esta construccion es andloga a la

topologia de Zariski cldsica, donde los cerrados son los conjuntos de ceros de ideales polinomiales.
En este sentido, la topologia de Zariski tropical puede entenderse como la imagen bajo la aplicacion
de valoracion de la topologia de Zariski cldsica.

Demostracion. (Teorema 2.2.5)

(1)C(2)| Sea w = (w1, ...,wy) € trop(V(f)). Por definicion, trop(f) alcanza el minimo al menos
dos veces en w. Esto se corresponde con la existencia de al menos dos términos de f con la misma
contribucion minima en la tropicalizacion. Lo que implica que inw (f) no es un monomio.

(2)C(1)|Seaw = (w1,...,wy) tal que iny(f) no es un monomio, entonces el minimo en ml’;lo(val(cu)—i—
U:Cq

uw) se alcanza al menos dos veces para w, lo que por definicion implica que w € trop(V (f)).

(3)C(1)| El conjunto (1) es cerrado, lo que significa que contiene todos sus puntos limite. Por esto

es suficiente considerar puntos en (3) de la forma
vally) = (val(yr), ..., val(yn)) | f(y) =0

Esto significa que Y, cpn cuy" = 0. Aplicando la valoracion a ambos lados, obtenemos

val ( Z cuy“> = val(0) = oc.

UEL™

Supongamos, por reduccion al absurdo, que para todo u;, u; € Z", val(cy,y") # val(c,,y"). Enton-
ces, por el Lema 2.1.16 se tiene que

oo = wval ( Z cuy“> = min{val(c,, y"?),...,val(c,,y"")}

uez"
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donde ¢y, . .., ¢y, # 0. Llegamos a una contradiccion por el primer axioma de las valoraciones. Por
lo tanto, concluimos que el minimo en el conjunto, se alcanza al menos dos veces.

(2)C(3)| Es la parte dificil del teorema de Kapranov. Serd el contenido de la Proposicion 2.2.7. O

La Proposicion 2.2.7, que finaliza la demostracién anterior, establece que cada cero de una forma
inicial da lugar a un cero del polinomio de Laurent, es decir, un punto de la variedad.

Proposicién 2.2.7 Sea f € K[zE!, ... 2%l y sea w € TU Supongamos que inw(f) no es un
monomio y sea a € (k*)" satisface iny (f)(c) = 0. Entonces, existe y € (K*)" tal que f(y) = 0,
val(y) = w y t=%iy; = a; para 1 < i < n.

Demostracion. Procedemos por induccion en n.

Como K es algebraicamente cerrado, todo polinomio en K|[x¥] se factoriza en factores lineales
tras multiplicar por una potencia adecuada de x. Formalmente existe m € Z tal que

S

™ f(x) :H(ajx—bj), con aj,bj € K*.
j=1

Sin pérdida de generalidad, asumiremos f ya en esta forma (redefiniendo f(x) como x™ f(x) si es
necesario). Por el Lema 2.1.23 sobre el producto formas iniciales se tiene que para todo w:

in,(f) = inw<f[(ajx - bj)) = f[ iny (ajz — b;j).

=1 j=1

Como ing(f)(a) =0, al menos uno de los factores se anula en a. Luego, existe un indice j tal que
inw(ajx —bj)(a) =0 = inw(a;) @ = inw(b;) (2.2)

Por otro lado, la hipdtesis de que inw(f) no es un monomio implica que para dicho j, tampoco lo
es iny(ajz — bj). Por definicion de forma inicial,

inw(a;)x si val(aj) + w < val(b;),
inw (ajz —bj) = { —inw (b)) si val(aj) +w > val(b;),

iny(aj)z —inw(b;) sival(a;) + w = val(b;).

Para que no sea monomial se debe dar el tercer caso. Esto junto con la ecuacion (2.2) implica:

o — inw(bj) _ ¢ vally) b, — ¢—(val(bj)—val(a;)) bi — =W bf
inw(aj) t—Val(a]‘) a; a; a;
Por tanto, definiendo
Y= b e K*
aj

se verifica que f(y) =0, val(y) = val(b;) — val(a;) = w y t~Vy = a, como queriamos demostrar.
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Ahora asumimos que n > 1 y que la Proposicion se cumple para dimensiones menores.

Abordamos primero el caso en el que no hay dos o mds monomios en f con la misma potencia de x,,.

Esto implica que, al considerar f como un polinomio en x, con coeficientes en K[x{d, . ,xfﬁl],
todos los coeficientes son monomios de la forma cx® para c € K yu € Z" 1.

Considere el conjunto de todos (yi,...,yn_1) € T ! con val(y;) = w; y t~Yiy; = oy para 1 < i <
n — 1. Ademds, para todas estas elecciones, g(xn) = f(y1,...,Yn—1,Zn), no es el polinomio cero.
Si f =3 ycuxi'---xln, entonces g se puede escribir como g(xn) = Y, cu ¥yt yn 1 @i, Dado

que suponemos que no hay dos monomios con el mismo exponente u,, para cada entero i hay a lo
sumo un u con uy = t. Definimos el coeficiente asociado a x%, en g como

di = cqy® donde y* =y -y,
Ast, g(zy) = ., d; 2ty Definiendo w' = val(y) € R"™L, llegamos a la siguiente igualdad:

val(d;) 4+ wpi = val(cy) + val(y™) + wni = val(cy) + W' - 0’ + wpu, = val(cy) + W - u.

Por lo tanto trop(g)(wy,) = trop(f)(w), y

iny, (9) = > =@ dy
iwval(d;)+wni=trop(g)(wn)
_ Z t— val(cu)tfu“w’cuyu’x%n
uval(cuy™ ) +wn un=trop(g)(wn)
u:val(cu)+w-u=trop(f)(w)
= inw(f)(a1,~-~,an—laxn)‘

Asi ing, (9) = inw(f) (a1, ..., an—1,2y) y aplicando la hipotesis de la proposicion de que la forma
inicial de f se anula para cierto «, llegamos a

iy, (9)(an) = inw (f)(@) =0

Por el caso n = 1, que ya hemos demostrado, existe y, € K* con val(y,) = wy, y t~%ry, = a, para

el cual g(yn) = 0, y por lo tanto f(y1,...,Yn—1,Yn) = 0. Concluimos que y = (y1,...,yn) € V(f)
es el punto requerido .

Finalmente, justificamos que esta reduccion al caso “especial” es vdlida para cualquier polinomio f.
Para ello definimos el siguiente automorfismo ¢y : K[z, ... 2] — K[zT!, ..., 2] dado por

0 . .
iz, , stl1<j<n,
pezy) =7
() T, st J =n.

, ; i+ S0 ugld
Esto se debe a que para u € Z" 1, se tiene ¢y(zVat) = x%xy, D .
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Para ¢ > 0 (¢ suficientemente grande), cada monomio es divisible por potencias distintas de xy,.
Esto garantiza que cada monomio de ¢¢(f), visto como elemento de K[:nl - fll][ 11 posee

exponente unico en T,. Tomando la transformacion de los vectores w, « del caso anterwr,

/ 1 n—1 / —¢t —gn—1
W = (wy — Wy, ...,wp—1 — LV Twp,wy), o = (o, .. apo1a, , Q)

Se obtiene,

inws (¢¢(f))(e) = inw(f)(a) = 0,

y tampoco es monomio. Por tanto, aplicando el “caso especial”, existe un punto 'y’ € (K*)™ tal que:

Se define y € (K*) comoy = (4, (4", ...,y ()" L), un cdleulo directo verifica:

val(y;) = val(y/;(y,)" ) = Val(y]) + Oval(yy,) = (wj — Fwy) + Fwy = w;
t= Wiy =t~ "”J:t/](y%) = (ajan ) (al) = oy
f(y) =pe()y) =

0
Dado que se trata de la primera demostracién més técnica y larga, se proporciona un guion a modo
de resumen. El objetivo es que, dado f € K[x1 v o, w e IV y una rafz a de ing (f), el cual

se supone no monomial, construir y € (K*)" con

fly)=0, val(y)=w, t %y =aq,.

La prueba se lleva a cabo por induccién en la dimensién n.

o Para n =1, se factoriza el polinomio como producto de términos lineales y se muestra que si
la forma inicial no es monomial y se anula en «, entonces uno de los factores también cumple
esta propiedad. A partir de esto se construye el punto y € K* que buscamos.

o Paran > 1, se reduce el problema al caso donde los monomios de f tienen potencias distintas
en x,, de modo que al evaluar los primeros n — 1 componentes se obtiene un polinomio univa-
riado en z, no nulo. Se comprueba que la forma inicial de este nuevo polinomio coincide con
la de f, evaluada en los valores dados de «, lo cual nos reduce al caso univariado. Aplicando
el caso base, se obtiene el tltimo componente del punto buscado.

Finalmente, se justifica que esta reduccion al caso especial es valida en general mediante un
cambio de variables dado por un automorfismo ¢y del anillo de polinomios. Este cambio per-
mite transformar cualquier f en uno que cumpla la hipdtesis del caso especial. Revirtiendo el
cambio, se obtiene el punto deseado que anula f.

A continuaciéon estudiamos la combinatoria de hipersuperficies tropicales. Esto utiliza el concepto
de subdivisiones regulares de la Seccién 2.1. Por k-esqueleto de un complejo poliédrico ¥, se entiende
el complejo poliédrico donde las celdas o € ¥ tienen dim(o) < k.
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2.2.3. Estructura poliédrica de trop(V(f)) (version del Teorema de Estructura)

Esta proposicion se puede considerar como una version preliminar del teorema de estructura tropical
para variedades, en el caso de hipersuperficies. Describe la forma poliédrica de la tropicalizacion
de trop(V'(f)), que luego seré generalizada para el caso de variedades definidas por varios polinomios.

Su importancia radica en que la tropicalizacién de una hipersuperficie no es un subconjunto arbitra-
rio de R", sino un complejo poliédrico racional y puro de dimensién n — 1, directamente relacionado
con la geometria del politopo de Newton y las valuaciones de los coeficientes.

Teorema 2.2.8 ([MS21, Teorema 3.1.6]) Sea f € K[zT',... '] un polinomio de Laurent. La
hipersuperficie tropical trop(V(f)) es el soporte de un complejo poliédrico T'ya-racional puro de
dimension n — 1 en R™. Esto es, el (n — 1)-esqueleto del complejo poliédrico dual, tras aplicar el
isomorfismo p(x) = —x, a la subdivision regular del politopo de Newton de f = cyx" dada por
los pesos val(cy)

+1

Demostracion. Sea f = 3 cox™ € Kzl ... x] un polinomio de Laurent. Consideramos el

politopo de Newton P y el poliedro valuado Py, segin la Definicion 2.1.42. La subdivision reqular
de P inducida por los pesos val(cy) se obtiene proyectando las caras inferiores de Py, mediante la
proyeccion m : R"1 — R™ sobre las primeras n coordenadas.

Para cada cara inferior F' C Py, sea N(F) su cono normal. Nos interesa su seccion sobre el
hiperplano .11 = 1, que denotamos por

TN(F)):={weR": (w,1) e N(F)}.
Entonces w € w(N(F)) si y solo si (w,1) define F' como cara de Py, es decir,

F = face(y,1)(Pual) = {u: val(cy) + w - u = min(val(cy) +w-u')}.

Esta condicion se traduce en que F = face(y, 1)(Pual1) no es vértice si y solo si inw(f) no es un
monomio, esto es, w € trop(V(f)). Es decir, trop(V(f)) es la union de los conos w(N(F)) donde
F son caras inferiores no triviales (que no sean vértices). Como estos conos forman el complejo
dual a la subdivision regular de P, concluimos que trop(V (f)) es el soporte del (n — 1)-esqueleto. O]

Veamos a continuaciéon un ejemplo en detalle:

Ejemplo 2.2.9 Consideramos el polinomio en dos variables f(x,y) = 1 + 2z + 3y + 4xy>.

Los exponentes de los monomios de f se denotan u = (uy,us) € Z2, y sus correspondientes coefi-
cientes cy. Calculamos la valoracion de estos mediante la valoracion 2-ddica, valy(cy):

(0,0) con coeficiente asociado coy =1 = vala(1) =0,
(1,0) con coeficiente asociado c gy =2 = valy(2) =1,
(0,1) con coeficiente asociado c 1)y =3 = vala(3) =0,
(1,2) con coeficiente asociado c(9) =4 = valz(4) =2

o Ll poligono de Newton se representa en la Figura 2.4 (izquierda) y viene dado por

Newt(f) = conv{(0,0), (1,0), (0,1),(1,2)}

o El poliedro valuado P, se encuentra en la Figura 2.4 (derecha) y es de la forma:

Pyay, (f) = conv{A = (0,0,0),B=(1,0,1),C = (0,1,0),D = (1,2,2)} C R3
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Poligono de Newton Newt(f) C R? Poliedro valuado P, (f) C R?
valy
Yy
1,2
(1,2) (2,1,2)
(0,1,1)
(0,1)
0,0)
(1,0,0)
T
(0,0) (1,0) v Y y

Figura 2.4: Poligono de Newton Newt(f) (izquierda) y poliedro valuado Py, (f) (derecha).

Veamos que la faceta determinada por el tridngulo ABC' es cara inferior. Para ello, observemos que
el vector normal al plano tiene la componente z positiva

n=ABx AC = (1,0,1) x (0,1,0) = (—1,0,1).

Finalmente comprobamos que D estd por encima del plano n - (D — A) =1>0

De modo que el tridngulo ABC' es la unica cara inferior, y su proyeccion sobre las dos primeras
coordenadas produce la subdivision regular de P mostrada en la Figura 2.5 (izquierda). La Figura
2.5 (derecha) representa el complejo dual, formado por los conos T(N(F)) correspondientes a las
caras no triviales, que coincide con trop(V (f)).

Figura 2.5: Subdivision regular de P (izquierda) y abanico normal 7(N(F)) (derecha).

Esta construccion describe la variedad tropical trop(V (f)) en la convencion tropical (max, +). Al
componer con el isomorfismo ¢(x) = —x, se obtiene la tropicalizacion en la convencion (min,+),
que es la que estamos utilizando duraante el trabajo.



Capitulo 3

Teoremas principales de la geometria
tropical

3.1. Teorema Fundamental

El objetivo de esta seccién es presentar y demostrar el Teorema Fundamental de la Geometria
Algebraica Tropical, el cual establece una conexion entre las variedades clasicas y las variedades
tropicales. Este teorema puede entenderse como una generalizacion del Teorema de Kapranov (véa-
se Seccion 2.2.5), enunciado y demostrado previamente.

En la Seccién 3.1.1 se introduce la definiciéon de variedad tropical, asi como las nociones necesarias
para comprender el enunciado y la demostracion del teorema. En la Secciéon 3.1.2 se formula el Teo-
rema Fundamental y se incluye un ejemplo ilustrativo. Finalmente, en la Secciéon 3.1.3 se desarrolla
la, demostraciéon completa del resultado.

La principal referencia que se ha seguido para desarrollar este contenido es [MS21, Cap. 3, §3.2].

3.1.1. Nociones previas: Tropicalizacién

Definicién 3.1.1 Sea I un ideal en K[:Elﬂ, ...,z ], donde K es cualquier cuerpo con valoracion
y sea X =V (I) suvariedad en T™. La tropicalizacion trop(X) de la variedad X es la interseccion
de todas las hipersuperficies tropicales definidas por elementos de I:

trop(X) = ﬂ trop(V(f)) C R™. (3.1)
fel

Observacion 3.1.2 A diferencia de lo que ocurre en geometria algebraica cldsica, en geometria
tropical no basta con considerar un conjunto cualquiera de generadores de un ideal para describir
su vartedad tropical. Ya que, en general, la tropicalizacion no conmuta con la interseccion sobre un
subconjunto de I:

trop (ﬂ V(f2)> #* ﬂ trop(V(fi)), para cualquier subconjunto generador {fi,...,fn} C I.
i=1 i=1

Es decir, si ssmplemente obtenemos las raices tropicales de cada generador tropicalizado y luego los
intersecamos, lo que obtenemos no es necesariamente una variedad tropical, sino una prevariedad

49
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tropical. Estas prevariedades se definen como interseccion finita de hipersuperficies tropicales, pe-
ro pueden no cumplir las condiciones necesarias para ser una variedad tropical (véase Ejemplo 3.1.3).

En cambio, en geometria algebraica cldsica una variedad estd completamente determinada por cual-
quier conjunto de generadores del ideal, pues se cumple que:

V(i ) = V(1 ) = [V ().

La primera igualdad se obtiene porque todo polinomio del ideal es combinacion de los generadores,
ast que se anula en cualquier punto en el que estos se anulan.

Ejemplo 3.1.3 Sea K = C({{t}}), el cuerpo de series de Laurent en t con una valoracion no
trivial, y sea el ideal I = (x +y + 1, x + 2y). Entonces, la variedad algebraica definida por I es

X = V(D) = {(-2, D)}

Podemos calcular su tropicalizacion considerando la imagen de este punto bajo la aplicacion de la
valoracidon. Esta idea estd respaldada por el Teorema Fundamental de la Geometria Tropical, que
proporciona tres caracterizaciones equivalentes de la tropicalizacion de una variedad. En este caso
concreto, utilizamos la caracterizacion basada en las valoraciones de los puntos de la variedad. Fl
enunciado completo del teorema, junto con su demostracion, se presentard mds adelante.

trop(X) = {(val(v1), val(v2)) [ v € V(f)} = {(val(=2),val(-1))} = {(0,0)}.
Sin embargo, la interseccion de las dos lineas tropicales dadas por los generadores del ideal es:
trop(V(z +y+ 1)) Ntrop(V(z + 2y)) = V(min(z,y,0)) N V(min(z,y)) =

{(wl,wg) S RQ twp = wy < 0}.

Dado que este semirrayo no puede ser representado como el conjunto de puntos en los que el minimo
se alcanza en mds de un término, no es una variedad tropical, sino una prevariedad tropical.

Este ejemplo motiva la introduccién de la siguiente definicion:

Definicién 3.1.4 Sea I un ideal en K[xlﬂ, .. ,x%l], donde K es cualquier cuerpo con valoracion.
Un conjunto finito de generadores T de I se llama base tropical si

trop(V(I)) = ﬂ trop(V (f))

Ejemplo 3.1.5 Volviendo al ejemplo anterior, notemos que los polinomios f = x+y+1 yg = z+2y
no forman una base tropical de I = (f,g). Sin embargo, si anadimos el polinomio h =y —1¢€ I al
sistema de generadores, entonces el conjunto T = {f,g,h} si es una base tropical de I:

trop(V'(f)) N trop(V(g)) Ntrop(V (h)) = V(min(z, y,0)) NV (min(z, y)) N V(min(y, 0)) = {(0,0)}
Entonces se verifica la igualdad de dicho conjunto con trop(X).
Teorema 3.1.6 Sea K un cuerpo con valoracion. Todo ideal en K|[x™| tiene una base tropical finita.

Demostracion. No se incluye la demostracion de este resultado, ya que excede el alcance de este
trabajo; una presentacion detallada puede encontrarse en [MS21, Cap. 2, § 2.6] O
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Lema 3.1.7 La definicion de base tropical, puede ser reescrita de la siguiente manera:

Sea I un ideal en el anillo de polinomios de Laurent K [x*] sobre un cuerpo K con una valoracion.

Un conjunto generador finito T de I es una base tropical si, para todos los vectores de pesow € I'})

iny (1) contiene una unidad <= iny,(7) = {iny,(f) : f € T} contiene una unidad

Demostracion. El Teorema Fundamental 3.1.8 afirma que w € trop(V (I)) si y solo si el ideal inicial
inw(I) no contiene ninguna unidad. Asi que, se puede caracterizar el complemento como:

w & trop(V (1)) <= iny(I) contiene una unidad.

Supongamos que iny,(I) contiene una unidad. Entonces w ¢ trop(V(I)) y por definicion de
base tropical, w ¢ trop(V (f)) para algin f € 7. Esto significa que iny,(f) es una unidad para algin
f €, yporlo tanto iny,(T) contiene una unidad.

Es inmediata, ya que 7 C I implica iny, (1) C iny, (). O

3.1.2. Enunciado del Teorema

Teorema 3.1.8 (|[MS21, Teorema 3.2.3]) Teorema Fundamental de la Geometria Algebrai-
ca Tropical Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado con una valoracidn no trivial, sea I un
ideal en K[zt',... a1, y sea X = V(I) su variedad en el toro algebraico T™ = (K*)"™. Entonces,
cownciden los siguientes tres subconjuntos de R™:

1. La variedad tropical trop(X) como se definié en la ecuacion (3.1).
2. El conjunto de todos los vectores w € R™ tales que iny,(I) # (1);
3. FEl cierre del conjunto de valuaciones coordinadas de puntos en X,

val(X) = {(val(y1), - .., val(yn)) : (y1,---,yn) € X}

Ejemplo 3.1.9 Sea K = C({{t}}), el cuerpo de series de Laurent en t, dotado de una valoracion

que asigna o cada serie formal el menor exponente que aparece en su desarrollo. Consideramos el
ideal I = (f1, f2) C K[z, y*] donde

fi=z+y+1, fa=2+2y
e Elideal I coincide con el del Ejemplo 3.1.5, donde se calculo trop(X) = {(0,0)}.

Visualmente, esto corresponde a la grifica de la Figura 3.1 que muestra la superposicion de
los tres elementos de la base tropical. Observamos que la interseccion ocurre en el origen.

« Determinamos los vectores w = (w1, ws) tales que la forma inicial del ideal respecto a w no es
el ideal trivial. Recordemos que en esta valoracion se cumple val(1) = val(—2) = 0. Entonces:

a) Para fi = x+y+ 1, la tropicalizacion estd dada por trop(f1)(wi,ws) = min(wy, ws,0).
En consecuencia, las posibles formas iniciales de f1 que no son monomios son:

r+y st wp = wg < 0,
inu (1) z+1 st wy =0 < wa,
m 1) =

“ y+1 siw2:0<w1,

r+y+1 stw; =we=0.
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Figura 3.1: A la izquierda, representacion grafica de trop(z +y + 1), trop(z + 2y) y trop(y — 1), en
azul, rojo y gris respectivamente. A la derecha, sus variedades tropicales.

b) Para fo = x + 2y, se tiene trop(f2)(wi, w2) = min(wy,ws), y la dnica forma inicial
diferente de la unidad es:

ing(f2) = {a: +2y  siwy = ws.

¢) Para f3 =y —1, la tropicalizacion es trop(fs)(wi,ws) = min(we,0), y la dnica forma
wnicial posible que mo es un monomio es:

iny(f3) = {y— 1 siwe=0.

Asi, el tinico vector w = (wy,ws) € R? para el cual las tres formas iniciales no son constantes
es (0,0), lo cual confirma que

trop(X) = {(0,0)}.

o Finalmente, determinamos el conjunto de valores

val(X) = {(val(y1),...,val(yn)) € R" : (y1,...,yn) € X}.

Como ya se ha comentado, en geometria algebraica no es necesario disponer de una base
concreta para determinar la variedad; basta un conjunto de generadores del ideal. De modo
que, resolviendo el siguiente sistema obtenemos los puntos de la variedad

{x+y+1:0, s (o) = (<2.0).

x4+ 2y =0,
Como estamos trabajando sobre K = C({{t}}), se tiene que val(—2) = val(1) = 0, por tanto:

val(X) = {(0,0)}.

Hemos demostrado, mediante distintos métodos, que val(X) = {(0,0)}, lo que pone de manifiesto
la utilidad del Teorema Fundamental de la Geometria Tropical.
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El Teorema Fundamental de la Geometria Tropical 3.1.8 generaliza y profundiza lo que vimos en
el Teorema de Kapranov. Mientras que ese establecia la correspondencia para hipersuperficies, este
teorema amplia el marco a variedades definidas por ideales arbitrarios.

En particular, presenta la relacion entre los ideales iniciales, la valoraciéon de la variedad algebraica
y la tropicalizacion. Muestra como las propiedades locales de los ideales iniciales para diferentes
pesos w determinan la forma global de la variedad tropical trop(X) y la relacion con la variedad
algebraica V(I).

3.1.3. Demostracion del Teorema Fundamental

La demostraciéon del Teorema Fundamental es extensa y presenta cierta complejidad técnica. Por
ello, a continuacién se presenta una idea general que servird como guia. El argumento completo se
desarrollaré con detalle a lo largo de esta secciéon. Esta demostraciéon se organiza en tres bloques:

En primer lugar, para comprobar que

val(X) C trop(X),

se toma y € X vy, aplicando el Teorema de Kapranov (2.2.5) a cada f € I, se obtiene val(y) €
trop(V'(f)) para todo f. Por tanto val(y) € (¢, trop(V(f)) = trop(X), y al ser trop(X) cerrado
se concluye.

A continuacién, para ver que

trop(X) € {w: iny (1) # (1)},

se recurre al Lema de formas iniciales (Lema 2.1.23.1) si w € trop(X), entonces en cada f =
> cpa™ € I el minimo min,{val(c,) +w - u} se alcanza al menos dos veces, de modo que in,(f) no
es monomial, lo cual fuerza in,,(I) # (1).

El paso mas técnico consiste en demostrar la inclusién
{w:in, (1) # (1)} C val(X).

Primero reducimos al caso I primo (si I = (1] P; es radical, entonces in, (1) # (1) obliga in,, (P;) # (1)
en alguna componente). Acto seguido, razonamos por inducciéon sobre n. Los casos base n = 1y
dim X = n — 1 se resuelven con la Proposicién 2.2.7 y la teorfa de dominios recogida en la seccién
2.1.1. Para el paso inductivo elegimos una proyeccion monomial

o: T" — 1!

cuya tropicalizacion es inyectiva sobre cada poliedro del complejo con soporte {w € R™ : in,(I) #
(1)} La Proposicion 3.1.12 garantiza que dicho conjunto es el soporte de un complejo poliédrico, y
la existencia del morfismo ¢ se justifica mediante la Proposiciéon 3.1.11. El Lema de Recuperacion
Unica (Lema 3.1.16) garantiza que w puede recuperarse a partir de trop(¢)(w).

Aplicando la hipotesis inductiva a (X)), la proyeccion de la variedad, obtenemos un punto y’ tal que
val(y’) = trop(p)(w). A continuacién, construimos un polinomio de Laurent en una sola variable
g € klz], cuyos coeficientes dependen de 3. Las propiedades de su forma inicial nos permiten



54 CAPITULO 3. TEOREMAS PRINCIPALES DE LA GEOMETRIA TROPICAL

construir un valor y,, con valoracién w,,, completando asi el punto y = (v, y,) € X que satisface
val(y) = w.

A continuacién se recopilan los resultados que se emplearan en la demostracion. Muchos de ellos ya
han sido mencionados en la idea general, el resto completa ciertos aspectos técnicos necesarios para
el desarrollo riguroso de la prueba. Las demostraciones de estos resultados no serdn abordadas en
este trabajo, pues exceden el alcance del mismo, pero pueden consultarse en la referencia [MS21,

Cap. 3, § 3.2|.

Una parte fundamental del tercer punto de la demostraciéon es entender como se comportan las
formas iniciales al aplicar una proyeccién monomial. En este contexto, el siguiente lema nos permite
comparar las formas iniciales de un ideal y su imagen por una aplicacién monomial. Este resultado
es clave para garantizar que la informacion de in, (1) no se pierde al proyectar sobre una dimension
inferior, lo cual es fundamental al aplicar la hipétesis inductiva.

Para una explicacion complementaria de morfismos monomiales inducidos por homomorfismos, asi
como de la proyeccion y tropicalizacién de morfismos, puede consultarse el Apéndice 5.6.

Lema 3.1.10 Sea un homomorfismo monomial ¢* : K[z, ... ot — K[2£', ... 2] . Sea I un
ideal en K[z, ... x| y sea I' = p*(I). Entonces

©* (Ntrop(p) (w)(I)) € inw(l)  para todo w € R™.

Ast, en particular, siin,(I) # (1), entonces también tenemos igop(p)w)(I') 7 (1).

La demostracion del Teorema Fundamental, como se ha comentado, procedera proyectando sobre las
primeras n — 1 coordenadas y aplicando la hip6tesis de induccién. El siguiente resultado garantiza
la existencia de una proyeccién suficientemente buena.

Proposicion 3.1.11 Fijada una subvariedad X en T™ y m > dim(X), existe un morfismo mo-
nomial ¢ : T™ — T™ cuya imagen ¢(X) es cerrada en la topologia de Zariski en T™ vy satisface
dim(¢(X)) = dim(X). Este mapa puede elegirse de manera que:

1. Fijada una familia finita de subespacios m-dimensionales W = {W1,..., Wy} de R", el nicleo
de trop(p) satisface ker(trop(yp)) N W; = {0} para todo i.

2. Cuando n > m, si cambiamos las coordenadas de manera que ¢ sea la proyeccion sobre las
primeras m coordenadas, entonces el ideal I de X estd generado por polinomios en las variables
Tmtls- - -, Ty CUYOS coeficientes son monomios en las variables x1, ..., Tm.

Los dos resultados que se presentan a continuacion describen la estructura del conjunto
{w e R" :in,,(I) # (1)},

mostrandolo como el soporte de un complejo poliédrico racional (Proposicion 3.1.12) y acotando la
dimension de sus poliedros por la dimension de la variedad (Lema 3.1.13). Estos van a ser claves
para aplicar argumentos inductivos y elegir proyecciones monomiales adecuadas en la demostracion.

Proposicion 3.1.12 Sea I un ideal en K[zi', ..., xXY. El conjunto {w € R™ : in,(I) # (1)} es el
soporte de un complejo poliédrico I'ya-racional.
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Lema 3.1.13 Sea X C T™ una variedad de dimension d, con ideal I C K[:z:%l, . ,x,fl]. Entonces,
todo poliedro en el complejo poliédrico A cuyo soporte es el conjunto

{w e R" :in,,(I) # (1)}
tiene dimension a lo sumo d.

Concluimos con el siguiente lema, que muestra la condiciéon de “recuperacion tunica’: si dos vectores
w y w tienen la misma imagen por una proyeccion monomial tropical y ambos estan en el mismo
poliedro P, entonces deben ser iguales.

Definicién 3.1.14 Sea > un complejo poliédrico, P € ¥ un poliedro yw € R™ un vector. Denotemos
por Lp el subespacio vectorial generado por P — w. En otras palabras

Lp =span{p—w |pe P} CR"

Observacion 3.1.15 FEl subespacio afin generado por P y w es la traslacion de Lp que pasa por w
y contiene a P. Se denota w + Lp.

Lema 3.1.16 (Recuperacion tnica) Sea un ideal I C Kzfl,... 2] y X € T" la variedad
asociada de dimension d < n — 2. Sea ¢ : T™ — T™ ! una proyeccion monomial sobre las primeras
n — 1 coordenadas que satisface las hipdtesis de la Proposicion 8.1.11, tomando como familia de
subespacios d-dimensionales, Lp, donde P € ¥ tiene soporte

fw € R s ing (1) £ (1)}
Siw,w € {veR":in,(I) # (1)} satisfacen
trop()(w') = trop(y)(w),
y ambos pertenecen a un mismo poliedro P € ¥ del complejo poliédrico inducido, entonces w = w'.

Demostracion. Por el Lema 3.1.13 cada poliedro P en ¥ tiene dimension a lo sumo d = dim(X),
luego el subespacio vectorial Lp satisface

dim(Lp) <d+1<n

Tomemos como la familia finita de subespacios m-dimensionales de la Proposicion 3.1.11 los subes-
pacios vectoriales Lp, de tal manera que

ker(trop(p)) N Lp = {0}

Dado que suponemos w, w' € P para algin poliedro P € X, esto implica que w' € w + Lp, luego
eriste v € Lp tal que w' = w +v. Ademds, como trop(p)(w') = trop(¢)(w), se tiene por linealidad
que trop(p)(v) = 0, es decir, v € ker(trop(y)) N Lp. Por hipdtesis esta interseccion es trivial, asi
que v =0, y por lo tanto w = w'. U

A continuacion presentamos la demostracion del Teorema Fundamental de la Geometria Tropical.

Demostracion. Demostracion del Teorema 3.1.8
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(3) € (1) | Todo punto en (3) es de la forma (val(y1),...,val(yn)), dondey = (y1,...,yn) € V(I).
Como 'y € V(f) para todo f € I, se puede aplicar el Teorema de Kapranov 2.2.5 a un f fijo,
obteniendo:

(val(y1), ..., val(yn)) € trop(V(f))

Dado que esto se cumple para todo f € I, el vector de valuaciones pertenece a la interseccion de
todas las variedades tropicales asociadas a los polinomios en I:

(val(y1), ..., val(yn)) € [ trop(V(f)) = trop(X).
fel

Ast, val(X) C trop(X). Como trop(X) es cerrado por construccion, contiene al cierre val(X).

(1) € (2)| El punto w € R™ pertenece a (1) si para cualquier f = Y cyx® € I, el minimo de

{val(c,) +w - u} se alcanza al menos dos veces. Por lo tanto, in,(f) no es un monomio.

Por el Lema 2.1.23(1), para todo g € iny(I), g = in,(f) para algin f € I, asi que g no es un
monomio. Luego in, (1) # (1). Concluimos que w pertenece al conjunto (2).

(2) C (3)| Vamos a reducir la prueba al caso en que el ideal I es primo. Por el Lema 2.1.2/ podemos
suponer que I es radical, de modo que escribimos I = (;_, P;, donde cada P; es primo y

XzV@zV(ﬁB)zOV@)
=1 i=1

Luego, V(P1),...,V(Ps) son las componentes irreducibles de X. Esto implica que si tomamos
un punto de (2), esto es w € R™ tal que in,(I) # (1), entonces existe j € {1,...,s} tal que
iny(Pj) # (1). De no ser asi, por el lema 2.1.23, existirian polinomios fi,..., fs con f; € P; tales
que iny(f;) = 1. St ponemos f = [[;_, fi, entonces iny,(f) =1y f € I, asi que in,(I) = (1), en
contradiccion con in, (1) # (1).

Hemos demostrado que si w pertenece al conjunto (2) para X, entonces w pertenece al conjunto (2)
para alguna componente irreducible V (P;) de X. Por lo tanto, para demostrar que w = val(y) para
algin y € X, bastard con probar que w = val(y) para algin y € V(P;). La prueba de esto tiltimo
estd incluida en la Proposicion 3.1.17. O

Proposicién 3.1.17 Sea X una subvariedad irreducible de T™, con ideal primo I C K[xfl, .

rrn

Sea w € I, con in, (1) # (1), y sea o € V(in, (1)) C (k*)". Entonces existe un punto y € X tal
que val(y) =w y t % (y) = a.

Demostracion.

Sea d = dim(X). Los casosn =1y d=mn—1 se reducen a la Proposicion 2.2.7.

» Sin =1, entonces I C K[z*']. Por la Proposicion 2.1.10, sabemos que este anillo es un
dominio de ideales principales, luego, existe un polinomio de Laurent f € K[:pﬂ] tal que

I'=(f)
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» Sidim(X) =n — 1, el ideal primo I C K[z, ...z también es principal.
Dado que A = K[xl ,...,xfl] es dominio de integridad y es una k-dlgebra finitamente gene-
rada (los generadores son 1, ..., Ty, xl_l, .., x;Y), aplicando el Teorema 2.1.13, tenemos:

ht(I) + dim(A/I) = dim(A) = ht(I) +(n—1)=n = ht(J) = 1.

Dado que A es un anillo Noetheriano y un dominio de factorizacion unica, y que I es un ideal
primo de altura 1, por el lema 2.1.12 se concluye que I es un ideal principal. Por lo tanto, 1

estd generado por un unico polinomio irreducible f € K[xl ,...,xfl].

Por lo tanto, podemos suponer 0 < d < n—2, y vamos a demostrar el resultado por induccion sobre
n. Supongamos que el resultado es cierto para n — 1 variables y veamos que se verifica para n.
Por la Proposicion 3.1.12, el siguiente conjunto es el soporte de un complejo poliédrico X:

{v € R™ :iny (1) # (1)}

Definamos Lp = span{p —w | p € P} C R" al igual que en la demostracion del Lema 3.1.16 y
elijamos una proyeccion monomial
@:T" — T

de modo que el mapa lineal
trop(p) : R® — R}
satisfaga
ker(trop(p)) N Lp = {0}
para todo P € 3. Esto es posible por la Proposicion 3.1.11. También podemos asumir, tras un cam-
bio de coordenadas, que ¢ proyecta sobre las primeras n — 1 coordenadas, y que la imagen p(X) es

cerrada en T" 1. Estas suposiciones aseguran que podemos recuperar w a partir de su imagen bajo
trop(¢) por el Lema 3.1.16.

Dado que asumimos p(X) C T""1 es cerrado, el ideal que define su imagen es la contraccion de I
al subanillo K[a:l ,...,l‘i:il]. Es decir I' := IﬁK[;vl . ..,xil 1] y entonces X' :=V(I') = p(X).
Por el Lema 3.1.10, dado que asumimos iny,(I) # (1), entonces también inyop(s)w)(I') 7 (1)

Por hipdtesis de induccion,

» Ezistey = (y1,...,Yn—1) € X'
» val(y;)) =w; para 1 <i<n-—1
w Ty = para 1 <i<n—1

Sea J = {f(y1,--,Yn-1,2n) : f € I) C K[zF']. Como K[x;:'] es un DIP, el ideal J es principal y
estd generado por un unico polinomio no nulo que podemos tomar mdnico. Por la Proposicion 8.1.11,
podemos suponer que el ideal I estd generado por polinomios en x,, con coeficientes monomiales en
las demds variables x = (x1,...,xy—_1), lo que nos permite asumir que dicho generador es

f= xfm +f = Zcizvuix%, para u; € Z" 1,

donde 1 > 0 y ningiin monomio de f' es divisible por x',. En particular, como f no es una unidad
en K[zt!], se concluye que J # (1), lo que implica que la variedad de ceros V(J) C T no es vacia.
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Sea g = f(Y1,--sYn—1,Tn) = > ; ciyhiat, € K[z, Como val(y;) = w;, se tiene, tomando u,, = i
trop(g)(wn) = min {val(c;y™) + iwn} = min {val(c;) + u; - w} = trop(f)(w).

los mismos indices i alcanzan el minimo en trop(f)(w) y en trop(g)(wy,), de modo que

nw(f) = 3 cata, i (g) = 3 eyt

iEImfn ie[ml’n
Al evaluar la primera forma inicial en (z1,...,Tp—1) = (0q,...,an—-1), se obtiene
inw(f)(a1,...,an—1,2,) = Z ¢zt =ing, (9)(zn).
ie[ml'n
iy, (9)(2n) = inw (f)(a1, ..., 0n-1,20) = iny,(g9)(an) = inw(f) (a1, ..., an) =0,

n

por hipdtesis del enunciado. Dado que o, # 0, pues a € V (iny, (1)) C (K*)™ el polinomio iny,, (g) no
es un monomio. Por el caso n = 1 en la Proposicion 2.2.7, existe y, € K* tal que g(y,) = 0,
val(yn) = wy y t™%ry, = «an. Entonces, tenemos'y = (y1,...,yn) € X con val(y) = w, y
t~Wiy; = ay para todo i, como se requeria. Este ultimo paso utiliza el Lema 3.1.16.

3.2. Teorema de Estructura

3.2.1. Nociones previas: Complejo equilibrado y ponderado

En esta subseccién presentamos el concepto de equilibrio para abanicos y complejos poliédricos.
Comenzamos con el caso unidimensional —para comprender la idea de “equilibrio de fuerzas™— y
progresivamente extendemos la definicién a abanicos de dimensién superior y, finalmente, a com-
plejos poliédricos.

Definicién 3.2.1 Sea ¥ C R™ un abanico racional ponderado de dimension 1, formado por rayos
Py, ..., Ps con pesos m(P;) € Zso. Para cada i = 1,...,s, sea u; € Z™ el vector primitivo de P;.
Diremos que % es un abanico unidimensional equilibrado si

=1

Esta condicion equivale a que la suma vectorial de las “fuerzas” m(P;)u; sea nula, reflejando la
simetria entre rayos opuestos y sus pesos.

El siguiente ejemplo, acompanado de la Figura 3.2, presenta un abanico unidimensional equilibrado
en R?, con cuatro rayos y los pesos correspondientes.

Ejemplo 3.2.2 Los vectores primitivos de los rayos son:
up =(0,1), w2 =1(2,1), wug=(1,-2), ug=(—1,-1),
con pesos respectivos m(Py) =4, m(Py) =1, m(P3) = 1, m(Py) = 3. Comprobamos que:
4(0,1) +1(2,1) +1(1,-2) +3(-1,-1)=(0+2+1—-3,4+1—-2-3) = (0,0),

por lo tanto, el abanico estd equilibrado.
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Figura 3.2: Abanico unidimensional equilibrado con cuatro rayos y pesos tales que la suma ponderada
de los vectores primitivos es nula.

Observacion 3.2.3 No siempre es posible asignar pesos que hagan que un conjunto de rayos forme
un abanico equilibrado. Por ejemplo, si consideramos rayos dirigidos por los vectores candnicos e;,
entonces cualquier asignacion de pesos m(P;) da lugar a la suma

> m(P)ei = (m(Py), ..., m(Py)),
=1

que solo puede anularse si todos los pesos son cero.

A continuacién queremos generalizar esta definicion a abanicos racionales de dimensiéon d > 1,
manteniendo la intuicién de equilibrio local en cada cresta.

Definiciéon 3.2.4 Sean P,QQ C R™ dos poliedros (o conos). La suma de Minkowski se define
como

P+Q={z+ylzeP yel}

En particular, la suma de Minkowski de poliedros (o de conos) es nuevamente un poliedro (o un
cono), lo cual permitiré interpretar proyecciones y construcciones posteriores.

Definicién 3.2.5 Sea ¥ un abanico racional puro de dimension d > 1, al cual se le asignan pesos
m(P) € N a cada celda d-dimensional P € ¥.. Diremos que Y. es un abanico equilibrado si, para
toda celda QQ € ¥ de dimension d — 1, se cumple la siguiente condicion de equilibrio:

Z m(P)up, =0 en Ng @R,
P>Q

donde Lg = span(Q) es el subespacio vectorial generado por Q, y
No :=Z"/(LoNZ")

es el grupo cociente que contiene las direcciones enteras normales a Q). Para cada celda P O @,
el cociente (P + Lq)/Lq define un rayo unidimensional en Ng @ R, y up, denota su generador
primitivo. La condicion de equilibrio exige que la suma ponderada de estos vectores normales se
anule.
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Observacion 3.2.6 La racionalidad del complejo implica que LoNZ" es un subgrupo libre de rango
d—1, de modo que

Ng =2Z"/(LonNZ") = 7z 4+,
Asi, el espacio vectorial Ng ® R describe las direcciones normales a Q, y los vectores up, son
los generadores primitivos de los rayos determinados por las celdas d-dimensionales P que contie-
nen a Q. Esta formulacion permite interpretar geométricamente la condicion de equilibrio como la
cancelacion de las “fuerzas normales” en cada cresta del complejo.

Cada condicién local en una cresta produce un abanico. El equilibrio global es sencillamente el
equilibrio de todos esos abanicos.

Definicién 3.2.7 Sea ¥ un complejo poliédrico puro de dimension d y racional respecto a una
valoracion. Para cada cresta Q consideramos la estrella

stary (@),

que es el abanico formado por los vectores primitivos up, asociados a las celdas d-dimensionales
que contienen a @, con los pesos heredados. Si stars(Q) es equilibrado para toda cresta Q, entonces
> es un complejo poliédrico equilibrado.

Observacion 3.2.8 FEsta definicion generaliza la de abanico: en cada celda de codimension 1 se
impone un equilibrio de vectores mormales, asequrando coherencia en todo el complejo.

Ejemplo 3.2.9 Consideremos el complejo ¥ en R? formado por dos tridngulos adyacentes que
comparten la arista Q entre los puntos A = (0,0) y B = (0,1). Sea C = (-1,0), D = (1,1),
entonces:

P = tridngulo ABC, Py = tridngulo ABD

Visualmente, el complejo poliédrico racional corresponde con la Figura 3.3:

B D

Q= AB

A
C

Figura 3.3: Dos tridngulos que comparten la arista comin Q = AB

Observamos que la condicion de equilibrio se verifica unicamente en las caras de dimension d—1 que
son comunes a dos o mds poliedros de dimension d, pues solo en estas caras la suma ) m(P)up,
mvolucra varios términos, luego, impone una restriccion significativa. Luego, se calculard para Q:

El subespacio vectorial paralelo a @Q es el eje y, entonces Lo = L{(0,1)}, y el cociente Ng =
7%]7(0,1), de modo que Ng ® R = R. Las proyecciones (P + Lg)/Lg de los tridngulos sobre el
cociente equivale a ignorar la componente en la direccion de Lg, en este caso, ignorar la componente
y. De modo que: up,, = (=1,0), wup, = (1,0), y se verifica, asignando los pesos m(P) =
Z m(P) Upy = (=1,0) + (170) = (0,0),
POQ
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cumpliéndose la condicion de equilibrio.

uPl P2

Definicién 3.2.10 Un complejo poliédrico puro X de dimension d se dice conexo por codimen-
sion 1 si su grafo de adyacencia de facetas es conexo. Es decir, dadas dos facetas arbitrarias p y P’
en Y, existe una secuencia de facetas P = Py, Py, ..., P, = P’ tal que cada par consecutivo P;, P;y1
comparte una cara de codimension 1.

Ejemplo 3.2.11 En la Figura 3.4 se muestran tres complejos poliédricos puros de dimension 2
en R3. El primero es conexo por codimension 1: las dos facetas se conectan mediante una cara de
dimension 1 (una arista). El sequndo complejo no lo es ya que sdlo se intersectan en un vértice (un
punto), entonces su interseccion tiene codimension 2. El dltimo tampoco lo es, ya que hay facetas
que no pueden conectarse.

N A A A

Conexo por codim. 1 Conexo por codim. 2 No conexo por codim. 1

Figura 3.4: Ejemplos ilustrativos de conexién por codimensién para complejos poliédricos puros

3.2.2. Enunciado del Teorema

Teorema 3.2.12 (|[MS21, Teorema 3.3.5]) Teorema de la Estructura para variedades tropi-
cales Sea X wuna subvariedad irreducible de dimension d dentro de T™. Entonces, trop(X) es el
soporte de un complejo poliédrico ponderado, equilibrado, I'yai-racional, puro de dimension d.
Ademds, dicho complejo poliédrico es conexo a través de codimension 1.

La importancia de este Teorema radica en que describe con precisién las propiedades geométricas y
combinatorias de la tropicalizaciéon de una variedad algebraica irreducible. En concreto, nos asegura

¢ Es el soporte de un complejo poliédrico puro, es decir, esta formado por piezas poliédricas que
encajan de forma ordenada y tienen todas la misma dimension.

o Este complejo esté ponderado y equilibrado, lo que implica que los pesos asignados a las piezas
satisfacen condiciones de equilibrio heredadas de la variedad original.

e Es I'yy-racional, lo que significa que la estructura del complejo esta definida con respecto a
una valoracién

o Es conexo a través de codimensién 1, luego, se puede ir de una pieza a otra pasando siempre
por caras de dimensiéon un paso menor, facilitando su estudio y comprension.
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Este teorema transforma el estudio de variedades tropicales en un problema combinatorio y geomé-
trico més accesible, pudiendo a aplicar técnicas ya estudiadas para analizar dichos objetos.

Ejemplo 3.2.13 Consideramos la variedad algebraica X = V ({f)) C (K*)3, donde f = x+y+2z+1.

Dado que f es un polinomio lineal e irreducible, la variedad X es irreducible. Ademds, al ser la
interseccion de un hiperplano con un espacio de dimension 3, la dimension de X es dim X = 2.

La tropicalizacion de la hipersuperficie X = V(f) C T? es el conjunto:

trop(X) = {w € R3 : min(w; + val(1), wo 4 val(1), w3 + val(1), val(1)} se alcanza al menos dos veces

Por definicion de valoracion se cumple val(1) = 0. Por tanto, la tropicalizacion resulta ser:

trop(X) = {w € R? : min(wy, we, w3,0) se alcanza al menos dos veces}

que geométricamente consiste en seis poliedros de dimension 2.

Mostremos que trop(X) satisface todas las propiedades del Teorema de la Estructura:
1. Estructura de complejo poliédrico.
Observamos que trop(X) es la union de subconjuntos de R3 definidos por condiciones del tipo:
w € R w; = wj < min(wg, wp), {i,5,k, €} = {1,2,3,4}, wy := 0.

Cada una de estas regiones es un poliedro, ya que puede describirse como la solucidn de un
sistema de desigualdades lineales. Por ejemplo, la region

012:{w€R3:w1:w2§mfn(w3, O)}:{wGRP’:wl:wggwg, w1§0}

se puede expresar como:

1 -1 0 " 0
-1 1 0 ! 0
012 w e R : 1 0 1 wo | < 0
1 0 o0/ \" 0
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Y de forma similar, para cada uno de los (g‘) = 6 poliedros mazimales. Esto se debe a que
estamos seleccionando pares de indices entre las cuatro entradas {w1, w2, ws,0}. Ademds:

= Las caras de cada poliedro también son intersecciones de semiespacios cerrados, por lo
que pertenecen a la coleccion.

s La interseccion de dos poliedros es vacia o bien una cara comun.
Ast, trop(X) es un complejo poliédrico.

2. T'ya1- racional.

Cada uno de los poliedros involucrados estd definido por un sistema de desigualdades:
Aw < b, donde A € Myx3(Q) yb=(0,0,0,0)T

Como la funcion de valoracion satisface val(l) = 0 para cualquier cuerpo con valoracion, se
tiene que 0 € T'ya1. Por tanto, el vector b € Féal' Concluimos que cada uno de estos poliedros
es I'yar-racional, y en consecuencia, trop(X) es un complejo poliédrico 'y -racional.

3. Puro de dimension 2.

Observamos que cada poliedro mazimal o, estd definido por la igualdad w; = w; junto con las
desigualdades, lo que implica que o;j estd contenido en un hiperplano de R3. Por tanto, cada
oi;j es un poliedro de dimension 2. Dado que trop(X) es la union de estos poliedros mazimales
de dimension 2, concluimos que trop(X) es un complejo poliédrico puro de dimension 2.

4. Ponderado y equilibrado.

Estudiemos la condicion de equilibrio tropical en una arista concreta del complejo. Por ejemplo
Q=1{(0,5,0) € R®: 5 >0},

que se corresponde con la arista resaltada en la grdfica de la Figura 3.5:

Figura 3.5: Variedad tropical con arista comun @ trop(X) y sus celdas adyacentes resaltadas.
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Dicha arista es comun a las siguientes tres celdas bidimensionales:

Py ={(x,y,2) €ER®: 2 =0, 0 < min(y, 2)},
Py ={(z,y,2) €ER®: 2=0, 0 < min(z,y)},
Py ={(z,y,2) €ER®: 2 = 2, x < min(y,0)}.

El subespacio generado por Q@ es Lg = span{(0,1,0)}, y por tanto el espacio cociente
No =73/(LoNZ3) = 7?
describe las direcciones normales a la arista. Podemos proyectar R® a No®R = R? eliminando

la direccion de Q, es decir, la sequnda coordenada.

Para determinar los vectores up,, observamos como se extienden los poliedros P; desde la
arista @, y tomamos sus direcciones transversales normalizadas a vectores primitivos enteros
en Ng.

e P contiene a Q y se extiende en la direccion positiva del eje z. Asi, su direccion trans-
versal es (0,0,1), que proyecta en Ng como up, = (0,1).

e Py contiene a Q y se extiende en la direccion positiva del eje x, es decir, en (1,0,0), cuya
proyeccion es up, = (1,0).

e P3 esta contenido en el plano x = z, con x < min(y,0). Desde Q, se extiende en direccion
(1,0,1), que proyecta como up, = (1,1).

Por tanto, en Ng = 72, la estrella de Q estd formada por los vectores:
up, = (07 1)’ up, = (170)7 Up; = (_17_1)7

donde hemos ajustado el signo de up, para que todos apunten hacia fuera de Q) en la estrella.

La condicion de equilibrio tropical en Q) se verifica si
m(P1) up, +m(P2) up, + m(Ps)up, = 0.
Tomando pesos unitarios m(P;) = 1, se cumple
(0,1) + (1,0) + (—1,—-1) = (0,0),
lo que prueba que el complejo tropical es equilibrado en la arista Q.

5. Conezo a través de codimension 1.
Basta observar el complejo para comprobar que es conexo por codimension 1.

Observacion 3.2.14 El Teorema de la Estructura proporciona condiciones necesarias que debe
cumplir un complejo poliédrico para poder ser la variedad tropical de un ideal. Sin embargo, es
importante subrayar que dichas condiciones no son suficientes: es posible que existan complejos
poliédricos —e incluso grafos— que satisfacen todas las hipdtesis del teorema (puereza, racionalidad,
equilibrio y conectividad en codimension 1), pero que no se corresponden con la variedad tropical de
ningun ideal.
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3.2.3. Idea de la demostracion del Teorema

La demostracion se sigue de una concatenacion de teoremas. El hecho de que trop(X) sea un com-
plejo poliédrico racional por valores, puro de dimensién d, se demuestra en el Teorema 3.2.15. Que
dicho complejo es equilibrado se establece en el Teorema 3.2.22. Finalmente, el Teorema 3.2.23
prueba que trop(X) es conexo por codimension 1.

A continuaciéon exponemos los teoremas con las ideas de la demostracion

Teorema 3.2.15 Sea X una subvariedad irreducible de dimension d en el toro algebraico T™ sobre
el cuerpo K. La variedad tropical trop(X) es el soporte de un complejo poliédrico T yq-racional puro
de dimension d en R™.

Demostracion. Sea I el ideal de definicion de X. Por la sequnda caracterizacion de la tropica-
lizacion de una variedad, dada por el Teorema 3.1.8, junto con la proposicion 3.1.12 se concluye
que la variedad tropical trop(X) es soporte de un complejo poliédrico T'ya-racional. Se trata de la
generalizacion de la demostracion del Teorema 2.2.8, que establece que la hipersuperficie tropical
trop(V (f)) es soporte de un complejo poliédrico Ty -racional puro de dimension n — 1

El Lema 3.1.18 muestra que la dimensidn de cada celda en ¥ es a lo sumo d. Por lo tanto, solo
queda demostrar que cada celda mazximal en Y tiene dimension al menos d.

Por complejidad, no se aborda aqui la demostracion de que cada celda maximal tenga dimension al
menos d, que corresponde a la pureza del complejo poliédrico. O

La segunda parte de la demostracién del Teorema de Estructura utiliza las siguientes nociones.
Comenzamos con la localizacion de M-modulos, que dado que se utiliza tnicamente en la definicién
3.2.17, se ha optado por incluirla en esta seccién en lugar de presentarla en la Seccion 2.1.

Definicion 3.2.16 Sea S un sistema multiplicativo de un anillo A y M un A-mddulo, denotaremos
por Mg la localizacion de M por S:
/
Mg = {m |meM,seS, de modo que M _ ™ s emiste s € S tal que s"(s'm — sm’) = 0}
s s

S/

Ademds, Mg tiene estructura de Ag-mddulo con las siguientes operaciones:

m m s'm 4+ sm/ a m am
- LR
S s Ss S

s ss
Definicion 3.2.17 Sea S = k[miﬁl, o, @Y. Un ideal Q C S es primario si para todo f,g € S,

se cumple que si fg € Q) entonces o bien f € Q o bien existe m € N tal que g € Q. El radical de
un ideal primario Q) es un ideal primo P C S.

Dado un ideal I C S, existe una descomposicion I = (\;_, Qi, donde cada Q; es un ideal prima-
rio con radical P; = +/Q;, y con primos P; distintos. Aunque esta descomposicion no es tnica,
el conjunto { P, ..., Ps} estd determinado y se llama el conjunto de los primos asociados de I,
denotado por Ass(I).
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La multiplicidad de un primo P; € Ass(I) es el entero positivo
mult(P;, I) :=4((S/Qi)p,)-

Aqui, £(M) denota la longitud de un Sp,-médulo M. Esta es la longitud s de la cadena mds larga

de submddulos
M= My2 M, D2 M.

Observacion 3.2.18 Tanto QQ como S son S-mddulos. Por un lado, todo ideal Q C S es un S-
mddulo con la suma heredada y la multiplicacion por elementos de S. Por otro lado, S es un S-
mddulo de manera inmediata al considerar la multiplicacion interna del anillo. Por tanto, Q es un
submddulo de S. Esto permite definir el modulo cociente

S/Q={m:meS tal quem=m' <= m—-m' €Q},
donde la accion de S sobre S/Q estd dada por

a-m:=am,

para a € S ym € S, dotando asi a S/Q de estructura de S-mddulo. Finalmente la localizacion de
un modulo por P es un Sp-mddulo, de modo que la multiplicidad estd bien definida.

Ejemplo 3.2.19 Consideremos el anillo de Laurent S = k[z*!], y el ideal I = (x —1)® C S.

Este ideal es primario, ya que es una potencia de un ideal primo. En particular, si f,g € S y
fg € (xz — 1)%, entonces se cumple que f € (x — 1)2 o bien existe un entero m > 1 tal que
g™ € (z —1)2, lo cual caracteriza a los ideales primarios.

El radical de I es el ideal primo VI = (x — 1), por lo que el conjunto de primos asociados de I es
Ass(I) = {(z — 1)},
Denotamos Q = (x —1)% y P = (x —1). Aplicando la propiedad de localizacion de médulos, se tiene
(S/Q)p = Sp/Qp = Su—1)/(x = 1)*S(z_1).-
Este Sp-mddulo tiene la siguiente cadena de submddulos:
Sw-1)/ (& —1)*S_1) D (& —1)Su_1)/(z = 1)*Sz_1) D 0,
lo que muestra que su longitud es 2. Por tanto, la multiplicidad de P = (x — 1) respecto de I es

mult((z — 1), (z — 1)%) = 2.

Definicion 3.2.20 Sea I un ideal (no necesariamente radical) en K[z, ... xt'. Sea X un com-

’rrn

plejo poliédrico con soporte || = trop(V(I)) tal que in,(I) es constante para w € relint(o) y para
toda o € ¥. Para una celda o € ¥ de dimension mdzima, la multiplicidad mult(o) se define como:

mult(o) = > mult(P,in,(T))
PeAss(iny (1))

para cualquier w € relint(o).
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Ejemplo 3.2.21 Sea K un cuerpo con valoracion trivial. Consideremos el ideal
I=(z+y+1)*C K[z, y™).

El soporte del complejo poliédrico asociado es trop(V (1)), la tropicalizacion del polinomio x+y+1:
la union de tres semirrectas que se intersectan en un punto (véase el Teorema 1.2.8). Se satisface que
la forma inicial in, (1) es constante para cada celda o del complejo poliédrico ¥ y para w € relint(o).
Por tanto, que podemos pasar a calcular la multiplicidad para una celda maximal.

El ideal de forma inicial es ing(I) = (ing(z +y+1))?, el cual no es radical. Su tnico primo
asociado es el ideal (in,(x +y + 1)), por tanto, la multiplicidad algebraica

mult(P, in,, (1)) = mult((in,(z +y + 1)), (ine(z + y + 1)?)) = 2,

coincide con la potencia del primo, de acuerdo con el razonamiento del ejemplo anterior. Por tanto,
la multiplicidad tropical mult(o) es igual a 2 para cada celda mdzima o en X.

Teorema 3.2.22 Sea I un ideal en K[xfl, .. .,:cffl] tal que todas las componentes irreducibles de
V(I) tienen la misma dimension d. Fijemos un complejo poliédrico ¥ con soporte trop(V (I)) donde
in, (1) es constante para w en el interior relativo de cada celda de ¥. Entonces, ¥ es un complejo
poliédrico equilibrado ponderado con la funcion de peso mult de la Definicion 3.2.20

Teorema 3.2.23 Sea X una subvariedad irreducible de T™ de dimension d. Entonces, trop(X) es
el soporte de un complejo poliédrico puro de dimension d que estd conectado a por codimension 1.

Esta propiedad es fundamental para el calculo algoritmico de variedades tropicales. Para una varie-
dad X C T™ de dimensién d, consideramos un grafo cuyos nodos son las celdas de dimensién d de
trop(X), y donde dos nodos estan conectados si las celdas correspondientes comparten una cara. El
Teorema 3.2.23 garantiza que este grafo es conexo, lo que significa que se puede pasar de cualquier
celda maxima a otra a través de una cadena de celdas vecinas.

Esto es clave para el céalculo préactico de trop(X): empezando desde una celda, podemos identificar
todas las celdas vecinas usando técnicas de ideales iniciales, y asi recorrer todo el complejo. La
demostracion del teorema se realiza por induccién en la dimensién d, siendo el caso base d = 1 nada
trivial. La demostracion en detalle se puede consultar en [MS21, Cap. 6|
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Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. Optimizaciéon: Caminos mas cortos

Un ejemplo clésico donde la aritmética tropical resulta especialmente ttil es en el problema de
encontrar caminos méas cortos en grafos dirigidos ponderados.

Consideremos un grafo dirigido G' con n nodos etiquetados del 1 al n, donde cada arista (i, j) tiene
una longitud no negativa d;;. En caso de que no exista la arista, asignamos d;; = +o00. El objetivo
es determinar la distancia minima entre dos nodos dados, es decir, el camino con menor suma total
de pesos. Este problema se puede plantear algebraicamente usando la matriz de adyacencia

D¢ = (dij),

donde la diagonal contiene ceros y los valores fuera de la diagonal son las longitudes de las aristas
(o infinito si no existe). La aritmética tropical redefine la suma y el producto tradicionales para que
la operacion de “multiplicacion tropical” (que combina sumas y minimos) aplicada a esta matriz
permita calcular de manera eficiente las distancias mas cortas entre todos los pares de nodos.

Concretamente, la operaciéon tropical repetida

(n—1)

D"V =Dge-" @ Dg,

calcula, en su entrada (i, 7), la distancia del camino mas corto desde el nodo i al nodo j.

Proposicion 4.1.1 Sea G un grafo dirigido ponderado con n nodos y matriz de adyacencia Dg
(n—1)

de tamano n x n. Entonces, la entrada de la matriz Dg en la fila i y columna j es igual a la

longitud del camino mds corto desde el nodo i al nodo j en G.
Demostracion. Sea dl(;) la longitud minima de cualquier camino desde el nodo @ al nodo j que utilice
a lo sumo r aristas en G. Tenemos que

para cualesquiera nodos i iy j.

Dado que los pesos de las aristas d;; son no negativos, un camino mds corto desde i a j visita cada
nodo de G como mdzimo una vez. En particular, cualquier camino mds corto en el grafo dirigido G
usa a lo sumo n — 1 aristas dirigidas. Por tanto, la longitud de un camino mds corto desde i a j
coincide con

do .

v
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Para v > 2, se cumple la siguiente formula recursiva para las longitudes de estos caminos mds
cortos:

dif) = min (d 0 + dig).

k=1,...,n

Usando la aritmética tropical, esta formula puede reescribirse como

dz(;) = dg;il) ©dy; @ dgil) Odoj DD d(ril) © dpj,

n
es decir,

dlj
dy) = (di " dy L dp ) o

?n

dn;

De esto se deduce, por induccion en r, que dl(;)
la matriz Dg’". En efecto, el lado derecho de la formula recursiva es el producto tropical de la fila i

coincide con la entrada en la fila i y columna j de

de Dg(rfl) por la columna j de Dg, que es precisamente la entrada (i,j) de Dgr.

En particular, dz(;t*l) coincide con la entrada en la fila ¢ y columna j de Dg(nfl). Esto prueba la
afirmacion. O

Ejemplo 4.1.2 Sea la matriz de adyacencia asociada a un grafo dirigido ponderado:

00

00
D¢ = 9
0

0o 3 7
1 0 4
o oo 0
1 o0 ™
Calculamos el camino mds corto de 1 a 4 para diferente nimero de pasos

e Un paso:  No hay arista directa, dﬁ) = dyg = 00.
e Dos pasos: Se obtiene con el camino 1 — 3 — 4.

dii) = min (dy}) + dya) = min (0+ 00, 3+ 00, 7+2, 00 +0) =9,
e Tres pasos: Un camino con 3 aristas es1 — 2 — 3 — 4 con coste 3+4+2=09.

dyi) = min (df) + dra) = min 0+ 00, 3400, T+2,9+0) = 9.

4
1

1| \ 4

O =0

Caminos de 1 arista Camino de 2 aristas Camino de 8 aristas




Capitulo 5

Apéndice

5.1. La amebas y su relaciéon con la geometria tropical

Comenzamos definiendo las variedades algebraicas complejas en el anillo de polinomios de Laurent

K[zt 2Et ... 2F1], siendo K un cuerpo conmutativo. Los elementos de este anillo son de la forma:
1 »%*2 » rn 9 p
k k
flxy,. .. zpn) = E Ak kn @y - Ty, con ag, g, € K
(k17-~-7kn)€Zn
Definicion 5.1.1 Sea I un ideal en S = C[mfl, ..., Y. Definimos su variedad algebraica como:

V(I)={z€ (C"| f(z) =0,Vf eI}
Definicion 5.1.2 Sea I un ideal en S y V' su variedad algebraica. Llamamos ameba de I a
A(I) = Log,(V) C R"™.
donde Log, : (C*)" — R"™ es la aplicacion logaritmica con t > 1 dada por
Log,(z1, ..., 2zn) = (logy |1/21], ... ,1og: |1/2n]),

Ejemplo 5.1.3 Veamos un ejemplo para una curva plana compleja C, que tienen dimensién real
dos. Su imagen bajo la transformacion Log también es un subconjunto bidimensional de R?.

Consideremos el polinomio f(z,w) =z 4+ w — 1, cuya variedad asociada estd dada por
V(f)={(21,22) € (C)? | 21+ 20— 1 =0} ={(2,1 — 2) | z € C*}.
Aplicamos la transformacion logaritmica sobre los elementos de la variedad, obteniendo
A(f) = Logy(V(f)) = {(—log; ||, —log; |1 — z[) | z € C*}.

Aunque V(f) no contiene un punto (0,1), se aprozima a €l, de manera que cuando se aplica la
transformacion logaritmica de un vecindario cercano a ese punto se gemera lo que llamamos ten-
taculo de la ameba apuntando hacia la derecha. De manera similar, la transformacion de
un pequeno vecindario del punto (1,0) € V(f) forma parte del tenticulo que apunta hacia arriba, y
los puntos de la forma (z,1—z) con |z| — oo corresponden al tentdculo que apunta hacia el suroeste.
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Variando los valores de la base del logaritmo llegamos a las representaciones de la Figura 5.1 :

log.(V(f)) logs(V'(f)) logso0(V(f))
Figura 5.1: Amebas de V(f), con f(z,w) = z 4+ w — 1, para distintas bases ¢ en log,.
Observamos que, a medida que la base del logaritmo crece, la ameba se contrae y sus tentdculos

convergen hacia un conjunto de rayos rectilineos. Esta figura limite, conocida como la espina de
la ameba, coincide con una variedad tropical, en este caso, una recta tropical.

Para justificar el paso de estructuras algebraicas clasicas a tropicales, introducimos el proceso co-
nocido como descuantizacion de Maslov. En esta secciéon seguiremos la primera parte de |Lit10]
5.1.1. Descuantizacién de Maslov y apariciéon del algebra tropical

Con el fin de motivar la apariciéon del semianillo tropical, consideraremos una familia de semianillos
R; para t > 1 cuya estructura depende de operaciones deformadas. El proceso de descuantizacion
de Maslov consiste en estudiar el comportamiento de esta familia en el limite ¢ — oo de dicha familia.

Sea t € Ry, definimos R; = (R U {+o0}, B¢, ®), donde las operaciones se definen como:
r@ry:=—log,(t " +t7Y), zOry:=x+y

para cualesquiera z,y € RU {+00}. Ademas, se define t=°° := 0y —log,(0) := occ.

Propiedades algebraicas: Se puede comprobar que R; es un semicuerpo:

o (R, @) es un monoide conmutativo con elemento identidad 0; = co. La clausura, asociatividad
y conmutatividad de &¢; se debe a que la suma real es conmutativa y asociativa, y por tanto
@; también lo es. Por otro lado, el elemento neutro es +o0o ya que:

x @y (+o00) = —log,(t7F +t7°) = —log,(t7 " +0) = —log,(t™") = x

e (R¢, ®) es un monoide con elemento identidad 1; = 0. Mé&s atn, al estar definido como la suma
usual, forma un grupo abeliano con neutro 0.

« Distributividad: Se verifica que ®; distribuye a @;:

xO(y®rz) =ao+ (—log,(t 7Y+t 7)) = —log,(t V™" +t7%t7") = (x ©Ory) Bt (x Oy 2)
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Proposicion 5.1.4 Se verifica que el limite de esta familia de semianillos es el semianillo tropical:
lim Ry =T
t—o0
Demostracion. Sean x,y € RU {4+00}. Queremos probar que:
lim 2@,y =min(z,y) vy limzory=z+y.
t—00 t—o00
Suponiendo sin pérdida de generalidad que x <y, se tiene:
r@ry=—log,(t7 " +t7Y)=x—log, (1 +t*7Y).

Como x —y < 0, se tiene que t*7Y tiende a cero cuando t crece, y por continuidad del logaritmo se
concluye que log,(1 4 t*~Y) también tiende a cero. Luego:

lim = ®; y = x = min(x, y).
t—o00

Para la seqgunda, basta notar que T ©¢ y = x + y para todo t, por lo que su limite es x + y.

5.2. Verificaciéon de propiedades del semianillo tropical

Verificaremos que efectivamente T cumple las propiedades de un semianillo:

1. (R, ®) es un monoide conmutativo con identidad Ot = +oo0.

o Clausura: El minimo de dos elementos del conjunto siempre pertenece a él.
« Asociatividad: Para todo z,, z € R se verifica que:

(x ®y) @z = min(min(z,y), z) = min(z,y, z) = min(z,min(y, 2)) == & (y S 2).

o Conmutatividad: Se sigue directamente de la conmutatividad de la operaciéon min.
« Elemento identidad: Existe O = 400 tal que Vo € R :

z® (+00) =min(z,+o00) =2 y (400) @z =min(+oo,z) = .

2. (R,®) es un monoide con elemento identidad 1t = 0.
Dado que ® coincide con la suma usual, se tiene que (R,®) = (R,+). Como (R,+) es un
monoide conmutativo con elemento neutro 0, y la operaciéon se extiende naturalmente a R U
{00}, entonces (R, ®) también es un monoide conmutativo con identidad 11 = 0.

3. El producto se distribuye sobre la adicion. Dado que se satisface la distribucion por la izquierda
O (y®z) =z +min(y,2) =min(z+y,2+2)=(20y) G (r02), Vr,yzeR

Al haber probado previamente la conmutatividad de & y ®, la validez de la distribucién por
la izquierda implica la distribucién por la derecha.

4. Op es absorbente en 7. Para todo x,v, 2 € R se satisface Or ® z =  ® Op = Og:
Or®x=00+x=00=0T

Solo se ha probado Or ®x = z, ya que por conmutatividad del producto, se verifica x ® 01 = Ot
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5.3. Operaciones tropicales: suma, producto y ejemplos

Para comprender mejor el comportamiento de las operaciones del algebra tropical, presentamos a
continuacion las tablas de adicion y producto para los ntimeros del 1 al 8. En la primera tabla, cada
celda muestra el minimo entre la fila y la columna correspondiente, mientras que en la segunda

tabla, cada celda representa la suma usual de ambos valores.

CAPITULO 5. APENDICE

Con esta notacién, evitamos ciertos errores que podrian asumirse debido a las convenciones de la
aritmética clasica. En particular, en la aritmética tropical, las siguientes igualdades no se cumplen:

lox#z, —-1Ox#-—z, 00x#0

Operaciones con vectores y matrices en el semianillo tropical

Las operaciones del algebra lineal, como la suma y el producto de vectores y matrices, tienen sentido

en el semianillo tropical. Sean u,v e R" y A € R:

&1 2 3 45 6 78 o1 2 3 4 5 7 8
111111111 112 3 4 5 6 8 9
211 2 2 2 2 2 2 2 213 4 5 6 7 9 10
3112 3 3 3 3 3 3 314 5 6 7 8 10 11
411 2 3 4 4 4 4 4 415 6 7 8 9 11 12
511 2 3 45 5 5 5 516 7 8 9 10 12 13
6|1 2 3 4 5 6 6 6 6|7 8 9 11 13 14
71123 45677 718 9 10 12 14 15
8|1 2 3 4 5 6 7 8 819 10 11 13 15 16

« Suma tropical de vectores: (u @ v); = min(u;, v;). Ejemplo: u = (3,7,2),v = (5,4, 6)

u® v = (min(3,5), min(7,4), min(2,6)) = (3,4, 2).

« Producto por escalar: (A ® u); = A+ ;. Ejemplo: A =2,u=(3,7,2)

AOou=(2+3,2+7,2+2)=(5094).
« Producto escalar tropical: u ® v’ = min;(u; + v;). Ejemplo con u, v anteriores:

uo v =min(3+5,7+4,246) =min(8,11,8) = 8.

 Suma tropical de matrices A, B € R™*": (A & B);; = min(A;;, B;j). Ejemplo:

12 T2 03 _ [min(1,2)
A_[?) 4}’ B_[l 5]’ A@B_[min(?),l)

o Multiplicacién tropical de matrices A € R™*P, B € RP*™:

Ejemplo con A, B anteriores:

ci1 =min(14+2,2+1)=3, c¢j2=min(l+3,2+5) =4,
Co1 :mfn(3—|—2,4—|—1) =95, (2 :min(3+3,4+5) =6,

3 4
A@B—[5 6}'

min(2, 3)
min(4,5)

1 2
1 4

|



5.4. CODIGO MAPLE PARA LA VISUALIZACION DE CURVAS TROPICALES

5.4. (Cobdigo Maple para la visualizacién de curvas tropicales

Codigo para visualizacién en R?

GraficarPuntos := proc(F)
local k, h, m, nummin, P, puntos, i, n, Fval;
puntos := [];
n := nops (F);

for k from -4 by 0.05 to 4 do
for h from -4 by 0.05 to 4 do

Fval := [seq(evalf(subs(x =k, y = h, F[i])), i =1 .. n)];
m := min(op(Fval));
nummin := add( if (evalb(Fval[i] <= m), 1, 0), i =1
P := evalb(2 <= nummin) ;
if P then
puntos := [op(puntos), [k, hl];
end if;
end do;

end do;

display(pointplot (puntos, symbol = solidcircle,
symbolsize = 8, color = black));

;| end proc;

Coédigo para visualizacién en R3

GraficarPuntos3d := proc(F)
local k, h, m, nummin, P, puntos, i, n, Fval, f, superf;
puntos := [];
n := nops (F);
f := (x, y) -> min(seq(F[i], i = 1 .. n));

for k from -5 by 0.1 to 5 do
for h from -5 by 0.1 to 5 do

Fval := [seq(evalf(subs(x =k, y = h, F[i])), i =1 .. n)];
m := min(op(Fval));
nummin := add( if (evalb(Fval[i] <= m), 1, 0), i =1
P := evalb(2 <= nummin) ;
if P then
puntos := [op(puntos), [k, h, ml];
end if;
end do;
end do;
superf := plot3d(f(x, y), x = -5 .. 5, y = -5 .. b,

color = lightgrey, transparency = 0.5);
display ([superf, pointplot3d(puntos, symbol = solidcircle,
symbolsize = 6, color = black)]);
end proc;
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5.5. Valoracién en el cuerpo de series de Puiseux
Antes de comenzar, debemos conocer las siguientes definiciones:

Definicion 5.5.1 Sea A un anillo conmutativo con unidad. El anillo de serie de potencias
formales sobre A en la variable t, denotado Al[t]], es el conjunto de todas las expresiones formales

de la forma:
oo
> ot
n=0

donde a,, € A para todo n € N.

Proposicion 5.5.2 El conjunto A[[t]] es un anillo con las operaciones de suma y producto definidas
término a término (producto convolutivo).

Demostracion. Dado que las operaciones de suma y multiplicacion estdn bien definidas, heredan la
asociatividad y conmutatividad de A, al ser A un anillo conmutativo. El elemento neutro aditivo es

la serie nula
oo
0=> 0-t",
n=0

mientras que el elemento unidad multiplicativa es la serie
1=1°,

que tiene coeficiente 1 en la potencia cero y coeficientes cero en todas las demds potencias. Ademds, la
suma en A[[t]] tiene inversos aditivos, obtenidos simplemente cambiando el signo de cada coeficiente
de la serie. La multiplicacion es distributiva respecto a la suma, completando asi la estructura de
anillo conmutativo unitario. O

La generalizacion de series de potencias formales a exponentes n < 0 resulta en la siguiente nocion:

Definicion 5.5.3 Sea K un cuerpo. El cuerpo de series de Laurent en una variable t sobre K,
denotado K ((t)), es el conjunto de todas las expresiones formales de la forma:

oo
5wt
n=N
donde N € Z, a, € K, y solo un nimero finito de coeficientes a,, con n < 0 son distintos de cero.

Con las mismas operaciones definidas para la serie de potencias formales, K ((¢)) es un cuerpo: toda
serie no nula tiene inverso multiplicativo.

Definicion 5.5.4 Sea K un cuerpo. El cuerpo de series de Puiseux sobre K, denotado K{{t}},
es el conjunto de todas las series formales de la forma:

oo
> ant™,
n=N

donde r € Nsg es un denominador fijo (que puede variar entre series), N € Z, y an, € K, con la
condicion de que solo un nimero finito de coeficientes con n < 0 son distintos de cero.
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Existe una relacién entre el cuerpo de series de Laurent y el de Puiseux: este ultimo puede expresarse
como la unién creciente de los cuerpos de series de Laurent en la variable t1/7:

E{{t}} = |J K ('),

n>1
En este contexto, surge una valoracién natural
val : K{{t}} - RU {00},

que asigna a cada serie formal no nula f(¢) € K{{t}} el menor exponente que aparece en su desarrollo.
Es decir, si
ft) = ant™" + términos de mayor exponente, a, # 0,

entonces val(f(t)) = n/r. Por convencion, val(0) = oo.

La valoracion val indica el orden del cero o del polo en ¢ = 0. En particular, para una funcién racional
c(t), el valor de val(c(t)) es un entero positivo si tiene un cero en t = 0, y un entero negativo si
tiene un polo. Esta valoracién es importante porque permite medir como de singular es una serie o
funcién cerca del origen.

Ejemplo 5.5.5 Consideremos la siguiente funcion racional, la cual tiene un cero ent = 0. Nuestro
objetivo es determinar el orden de dicho cero utilizando la valoracion.
32ttt (1+2t) . 1+2t 1
c(t) = 27 _(+ )tS: et - ) £
o+t o+t 5 I+

Su desarrollo en serie de Laurent en torno a t =0 comienza como:
T+t t\"\,s (1 2 1 s la (2 1Y\,
= —1—= ) B =+t —t+ | B = 2t o)t
e(t) (5%(5)) 575 "5 505 st T
La serie resultante es: 9

1
c(t):gt?’—i—%t e

por lo tanto, el menor exponente que aparece es 3, y se tiene:
val(c(t)) = 3.

Esto indica que la funcion c(t) tiene un cero de orden 3 ent = 0.

5.6. Morfismos monomiales entre toros algebraicos

En esta seccion se estudian las aplicaciones entre variedades definidas en el toro algebraico. En
concreto, vamos a estudiar de los morfismos monomiales, que son un caso particular. Para esto, nos
hemos basado principalmente en dos referencias: [Cut02] y [Sal01].

Definiciéon 5.6.1 Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado, y sea T™ = (K*)" el toro algebraico
de dimension n. Un morfismo monomaal es una aplicacion

o:T" — T
dada por
J— ail ,.ai12 a am1 ,.Am?2 a
o(x1, ..., xn) = (a2 aptn, Lo aimagm? i)

donde A = (ai;) € Z™ ™ es una matriz de exponentes enteros.
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Intuitivamente, en un morfismo monomial cada coordenada es un monomio en las variables z1, ..., .

Ejemplo 5.6.2 Un ejemplo particularmente simple e importante de morfismo monomial es la pro-
yeccion monomial, que se obtiene tomando A como una submatriz identidad. Por ejemplo, la
aplicacion

7T — T, (x1,...,2n) — (T1,..., %)

es un morfismo monomial, dado por una matriz A € Z™*"™ en la que las r primeras columnas forman
la matriz identidad y el resto son ceros.

Sea K un cuerpo. Sean A y B dos K-algebras de tipo finito. Un homomorfismo de K-algebras
ff:A — B
induce un morfismo de variedades afines de manera contravariante.
f: Spec(B) — Spec(4), f(p)=(f)""(p)

Observacion 5.6.3 En el caso de A = K[xlil, ool B = K[:Ulﬂ, ..., oY, anillos de polino-

mios de Laurent, entonces Spec(A) = T™ y Spec(B) = T". De modo que un homomorfismo

ng*:K[a:fl,...,a:ﬂ] — K[yfl,...,yfl]

m

induce un morfismo de toros

$:T" — T™
Ejemplo 5.6.4 Sea el homomorfismo ¢* : K[x{cl, R K[yfcl, ...,y dado por
¢ (xi) = Y1 Yo -y =y, A= (aq,. ., am) € 27,

De manera contravariante se induce un morfismo entre variedades afines en la direccion opuesta:

o : Spec(K[yfd, . ,y,jfl]) — Spec(K[x{cl, .. .,xil]),

m

W1y yn) — (W gt e gy,

Definicion 5.6.5 Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado dotado de una valoracion no trivial.
La tropicalizacion de un morfismo monomial ¢ : T™ — T™, con matriz de exponentes A € Z™*™,
es la aplicacion

Trop(p) : R" — R™,

dada por
Trop(p)(w) = A © w,

donde w = (val(xy),...,val(xz,)) y © denota la multiplicacion tropical de matrices.
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