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Resumen

Actualmente, los sistemas diferenciales auténomos son de gran importancia pa-
ra la modelizacion de fenémenos que suceden en el mundo. Su utilidad se ex-
tiende a campos como la Fisica, la Biologia y la Computacion, entre otros.

El estudio del comportamiento de estos sistemas a largo plazo nos permite com-
prender su estabilidad y predecir su evolucion.

Este trabajo consiste en una revision teorica de la estabilidad de los sistemas
dinamicos, ademas de otros conceptos relevantes como los puntos de equili-
brio, los atractores globales o los conjuntos limite. Se estudian en profundidad
el método directo de Lyapunov y las o6rbitas de sistemas dinamicos a través del
Teorema de LaSalle y del Teorema de Poincaré-Bendixson.

La revision se basa en el contenido tedrico encontrado en “Applied Nonautono-
mous and Random Dynamical Systems” [1], libro escrito por Tomas Caraballo y
Xiaoying Han, asi como en los apuntes de la asignatura de “Ampliacién de Ecua-
ciones Diferenciales” [2] del Grado en Matematicas de la Universidad de Sevilla.

A lo largo del trabajo se exponen las definiciones y teoremas necesarios para el
entendimiento de los conceptos tratados, junto con ejemplos concretos y grafi-
cas para facilitar la comprension del tema.

Con este trabajo se busca comprender y estudiar la estabilidad de los sistemas
dinamicos, ademas de las potenciales aplicaciones que estos puedan tener, como
modelizacion de epidemias, el desarrollo de ecosistemas o el analisis y simula-
cion computacional de fenémenos fisicos.






Abstract

Autonomous differential systems are of great importance for modeling real-world
phenomena. Their applicability extends to fields such as Physics, Biology, and
Computing, among others.

Studying the long-term behavior of these systems allows us to understand their
stability and predict their evolution.

This work presents a theoretical review of the stability of dynamical systems,
along with other relevant concepts such as equilibrium points, global attractors,
and limit sets. The direct Lyapunov method and the orbits of dynamical systems
are studied in depth through LaSalle’s Theorem and the Poincaré-Bendixson’s
Theorem.

The review is based on the theoretical content found in “Applied Nonautonomous
and Random Dynamical Systems” [1] by Tomas Caraballo and Xiaoying Han,
as well as on the lecture notes from the course “Advanced Differential Equa-
tions” [2], part of the Bachelor's Degree in Mathematics at the University of
Seville

Throughout this work, the necessary definitions and theorems are presented to
support the understanding of the aforementioned concepts, together with spe-
cific examples and graphs to facilitate comprehension.

The aim of this project is to study and understand the stability of dynamical sys-
tems, as well as their potential applications, such as epidemic modeling, ecosys-
tem development, and the computational analysis and simulation of physical
phenomena.
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Capitulo 1

Introduccion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs) son una de las herramientas
matematicas mas utilizadas para la descripcion y analisis de fenémenos que
evolucionan en el tiempo en el mundo real. Su aparicion es comun en diversos
campos, como la Fisica, la Biologia, la Economia, la Ecologia o la Ingenieria, don-
de permiten modelar dinamicas de sistemas reales con gran precision. Desde el
estudio del movimiento de las galaxias hasta la propagacion de enfermedades o
la evolucion de una poblacion animal, las EDOs nos permiten comprender no
solo el comportamiento inmediato de estos sistemas, sino también cémo evolu-
cionan a largo plazo.

Concretamente, los sistemas diferenciales auténomos son especialmente rele-
vantes en el estudio de la dinamica de fenémenos reales. Comprender su com-
portamiento es crucial, ya que muchos fenémenos naturales y tecnolégicos pue-
den representarse mediante este tipo de sistemas. Saber como se comportan
estas soluciones con el tiempo, si tienden a estabilizarse, si presentan oscilacio-
nes o incluso comportamientos caoéticos, es clave para poder controlar, predecir
o simular y visualizar virtualmente dichos fenémenos.

Uno de los aspectos de mayor importancia en el estudio de los sistemas dina-
micos es el analisis de su estabilidad, su capacidad para mantener su compor-
tamiento o retornar a un estado de equilibrio frente a pequenas perturbaciones.
Este analisis permite anticipar la respuesta del sistema ante cambios o pertur-
baciones en sus condiciones iniciales o en su entorno, lo cual es crucial en la
practica cientifica y técnica. Ademas, conceptos como los atractores globales,
que describen la tendencia asintotica del sistema, ofrecen una perspectiva mas
profunda a largo plazo de estos sistemas, aportando una vision global del des-
tino y velocidad de convergencia a ese destino de todas sus posibles trayectorias.

Este trabajo busca estudiar estos conceptos y realizar una revision teérica de
la estabilidad en sistemas diferenciales auténomos y no lineales, ademas del
concepto de atractores globales. Para ello, se presentaran y analizaran los fun-
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damentos matematicos mas relevantes, como el concepto de punto de equilibrio,
la estabilidad local y global, el método directo de Lyapunov, el Teorema de La-
Salle y el Teorema de Poincaré-Bendixson, asi como los elementos esenciales de
la teoria de atractores y de orbitas. El enfoque sera fundamentalmente teoérico,
pero se incluiran ejemplos representativos y visualizaciones graficas que ayuden
a entender mejor los resultados y conceptos expuestos.

Ademas del analisis matematico, el trabajo incorpora una reflexion sobre el im-
pacto que este tipo de estudios puede tener en multitud de contextos, como en el
caso de la COVID-19 o la evolucion de especies en peligro de extincion. De este
modo, se muestra como un trabajo de caracter tedrico puede tener importantes
implicaciones practicas.

Este trabajo se organiza segun los siguientes apartados:

- En el Capitulo 2 se introducen los sistemas diferenciales ordinarios no lineales
y los sistemas dinamicos, el concepto de solucion, el problema de Cauchy y el
Teorema de existencia y unicidad de Picard.

- El Capitulo 3 esta dedicado al concepto de sistema dinamico auténomo y la
teoria de estabilidad, incluyendo el analisis de puntos de equilibrio, las fun-
ciones de Lyapunov y los teoremas que permiten determinar la estabilidad sin
necesidad de soluciones explicitas.

- En el Capitulo 4 se define el concepto de orbita y sus propiedades, asi como
el estudio de su comportamiento segun el Teorema de LaSalle y el Teorema de
Poincaré-Bendixson.

- En el Capitulo 5 se aborda la teoria de atractores globales para sistemas dife-
renciales auténomos.

- A lo largo del Capitulo 6 se estudian casos reales de aplicacion de la teoria
presentada en campos como la Ecologia, Epidemiologia y Climatologia.

- El Capitulo 7 presenta un analisis del impacto de estos estudios teéricos en
la sociedad, relacionandolos con los Objetivos de Desarrollo Sostenible (ODSs)
pertinentes.

- Finalmente, en el Capitulo 8 se recogen las conclusiones del trabajo y se
proponen posibles lineas de trabajo futuro.



Capitulo 2

Sistemas Diferenciales No
Lineales de Primer Orden

2.1. Algunos Conceptos Basicos

Un sistema diferencial ordinario (SDO) no lineal de primer orden es un conjunto
de ecuaciones diferenciales que dependen de manera no lineal de las propias
funciones incognita o de sus derivadas. A diferencia de los sistemas lineales, en
estos sistemas las variables pueden interactuar entre si de forma compleja, apa-
reciendo productos, potencias o funciones no lineales como senos, logaritmos o
exponenciales.

Matematicamente, estos sistemas suelen presentarse en dimension N € N con
la siguiente expresion:

Y1 (t) = fit,ya(t), ya(t), ... s yn(t)),

: : (2.1)
donde fi,..., fn: Q C R¥*! 5 RN, son funciones dadas, t es la variable indepen-
diente, las funciones y;,... ,yy son las funciones incégnita que solo dependen
detey,...,yy son las derivadas de las funciones incégnita respecto de ¢.
Definicion 2.1.1. Una solucion de (2.1) es cualquier conjunto de funciones
yi,...,yn : (a,b) — R satisfaciendo:

(i) Existe y/(t), Vt € (a,b), Vi=1,...,N.
i) (t,yi(t),y2(t),... ,yn(t)) € Q, Vt € (a,b).
Diremos entonces que y = (y1,...,yn)’ es solucion de (2.1) en (a,b), para todo

t € (a,b).
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Por lo general, consideraremos que 2 C RV*! es abierto y que
f=(f1,...,fn)T € CO>(QRY), con lo que podemos sustituir la primera condicion
de la Definicion 2.1.1 por y € C'((a, b); RY).

Ahora, para poder determinar las propiedades de las soluciones de nuestro sis-
tema, es necesaria informacion adicional sobre los datos iniciales. Si el sistema
describiese el movimiento de una particula en el espacio, estos datos consisti-
rian, por ejemplo, en su posicion de origen y el instante inicial de salida.

Asi, podemos determinar un problema de valores iniciales (PVI) que se define a
continuacion.

Definicion 2.1.2. Denominaremos problema de valores iniciales (PVI) o problema
de Cauchy (PC) para el SDO (2.1) al problema consistente en, fijado un dato inicial
(to, Yo1,--- »yon) € 2, hallar una solucién de (2.1) en (a,b) tal que ty € (a,b) y se ve-
rifique que y1(to) = yo1,--- ,yn(to) = yon. En tal caso, se dice que y = (y1,... ,yn)"
es solucion en (a,b) de

Y1 (t) = fit,ya(t), ya(t), ... s yn(t)),

’ ’ (2.2)
y1(to) = yot1,--- »yn(to) = yon-
Bajo una serie de suposiciones aplicadas a fi,..., fy, se puede probar mate-

maticamente que el (PC) (2.2) tiene una unica solucion. Esta solucién es una
aplicacion diferenciable y;(-;to, yoi) : (a,b) — RN que satisface y;(to; to, Yoi) = Yoi

para todo i = 1,...,N. Aqui, la notacion “;ty,yo;” se usa para especificar la de-
pendencia de la solucién respecto del dato inicial (o, yo;). Para simplificar las
definiciones, trabajaremos con yy = (yo1,- .- , Yon) ¥ Seguiremos con el ejemplo de

la particula en el espacio propuesto con anterioridad.

Continuamos buscando presentar un teorema de existencia y unicidad de solu-
cion maximal para el (PC).

2.2. Existencia y Unicidad de Solucion

Teorema 2.2.1 (de Picard). Sean Q ¢ RV*! un conjunto abierto no vacio y consi-
deremos fi, ..., fn: Q — RY funciones tales que

(l) f17 A 7fN G CO(Q)’
(ii) existen las derivadas parciales de f1,... , fx y son continuas en .

Entonces, para cada (to,yo1,---,%nN) € (2, existe § > 0 tal que, si denotamos
Is = (to — 6,10 + ), existe una tnica solucién del PVI (2.2) en I;.

Si podemos verificar solamente el apartado (i) anterior, podemos garantizar la
existencia de solucion (Teorema de Peano), pero no podemos confirmar que dicha
solucion sea unica.



2.2. Existencia y Unicidad de Solucion

Con esto ya tendriamos una breve nocion sobre los sistemas diferenciales, co-
mo determinar si existe solucion tinica para los mismos y en qué consiste ser
solucion de un SDO.

Sea f :  — RY una funcion continua y (tp,70) un punto en ). Consideremos
ahora el PVI (2.2) escrito en forma compacta

y,(t) = f(tvy)’ y(tO) = Yo- (28)

Nos interesan los PVI que presentan la forma de (2.3), cuyas soluciones se de-
finen en un intervalo temporal que contiene el intervalo [y, +o0), i.e., PVIs con
soluciones globales en el tiempo. Hay varias maneras de ver esto, como la que
se expresa a continuacion.

Teorema 2.2.2 (Unicidad de solucion). Astimase que f es continua respecto de t
y de clase 1 respecto de y en ). Dado cualquier (ty,yp) € 2, sea pi(t) la solucién
del PVI (2.3) en el intervalo I, y ¢2(t) la solucién del PVI (2.3) en el intervalo Is.
Entonces

o1(t) = po(t), Vtelnl.

Dado que buscamos estudiar el comportamiento de estos sistemas a futuro,
necesitamos que los PVIs estén definidos globalmente en el tiempo (¢ > ty). Es
por ello que se necesita encontrar una soluciéon maximal. Este término se refiere
a la solucién definida en el mayor intervalo [tg, Tnq.) posible, de forma que no
existan otras soluciones definidas en un intervalo mayor. Por tanto, si 7,4, =
+00, la solucion de (2.3) esta definida globalmente en el tiempo.

Antes de definir matematicamente lo que es una solucién maximal, vamos a ver
qué significa ‘soluciones continuables’, que nos servira para explicarla.
Definicion 2.2.1. Considérese (ty,yo) € Q y sea o(t) la solucién del PVI (2.3) en

el intervalo J C I. Se dice que la solucion o(t)

(i) es continuable por la derecha, si existe otra solucion ¢(t) del PVI (2.3) en el
intervalo Ji, tal que J C J; y sup(J) esta contenido en el interior de J;;

(ii) es continuable por la izquierda, si existe otra solucién (t) del PVI (2.3) en el
intervalo Js, tal que J C Jo y inf(J) esta contenido en el interior de J;

(iii) es continuable, si lo es por la derecha, por la izquierda o ambos.

Con este concepto de continuabilidad, podemos enunciar el concepto de solu-
cion maximal:

Definicion 2.2.2. Una solucion del PVI (2.3) se denomina solucién maximal si no
es continuable.

Observacion 2.2.1. Imaginese que tenemos dos soluciones del PVI (2.3): ¢(t) en
el intervalo J, continuable por la derecha, y ¢(t) en el intervalo J, de forma que

5
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J C Jy y el sup(J) esta contenido en J;. Entonces, segun el Teorema 2.2.2 expre-
sado antes, ¢ y ¢ coinciden en la interseccién de sus intervalos y, por ende, ¢ es
simplemente una continuacion de ¢ por la derecha en J. Esta idea también puede
usarse para el lado izquierdo.

El siguiente teorema presenta la existencia y unicidad de esa solucién maximal
que buscamos, concretamente del PVI (2.3).

Teorema 2.2.3. [Existencia y Unicidad de Solucion Maximal] Astimase que f :
(a,+00) x RY — R es continuamente diferenciable, i.e., sus derivadas parciales
de primer orden son funciones continuas, Yy que existen funciones continuas no
negativas h, k : (a,+o0) — R tales que

F(ty)| < BOly] + k(2), Y(t,y) € (a,+00) x RY. 2.4)
Entonces, existe una tinica solucion de (2.3) que esta definida globalmente en el
tiempo.
Veamos un ejemplo de esto. Consideremos el PVI siguiente, que cumple la con-

dicién de crecimiento (2.4) del Teorema 2.2.3:

J() = 3t%y(t)

RSO y(),  ylto) =yo. (2.5)

Multiplicando esta ecuacion por 2y(t) obtenemos

TN 6t292 (t) 2
lo que implica que
y'(8)* < 2(3t% + 1)y*(t). (2.6)

Resolviendo (2.6) como una inecuacién diferencial ordinaria, tenemos

y(t)2 < ygez(?,tﬁu-t)—2(tg+t0)7
y como resultado del Teorema 2.2.3, la solucion del PVI (2.5) esta definida glo-
balmente en el tiempo.

También puede darse el caso de que no se cumpla la condicion (2.4), como en el
siguiente ejemplo:
y'(t) = 2 (1), y(to) = yo- (2.7)

El PVI (2.7) puede resolverse directamente de forma estandar como

_ Yo
y(t) = 1 —yo(t —to)

Puede verse facilmente que, en el caso de que yy < 0, la solucion esta definida pa-
ra todo ¢ > 0. Concretamente, esta bien definida en el intervalo (¢y + y%v +00). Sin

6
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embargo, si se da que yy > 0, la solucioén solo se define en el intervalo (—oo, tp+ yio)
porque la solucién “explota” en tiempo finito en el instante ¢t = to + yio

Otra condiciéon que asegura existencia de soluciéon definida globalmente en el
tiempo es la condicion de disipatividad. Para entenderla, tomaremos un sistema
a partir de (2.3) con f(t,y) = f(y). Asumase que existen dos constantes «, 3 con
g > 0 tales que

f) -y <aly+5. (2.8)
Tomando el producto escalar de (2.3) con y obtenemos

d
(O < 2aly(®) +28,

lo que implica que
O < gl — F1 e

Por tanto, si se tiene que a > 0

B\ 2a(-
@) < (jyol? + )2,

y las soluciones estan definidas globalmente en el tiempo. Por otro lado, si a < 0

(D) < fufeeo 2.
(0%
y toda solucion se encuentra contenida en una bola centrada en 0 con radio
r = fg + 1 en algun instante 7' (dependiente de yy) y se mantiene dentro in-
definidamente, i.e., V¢t > 7. Otra manera de expresarlo es que existe una bola
absorbente para todas las soluciones, cosa debida a la condicion de disipativi-
dad (2.8).

La situacion ideal se da en el caso de que, con un intervalo maximal de tiempo
(m1,mg2), ma = 400, en cuyo caso la solucién existe y esta definida para todo
tiempo ¢.

Teorema 2.2.4. Sea (m1, ms) un intervalo maximal de existencia para el PVI (2.3).

Si |m2| < 0o, entonces lm, - |o(t)| = 4+00. De forma similar para m;.

De esta forma vemos que, en el caso de que la solucion explote en tiempo finito,
entonces my = 400 y la solucion es no acotada.

2.3. Dependencia Continua Respecto de los Datos Ini-
ciales

Ahora expresaremos la dependencia de la solucion de los datos iniciales del PVI
(2.3). Para ello, nos damos cuenta de que una solucion maximal de (2.3) no deja

7
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de ser una funcion con punto inicial (¢g, yp) € 2. De esta manera, podemos definir
el conjunto

@ = {(tat()?y()) € RN+2 : (t07y0) S Q y te Imax(t07y0)}7 (29)
que nos permite reformular la funcioén ¢(t), solucion del PVI (2.3), como sigue:

©:0 cRNTZ L RN,
(t7t07y0) €0 90(t7t07y0) € RN

Esta expresion de la funcion solucion se denomina solucién maximal del PVI (2.3)
expresada en términos de los valores iniciales.

Sabemos gracias a lo expresado en este capitulo que la solucién maximal ¢(+; to, yo)
es continuamente diferenciable respecto a ¢ en el intervalo maximal de existen-
cia, i.e., I (to,y0). En el teorema siguiente podemos ver que la solucién ma-
ximal ¢(¢;-,-) es también continua expresada en términos de valores iniciales

(to,yo)-

Teorema 2.3.1 (Dependencia continua de los valores iniciales). Astimase que
Q) es un subconjunto conexo, abierto, no vacio de RY y f : @ — RV es continua
respecto de t y de clase 1 respecto de y. Sea © definida en (2.9). Entonces, la
solucion global ¢(-; -, -) del PVI (2.3) expresada en términos de los valores iniciales
es continua en 9, i.e., ¢ € C°(O;RY).

Asumiremos de aqui en adelante, al tratar con la parte tedrica, que trabajamos
con PVIs que verifican las condiciones necesarias para garantizar la existencia
y unicidad de solucion global, asi como la dependencia continua respecto de los
datos iniciales.

En el siguiente capitulo vamos a comenzar a ver los conceptos basicos sobre
sistemas dinamicos autonomos, que nos serviran para presentar la teoria de
estabilidad de estos sistemas y la aplicacion de las mismas en el mundo real.



Capitulo 3

Teoria de Estabilidad en
Sistemas Dinamicos Autonomos

3.1. Sistemas Dinamicos Autonomos

Los sistemas dinamicos gozan de una gran relevancia en los ultimos anos debido
en gran parte a su utilidad en la modelizacion de fenémenos reales de impor-
tancia. Un marco tedrico para estos sistemas dinamicos nos facilita un analisis
completo y efectivo de diferentes tipos de problemas. Con este trabajo se busca
aportar un marco teérico sobre teoria de sistemas en dimension finita para ser
accesible para investigacion en diferentes campos (Ingenieria, Biologia, etc).

Dentro de los sistemas dinamicos, nos centraremos concretamente en los siste-
mas dinamicos auténomos, como veremos mas adelante.

Comenzaremos con un ejemplo en el que partiremos de la posicion de una parti-
cula a lo largo de una trayectoria en R", modelable segtin el sistema diferencial

y' =9(y), (8.1)
donde ¢ : RY — RY,

Anadida a esta ecuacion, es necesaria informacion adicional sobre el problema
para poder determinar una solucion concreta del sistema (3.1). Para el ejemplo
expresado, esta informacion podria ser la posicion inicial de la particula yy €
RY que nos permite determinar la posicién de la misma en cualquier momento
futuro.

Asi, un problema de valores iniciales (PVI) asociado a (3.1) seria:

Y =gly),  y(to) =yo €R". (3.2)

Si tomamos el Teorema 2.2.1 (de Picard), tenemos condiciones bajo las que
podemos demostrar que para el PVI que acabamos de definir existe una uni-
ca solucion maximal. Tomando la expresion ;t,yo para recordar la dependen-
cia de la funcion de los valores iniciales (¢p,y0), esta soluciéon es una funcion
y(-;to,yo) : R — RY con derivada y/(t) = g(y(t)) que satisface que y(to; to, 20) = 0.

9
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Ademas, las soluciones que se obtienen del PVI (3.2) presentan las siguientes
propiedades basicas:

(a) Autonomia del sistema.

La evolucion de y depende del tiempo transcurrido y no del instante de
comienzo y de final. Como g no depende de ¢, se puede realizar un despla-
zamiento ¢t — t — tp y entonces

y(t;t07y0) = y(t - tO; 07?/0)7 vt > tO?

por lo que, siguiendo nuestro ejemplo, la posicion de la particula en ¢ > ¢t
empezando en (tp,yp) sera el mismo que en el instante ¢ — ¢y partiendo de
(0,y0). Gracias a esta propiedad se puede tomar 0 como instante inicial para
todos los casos (tg = 0).

(b) Propiedad de valores iniciales.

Si un sistema parte de un dato inicial (¢o,yo), entonces la trayectoria de su
funcion pasa por dicho punto. Matematicamente,

y(to;to,%o) = vo, Vyo € Rt € R.

(c) Concatenacion de solucion.

Supongamos una solucion que parte del dato inicial (0, yp). Transcurrido un
tiempo ¢, alcanza el punto y; y, saliendo de esta nueva posicion, alcanza
otro punto g, tras un tiempo ¢;. Entonces, el punto y» se alcanza de la
misma manera partiendo del punto (0, 39) transcurrido un tiempo ¢; +t2. Se
define como

y(t2;0,y(t150,90)) = y(t1 +t2;0,%0).

(d) Continuidad de soluciones respecto a valores iniciales.

En el entorno cientifico, muchas veces se producen ligeras desviaciones
causadas por interferencias humanas, de las herramientas o del entorno
donde se realiza el experimento o analisis. Por ello, se debe comprobar que
las soluciones partiendo del punto (0,yy) y de (0,y;), aproximacion de yo,
son muy cercanas entre si.

Expresado de forma matematica y teniendo un espacio de estados Y (por ejem-
plo, RV), un sistema dinamico es una funcion ¢(t, ), definida para todo ¢t € T
(T = Z para tiempo discreto y T = R para continuo) que describe cémo evolucio-
nan los diferentes datos iniciales yy € Y con el tiempo. Para el ejemplo anterior
podemos definir ¢(t,yo) := y(¢;0,yp) y reescribir las propiedades anteriores del
PVI como propiedades de la funcién ¢(-,-).

Definicion 3.1.1. Sea Y un espacio métrico. Un sistema dindmico es una funcién
continua ¢ : T x Y — Y con las propiedades:

(i) Propiedad de valores iniciales:

e0,y) =y VyeY. (3.3)
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3.2. Introduccion a la Teoria de Estabilidad

(ii) Propiedad de grupo:

et+1y) =@t e(r,y) Vi,reTeyeY. (3.4)

La propiedad expresada por (3.4) se denomina de grupo porque el conjunto de
funciones {¢(t,-) : t € T}, que describe el espacio de estados Y sobre si mismo,
forma un grupo de composicion. Este también puede ser un semigrupo en el ca-
so del conjunto de soluciones {¢(t,-) : t € T{} de Y, donde Tg = {t € T: ¢t > 0}. En
el caso de que se tenga un semigrupo, hablamos de un sistema semi-dinamico
que puede definirse de la siguiente manera.

Definicion 3.1.2. Sea Y un espacio métrico. Entonces, un sistema semi-dindamico
es una funcién continua ¢ : ’]I“ar XY — Y con la propiedad de valores iniciales (3.3)
y la propiedad de semigrupo

ot+1,y) =@t o(r,y)) Vt, 7€ ’]I‘(T eycy. (3.5)

En el caso T = Z, tendriamos un sistema semi-dinamico discretoy si T = R, un
sistema semi-dinamico continuo. Dado que en nuestra principal referencia [1]
se toman unicamente los sistemas dinamicos (semi-dinamicos) continuos, a lo
largo de este trabajo recurriremos unicamente a estos, omitiendo el término
“continuo”si no es requerido para la definicion.

También, se trataran sistemas dinamicos generados por soluciones obtenidas
de un sistema diferencial ordinario. De esta manera, se busca expresar no solo
la teoria mas abstracta y general sobre estos sistemas, sino tratar aquellos que
presenten una dimension finita. Se pretende asi que esta teoria sea entendible
y accesible para investigadores de todos los campos para los que los sistemas
dinamicos sean de gran interés: Fisica, Quimica, Biologia, Ingenieria, etc.

3.2. Introduccion a la Teoria de Estabilidad

Para facilitar la comprension de la teoria, estudiaremos los puntos de equilibrio
del sistema (3.1). Recordemos que un punto de equilibrio y* de un sistema (3.1)
es una solucién continua de (3.1) que satisface g(y*) = 0.

Definicion 3.2.1. Un punto de equilibrio se dice que es

(i) estable si para cualquier ¢ > 0 existe un 6(¢) > 0 tal que si |yo — y*| < d(e),
entonces I,q:(yo) 2 [0, +00) y

lo(t;y0) — y*| <€, Vt>0.

Esto implica que las soluciones que comienzan cerca del equilibrio se mantie-
nen cerca en el futuro.

(ii) convergente o atractiva si existe 6 > 0 tal que si |yo — y*| < J, entonces
Imaz(y0) 2 [0,+00) y
lim o (t;90) = y™.
t—o0
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Esto implica que las soluciones que comienzan cerca del equilibrio convergen
a él en tiempo infinito.

(iii) asintdticamente estable si es estable y convergente

(iv) exponencialmente asintéticamente estable si existen 6 > 0 y a, A > 0 tales
que si |yo — y*| < J, entonces ILya.(yo) 2 [0, +00) Yy

lo(t;yo) — y*| < alyo — y*le™™, vt >0.

Observacion 3.2.1. La Definiciéon 3.2. 1 presentada anteriormente estd dada para
el caso de que el equilibrio sea un punto, una constante y*. Sin embargo, puede
generalizarse para que englobe una solucion no constante: una solucion particular
y*(t) de (3.1) es estable si para cualquier ¢ > 0 existe §(e) > 0 tal que si|yo—y*(0)| <
0(e), entonces I 2 [0,+00) Yy

lo(t;y0) — y*(t)] <e, ¥t>0.

Siguiento este método se pueden generalizar el resto de conceptos que introduce
la Definicion 3.2.1.

Todos estos conceptos son uniformes en el tiempo, por lo que § no depende del
tiempo, pero solo se cumple para sistemas auténomos. Para SDOs no auténo-
mos se requieren nuevas definiciones que podrian analizarse para una futura
ampliacion del trabajo.

También es de importancia aclarar que estabilidad y convergencia son propieda-
des independientes. Equilibrio exponencial implica equilibrio asintético y este, a
su vez, implica estabilidad y convergencia. No obstante, la convergencia no im-
plica estabilidad en caso general, solo para SDOs lineales. Por ejemplo, tomemos
el SDO auténomo

I 2y —x) +y° . 1\ _ _
x'(t) = )1+ (@407 z'(t)=0paraz =0,y =0, (3.6)
2(q —
W0 P— ) J()=0paraz=0y=0, (3.7

T @A @ 2P

cuyo punto de equilibrio es (0,0). Este equilibrio es convergente, pero inestable
(toda solucion que empieza cerca tiende a €l en tiempo infinito, pero las solucio-
nes que empiezan cerca no permanecen cerca en el futuro). Véase en la Figura
3.1.
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Figura 3.1: Convergencia y atraccion del ejemplo (3.6)-(3.7)

Notese que si se realiza un cambio de variable sobre una solucién de (3.1),
podemos pasar a analizar la estabilidad de la solucion cero (soluciéon trivial)
wo(t) = 0 (Vt € R) de dicho sistema. Mas concretamente, asimase que y*(t) es
una solucion particular no nula del sistema (3.1), y considérese el cambio de
variable y(t) = y(t) — y*(t), entonces se cumple que

y'(t) = g(t,y(t)), donde g(t,5) = g7+ y*(t)) — g(y*(t)),

donde el lado derecho de la igualdad satisface que §(¢,0) = 0 V¢t € R. Si se da el
caso especial de que y*(t) = y* es una constante para todo ¢t € R, g(t,y) = g(y) =
9(y +vy*) — g(y*). De esta forma, nos podemos centrar para los futuros casos en
analizar la estabilidad de la solucion cero asumiendo que g en (3.1) satisface

9(0) = 0.

Estabilidad para SDOs lineales:

Para los SDOs lineales, la estabilidad es del mismo tipo para todas sus solucio-
nes. Ademas, la estabilidad de estas mismas puede determinarse con el com-
portamiento asintético de su matriz fundamental. Por ejemplo, para el sistema
autéonomo (3.1), la matriz fundamental puede determinarse con los autovalores
de la matriz del lado derecho de la igualdad. Mas concretamente, teniendo el
SDO lineal

y = Ay + b(t), (3.8)

donde A = (a;j); j—1,.. 4 € Una matriz d x d con coeficientes reales a;; € R, si y*(t)
es solucion de este SDO lineal (3.8), entonces y(t) = y(t) — y*(t) es solucion del
SDO

y = Ay (3.9)

Lo mismo se cumple si y*(¢) es solucion de la contraparte homogénea de (3.8),
y' = Ay. Por ende, la estabilidad de un SDO lineal cualquiera (3.8) puede deter-
minarse con la estabilidad de la solucion cero de (3.9), independientemente de
si b(t) = 0. El siguiente teorema nos da la estabilidad de estos SDOs lineales.
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Teorema 3.2.1. Sea {)\;}i<j<q C C el conjunto de autovalores de la matriz A.
Entonces,

(i) cualquier solucion de (3.9) es exponencialmente asintdticamente estable si,
y solo si, las partes reales de todos los autovalores es negativa, i.e., R(\;) <
0, V1< j<d.

(ii) cualquier solucion de (3.9) es uniformemente estable si, y solo si, R(\;) <
0, V1< j <duy, siparaesos autovalores \; (1 < j < d) tales que R(\;) =0, la
dimension de la caja de Jordan asociadas a ellos en sus _formas canonicas
es 1 (su multiplicidad algebraica y geométrica coinciden).

Estabilidad para SDOs no lineales:

Este ultimo Teorema 3.2.1 nos permite determinar la estabilidad de SDOs linea-
les, pero puede usarse igualmente para analizar la estabilidad de SDOs no linea-
les mediante el método de primera aproximacion. Para entenderse, asimase
que la funcién g de (3.1) es continuamente diferenciable y satisface g(0) = 0.
Entonces, segun la formula de Taylor, g puede expresarse como

Jg;
8yj

o) = Ty + Ti(y) T ( <o>> , 3.10
ij=1,....d

donde el término superior de 7i(-) es lo suficientemente pequeno para valores
pequenos de y en el sentido de que

T:
i W _
y—=0 |y

Ahora definimos la estabilidad e inestabilidad de soluciones para el sistema (3.1).

Teorema 3.2.2. Astumase que g € C*(O) y ¢g(0) = 0. Sea J la matriz Jacobiana
definida en (3.10). Entonces,

(i) sitodos los autovalores de la matriz J tienen parte real negativa, la soluciéon
trivial de (3.1) es (localmente) exponencialmente asintéticamente estable.

(ii) si uno de los autovalores de la matriz J tiene parte real positiva, la solucion
trivial de (3.1) es (localmente) inestable.

Continuaremos ahora con la documentacion, conceptos y definiciones que apor-
tan los apuntes [2].

Estabilidad segiun segundo método de Lyapunov:

Este nuevo método para determinar la estabilidad de un sistema radica en la
existencia de ciertas funciones reales, definidas V € O, que se relacionan con
las propiedades de estabilidad del sistema diferencial que se esta analizando. La
dificultad de este método consiste en el calculo de estas funciones de Lyapu-
nov, ya que no existen procedimientos concretos para ello, aunque para muchos
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SDOs de origen fisico, esta funcion V suele venir determinada por la energia aso-
ciada al sistema. Como manera simple de entender el método, si V' es decreciente
(la energia del sistema decrece), entonces la solucion nula es estable.

Vamos a considerar el sistema dinamico autéonomo definido anteriormente, que
recordamos como

Y =g(y), (3.11)

donde g: O c RY — RY y O es conexo, abierto, no vacio y supondremos que veri-
fica las condiciones del Teorema de Picard. Podemos considerar 2 = I x O como
conjunto abierto maximal de existencia y unicidad asociado al sistema (3.11)
para I = R. También, el hecho de que ¢g(0) = 0 implica que la funcién nula es
solucion en (2, sabiendo que al ser un sistema autéonomo, la estabilidad de dicha
solucion nula determina el tipo de estabilidad del resto de soluciones.
Definicién 3.2.2. Sea V € C°(0) una funcion real. Entonces, se dice que

(i) es definida positiva en O siV(0) =0y V(y) > 0 para cualquier y € O \ {0}.

(ii) es semidefinida positivaen O siV(0) =0y V(y) > 0 para cualquier y € O\ {0}

(iii) es definida o semidefinida negativa en O si —V es definida o semidefenida
positiva respectivamente.

Para ver esto, tomemos la funcion

V(y) =yi+y5+v3,

donde y = (y1,y2,y3). Es facil ver que V(0) =0y que V(y) >0 VYyec O\ {0}. Esta
funcion sera, por tanto, definida positiva. Sin embargo, la funcién de Lyapunov

V(y) =3,

donde y = (y1,y2,y3), es semidefinida positiva, ya que si tomamos y = (0, y2,y3) se
tendria V(y) = 0.

Definicién 3.2.3. Sea V : O — R una funcion tal que V € C1(0).

(@) Se denomina derivada respecto del sistema auténomo (3.11) a la funcion
V :0 — R dada por

Vo =S Y, weo.

(b) Se dice que V € C'(0) es una funciéon de Lyapunov en O para el sistema
autonomo (3.11) si V' es definida positiva en O y

V(y) <0, YyeO.

Observacion 3.2.2. También podemos definir la derivada de la funciéon de Lya-
punov como la derivada de una_funcién compuesta. Supongamos que o es solucion
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de nuestro sistema (3.11) en un intervalo J C R que cumple ¢(t) € O para cual-
quiert € J. Entonces podemos definir la funcién compuesta E(-) = V(¢(-)), funcién
definida y continuamente diferenciable en J, i.e., E(-) € C'(J) de la siguiente ma-
nera y, siguiendo la regla de la cadena

NV
purllll

N
B0 = 5V = Y 5 (00

=1

(e(t))gi(pi(t)) = V(p(t), VtelJ.

Ademas, siV es la _funcién de Lyapunov del sistema, por la Definicion 3.2.3 ten-
driamos que .
E'(t)=V(p(t) <0, Vtel.

En otras palabras, E(t) es una funcion no negativa decreciente en J.

Veamos ahora el resultado de estabilidad de esta soluciéon nula del sistema (3.11)
usando este segundo método (o método directo) de Lyapunov.

Teorema 3.2.3 (Condiciones suficientes de estabilidad de Lyapunov). Sea V :
O — R una funcién de Lyapunov en O para el sistema (3.11) tal que V € C'(0).
Entonces,

(i) la solucion nula de (3.11) en R es uniformemente estable.

(ii) si ademas V(y) < 0, Yy € O\ {0}, la solucién nula de (3.11) en R es unifor-
memente asintéticamente estable.

(iii) si existen constantes positivas ci, co, c3, k > 0 tales que
al* <V <l y V) <-allf, vyeo, (3.12)
la solucion nula de (3.11) en R es exponencialmente asintéticamente estable.

Vamos a ver esto con un ejemplo. Tomemos por ejemplo el siguiente sistema

auténomo

/o o 2

y/l | y;ym (3.13)
Yo = —Y2 — Y192,

que presenta un equilibrio en el punto (0,0) y la funcién de Lyapunov

1

V(y) = 5(1/% +v3), (3.14)

donde y = (y1,¥2)-

Es facil ver que V(0,0) =0y V(y) > 0, Yy € O. Entonces, V es definida positiva.
Por otro lado,

V(y) = yiyi + 29 = v1(—y1 —y193) + vo(—y2 — yiv2) = —ui —v3 — 20703 = —(v7 +43)°.
Asi, se puede ver que V(y) = —(y7+43)2 <0, Vy € O\{0}yV es definida negativa.

Siguiendo el punto (b) del Teorema 3.2.3, podemos concluir que la soluciéon nula
es asintoticamente estable.

Veamos ahora que no solo se tienen condiciones para la estabilidad de la solu-
cion nula, sino que también existen condiciones suficientes de inestabilidad.
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Teorema 3.2.4 (de Tchetaev). Astimase que existen p >0y V € C(B,) tales que
B,C Oy

(@) V(0) =0,
(b) V(y) es definida positiva en B,,
(c) Para cualquier o € (0, p) existe y, € B, tal que V(y,) > 0.

Entonces, la solucion nula de (3.11) es inestable.

Tomemos para ver esto el sistema

[
i (3.15)
y2:y2+y27

y la funciéon de Lyapunov
V(y) = %(—y? +3),
donde y = (y1,¥2).
En primera instancia podemos ver que se cumple el primer punto del Teorema

3.2.4 de Tchetaev, ya que V(0,0) = 0. Comprobemos si se cumplen el resto de
puntos.

V(y) = —yiyh +y2y = y7 + 53(1 +12) 2 0,
con lo que se cumple el punto (b) del teorema.

Finalmente, si tomamos y = (0,y2), con y» > 0, se da que
1
V(y) = 5u5 > 0.
Entonces, se cumple el punto (c) del Teorema 3.2.4 de Tchetaev y concluimos

que la solucion nula del sistema (3.15) es inestable. Véase la siguiente Figura
3.2 para ver esta inestabilidad graficamente.

Figura 3.2: Comportamiento inestable de la solucion nula en (3.15)
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En el siguiente capitulo comenzaremos a ver nuevos elementos de importancia
en ese analisis de estabilidad, que son las orbitas en sistemas auténomos y los
atractores globales.
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Capitulo 4

Orbitas, Teorema de LaSalle y
Teorema de Poincaré-Bendixson

En este nuevo capitulo, continuaremos con el analisis del sistema autéonomo

Y =g(y). 4.1)

Concretamente, queremos estudiar como los equilibrios de cualquier solucion
maximal pueden comportarse de manera asintotica en torno a una orbita que
pasa por un punto yy. Veremos que esta orbita es, geométricamente, una curva
en torno al punto de equilibrio, de forma que las soluciones tienden a ella con el
tiempo. Para estos conceptos, tomaremos una funcién g : O C RV — RV tal que
g € C°(0) y verifica las condiciones del Teorema de Picard en O.

4.1. Concepto de Orbita y sus propiedades
Comencemos con la definicién matematica de orbita del sistema (4.1).

Definicion 4.1.1. Sea yo € O y un intervalo de existencia I(yy) = 1(0,y0). Se
denomina 6rbita del sistema auténomo (4.1) asociada a yy al conjunto ~(yo) dado

por
Y(yo) = {e(t;0,90) : t € I(yo)} C O.

Podemos sacar de la definiciéon que yy € v(yo) y, como hemos mencionado en la
introduccion de este capitulo, (o) es, generalmente, una curva en R" que pasa

Por yo.

Observacion 4.1.1. Recordemos de la independencia del instante inicial que para
cualquier (ty,yo) € I x O, con I =R, se tiene

1. I(to,y0) = to + I(yo) = I(yo) = I(to,v0) — to.

2. gO(t ano) = gO(t + tO;th yO)
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Entonces, siyg € O se tiene

Y(yo) = {¢(t;0,90) : t € I(yo)} = {@(t + tosto, yo) : t € I(to,y0) — to}
= {¢(s;to,90) : s € I(to,yo)} = {w(t;t0,y0) : t € I(to,v0)}-

Gracias a la Observacion 4.1.1 tenemos una nueva definicion de 6rbita asociada
a 1o, pero extendida para cualquier punto inicial ¢, del PVI asociado al sistema
4.1).

Definicion 4.1.2. Sea y, € O. Se dice que y, es un punto critico o estacionario del
sistema (4.1) si se cumple

9(yo) = 0.

Observacion 4.1.2. Para que y, sea un punto critico del sistema (4.1) se da que
©(t;0,y0) = yo para cualquier t € I(yp) =R, ie.,

7o) = {yo}-
Vamos a ver un ejemplo sobre estos conceptos. Consideremos el siguiente siste-

ma

{yi=y2+y1(1—y%—y§), 4.2)

vy = —y1 +y2(1 — v} — y3).

Calculamos sus puntos criticos multiplicando por ¥, y —y; la primera y segunda
ecuacion respectivamente y las sumamos, resultando en

yi+y3=0.

Por tanto, el tinico posible punto critico es el (0,0) (ademas, puede comprobarse
que ¢(0,0) = 0). Entonces, el punto critico del sistema es el (0,0) y su orbita

7(0,0) = {(0,0)}.
Para resolver nuestro sistema (4.2) realizaremos cambio a coordenadas polares
y1 = p cos(0),
y2 = p sen(),
donde

Y2
p= \/y%—i—y% =yl y 0=arctan (y1> .

De aqui, podemos obtener el sistema diferencial

{p’ = p(1 = p?),

o =—1.

Si fijamos un yy € RY \ {0}, obtenemos un PVI para el sistema (4.2) con dato
inicial y(0) = yo:

p'=p1—=p%, p(0)=po,

0 =-1, 6(0) = 6o,
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con (pg, bp) las coordenadas polares de yy, siendo ademas py = |yo| € (0, 00).

Resolviendo el sistema, tenemos

10, po, o) = ———L—
p(7 » PO, 0) pg-‘r(l—p%)e*m’

0'(t; 0, po, o) = —t + 0o,
con t € I(po,6y) donde:

R, si po € (0,1],

(T(p0). o). sipo € (Lioc) con T(po) = jln (“E5*).
0

I(po, 0o) = {

Con todo esto, podemos sacar las siguientes conclusiones:

1. Si |yo] = 1 = pp = 1, entonces p(t;0,p9,0p) = 1, Vit € R. Entonces, dado
que p’ no cambia con el tiempo, la 6rbita que pasa por yy esta definida por
~v(yo) = S1, siendo S; la circunferencia de radio 1 y centro (0,0). Ademas,
esta circunferencia se recorre en sentido horario.

2. 810 < |y] < 1 = p(t0,p0,00) € (0,1), ¥Vt € R. Entonces, como en este
caso p' = p(1 — p?) > 0, la funcion p(t;0, po,fo) es estrictamente creciente.
De hecho, lim;_,_ p(t;0, po,00) = 0y limy_o0 p(¢; 0, po, 6y) = 1. Para este caso
tendriamos que la o6rbita (yy) es una espiral contenida dentro de la bola
unidad que va del origen de coordenadas a S; en sentido horario.

3. Si |yo| > 1 = p(t;0,p0,600) € (1,00), Vt € (T(po),R). Asi, en este caso p' =
p(1—p?) < 0y la funcion p(t; 0, po, 6) s estrictamente decreciente. De hecho,
limy_, ()~ P(t50, po, 00) = oo y limy—e0 p(; 0, po, 6o) = 1. Entonces, tendriamos
que la orbita v(yp) seria una espiral que se acerca desde infinito hasta la
circunferencia unidad S; en sentido horario.

En las graficas de la Figura 4.1 se pueden ver claramente los tres diferentes
casos expuestos del ejemplo.

Veamos ahora el concepto de orbita ciclica y conjunto limite para el sistema au-
tonomo (4.1). Para ello, recordamos la independencia del instante inicial.

Proposicion 4.1.1. Teniendo un sistema auténomo (4.1) con g verificando las
condiciones del Teorema de Picard en O, para el punto inicial (ty, yo), st la solucién
maximal del PVI asociado a (4.1.1) se define como ¢(; ty, yo), entonces

1. I(to,y0) = to + 1(0,y0) = to + I(yo).
2. p(tito,yo) = p(t —to;0,90), VYt € I(to,yo).

Proposicion 4.1.2. Teniendo un sistema auténomo (4.1) con g verificando las
condiciones del Teorema de Picard en O, para el punto inicial (¢, yo), Sit1 € I(to,yo)

e y1 = p(t1;to, yo), entonces I(to,yo) = I(t1,y1) Y
()0<t7 t07y0) = QO(t7t1, y1)7 vt € I(t()?y())'

21



Capitulo 4. Orbitas, Teorema de LaSalle y Teorema de Poincaré-Bendixson

(c) Caso |yo| > 1

Figura 4.1: Casos Orbita del Sistema (4.2)

Como consecuencia de estas proposiciones, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.1.1. En las condiciones de Proposicion 4.1.1, seanyy € O, t; € I(yo)
ey = ¢(t1;0,40). Entonces, I(yo) = t1 + 1(y1) y

o(t;0,y1) = @(t +t1;0,90), Vte I(y);

De forma equivalente, ¢(t;0,y0) = p(t —t1;0,y1), VYt € I(yo).

A partir de esto, podemos definir algunas propiedades del conjunto 6rbita v(y).

Proposicion 4.1.3. Sean yy,y; € O. Entonces,

1. y1 € v(yo) si, y solo si, v(y1) = v(vo)-
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2. v(yo) Ny(y1) # 0 si, y solo si, y(y1) = v(yo)-

Proposicion 4.1.4. Sea yy € O y consideremos y; = ¢(t1;0,30) € v(yo), con t; €
I(yo). Entonces,

Fyr) U{e(t;0,90) -t € [0,t1]}.
T(yo) U {p(t;0,50) : t € [t1,0]}.

1. sit; >0, entonces v (yo) =~y
2. sit; <0, entonces v (y1) =

Asi, ya tenemos algunas propiedades que vamos a utilizar para las siguientes
definiciones. Veamos la de semiorbita positiva y negativa.

Definicion 4.1.3. Dado un punto inicial yy € O, definimos la semidrbita positiva
(o negativa) del sistema (4.1) asociada a yo al conjunto y*(yo) (o0 al conjunto v~ (yo))
dado por :

v (yo) = {@(t;0,50) : t € I(yo), t >0},
(07~ (yo) = {¢(t;0,90) : t € I(y0), t<0}).

Ahora con la definiciéon de semiorbita, veamos la de 6rbita ciclica.

Definicion 4.1.4. Sea yy € O. Se dice que la orbita v(yp) del sistema (4.1) es
ciclica o cerrada si I(yp) = R y existe T > 0 tal que

En este caso se dice que T es un periodo de la orbita.

Entonces, las orbitas ciclicas corresponden a las soluciones periddicas del sis-
tema auténomo (4.1). Tenemos como caso trivial el de los puntos criticos del
sistema, dado que si yp € O es punto critico de (4.1), entonces ¢(t;0,40) = yo, pa-
ra cualquier ¢ € R. Entonces v(yo) = {yo} y es ciclica con periodo T > 0 arbitrario.
Este tipo de orbitas ciclicas que se reducen a un punto se denominan orbitas
ciclicas degeneradas.

Observacion 4.1.3. Si para yy € O la orbita v(yo) es ciclica, entonces se tiene que
Y(Yo) =7 (y0) =7~ (yo). Ademas, siy1 € y(yo), se tiene que v (yo) =7+ (y1).

Proposicion 4.1.5. Sea y, € O y consideremos el sistema auténomo (4.1). Supon-
gamos que la orbita v(yy) se corta a si misma, i.e., existen ty,ts € I(yg), cont; # ta,
tales que

©(t1;0,90) = (23 0,90)-

Entonces ~(yo) es ciclicay T = |t2 — t1| es un periodo asociado.

Antes de ver el Teorema de LaSalle, necesitamos definir y entender algunos con-
ceptos.
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Definicion 4.1.5. Sea M C O.

(@) Se dice que M es un conjunto invariante para el sistema (4.1) si para cual-
quier yo € M se satisface que (yo) C M.

(b) Se dice que M es un conjunto positivamente invariante (o negativamente in-
variante) para el sistema (4.1) si para cualquier i, € M se tiene que v+ (yo) C
M (0~ (yo) € M).

El que un conjunto sea invariante implica que toda soluciéon que pasa por un
punto dentro de este conjunto invariante M, se mantendra dentro de dicho con-
junto en el futuro.

Definiciéon 4.1.6. Se dice que p € RY es un punto limite positivo (0 negativo)
asociado al sistema (4.1) y al punto y, € O si existe una sucesion {t, },>1 C I(yo)
tal que

limt, =supI(yo) (6 limt, =infI(yo)) y limp(tn;0,y0)=0p

Y, con esta definicion de punto limite podemos definir lo que es un conjunto
limite.

Definicion 4.1.7. Dado un y, € O, se denomina conjunto limite positivo (o negati-
vo) asociado al sistema (4.1) y al punto yo al conjunto

wh(yo) = {p € RY : p es un punto limite positivo asociado a (4.1) y a yo},
(respectivamente, w™ (yy) = {p € R : p es un punto limite negativo asociado a (4.1) y a yo}).
Ademas, el conjunto limite de un conjunto A C O se define como

WA = | v (0)-

Yo€A

Seguimos demostrando algunas propiedades de los conjuntos limite, centrando-
nos en los conjunto limite positivo, aunque puedan extenderse para el caso de
los conjuntos limite negativo.

Proposicién 4.1.6. Consideremos el sistema auténomo (4.1), con g verificando
las condiciones del Teorema de Picard en O, y sea yy € O. Se tiene:
(i) Siy1 € v(yo), entonces wt(y1) = w™ (yo)-

(i) v*(yo) = 7" (yo) Uw™ (y0).

Teorema 4.1.1. Consideremos el sistema auténomo (4.1) con g verificando las
condiciones del Teorema de Picard en O. Sea y, € O y K C O un compacto tal que
v*(yo) € K. Entonces,

(@) sup I(yo) = oo.

(i) wt(yo) C K es un conjunto compacto, no vacio.
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(iii) w™(yo) C K es invariante para el sistema (4.1).

(iv) imy_, 4o dist(e(t;0,90), wt (o).

Ademas, siguiendo las condiciones expuestas en el Teorema 4.1.1, se tiene que
si wt(yo) = {y1}, entonces y; es un punto critico del sistema.

4.2. Teorema de LaSalle y Teorema de Poincaré-Bendixson

4.2.1. Teorema de LaSalle

El Teorema de LaSalle es conocido como el Principio de Invarianza de LaSalle,
que asegura, bajo ciertas condiciones, que existen conjuntos absorbentes en un
sistema auténomo que atraen las orbitas del sistema.

Consideremos de nuevo un sistema auténomo (4.1) con O € RY un conjunto
abierto, conexo, no vacioy g : O — R" una funcion que verifica las condiciones
del Teorema de Picard en O.

Teorema 4.2.1 (Principio de Invarianza de LaSalle). Consideremos el sistema
auténomo (4.1) con g localmente Lipschitz en O. Sea K C O un conjunto compacto,
no vacio y sea V una funcién de Lyapunov tal que V e C*(0) y V(y) < 0 para
cualquier y € K. Sea y, € O tal que vt (yo) C K. Denotemos por

E={yeK:V(y) =0},

y sea M el mayor subconjunto invariante del sistema (4.1) de E, i.e., M es la union
de todos los subconjuntos invariantes contenidos en F. Entonces:

(@) I(yo) D [0,00).
(ii) wt(yg) C M (ergo M #0).
(iii) 1m0 dist(p(t;0,y0), M) = 0.
Observacion 4.2.1. El Principio de Invarianza de LaSalle puede aplicarse a cual-
quier conjunto de equilibrio, no solo a un tnico punto. Pero cuando M es un tinico
punto, podemos obtener informacién adicional del equilibrio. Si encontramos una
Jfuncion de Lyapunov semidefinida negativa con M un tinico punto, entonces el

equilibrio es asintéticamente estable (estable por el Teorema 3.2.3 y convergente
por el principio de LaSalle).

Ahora, en el caso de orbitas unidimensionales todo es mas simple. Comprobé-
moslo en el siguiente resultado:

Teorema 4.2.2. Sea ¢ la solucion del PVI

v =9(),

y(0) = o,
donde g es localmente Lipschitz en (a,b), con —co < a < b < o0, yo € (a,b), Yy
denotemos () = ¢(+;0,10). Se tiene entonces que
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= Siyg es punto critico de g, entonces I(yg) = R y 1(t) = yo, para cualquiert € R.
» Sig(yo) > 0, entonces v es estrictamente creciente en I(y,). Ademads,

(i) Si existe un punto critico de ¢ mayor (o menor) que y,, entonces I(yp) O
[O> +OO) (O I(yO) ) (_007 0]) y

Jlim ¢(t) =9y (respectivamente, 3 lim (t) = g),
t—o0 t——o0
con § el menor de los puntos criticos de g mayores que y, (o con 3 el
mayor de los puntos criticos de g menores que )
(ii) Si no existe un punto critico de g mayor (o menor) que y,, entonces

lim  ¢(t) =b (respectivamente, lim  Y(t) = a),
t—sup I (yo) t—inf I(yo)

donde sup I(yp) (o inf I(yy)) puede ser finito o no.
» Sig(yo) < 0, entonces v es estrictamente decreciente en I(y,). Ademdas,

(i) Si existe un punto critico de g menor (o mayor) que vy, entonces I(yy) O
[07 +OO) (O I(yO) ) (_007 O]) y

Elth’m Y(t) =79 (respectivamente, Elt lim ¥(t) =79),
—00

——00

con § el mayor de los puntos criticos de g menores que y, (o con 3 el
menor de los puntos criticos de g mayores que )

(ii) Si no existe un punto critico de g menor (o mayor) que y,, entonces

lim ¢(t) =a (respectivamente, lim  (t) =b),
t—sup I(yo) t—inf I(yo)

donde sup I(yo) (o inf I(y)) puede ser finito o no.

4.2.2. Teorema de Poincaré-Bendixson

Hasta ahora hemos visto que las o6rbitas de los sistemas auténomos pueden
0 acercarse a un punto critico, o acercarse a una orbita ciclica. El Teorema
de Poincaré-Bendixson nos permite clasificar los conjuntos limite en estos dos
casos para sistemas dinamicos auténomos planos (en R?). Por tanto, tomaremos

g:0 CR?— R?

con O un conjunto abierto, conexo, no vacio de R? y g continuamente diferencia-
ble en O.

Definicion 4.2.1. Se dice que el segmento compaco
L=a,bl={y=a+Ab—a): Ae][0,1]} C O,

(a,b € O) es transversal respecto de g si L no contiene puntos criticos del sistema
(4.1) y, para cualquier y € L, el vector g(y) no es paralelo a la direccién del seg-
mento L (¢(y) no es proporcional ab — a).
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Definicion 4.2.2. Consideremos yy,y1 € O y supongamos v(y1) es una orbita
ciclica no degenerada de (4.1). Se dice que la semiérbita~y* (yo) se acerca en espiral
a v(y1) st para cualquier p € v(y;) y cualquier segmento transversal L respecto de
g que satisfaga p € int(L) Nvy(y1), se tiene:

(@) int(L) N~v(y1) = {p}, Le., int(L) Ny(y1) es un conjunto unitario.

(i) Existe una sucesion extrictamente creciente {t,},>1 C I(yo) N [0,00) tal que

{p(tn;0,y0)tn>1 C L, limt, =supl(yo), p=lime(t,;0,0),

y la sucesion {¢(t,;0,y0) }n>1 esta monotonamente ordenada en el segmento
L, i.e., para cualquier n > 2, ¢(ty;0,10) esta entre o(t,—1;0,40) Y ©(tn+1;0,y0)-

Una definiciéon analoga se obtiene a partir de la Definicién 4.2.2 para la conver-
gencia en espiral de v~ (yp) hacia la 6rbita ciclica no degenerada v(y;).

Con todo esto, podemos enunciar finalmente el Teorema de Poincaré-Bendixson
como sigue:

Teorema 4.2.3 (de Poincaré-Bendixson). Consideremos el sistema auténomo (4.1)
con g continuamente diferenciable en O y O C R? un conjunto abierto, conexo, no
vacio. Sea yy € K C O con K un conjunto compacto tal que v (yg) C K (respectiva-
mente, v~ (yo) C K). Supongamos que w™ (yg) (respectivamente, w™ (o)) no contiene
puntos criticos de (4.1). Entonces,

(i) wt(yo) (respectivamente, w™ (yo)) es una orbita ciclica no degenerada.

(i) O bien y(yy) es una orbita ciclica (v(yo) = w*(yo)), 0 bien v (yy) se acerca en
espiral hacia w*(y,), en cuyo caso se dice que w*(yo) es un ciclo limite.
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Capitulo 5

Introduccion a la Teoria de
Atractores Globales

En el capitulo anterior hablabamos de lo que era un conjunto invariante M vy,
concretamente en el Teorema 4.2.1 de LaSalle, M es el mayor subconjunto in-
variante de E. Estos conjuntos invariantes poseen una dinamica propia que nos
permite determinar si las trayectorias de las soluciones de un sistema auténomo
se acercan a €l (atractor) o se alejan de €l (repulsor).

Esto es lo que veremos en este capitulo, aunque primero debemos generalizar la
definiciéon de conjunto invariante expresada anteriormente.

Definicion 5.0.1. Sea ¢ : R x O — O un sistema dindamico en O. Un subconjunto
M de O se dice

(i) invariante bajo ¢ (o p-invariante), si

o(t; M) =M, VteR.

(ii) positivamente invariante bajo ¢ si

e(t; M) C M, vteR.

(iii) negativamente invariante bajo ¢ si

o(t; M) D M, VteR.

Con esto, tenemos las bases para definir atractor global.

Definicion 5.0.2. Un subconjunto compacto, no vacio A se denomina atractor
global para un sistema dindamico ¢ en O si

(i) A es p-invariante
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(ii) A atrae todos los conjuntos acotados de O, i.e.,

th’m dist(p(t; B), A) = 0, para cualquier subconjunto acotado B C O,
—00

donde dist denota la semidistancia de Hausdorf{f, dada por

dist(A, B) = sup fnf |a — b).
ist(A, B) ZEB;QB\G |

La existencia de estos atractores globales se debe a la propiedad de disipatividad
de los sitemas dinamicos, que pierden “energia” a lo largo del tiempo. Esto puede
formularse matematicamente como sigue.

Definicion 5.0.3. Un subconjunto acotado, no vacio K de O se dice es un con-
Jjunto absorbente del sistema dindamico ¢ en O si para cada subconjunto acotado
B C O, existe un tiempo Tp = T'(B) € R tal que ¢(t; B) C K, Vt > Tg.

Con el siguiente teorema se demuestra la existencia de un tnico atractor global.

Teorema 5.0.1. Astimase que un sistema dinamico ¢ en O posee un conjunto
compacto absorbente K. Entonces, existe un tinico atractor global A C K dado por

A=w(K).

Si ademads K es positivamente invariante, entonces el tinico atractor global viene
dado por
A=) et K).

t>0

Estos atractores globales presentan gran relevancia en el analisis de los sistemas
dinamicos. Las trayectorias que comienzan dentro del atractor, permanecen en
€l dada su naturaleza invariante y, a su vez, aquellas trayectorias de fuera del
atractor se aproximan a €l sin llegar a tocarlo en tiempo finito. La complejidad
de estas trayectorias pueden afectar a la estructura del atractor, exhibiendo
un comportamiento caoético o incluso fractal. Asi, también es util analizar la
geometria del atractor global para obtener informacion sobre el comportamiento
a futuro del sistema.

Veamos un ejemplo que nos ayude a entender la importancia de los atractores
globales. Hay algunos sistemas dinamicos para los que la estructura geométrica
del atractor global es muy conocida, como los sistemas dinamicos gradientes.
Existen funciones de Lyapunov para estos sistemas, siendo funciones

(@) no crecientes a lo largo de las trayectorias del sistema, i.e., la funcion ¢ —
V(¢(t;0,90)) es no creciente para cualquier y, € O,

(b) si es constante a lo largo de una trayectoria, entonces esta trayectoria es
un punto de equilibrio.

Ademas, si V(¢(t;0,90)) = V(yo) para algun ¢ > 0, entonces yy es un punto de
equilibrio.
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Una ecuacion diferencial ordinaria gradiente puede expresarse como
y/ = _Vh(y)v (5.1)

donde h : RN — R es al menos continuamente diferenciable. Entonces, podemos
tomar V(y) := h(y) funcion de Lyapunov del sistema (5.1). Sea ¢(¢; 0, yo) solucion
de (5.1) con condicién inicial y(0) = 0, y sea w(yg) el conjunto limite de la 6rbita
que pasa a través de yy. Entonces, w(yp) es un conjunto invariante compacto en
RY. Volviendo al Teorema 4.2.1, para cualquier y € w(y), la solucion o(t;y) €
w(yo) ¥y V(e(t;y)) = V(y), ¥t € R. En consecuencia, V(p(t;y)) = 0, con lo que
Vh(e(t;y)) =0, Vt € R, i.e., w(yo) pertenece al conjunto de equilibrios de (5.1).

Lo interesante de estos sistemas dinamicos gradientes es que sus atractores
globales son la union de la variedades inestables de los puntos de equilibrio.
Para un punto de equilibrio y* de un sistema dinamico ¢, esta variedad inestable
se define como

W (y*) ={y € O : p(t;y) esta definida parat € Ry op(t;y) — y*, cuando t — —oo}.

Asi, si ¢ es un sistema dinamico gradiente, el atractor global A del sistema viene
dado como
A= J W),
y*es
donde £ define el conjunto de todos los puntos de equilibrio.

Otro aspecto de interés de los atractores globales se relaciona con cémo estos de-
terminan la dinamica asintética del sistema. Por definicion, podemos decir que
cualquier trayectoria fuera del atractor puede seguirse por otras del atractor,
i.e., cualquier trayectoria externa al atractor alcanza una trayectoria del atrac-
tor, a la que se aproxima con el tiempo. Esta propiedad, llamada propiedad de
seguimiento, puede definirse matematicamente de la siguiente manera.

Definicion 5.0.4. Dada una trayectoria ¢(t; 0, yo) conyy no necesariamente dentro
del atractor global A, y dado cualquier e > 0y T > 0, existe un tiempo T = 7(¢,T) y
un punto vy € A tales que

lo(t;0,90) — (t;v0)] <€, VO <t <T.

Esta propiedad asegura que toda trayectoria fuera del atractor .4 puede ser “se-
guida” por una trayectoria del atractor hasta un tiempo 7', pero para un tiempo
mayor, puede ser necesario usar mas de una trayectoria de A.

Con esto queda concluida la presentacion del marco tedrico para analisis de
estabilidad de un sistema dinamico. Continuamos en el siguiente capitulo viendo
algunos ejemplos de aplicacion en Ecologia, Epidemiologia y Climatologia.
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Capitulo 6

Aplicaciones en el Mundo Real

A continuacion se van a ver tres diferentes casos de aplicacion de la teoria pre-
sentada anteriormente en el mundo real. Concretamente, estudiaremos el caso
del Quimiostato, relevante en Ecologia, del modelo SIR, relevante en Epidemio-
logia, y del modelo Lorentz-84, relevante en Climatologia.

6.1. Modelo Ecolégico Quimiostato

Un quimiostato es un tipo de experimento realizado en laboratorios que consiste
en tres contenedores interconectados. En estos se mantiene un entorno para el
crecimiento de microorganismos de forma controlada.

En el primer recipiente, llamado botella de alimentacién, se tiene una diso-
luciéon con abundantes nutrientes, necesarios para la proliferacion de los mi-
croorganismos. De entre estos, uno se introduce en menor cantidad, llamado
nutriente limitante. El contenido de este recipiente pasa al segundo, denomi-
nado recipiente de cultivo, de forma continua, dentro del cual se encuentran
los microorganismos que proliferan bajo los nutrientes que llegan de la botella.
Este recipiente es removido continuamente para que todos los microorganismos
tengan acceso equitativo a los nutrientes.

Finalmente, el contenido del recipiente de cultivo se transmite de forma conti-
nua al tercer recipiente, denominado recipiente de recoleccion, que contiene
una mezcla de nutrientes, microorganismos y los restos que generan los micro-
organismos.

Este modelo es de utilidad para Ecologia, ya que con unas alteraciones es el
mismo modelo para el proceso de tratamiento de aguas residuales.

Tomemos como z la concentracion de nutriente limitante y como y la concen-
tracion de microorganismos que se alimentan de ese nutriente. Asumase que el
resto de nutrientes son abundantes, i.e., solo estudiaremos el efecto de este nu-
triente sobre la poblacion de microorganismos y. Bajo estas hipotesis, tomemos
también los siguientes coeficientes.
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D = Ritmo al que se suministra el nutriente y el contenido del recipiente
de cultivo es extraido.

I = Cantidad de nutriente limitante inicial en el sistema.

a = Ritmo de consumo maximo del nutriente y ritmo de crecimiento maxi-
mo de los microorganismos (a > 0).

= U = Funcion que describe el consumo de los nutrientes, llamada funcion
de consumo o absorcién. Esta funciéon U : RT™ — R debe cumplir:

i) U(0)=0, U(x) >0, Yz > 0.

(i) lim;—oo U(x) = L1, donde L; < oo, i.e., U(z) < Ly, Vx € [0,00).
(iii) U es continuamente diferenciable.
(iv) U es monoétona creciente.

Para nuestro modelo, usaremos la funcion de consumo de la forma Holling Tipo-
II, definida como .

U(z) = ,
() Az

donde )\ > 0 es la constante de saturacion media.

(6.1)

Con todo esto, podemos definir nuestro modelo como un sistema diferencial au-
ténomo. Téngase z(t) e y(t) las concentraciones de nutriente y microorganismos
respectivamente en un instante de tiempo ¢. Con I/ y D constantes, el sistema
del quimiostato se define como

P(0) = D~ 2(t) - a3 o) 6.2
V() = ~Dylt) + a5 Tt ©3

Empecemos por estudiar la estabilidad del modelo del quimiostato.

6.1.1. Estabilidad del sistema

En primera instancia, necesitamos encontrar los puntos de equilibrio del siste-
ma. Para ello, debemos resolver el sistema algebraico asociado al sistema (6.2)-
(6.3)

x*

a/\+:c*

x*

0= —Dy* *,
Y +a)\+:c*y

*

Yy,

0=D(I—a") -

De la segunda ecuacion obtenemos las soluciones y* =0y 2* = ajz ’B. Sustituyen-

do en la primera ecuacion, nos quedan dos puntos de equilibrio:

e e . o ( DA DA
O e )
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Vemos asi que tenemos tres casos diferentes. Estudiémoslos por separado.
1. Caso 1: a < D.

En este primer caso, el sistema (6.2)-(6.3) tiene un unico equilibrio en
(z*,y*) = (1,0). Para estudiar el tipo de equilibrio del punto, vamos a to-
mar la matriz jacobiana del sistema como

—D—qg-2_ .
J(z,y) = o Moo, 6.4)
oy TDtoexm
que tomada para nuestro equilibrio en este caso resulta
g0 =P R
o\ 0 —-D+ a%ﬂ '
Calculando los autovalores de esta matriz obtenemos \y = —Dy A\ = —D +

I . .
axyz- El primero es claramente negativo y, el segundo, podemos ver que

. . I I
el término ;17 < 1 con lo que ax7

il < a < Dy, por tanto, Ay es negativo
también.

Con esto, se cumple el Teorema 3.2.2 de Estabilidad por Primera Aproxi-
macion y el equilibrio (/,0) es exponencialmente estable: los microorga-
nismos no pueden proliferar y mueren.

2. Caso 2: a=D.

Veamos el segundo caso. Aqui, ambos equilibrios son el mismo punto (z*, y*) =
(1,0). En este caso, vamos a utilizar el Teorema 3.2.3 de Lyapunov. Para
ello, debemos hacer un cambio de variable para desplazar el equilibrio a la
solucion trivial (0,0). Asi, usaremos la equivalencia

T=x—1.

Con este cambio, el sistema inicial (6.2)-(6.3) queda

Z'(t) = —Dz(t) — a%y(t%
V(0 = ~Dylt) + a5 S0 o)

Para el analisis del equilibrio, tomaremos la funcién de Lyapunov
V(z,y) =z +v.

Se ve que esta funcion es definida positiva en todo R?. Calculamos su
derivada como
z+1 z+1

‘ ¢ +y=-Di—-a——"—y—D
Viz,y)=2"+y T aA+(j+])y y+a

At @+D?”

que simplificando nos queda

Viz,y) = =D(T +y),
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la cual es definida negativa en ]Ri. Ademas, si tomamos ¢y =1, ¢ = 2, ¢c3 =
2D y k = 1, se cumple el punto (iii) del Teorema 3.2.3 y, por tanto, el
equilibrio en (z*,y*) = (0,0) es exponencialmente estable: nuevamente los
microorganismos no pueden proliferar y mueren.

3. Caso 3: a> D.

Para nuestro ultimo caso, tendriamos que ambos equilibrios existen para
el sistema, por lo que debemos analizar ambos.

Para ello, usaremos nuevamente la matriz jacobiana del sistema (6.2)-(6.3).
En el equilibrio (z*,y*) = (I,0) teniamos que los autovalores eran \; =
—DyX=-D+ a%ﬂ. En el primer caso, dado que a < D, A, tenia parte
real negativa, pero para este caso, dado que a > D, ), tiene parte real
positiva y, segun el Teorema 3.2.2 de Estabilidad por Primera Aprocimacion
el equilibrio (I,0) es inestable.

Ahora, para el segundo equilibrio (z*,y*) = ( ) tomamos la

a—D> a—D
matriz jacobiana (6.4) en ese punto

_D—_g v _
J(*y*) = ( b “ Ot D>
’ a2y 0
(A +z*)2
Al estudiar los autovalores de la matriz nos encontramos con A\; = —D 'y
Ay = —a(/\j\r%, teniendo ambos parte real negativa. Asi, segun el Teorema
3.2.2, tendriamos que el equilibrio en (a[_”}) ,I — 22, ) es exponencialmente

estable: la poblacion de microorganismos se estabiliza en un valor concre-
to.

Resumiendo, tenemos que

» Sia < D, el sistema (6.2)-(6.3) tiene un solo equilibrio en (7,0) que es expo-
nencialmente estable.

= Sia > D, el sistema (6.2)-(6.3) tiene dos equilibrios: en (/,0), que es inesta-

ble, y en <a’2)‘D,I — ﬁ /1\7) que es exponencialmente estable.

Ahora que hemos analizado la estabilidad, estudiemos la existencia de atractor
global.

6.1.2. Atractor global

En el caso de nuestro sistema, si asumimos un valor inicial para z e y, tendria-
mos un PVI con solucién global positiva (¢, z9,yp). Entonces, sumando ambas
ecuaciones

(z +y)'(t) = DI — D(x +y),

y asumiendo z(0) = xg, y(0) = yo, resolvemos la ecuacion diferencial anterior
como

z(t) +y(t) =1+ (vo +yo — I)e P
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Dado que e~ P! es monoénona decreciente, de esta expresion podemos deducir dos
cosas:

= Sixg+yo > I, entonces zp +yo — I < 0y en un tiempo futuro la funcion
x(t) + y(t) crece hacia 1.

= Sixg+yo < I, entonces zp +yo — I > 0y en un tiempo futuro la funciéon
x(t) + y(t) decrece hacia I.

Entonces, existe ¢ > 0 tal que para un tiempo 7 > ¢ se tiene un conjunto absor-
bente para la solucion (¢, zg,y9) del sistema

K. = {(m,y)eRi:w+y§I+e}.

Por tanto y siguiendo el Teorema 5.0.1, la solucién (¢, zg,yo) del sistema (6.2)-
(6.3) presenta un atractor global en R? . Este atractor global seria:

1. Sia < D, el atractor global se define como

A={(1,0)}.

2. Sia > D, el atractor global se define como

DA B DA
a—D’ a—D

A={(I,0), < >} U {soluciones heteroclinicas},

donde las soluciones heteroclinicas son soluciones que parten de un punto
de equilibrio (en este caso (/,0) por ser inestable) y acaban en un punto de
equilibrio distinto.

6.2. Modelo Epidemioléogico SIR

Uno de los campos de mayor relevancia de estudio actualmente es el epidemio-
logico. Tras el paso de la COVID-19, el estudio de modelos que representen la
evolucion de la poblacion de infectados y de contagios es de gran utilidad para
frenar el virus o erradicar alguna enfermedad. Para este trabajo, generaremos un
modelo mas simple, que no toma en cuenta edad o fluctuacion medioambiental.

El modelo que usaremos es un modelo modificado de Kermack-McKendrick. Este
modelo divide a la poblacion en tres clases diferentes, definidas como S,/ y R.
S(t) representa al numero de individuos susceptibles en la poblacién, aquellos
que no se han infectado aun, pero son vulnerables ante el virus. I(¢) define
el numero de personas infectadas en la poblacion, que pueden transmitir el
virus. Finalmente, R(¢) representa el nimero de personas que se recuperan de
la enfermedad y se inmunizan a la misma, no pudiendo volver a reinfectarse. Es
por estas tres clases que el modelo se conoce como “modelo SIR”.

El modelo de Kermack-McKendrick tiene en cuenta el nimero de nacimientos
y de muertes, por causas ajenas al virus, de la poblacion; que los infectados
pueden inmunizarse y que los susceptibles infectarse. Para el trabajo anadire-
mos algunas modificaciones. Concretamente, supondremos que una parte de la
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poblacion que nace susceptible es vacunada y que los infectados pueden sanar,
pero ser susceptibles de reinfectarse.

Tanto para el modelo SIR clasico, como para el que usaremos, se supone que la
poblacion es constante, i.e.,

S(t)+ I(t) + R(t) = N,

de forma que el porcentaje de nacimientos y muertes es igual. Los parametros
de nuestro modelo serian los siguientes.

= S(t) = Numero de personas susceptibles en la poblacion.

I(t) = Numero de personas infectadas en la poblacion.

R(t) = Numero de personas recuperadas (inmunizadas) en la poblacion.

= p = Porcentaje de personas que son vacunadas en el nacimiento (p € [0, 1]).

1 = Tasa de nacimientos y muertes de la poblacion (x> 0).

8 = Tasa de contacto de susceptibles con infectados (5 > 0).

~ = Ratio de infectados que se recuperan por unidad de tiempo (y > 0).
= x = Tasa de recuperacion de infectados, susceptibles a reinfeccion (x > 0).

Con todo esto, nuestro sistema dinamico autonommodelo SIR quedaria

(0= (1 -y - 5O gy 1 wre), 6.5)
1) =" 1) ) - w1, 6.6
R(t) = ~7I(t) — pR(t) + puN, (6.7)

S(0)=So, I(0)=1Ip, R(0)=Ry.

Como hemos expresado antes, la poblacion se mantiene constante. Asi, nuestro
sistema puede simplificarse, ya que R(¢) puede calcularse como R(t) = N —(S(t)+
I(t)). Entonces, solo sera necesario estudiar el sistema de dos variables

(0= (1 -y - 5O gy 1 wre), 6.8
1) =" 1) ) - w1, 6.9

5(0) = S, 1(0) = I.

6.2.1. Estabilidad del sistema

Los puntos de equilibrio del sistema (6.8)-(6.9) se obtienen resolviendo el sistema
algebraico

* Tk

0=(-puN = f———pS" + &I,
S*I*
0=, N — Al — pul™ — k1™
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De la segunda ecuacion obtenemos [* =0y S* = %(,u + 7 + k). Sustituyendo en

la primera ecuacion, nos quedan dos puntos de equilibrio:

(S*,I*) = ((L—p)N,0) y (51" = (g(u+’v+ﬁ),uN (i;i N ryﬁz;;:;))

donde el primer equilibrio es el punto de equilibrio libre de infeccion, mientras
el segundo es el punto de equilibrio endémico.

De estos puntos de equilibrio, podemos sacar tres casos diferentes de estudio:
1. Caso 1: B(1 —p) <~v+ p+k.

Para este primer caso, nuestro sistema (6.8)-(6.9) presenta un unico punto
de equilibrio en (S*,I*) = ((1 — p)N,0). Para analizar el tipo de equilibrio,
tomaremos la matriz jacobiana del sistema. Esta viene dada como sigue:

3L _ _B5

J(&I)z( Pyym AN ES > 6.10)
N ¥~ (y+utr)

que, sustituyendo con el punto de equilibrio nos queda

_(n  BU-D)+r
J((l—p)Njo)—<0H ﬁ(l—p)—(s+u+ﬁ)>

Al calcular los autovalores de esta matriz, obtenemos A\ = —pu, Ay = B(1 —
p) — (v + pn+ k). Como estamos tomando el caso de que 5(1 —p) < v+ u+ k&,
A2 < 0y, segun el Teorema 3.2.2 el punto de equilibrio ((1 — p)N,0) es
exponencialmente estable.

2. Caso2: f(1—p)=v+p+s.

Veamos el segundo caso. Aqui, nuevamente solo tenemos un solo punto de
equilibrio en (S*,I*) = ((1 — p)N,0). Si usamos la matriz jacobiana, obten-
driamos un autovalor nulo, lo cual no se contempla en la teoria.

Por ello, recurriremos al Teorema 3.2.3 de Lyapunov. Dado que el teorema
trabaja con la solucion nula, realizamos un cambio de variable S = S — (1 —
p)N, dejando nuestro sistema (6.8)-(6.9) como

(S(t) + (1 —p)N)I(t)
N

—I(t) — pI(t) — KI(2),

S(t)=1—-puN -3 —u(S(t) + (1 —=p)N) + KI(t),

(S(t) + (1 —p)N)I(t)
N

que simplificando queda

§’<t> _ (E(t) + (1]\; p)N)I(t) _ M?(t) + Iﬂ?[(t),
(S(t) + (1 = p)N)I(t)
N

Ahora, tomamos la funcién de Lyapunov

I'tt)=p

') = 8 — I(t) — I (t) — RI().

_ 1_
V(S,I) = 552 +el,
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donde c es una constante que veremos mas adelante. Esta funcion de Lya-
punov es claramente definida positiva y su derivada, definida de la forma
Do B2 B _
V(S,I) = —puS (NS CNS-l-(’Y‘l-,u))SI,

es definida negativa siempre que el término que multiplica SI sea negativo
o nulo.

Se puede ver que este término es una parabola convexa, por lo que si que-
remos que el término sea siempre negativo o nulo, esta parabola debe tener
raices negativas o imaginarias. En este caso, buscaremos que las reaices
sean imaginarias. Para una parabola de la forma az? + bx + ¢, esto implica
que Vb? — 4ac sea imaginario, i.e.,

<6£>2 < 4%(7 + )

? < 4];(7+ )

c<2 E(—F)
T+

Entonces, si tomamos ¢ = /%(7 + ), la parabola siempre sera negativa o

nula, con lo que V(S,1) <0, i.e., V es semidefinida negativa.

Con todo esto, siguiendo el Teorema 3.2.3 de Lyapunov, concluimos que
el punto de equilibrio ((1 — p)N,0) es estable. Usaremos ahora el Teorema
(4.2.1) de LaSalle para demostrar que es convergente, demostrando que el
punto (0,0) es el inico subconjunto invariante de un conjunto E. Para ello,
tomamos

E:={(S,I)eR?:V(S,I) =0} ={(0,Ip): Ip € R"}.

Si definimos como ¢(-) la solucién del PVI (6.8)-(6.9) y tomamos el punto
(0,1Ip) € E\{(0,0)}, observamos tras sustituir (teniendo en cuenta que 3(1 —
p) =7+ 1+ K) que

©1(0) = —(v + o < 0.

Entonces, dado que ¢1(0) = 0, existe un € > 0 tal que ¢1(t) < 0, Vt € (0,¢).
Esto prueba que (0, 0) es el inico subconjunto invariante de E'y el equilibrio
es convergente. Esto implica que, segun la Definicion 3.2.1 el equilibrio es
asintéticamente estable.

3. Caso 3: B(1—p)>v+u+k.

Finalmente, en este tercer caso tenemos ambos equilibrios: (S*,I*) = ((1 —

p)N,0) y (S*,I*) = (%(u +v+ k), uN (ﬁ — zz;f;’;» Para analizarlos, vol-

veremos a recurrir al sistema original (6.8)-(6.9) sin desplazamiento del
equilibrio y la matriz jacobiana (6.10).
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Comenzamos con el equilibrio libre de infeccion, cuyos autovalores, ya cal-
culados en el Caso 1, eran A\ = —pu, Ay = (1 —p) — (v + u+ k). En este caso
A2 > 0, por lo que el equilibrio seria inestable segun el Teorema 3.2.2.

En el caso del equilibrio endémico, tendriamos la matriz jacobiana asociada

I* S*
Jse = (Pnor TN R )
(5% 1) < B B —(y+u+r))’

cuyos autovalores son los resultados de la ecuacion de segundo grado

N TREVIP B -p) - (v et k)
+ = 9 .

Sabiendo que estamos analizando en el caso (1 —p) > v+ u + k y que
a? > va? — d, los autovalores de la matriz jacobiana son ambos negativos
y, siguiendo el Teorema 3.2.2 el equilibrio endémico es exponencialmente
estable.

Resumiendo, tenemos que

» Si 8(1—p)<(y+p+k), el sistema (6.8)-(6.9) tiene un solo equilibrio en
((1 =p)N,0) que es exponencialmente estable.

s Si f(1—p)=(y+p+k), el sistema (6.8)-(6.9) tiene un solo equilibrio en
((1 —p)N,0) que es asintoticamente estable.
» Sif(l—p)>(y+u+k), el sistema (6.8)-(6.9) tiene dos equilibrios: en ((1 —

p)N,0), que es inestable, y en (%(u + v+ k), uN (ﬁ — gz;’f::g)) que es ex-

ponencialmente estable.

Veamos ahora qué sucede con el atractor global del sistema.

6.2.2. Atractor global

En el caso de nuestro sistema (6.8)-(6.9), si asumimos un valor inicial para S
e I, tendriamos un PVI asociado a este sistema con solucion global positiva
©(t, So, Ip). Sumando ambas ecuaciones, tenemos

(S+D)(t) =1 =p)uN —~I(t) — p(St) + I1(t)) < (1 =p)uN — p(S(t) + 1(t)),

y asumiendo S(0) = Sy, I(0) = Iy, resolvemos la ecuacion diferencial anterior
como

St)+I(t)=(1—p)N+(So+1Iop— (1—p)N)e +.
Puede verse que el término e #' es monétono decreciente, por lo que

= SiSy+1Ip > (1—p)N, se tiene que Sy+ [ — (1 —p)N < 0y en un tiempo futuro
la funcién S(t) + I(t) crece hacia (1 — p)N.

= SiSy+1Ip < (1—p)N, se tiene que Sy+ [ — (1 —p)N > 0y en un tiempo futuro
la funcién S(t) + I(t) decrece hacia (1 —p)N.
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De esto concluimos que existe un ¢ > 0 tal que para un tiempo 7, > ¢ la solucion
©(t, So, Iy) del sistema presenta un conjunto absorbente

Ko:={(S,])eRT : S+I<(1-p)N +¢}.

Entonces, siguiendo el Teorema 5.0.1 nuestro sistema presenta los siguientes
atractores A:

» Sif(1—p) <~v+pu+k, el sistema (6.8)-(6.9) tiene un atractor global definido
como

A={((1=p)N,0)}.

= Si3(1—p) > v+ u+k, el sistema (6.8)-(6.9) tiene un atractor global definido
Ccomo
A={((1-p)N,0),(S*,I")} U {soluciones heteroclinicas},

con (S*,I*) = (%(,u%-vqt k), ulN (ﬁ - ga’f@’;» :

6.3. Modelo Climatolégico Lorentz-84

En 1984, el cientifico Hendrik Lorentz desarrollé6 un modelo de la circulacion
del aire atmosférico. Este modelo se compone de un sistema de tres ecuaciones
diferenciales autonomas no lineales. En este sistema, x representa el gradiente
de temperatura hacia los polos o la intensidad de la corriente de los vientos que
vienen del oeste e y y z representan las intensidades de las fases coseno y seno
de una cadena de ondas superpuestas que transportan calor hacia los polos,
respectivamente. Ademas, se tienen los siguientes parametros:

» z(t) = Gradiente de temperatura hacia los polos o la intensidad de la co-
rriente de los vientos que vienen del oeste.

» y(t) = Intensidad de la fase coseno de una cadena de ondas superpuestas
que transportan calor hacia los polos.

» 2(t) = Intensidad de la fase seno de una cadena de ondas superpuestas
que transportan calor hacia los polos.

a = Coeficiente de amortiguamiento del viento del oeste.

b = Desplazamiento de las ondas debido a interaccion con el viento.

F = Contraste de calentamiento simétrico a través de la latitud.

G = Contraste de calentamiento asimétrico entre océanos y continentes.

Con todo esto, el modelo se representa como

2 (t) = —azx — y* — 2° + oF, (6.11)
Y (t) = —y+ a2y — brz + G, (6.12)
2 (t) = —z + bay + 2z, (6.13)
z(0) =xz0, y(0)=yo 2(0)= 2.

42



6.3. Modelo Climatolégico Lorentz-84

Aunque parece bastante simple, es un modelo que tiene en cuenta el cambio
de estaciones generadas por la coexistencia de climas diferentes junto con el
calentamiento del sol, como el clima es afectado por las interacciones existentes
entre la atmosfera y los océanos o la asimetria existente entre los océanos y los
continentes.

Una vez expresado todo esto, estudiemos su estabilidad.

6.3.1. Estabilidad del sistema

Los puntos de equilibrio de este modelo se calculan resolviento el sistema alge-
braico asociado

a(F —2*)(1 —22* + (1 + %) (2*)?) = G, (6.14)
(1-2%)G o

1 —2z* 4+ (14 b%)(z*)? v (6.15)

br”G * (6.16)

1—2z* + (1+02)(z")2

Cuando G = 0, este sistema (6.14)-(6.16) presenta una unica solucién, i.e., el
modelo solo tiene un punto de equilibrio en (F,0,0). Vamos a analizar los dos
diferentes casos para este equilibrio, pero primero realizaremos un cambio de
variable para situar el equilibrio en (0,0,0) con

T=x—F.

El sistema (6.11)-(6.13) queda como

2(t) = —ax — y? — 22, (6.17)
y(t)=—y+ @+ F)y—bz+ F)z, (6.18)
Z(t)=—-24+bZ+ F)y+ (z+ F)z. (6.19)

1. Caso 1: F < 1.

En este caso, tomamos la funciéon de Lyapunov

1

cuya derivada satisface

V(z,y,2) = —ai® — (1 — F)(y* + 2?) < 0.

De aqui se deduce que V es derivada positiva en R? y que su derivada V es
definida negativa en R?. Por tanto, segun el Teorema (3.2.3) de Lyapunov, el
punto de equilibrio (0,0, 0) seria asintéticamente estable. Pero, si tomamos
c] = %,CQ = 1l,¢3 = p1 = min(a,1 — F),k = 2, entonces se cumple el tercer
punto del Teorema (3.2.3) de Lyapunov

1 .
Z|(‘f7 Y, Z)‘Q < V(‘%a Y, Z) < |(‘i7 Y, Z)’27 V(j7 Y, Z) < _:U’1|(j7 Y, Z)‘27 V(i‘, Y, Z) € R?)'
Entonces, concluimos que el punto de equilibrio (0,0,0) es exponencial-
mente estable para este caso.

43



Capitulo 6. Aplicaciones en el Mundo Real

2. Caso 2: F'=1.

En este segundo caso, tendriamos el mismo sistema (6.17)-(6.19) y, con la
misma funcion de Lyapunov V que el caso anterior, vemos que

V = —az? <0.

Esto nos permite, tomando el Teorema 3.2.3 de Lyapunov, determinar que
el punto de equilibrio es estable. Ahora, si tomamos un conjunto

E = {(’fayvz) € Rg : V(:fvzh Z) = 0} = {(anOVZO) 1Yo, 20 € R}a

podemos demostrar que el punto de equilibrio (0,0,0) es convergente si es
el unico subconjunto invariante de E. Tomamos (0,y0,20) € E \ {(0,0,0)} y
definimos ¢(-) como la solucién del PVI asociado a nuestro sistema (6.17)-
(6.19). Entonces, tenemos que

¢1(0) = —y5 — 25 <0,

Asi, como ¢;(0) = 0, entonces existe un € > 0 tal que ¢1(t) < 0, Vi € (0,¢).
Con esto queda demostrado que (0,0,0) es el inico subconjunto invariante
de Ey, por consiguiente, es asintéticamente estable.

3. Caso 3: F' > 1.
En este tercer caso, recurriremos al Teorema 3.2.4 de Tchetaev. Para ello,

considérese la funcion de Lyapunov

1
V(jayv Z) = 5(_‘%2 =+ y2 + 22)7

cuya derivada V resulta
V(Z,y,2) = aZ’ 4+ (F — D)y + (F — 1)2% 4 22(y* + 2%).

Vemos entonces que V es definida positiva y que V(0,0,0) = 0. Si tomamos
entonces el punto (0,y, z), podemos encontrar un p > 0 tal que, para cual-
quier o € (0,p), exista un y, = (0,y,2) € B(0;0), que cumple V(0,y,z) > 0.
Con esto, y siguiendo el Teorema 3.2.4 de Tchetaev, demostramos que el
punto de equilibrio (0,0,0) es inestable.

Resumiendo para cada caso, tendriamos que
» Si F' < 1, el punto de equilibrio (0,0,0) es exponencialmente estable.
= Si F' =1, el punto de equilibrio (0,0,0) es asintéticamente estable.
= Si F' > 1, el punto de equilibrio (0,0, 0) es inestable.

Todo esto lo hemos estudiado asumiendo que G = 0. Esto se debe a que en
el caso contrario G # 0, el sistema (6.11)-(6.13) se vuelve mucho mas comple-
jo, exhibiendo comportamientos cadticos para los atractores (véase Figura 6.1).
Ademas, resolver el sistema algebraico (6.1)-(6.16) se vuelve mas complicado,
siendo dificil determinar cuantos puntos de equilibrio pueden existir.

A pesar de esto, si que se puede investigar la existencia de atractor global para
el caso G = 0.
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6.3.2. Atractor global

Nuestro sistema (6.11)-(6.13) presenta una solucion global que genera un siste-
ma dinamico auténomo ¢(t, xo, yo, 20). Para demostrar la existencia del atractor,
demostraremos que existe un conjunto absorbente. Concretamente, demostrare-
mos que existe un conjunto absorbente acotado y, en consecuencia, un conjunto
absorbente compacto.

Para ello, sea D C R?® un conjunto acotado. Entonces, existe un k¥ > 0 tal que
] q
lug| < k, Vd € D. Entonces, para cualquier uy = (g, yo, 20) € D se tiene
(22 + % + 22)(t) = 222’ + 2yy + 222/

=2(—az’® —y? — 22 + aFzx + GQy)

< —ax? —y? - 222+ aF? + G?

< —um(@? +y? + 2% +aF? + G2,
donde 1 = min(a, 1).
Resolviendo la ecuacion diferencial, tendriamos
aF? + G?

251
aF? + G?
+—
M1

() +y7(8) + 2°(8) < uolPe ™! + (1—e™mf)

< kPemmt

Esto implica que dado un € > 0, existe un 7' = T'(¢, D) tal que

F? 4+ G?
22() + y2(1) + 22(t) < a; te V> T
1
Esta inecuacion implica que existe un conjunto absorbente compacto de ¢
F2 G2
K. = {(x,y,z) ER:2? +y? +22 < H—i—e}.
H1

Entonces, segun el Teorema 5.0.1 concluimos que el sistema dinamico generado
por las soluciones de (6.11)-(6.13) posee un atractor global A = {(F,0,0)}.

Figura 6.1: Atractor global de (6.11)-(6.13) con G # 0
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Capitulo 7

Analisis de impacto

En este capitulo se evalua la contribucion de este trabajo a los Objetivos de
Desarrollo Sostenible (ODS) que todos los paises de la Union Europea adoptaron
como parte de la Agenda 2030 en el anno 2015. Estos ODS se desarrollaron en
base a los Objetivos de Desarrollo del Milenio (ODM), que enfrentan la pobreza y
lograron grandes avances en varias areas como energia y ecosistemas terrestres
y marinos, entre otros. A pesar de estos avances, los ODS plantean un plan de
accion mas amplio para beneficiar a las personas, proteger el planeta y promover
la paz y la prosperidad, garantizando el acceso a justicia para todos.

A continuacion se expondra sobre cuales ODS tiene un mayor impacto este tra-
bajo.

En primer lugar, este trabajo tiene un impacto di-
recto en el ODS 3 de salud y bienestar. Como se
vio en las aplicaciones, la teoria de estabilidad y
atractores globales es muy relevante en el estudio
de modelos epidemiologicos, como el caso del mo-
delo SIR estudiado. Nos facilita el analisis de la

evolucion de una posible pandemia, generando un '
avance en la prevencion y control de enfermeda-
des y epidemias. A esto se suma una mejora en
la salud publica, reduccién del namero de muer-
tes por la enfermedad y estudio de métodos de prevencion para evitar mayores
riesgos.

SALUD
Y BIENESTAR

En segundo lugar, para la aplicacion de estos mo-
delos en el mundo real es necesaria la participa-
cion conjunta de numerosos especialistas de va-
rios campos. Poniendo de ejemplo el modelo del
quimiostato, es necesaria la participacion y los co-
nocimientos de matematicas, biologos y ecodlogos,
entre otros. Esto se alinea claramente con el ODS
4 que promueve una educacion de calidad y un
aprendizaje continuo e integro, aportando una ba-

EDUCACION
DECALIDAD
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se educativa para el éxito de las investigaciones
que se realicen usando la teoria expuesta en este trabajo. Asi mismo, el desarro-
llo de estos modelos impulsa la ensefianza de matematicas aplicadas en niveles
universitarios y su integracion en carreras técnicas.

En tercer lugar, hemos hablado en el caso del mo-
delo del quimiostato que puede modelar el trata-
miento de aguas residuales. Esto se alinea con el
ODS 6, que se centra en la accesibilidad de agua
para todos y el saneamiento de agua contaminada
o residual para reducir el impacto medioambien-
tal. Con el estudio de un modelo de tratamiento
de agua residual se disminuye el impacto que tie-
nen los desperdicios generados por fabricas que
acaban en rios, lagos u océanos, ademas de que
puede aplicarse para limpieza y tratamiento de agua en zonas desérticas, donde
el agua es escasa y, generalmente, contaminada con tierra y polvo.

AGUALIMPIA
Y SANEAMIENTO

En cuarto lugar, todos los conocimientos desarro-
llados son aplicables para el desarrollo de la in-
dustria y la infraestructura segun el ODS 9. La
NFRAESTRUCTUR? estabilidad de las diferentes infraestructuras, asi

como procesos industriales complejos, puede mo-

h’ delarse como un sistema diferencial auténomo. El
40 estudio de estos modelos facilita el desarrollo de
.> ’ soluciones y mejoras a los procesos e infraestruc-

turas actuales. También, el modelado de fenome-

nos del mundo real (como el clima o fenémenos
fisicos complejos) mediante los SDOs contribuye al disefio de modelos predicti-
vos y de aprendizaje para toma de decisiones asistidas por IA.

En quinto lugar, uno de los modelos que se han
estudiado en este trabajo es el modelo de Lorentz-
84, que representa la evolucion del clima con el
tiempo. A partir del estudio de estos modelos, se
favorece el desarrollo de medidas para aliviar el
efecto del cambio climatico, segun lo que se pre-
tende en el ODS 13. Estos modelos pueden modi-
ficarse para estudiar los efectos que tendrian nue-
vas variables como la deforestacion o la contami-
nacion por emisiones. Este conocimiento también
sirve para prevenir sobre eventos climaticos extremos, mitigando los efectos que
estos tienen.

1 ACCION

POREL CLIMA

En sexto lugar, este trabajo tiene un impacto directo en la vida de ecosistemas
terrestres y submarinos que se relaciona con los ODS 14 y 15. Con el estudio
de SDOs se pueden estudiar y analizar las fluctuaciones de diferentes especies
en estos ecosistemas, ademas del efecto de la introduccion del ser humano en
el ecosistema. Con ello se pueden solucionar la pérdida y amenaza a la biodi-
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versidad, pudiendo evitarse la desaparicion de especies en peligro de extincion,
ademas de problemas de sobrepoblacion o desequilibrio por introduccion de es-
pecies no autéctonas en un ecosistema.

1 VIDA 1 VIDA

DEECOSISTEMAS
TERRESTRES

SUBMARINA

Finalmente, para la aplicacion de este marco tedrico es necesario el trabajo coor-
dinado de diversas personas, habiendo cooperacion internacional entre diversos
paises. Esto se alinea con el ODS 17, que fomenta las alianzas efectivas existen-
tes entre sociedades, empresas y gobiernos.

DGRAF (@)
DS OBJETIVC S .
<Nl OBIETIVC:S
‘\ ” DE DESARROLLO
)58 SOSTENIBLE
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