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Resumen

La Morfologia Matemdtica es una potente técnica
no lineal de andlisis de imdgenes que tiene su fun-
damento matemdtico en la teoria de reticulos. FEl
uso de esta técnica en imdgenes en color requiere
fuar un espacio de color en el que se procese la
imagen y un orden en éste que le dote de estruc-
tura de reticulo. Ademds, cuando el orden fijado es
total, como los ordenes lexicogrdficos, se evita la
aparicion de falsos colores en el procesamiento. Se
propone una familia de drdenes totales, basados en
los ordenes lexicogrdficos, en los que la prioridad
se da a una funcion de coste. Los operadores mor-
folégicos para imdgenes en nivel de grises se en-
cuentran implementados en muchas librerias, no
siendo ast para imdgenes en color. Se propone uti-
lizar para las imdgenes de color estos operadores
ya implementados para imdgenes en nivel de gri-
ses, haciendo uso de la existencia de una biyeccion
entre el espacio de color y un subconjunto de R que
conserva el orden total del espacio de color.

Palabras clave: Morfologia Matematica, espa-
cios de color, érdenes parciales y totales, reticulo,
orden lexicografico.

1. INTRODUCCION

Son muchos los algoritmos que usan la Morfologia
Matemaética en el tratamiento de las imagenes
para aplicaciones como la restauracién, el aumen-
to de contraste, el anélisis de texturas, la deteccién
de bordes, la segmentacion, etc. Para imagenes
en nivel de grises estos algoritmos estan amplia-
mente desarrollados. Para imégenes en color, por
una parte, se requiere fijar el espacio de color en
el que se procesa la imagen, asi como el orden en
él que le dote de estructura de reticulo. Por otra
parte, hay que tener en cuenta el caracter vecto-
rial de las imégenes en color, lo que hace que la
implementacién del orden y de los algoritmos mor-
folégicos para ese orden no sea inmediata.

El articulo se estructura del siguiente modo.
Primero, en la seccién 2 se introducen las opera-
ciones béasicas de la Morfologia, erosién y dilata-

cién, haciendo uso del reticulo de las imégenes en
color, cuando se ha fijado un orden en el espacio
de color en el que se procesan las imagenes. En la
seccién 3 se introduce una familia de 6rdenes to-
tales en un espacio de color, basada en los érdenes
lexicograficos, que quedan definidos casi siempre
por una funcién dependiente de las componentes
en ese espacio de color, denominada funcién de
coste. En la seccién 4 se ve como utilizar para
imagenes en color los algoritmos que se tienen de
los operadores morfolégicos para imagenes en gri-
ses, haciendo uso de la biyeccion entre el espacio
de color y R que conserva el orden. En la sec-
cién 5 se encuentra esta biyeccion para los érdenes
definidos por funciones de coste utilizando la co-
dificacién binaria de cada componente. Cuando el
espacio en el que se fija el orden es distinto del
espacio RG B, se evitan las ecuaciones de cambio
inversas entre los espacios haciendo una pequena
modificacién en el orden. En la seccién 6 se mues-
tran los resultados cuando se fija una funcién de
coste en el espacio HSI. Finalmente, en la seccién
7 se tienen las conclusiones.

2. MORFOLOGIA
MATEMATICA EN COLOR

En los anos 60, Matheron [4] y Serra [5] pro-
pusieron la formulacién matematica definitiva de
la Morfologia en el marco algebraico de los reticu-
los, siendo hoy en dia una de las ramas mas impor-
tantes en el tratamiento numérico de las imégenes,
tanto en nivel de grises como en color.

Dado C' C R3 un espacio de color en el que se tiene
definido un orden, que notamos por <¢ y que dota
a C de estructura de reticulo, el conjunto de las
aplicaciones f :  C Z — O, (£ dominio de Z",
N € N), con el orden definido por:

f<g=f@)<cglx) Veeq o
1
Vf,g:QczN —C

tiene también estructura de reticulo. En efecto:
Vf,g:QczN —C,



3 inf(f, g), sup(f,g) : @ € ZV — C definidas por:
if(f, g)(z) = info(f(2), g(x))
sup(f,9)(z) = supc(f(2), 9(x))

Vr e

(2)
Esto permite definir las operaciones morfolégicas
basicas de erosién y dilataciéon de una imagen en
color f: Q C ZN — C por un elemento estruc-
turante E C ZN:

ep(f) = inf (fom)

sekE

0p(f) = sup(fo1s)

selR

(3)

donde 7, : ZN — ZN es la traslacién segin el
elemento s € ZV (75(z) = s + z)). Puntualmente:

e(f)(@) = fnf (f(s + 1)

(4)
0p(f)(x) = sup(f(—s + x))

sekE

donde infimo y supremo en la ecuacién (4) se cal-
culan con el orden < fijado en el espacio de color.
Al tener el espacio de color estructura de reticulo,
estd garantizado la existencia de infimo y supremo,
pero no tienen por qué ser minimo y maximo, es
decir, pueden aparecer falsos colores, colores que
no estaban en la imagen original. Cuando el orden
es total, el infimo y el supremo en (4) son minimo
y méximo. Por lo tanto, el uso de 6rdenes totales
evita la aparicién de colores falsos.

Es importante tener presente que la erosién o di-
latacién de una imagen en color dependera del or-
den establecido en el espacio cromatico, y por lo
tanto no tienen un significado univoco como en
imagenes binarias: erosionar una imagen es em-
pequeniecer los objetos blancos y dilatar agrandar-
los. O en imagenes en grises en los que se oscurecen
las imagenes en la erosion y se aclaran en la dilat-
acién. Sin embargo, en las imégenes en color, la
respuesta en las operaciones morfolégicas depen-
derd del orden establecido en el espacio de color.

3. ORDENES EN LOS ESPACIOS
DE COLOR DEFINIDOS
MEDIANTE FUNCIONES DE
COSTE

Como se ha indicado en la seccién anterior, el uso
de érdenes totales en Morfologia es importante
para evitar la aparicién de colores falsos en el
procesamiento. Los ordenes lexicograficos, es de-
cir, cuando se establece un orden de prioridad en-
tre las componentes, son érdenes totales. Sin em-
bargo, las componentes tienen distinto grado de

importancia. La componente prioritaria es la que
establece el orden casi siempre: cuando se utiliza
una codificacién binaria y se utilizan p = 8 bits,
el orden queda establecido en mds del 99,6 % de
los casos segtn el orden de la componente que se
ha establecido como prioritaria.

Se pueden establecer otros 6rdenes, basados en el
lexicografico, en los que la prioridad para definir
el orden se establezca mediante una funcién de las
componentes del espacio de color, llamada funcién
de coste. Esto es:

Dado un espacio de color C C R3, se nota por
(z,y,2) a sus elementos. Dada una funcién de
coste ¢ : C — R, se considera el orden total en
C definido por:

(1,91, 21) <c (22,92, 22) &

c(r1,y1,21) < (T2, Y2, 22)
o
c(r1,y1,21) = c(w2,y2,22) y a1 <2
o
Xr1 = T2
c(z1,y1,21) = c(x2,9y2,22) ¥y y
Y1 < Y2
o
1 = X9
y
C($1=y1721) = 0(1‘2,3/2,22) y Y1 = Y2
y
z1 < 22

(5)
La primera restriccién de (5) establece el orden
casi siempre: tUnicamente para establecer el or-
den entre dos puntos que estan sobre la superfi-
cie ¢(x,y,2) = c'® es necesario recurrir al orden
lexicografico establecido en la definicién (5) por el
resto de las restricciones. Es decir, dado un punto
fijo del espacio de color (xg,yo, 20), la superficie
c(x,y,2) = e(xo,Yo, 20) divide al espacio en dos
regiones; una de ellas corresponde a los puntos del
espacio que son menores que el punto fijo y la otra
a los puntos que son mayores. S6lo para los puntos
que estan en la superficie el orden se decide segin
el orden lexicogréafico en C' con prioridad z, ¥, z.

4. ORDENES TOTALES EN LOS
ESPACIOS DE COLOR

Un resultado clasico relativo a 6rdenes establece

que en R™ n > 1, se tiene definido un orden total,

<grn, si y sélo si existe una aplicacién biyectiva
0:R™ — R que conserva el orden, es decir:
(I17I27 B ,CCn) <gn (ylny, s 7yn) <

(6)

O((Elax27"'7xn) S 0(y17y27"'7yn)



donde < es el orden usual en R .

Se puede aplicar este resultado a un espacio de
color C C R?:

Se tiene definido un orden total en C', <, siy sélo
si, existe una biyeccion entre C' y un subconjunto
de R que conserva el orden, es decir:

Jo:CCR3— ACR biyeccién, tal que
(T1,y1,21) <c (72,92, 22) &

o(z1,v1,21) < o(x2,y2, 22)

(7)

Esto permite hacer uso de los operadores mor-
folégicos en iméagenes en grises para imagenes en
color, como se puede ver en el grafico de la figura
1.

imagen en imagen en
operacién aris color
morfolégica ot

T

imagen en imagen en

color gris
" o

imagen en gri

morfologfa en grises

Figura 1: Morfologia en color con orden total en
el espacio de color.

Dada una imagen 2D en color, f. : Q C Z? —
C, con <¢ el orden total definido en el espacio
de color C, la aplicacién composicién f;, = oo
fe: Q CZ? - A C R, siendo o la biyeccién
(7) que conserva el orden, define una imagen en
nivel de grises. Sobre esta imagen en gris pueden
aplicarse las distintas operaciones morfolégicas en
nivel de grises. Se tendrd asi una imagen en gris, y
mediante la inversa de la aplicacién biyectiva, 0!,
se obtiene la imagen en color después de aplicar la
operacién morfolégica deseada.

El primer problema surge cuando se intenta llevar
a cabo el proceso anterior: el resultado sobre la
aplicacién o nos garantiza que existe, pero no se
establece como es ni la aplicacién, ni su inversa.

Sin embargo, hay muchos 6rdenes totales definidos
en los espacios cromaticos en los que es sencillo en-
contrar una aplicacién que conserve el orden y su
aplicacién inversa. Chanussot [1], usando la codifi-
cacién binaria de las componentes en el espacio de
color, propone 6rdenes totales por ’entrelazado de
bits’ obteniendo la biyeccién o. Si cada una de las
componentes viene codificada por p bits, se tienen
ordenes distintos seguin se tenga entrelazado por
1, 2, ... o p bits y segtn el orden de prioridad de
las componentes. En todos los casos se obtiene un

escalar codificado por 3p bits.

5. IMPLEMENTACION

Siempre que se consideren Ordenes totales
definidos mediante funciones de coste en los que la
prioridad se establezca segin un orden lexicografi-
co, puede encontrarse una biyeccion entre el espa-
cio de color y un subconjunto de R que conserve
el orden. Para ello se hace uso de la codificacién
binaria.

Si cada componente viene codificada por p bits, se
puede construir un escalar codificado en 4p bits,
que conserve el orden dado en (5), usando p bits
para cada restricciéon. Los p bits mas significativos
deben corresponder a la primera restriccién, los
siguientes p a la segunda, los siguientes a la tercera
y los p menos significativos a la tdltima restriccién
(Fig. 2).

z  (p bits) y  (pbits) z (p bits)

c(z.y.z) (p bit

1p bits

Figura 2: Biyeccion entre el espacio de color y un
subconjunto de R que conserva el orden dado por

(5).

Por lo tanto, la biyeccién o : C C R3 — A C R,
vendrd definida por:

o(w,y,2) = 27c(w,y,2) + 2w + Py + 2z (8)

Y la aplicacién inversa o' : A ¢ R — C C R?,
por:

p—1 p—1 p—1
o (t) = <Z 2 top+, Z 2'tpyi, Z 21&') (9)
i=0 i=0 i=0

donde t = Y7701 2%t

En el proceso anterior, para codificar la funcién
de coste se han utilizado p bits, igual que para
cada una de las componentes. Para codificar la
funcién de coste es posible utilizar un nimero de
bits k # p. Estos k bits seran los mas significativos
y la ecuacion que define la biyeccién o dada por
(8) queda modificada por:

ola,y, ) = 2P he(a,y,2) + 2a + 2y + 2 (10)



El espacio de color mas empleado en la adquisicién
de imégenes en color es el espacio RGB. Cuando
el tratamiento morfolégico de una imagen requiere
el uso de un orden en un espacio de color C, dis-
tinto al RG B, es necesario hacer uso de las ecua-
ciones no lineales de cambio del espacio RGB a C,
Trep—c : RGB — C'y las ecuaciones de cambio
de C a RGB, Tc—ree = Trip_.c - C — RGB,
con los consiguientes errores de redondeo y el alto
coste computacional (Fig. 3).

magen o imagen o imagen o
imagen en imagen en imagen en
. p c Te-non =| " hop

Trep—c

-
Taep—c

Morfologia en color
en C
Figura 3: Morfologia en color en el espacio de color

C.

Cuando en el espacio de color C, distinto del espa-
cio RGB, se utiliza un orden total definido a par-
tir de una funcién de coste, como el dado en (5),
puede evitarse la aplicacion inversa de transforma-
cién entre los espacios de color, Te—, rap, modif-
icando la relacién de orden sélo para los pares de
puntos para los que no se determina el orden medi-
ante la funcién de coste. El orden lexicogréfico que
establecen las restricciones de la ecuacién (5) en el
espacio de color C, puede sustituirse por uno de los
ordenes lexicograficos en el espacio RGB. Unica-
mente los pares de puntos del espacio de color que
estdn sobre la misma superficie c(z,y,2) = ¢*® no
pueden ordenarse segin la primera restricciéon de
(5), y en lugar de ordenarse segin el orden lexi-
cografico establecido en el espacio de color C, se
ordenan segun el orden lexicografico establecido
en RGB. Al utilizar codificacién binaria con p = 8
bits, el niimero de casos en los que el orden se es-
tablece segun la funcién de coste, dependera de
ésta; cuando la superficie c(z,y,2) = c® es un
plano, seréd necesario recurrir al orden lexicografi-
co en menos del 0,4 % de los casos.

Notando por (R,G,B) las coordenadas de un
punto en el espacio RGB y por (z,y,z) =
Tree—c(R,G, B) las coordenadas de ese punto
en el espacio de color C, el orden que se propone
viene dado por:

(1,91, 21) <c (22,92, 22) &

(1,11, 21) < c(x2,y2, 22)
0
c(z1,y1,21) = c(x2,9y2,22) 'y Ri <Ry
o
Ri = Rs
c(r1,y1,21) = (w2, Y2, 22) ¥ y
G1 < Go
0
R1 =Ry
y
c(z1,y1,21) = c(x2,y2,22) vy  G1=Go
y
B, < By)

(11)
en el que la prioridad de las componentes en el
orden lexicografico considerado en RGB es R, G,
B.

Las ecuaciones de cambio de sistema del espacio
RGB al espacio C, Trgp—c sSOn necesarias para
obtener la funcién de coste. Las componentes R,
G y B quedan almacenadas en los bits menos sig-
nificativos, con lo que se evita las ecuaciones de
cambio inversas, Tc_.raB-

Dada una imagen en color procesada en el espacio
RGB, f:Q C Z?> — RGB, se considera la misma
imagen, pero procesada en otro espacio de color
C, fo =Tragp—co[:QCZ*—C

El orden total dado por la ecuacién (11) se conser-
va con el orden usual de R, mediante la aplicacién
dada por:

o(z,y,2) = 2P+ ke(x,y, 2) + 2P R+2PG+ B (12)

donde (R,G,B) y (x,y,z) son las componentes
del mismo punto en el espacio RGB y C respec-
tivamente, es decir, Trep—c (R, G, B) = (z,vy, 2)
(Fig. 4).

Se tiene la imagen en nivel de grises oo f. :  C
Z? — R, a la que se aplica el operador morfolégi-
co, obteniéndose una imagen en grises. Mediante
la aplicacion inversa de o, restringida al espacio
RGB, dada por:

_ 3pt+k—1 o
o 1|RGB (Ziig QZti) =
—1 o4 —1 4 —1 44
(Zfzo 21t2p+i’ Zf:o 2th+1” Zf:o Qlti)

se obtiene la imagen en RGB después de aplicar
el operador morfoldgico (Fig. (5)).

(13)

Debe observarse que:

= La implementacién del orden es sencilla y
rapida siempre que el programa que se utilice
sea capaz de tratar al menos 3p + k bits.



4p bits

Figura 4: Biyeccién entre el espacio de color y un
subconjunto de R que conserva el orden dado por

(11).

Figura 5: Tratamiento morfolégico de una imagen
en color con orden total en el espacio de color C.

= Se evita la transformacién inversa del espacio
de color al espacio de adquisiciéon de imagen,
RGB. Las componentes R, G y B quedan al-
macenadas mediante el orden establecido en
los 3 p bits menos significativos.

= Se utilizan los operadores morfolégicos para
imagenes en grises ya implementados.

= No aparecen falsos colores durante el proce-
samiento: por un parte, se utilizan 6rdenes
totales, y por otra, el almacenamiento de las
componentes R, G y B evita la transforma-
ci6én del espacio de color al espacio RGB.

6. RESULTADOS

Para mostrar el procedimiento anterior, se utiliza
el espacio HSI con la semi-norma de max-min
introducido por Hanbury y Serra [2], [3]. Se define
el orden mediante una funcién de coste en la que el
nivel de saturaciéon pondera los valores del matiz
y de la intensidad [6], [7].

Fijado un matiz de referenecia H, € [0,27), se

define el valor de matiz normalizado

d(H, H,)

™

h= € [0,1] (14)

donde

_ |H _Hrl if |H _Hr| <7
d(H’H’“)—{ o —|H—H,| if |H—H|>nr
(15)

La funcién de coste se define por

o(H,S,1) = Sh+ (1—8)I (16)

y el orden viene dado por

(H1,51, 1) <m, (H2,52,12) &

(1 — Sl)ll + S1h; < (1 — SQ)IQ + Sohs

or
or
(1 - S+ S1hi=(1— Sg)]g + Sohe y

or

(1 - S+ S1hi=(1— Sg)]g + Sohe y

(17)

donde (R,G,B)y (H,S,I) son las componentes
de un punto en RGB y HSI respectivamente.

Debe observarse que:

= El valor de la saturacién S y su valor comple-
mentario 1 —.5 son los pesos del matiz norma-
lizado y la intensidad respectivamente. Para
establecer la relaciéon de orden, el matiz es
prioritario si la saturacién es alta y la inten-
sidad es prioritaria si la saturacién es baja.

= Sila imagen tiene un nivel de saturacién alto,
entonces el matiz de referencia fijado juega
un papel importante. Por ejemplo, si el color
predominante es el rojo (matiz 0), y se fija
H, =0, al erosionar aumentan de tamano los
objetos rojos saturados y al dilatar disminu-
yen.

Se utiliza como imagen test la imagen de la figura
6 a) que tiene saturacién media alta, como puede
verse en la figura 6 c).

En la figura 7 se muestra la erosion y la dilatacion
de la imagen test cuando se toma como matiz de
referencia H, =0ena)yenb),y H. =menc)y
en d).

(1 - S+ S1hi=(1 - Sg)]g 4+ Sshe vy Ri < Rs

Ri =Ry
G < Gy
Ri =Ry
G1 = Gs

B < B



Figura 6: a) Imagen original b) Matiz con H, =0
¢) Saturacién d) Intensidad.

Figura 7: a) Erosién b) Dilatacién con H, =0 c)
Erosién b) Dilatacién con H, = .

7. CONCLUSIONES

Se ha presentado una familia de érdenes totales
dependientes de una funcién de coste que es prio-
ritaria al establecer el orden. Se utilizan estos
ordenes en los operadores morfolégicos béasicos,
erosion y dilatacién, en imagenes en color. Hacien-
do uso de los operadores ya implementados para
imégenes en grises, se implementan para imagenes
en color usando la codificacién binaria de cada
componente.

Cuando el orden se establece en un espacio de co-
lor distinto del RGB, espacio de adquisicién de
las imagenes, es necesario el uso de las ecuaciones
de cambio entre ambos espacios. Puede evitarse
la transformacién inversa almacenando las compo-
nentes R, G y B y estableciendo el orden dando
prioridad a la funcién de coste y posteriormente,

establecer un orden lexicografico en RGB.
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