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Resumen

La adquisicion de las imdgenes presenta diferentes
escalas espaciales en funcion de los objetos
capturados de la escena. Muchas veces, las técnicas
de segmentacion requieren de un procesado previo
que ayude a decidir en la particion de la imagen. La
preparacion de los datos exige: 1. La eliminacion del
ruido inherente del proceso de captura de la imagen,
2. La agrupacion de los pixeles con conectividad y
con similares caracteristicas y 3. La separacion o
realce de los grupos anteriormente formados
respecto a otros grupos del entorno. El
planteamiento propuesto es la busqueda de una
algoritmia que localice la combinacion optima entre
la difusion directa con los pixeles vecinos con
caracteristicas similares, combinada con difusion
inversa entre los grupos naturales formados. Bajo
esta idea, el trabajo se ha desarrollado en el marco
de las ecuaciones en derivadas parciales (PDE,
Partial  Differential Equations) y el Calculo
Variacional. — Estas técnicas han presentado
excelentes resultados en la eliminacion del ruido y en
la preservacion de los bordes. Sin embargo, el mayor
inconveniente estd en la sensibilidad en la eleccion
de sus parametros de control y en los tiempos de
evolucion de sus dindmicas. Una familia de filtros
PDE sin parametros de control ha sido presentada
por Tsurkov[17]. El objetivo es mostrar una
dinamica PDE optima, sin necesidad de sintonizar
los parametros de difusion, para el agrupamiento no
supervisado de los pixeles.

Palabras Clave: Difusion no lineal, PDE, Céculo
Variacional, Andlisis de las imagenes.

1. INTRODUCCION

Las ecuaciones en derivadas parciales (PDE, Partia
Differentia Equations) y € Céculo Variaciona se
presentan como una magnifica herramienta para el
andlisis de las imagenes digitales. El objetivo
consiste en la eliminacion del ruido de las imagenes
pero preservando los detalles e incluso realzando los
bordes. Con esta idea, la modelizacion més habitual
consiste en e planteamiento de una ecuacion de
difusién no lineal, obtenida bien, de manera directa,
considerando que la eliminacién del ruido es un

proceso evolutivo o bien, a partir de la minimizacién
de un funcional mediante la ecuacion de Euler-
Lagrange. Peronay Malik [12] fueron los pioneros de
aplicar un filtro de difusion no lineal, planteando la
ecuacion:
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En laecuacion, ug (condicién inicial) eslaimagen sin
filtrar y u(t) es la procesada. Insertando la condicion
de contorno de Neumann, se asegura que no hay
pérdida de masa (valor de gris) por los limites de la
imagen, haciendo que la evolucién sea conservativay
formulable en términos de variacion del flujo. Esto
es, teniendo en cuenta el Teorema de Gauss:
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La media del nivel de gris de laimagen se mantiene
constante alo largo del proceso de difusion.

A gQDuD selallamala difusividad, normalmente, de

caracter mondtonamente decreciente con el moédulo
del gradiente. Habitualmente, estas funciones de
difusividad, contienen un parametro de contraste, A,
el cual determinan el umbral entre la difusion directa
y ladifusion inversa.

El objetivo de este trabajo consiste en establecer un
procesamiento de manera que aparezca de forma
natural la agrupacion de los pixeles a diferentes
escalas, sin necesidad de redizar gjustes de
parédmetros en el proceso evolutivo. Esta formulacion
del problema lleva de formaimplicita a realce de los
bordes en diferentes rangos de pendiente y la
reduccion del ruido. Para proceder a este requisito, la
propuesta comun suele ser la aplicacién de difusién
inversa en la variabilidad de la componente normal a
la curva de nivel (level set) combinado con una
difusion directa en la componte tangencial[3][7]. Esta
estrategia estd muy unida alos filtros shock[11].



Para plantear este procesamiento se requiere
considerar un procedimiento de regularizacion de las
imégenes. Regularizar una imagen es minimizar un
funcional de energia que mida las variaciones de la
imagen global; presentandose como un problema del
Céculo Variacional:

E()= J:qo(ll:lu‘)dx + %Duo - u‘zdx (©)

La primera componente trata de suavizar la imagen,
mientras la segunda busca la fidelidad de la imagen
de salida con la entrada. Este segundo término resulta
perjudicia para €l redce, ya que no permite
evolucionar la imagen hacia una separacion de los
grupos naturales existentes. Centrados sobre el
proceso de optimizacion del suavizado, a insertar la
condicibn necesaria de Euler-Lagrange y la
localizacién del éptimo mediante € método del
gradiente descendiente, queda €l siguiente marco
evolutivo[2]:
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Esta expresién une la difusion no linea con €
proceso de regularizacién de la imagen.
Desarrollando la anterior ecuacion se llega a la
expresion que permite introducir los conceptos de
difusion directa e inversa:
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Siendo /] € vector normal unitario a la curva de

nivel y g? el vector perpendicular a anterior y
positivamente orientado. Atendiendo a valor de las
segundas derivadas de goQDu) el proceso evolutivo

PDE se clasifica en convexo (qd'QDu\)> 0) y en

concavo ((ﬂ'QDu|)< 0). Los primeros filtros son

propios de tareas de suavizado, mientras los
segundos estan especializados en € realce de la
imagen. Los ejemplos de funcionales convexos van
desde la difusién homogénea o funcional de
Tikhonov[16] hasta los de minima superficie[5] o el
funcional de Green[6]. La difusividad de Perona-
Malik procede de un funcional que pasa de convexo
a céncavo y viceversa, en funcion del médulo del
gradiente y del parametro de contraste. Un funcional
puramente concavo es BFB (Balanced Forward
Backward)[7] especializado en €l realce de bordes en
diferentes niveles de escala. El filtro TV (Total
Variation)[14] tiene origen en un funcional limite

entre la convexidad y la concavidad, (d'QDuD= 0;

su caracteristica més sobresaliente es el suavizado de
las regiones, preservando parciamente los bordes,
aungue con una tendencia a disminuir la discrepancia
entre |os grupos.

El articulo se estructura del siguiente modo. Primero,
en la seccién 2 se introducen las problematicas de
funcionales no convexos para € filtrado y realzado
de las imagenes. En la seccion 3 se presenta una
formulacion general de la difusién no linea en
términos de variacién del flujo sobre las
componentes normal y tangencial, unidas con €
laplaciano orientado. Posteriormente se procede
aplicarlo en la familia de difusividad de Tsurkov. En
la seccion 4, se presenta la implementacién y los
resultados experimentales. Finalmente, en la seccién
5 setienen las conclusiones.

a) b)

Figura 1: a) Difusividades, g(s), de algunos
funcionales [5][6][12] b) Losflujos, g(s)s, o primera
derivada del funcional.

2. PROBLEMATICA DE
FUNCIONALES NO CONVEXOS

Uno de los primeros objetivos, cuando se utilizan
funcionales no convexos, es sintonizar 1os pardmetros
de control y los tiempos de difusion adecuados para
evitar la ruptura del principio del maximo con la
evolucion de esta PDE. El origen de la inestabilidad
se encuentra en la aplicacion de la difusion inversa.
Eventualmente, se ha resuelto & ma
condicionamiento del problema en e espacio
continuo con un suavizado en su discretizacion[8].
Sin embargo, la evolucion del realce de los bordes de
la imagen digital, con estas estrategias, produce un
redondeado no deseado en las esquinas (efecto de
viscosidad numérico, bien por la implementacion
digital en derivadas centrades, bien por la
convolucion previa de laimagen con una méascara de
Gauss).

Por otro lado, en la difusion en los bordes aparece
una mayor influencia de la componente normal sobre
la tangencial. El proceso de difusion se explica
mayormente por el vector gradiente. En el caso del
filtro no lineal de Perona-Malik, cuando € modulo

del gradiente supera el pardmetro de control A, la



difusion es inversa. Si la pendiente del borde es
moderada se produce € realce. Sin embargo, cuando
la pendiente del borde es elevada se produce una
escalera en el borde o varias transiciones intermedias
entre los extremos del borde[9].

Para evitar los inconvenientes citados, se suele
ajustar el pardmetro de contraste A, de manera que
disminuya con € paso del tiempo. En las primeras
iteraciones, se fomenta la difusion directa,
regularizando la imagen, lo cual impide la
segmentacion a tramos de los bordes, aunque se hace
més insensible a las pequefias estructuras. Con la
evolucion del tiempo, se disminuye la difusién
directay se potencia el realce con lainversa[19][9].

Ambos inconvenientes, redondeos de las esquinas y
la aparicion de los efectos escaleras, se resuelven
gjustando los parametros de control y los tiempos de
difusién. Estas son tareas tediosas y en sentido
contrario a la automatizacion del andlisis de las
imégenes. Estos inconvenientes son el objeto de este
trabgjo: buscar un compromiso entre la difusion
directa e inversa sin necesidad de sintonizar los
diversos pardmetros de la evolucion PDE, con €l
propésito de que éstos estén implicitos en su
dimension analitica.

3. FLUJO PARA EL
AGRUPAMIENTO NATURAL DE
LOS PIXELES

Antes de establecer los argumentos fundamentales
del planteamiento presente, es importante establecer
ciertas definiciones. Se llama‘vector deflujo’ a

Fu)= g(0u)mu = ¢ (0u) T (9

Se entiende que e flujo en la direccion x; es la
variacién del vector de flujo en la direccién x;
proyectada sobre esta componente. Esto es, el flujo
serd un escalar. De esta manera la ecuacion de
difusion no lineal se expresa:

0,u= div(gQDuD[ﬂ]u): Z 9, (gQDuD@xlu) @

Un andlisis para la localizacion del comportamiento
optimo entre las fuerzas de cohesion y de repulsion
entre los pixeles, se hace a través de una formulacién
mediante una ponderacién de vector flujo en las
distintas componentes alrededor de un pixel.

Desde un punto de vista conceptual, se piensa que es
importante expresar la ecuacion de difusén en
términos establecidos por la direccion del gradiente
en cada punto de las curvas de nivel. De esta manera

se obtiene una formulacion intrinseca y geométrica
del problema que da una expresion en funcion de un
sistema de vectores (f,7); funcion del vector

gradiente en cada punto de la curva de nivel. De esta
manera, surge de manera natural el ‘flujo tangencial’,
asociado a la componente tangencial y € ‘flujo
normal’ unido a la componente normal. Esto es, se
propone una expresion para ladifusiéon no lineal de la
forma[15]:
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El primer término esta asociado a la difusion
tangencial en la curva de nivel y € segundo a la
componente normal. Esta nueva formulacion tiene
una gran ventgja: €l andisis de la variacion del flujo
alrededor del sistema de referencia de la curva de
nivel, pudiendo explicar el comportamiento del flujo
proyectado en términos de variacién arededor del
pixel (derivadas parciales de la intensidad). Con la
expresion clasica de la ecuacion (5), las variaciones
de flujo estan implicitas en las derivadas del
funcional y en las componentes del laplaciano
orientado, esto es, €l flujo aparece en funcién de la
segundas derivadas y no como una funcién
monovariable explicita de las primeras derivadas
parciales.

Buscar € equilibrio entre los flujos tangenciales y
normales supone aplicar la difusién inversa en la
componente normal y directa en la tangencial. La
primera tendera a aumentar la separacién entre las
curvas de nivel, mientras la segunda tratara de
suavizar dichas curvas, volviéndolas convexas y
cerradas. Por egjemplo, la aplicacion de curvatura
media, que plantea sdlo difusion directa en la
componente tangencial, hace que los grupos naturales
0 superpixeles eliminen sus elementos espurios y se
vuelva convexo y cerrado[10]. En el otro extremo, la
difusion inversa estabilizada, con el operador
minmod, produce un realce de los bordes segun €
signo del laplaciano[11]. El objetivo es buscar un
compromiso éptimo entre ambos flujos, tangencia y
normal. Ejemplo de este hecho se puede localizar en
Alvarez y Mazorra[3]. En cuaquier caso, esta
blsqueda del flujo 6ptimo esta condicionada por la
localizacién de un funcional cuya primera derivada
del funcional sea positiva y la segunda negativa,

quDuD> 0, qf'QDu\)< 0, consiguiendo una
difusién directaeinversa.



31 FAMILIA DE DIFUSIVIDAD SIN
PARAMETROS DE CONTROL

Una familia de funciones de difusividad sin
parametros de control ha sido tratada por
Tsurkov[17], sin ser aplicadas a andlisis de las
imégenes:
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En esta familia esta contenida la difusion homogénea
[16], p=0, TV[14], p=1, y BFB [7], p=2. El funcional
guedara definido por:
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Para esta familia, la componente tangencial siempre
corresponde a una difusién directa. En cuanto a la
componente normal, el proceso de difusion es directo
si p<ly se convierte en difusién inversa cuando p>1.
En la figura 2 se muestra la familia de difusividad
para diferentes valores de p y su correspondiente
flujo en 1D.

a) b)
Figura 2: a) Difusividades, g(s), de lafamiliade
Tsurkov para distintos valores de p b) Los
correspondientes flujos 1D

Como ya se ha comentado, la aplicacion de una
difusion inversa en la componente normal requiere
p>1. Ahora, ¢cudnto debe de ser p?. El valor de p es
un compromiso entre la difusion directay la inversa
En definitiva, e problema comentado en la
introduccion: buscar € 6ptimo entre el flujo normal y
tangencia. Para su andlisis, la variacion del flujo se
expresa de forma explicitay en segundas derivadas:

o,u :Di(u&( +(l—p)B¢,m)
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La relacién entre e flujo de normal y tangencia se
mantiene constante con valor /-p, con independencia
del valor del médulo del gradiente. El andlisis solo se
plantea para p>1.

Efectivamente, el flujo tangencial es dominante
cuando p es préximo a 1. Se caracterizard por una
regularizacion de las curvas de nivel. A medida de
gue aumenta p, €l flujo normal empieza a ser de la
misma entidad que €l tangencial. Aparecen fuerzas
de repulsion entre las curvas de nivel. S p se hace
grande, hay més variabilidad en el flujo normal, por
lo que maximos (minimos) locades se veran
afectados, pudiendo romper el Principio del Mé&ximo
e inestabilizar la imagen resultado. También es
verdad que el redce se amplifica a medida que
aumenta € valor de p. Experimentalmente se ha
llegado a la conclusién que un compromiso entre el
flujo tangencial y normal estdparap = 1.5.

4. NUMERICO - EXPERIMENTAL

La resolucién de las dinamicas PDE en el espacio
discreto no necesariamente exhiben e mismo
comportamiento que en e continuo; tal cual se
observé en la implementacion de difusion digital de
Perona-Mdlik[8]. La formulacion de la divergencia
como un balance del flujo arededor del pixel,
permite establecer un escenario numérico de forma
conservativa que para el caso 1D queda como:

Y
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Donde k es el niumero de la iteracion y F es la
funcion del flujo numérico. Obviamente, deberd de
imponerse algunas condiciones de consistencia entre
e flujo discreto y e flujo continuo. En la
implementacion suele utilizarse p= 0y g=1:
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Este marco es fécilmente extensible a 2D[13]. Uno
de los mayores inconvenientes de esta familia de
funciones de difusividad esté en la carencia de limite
cuando e maddulo del gradiente tiende a ser nulo.
Una solucion a este problema ha sido desarrollada en
el ambito de la regularizacion TV, afiadiendo una
pequefia constante ¢1]. La familia de Tsurkov
guedaria como:
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Sin embargo, resulta méas adecuado € célculo de la
difusividad reemplazando e mddulo, para valores
bajos, por la pequefia constante &, g(max{s,é}). En
cualquier caso, e limite de difusividad, cuando €l

maodulo del gradiente tiende a ser nulo, es i} Enun

£ 2
escenario conservativo explicito la condicion de
Y4

estabilidad seria Af < 2‘8 (silempre se considera
gue Ah es unitario). Esta solucidon tiene algunos
inconvenientes. Para valores bajos de la constante, €l
nivel de paso de cada iteracién, 4, en € escenario
explicito es muy bajo, haciendo que el proceso de
difusion sea muy lento. Por el contrario, s se eleva
At hay pérdidas de consistencia entre e flujo
numérico y e flujo continuo. Un solucion de
compromiso, para imagenes en el rango de 0 a 255
niveles de grises, es £ = 0.001[4].

Una forma de acelerar la dinamica PDE planteada es
utilizar un método semi-implicito como es AOS[18].
Una adaptacion del método se requiere para utilizar
un planteamiento de diferencias progresivas y
regresivas del escenario conservativo en vez de
diferencias centrales utilizadas en AOS:
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4.1 EXPERIMENTAL

Siguiendo a Keeling[7] se ha utilizado una sefial de
test 1D formada por diferentes pendientes de bordes,
construida a partir de la suma de seis funciones de la

forma a(1+ bxz)_c . Losfiltros han sido probados con

la sefial y con una mezcla de ruido blanco, con SNR
de 22dB. El numero de iteraciones es de 10,
manteniéndose el mismo coste computacional para
todos los filtros. Los pardmetros de control y el paso
han sido sintonizados para obtener los mejores
resultados. El parametro de control ha sido calculado
empleando como umbral el de menor vaor para las
pendientes mas pequefias de los bordes. Cuando la

imagen no esta contaminada el parametro de control
resulta evidente, A = 0.003. Con ruido, hay que
buscar un compromiso entre €l ruido y el nivel de la
pendiente.

Figura 3: a)Sefia sintética con diferentes pendientes
en los bordes, b) Sefia de entrada (sintética+ruido
blanco), SNR = 22db, c) diferenciaprogresivade la
sefial sintética, d) diferenciade la sefia de entrada

El paso para la familia de Tsurkov es establecido
experimentalmente a partir de los resultados
obtenidos con la implementacién semi-implicita
AOS. Dos factores se siguieron:

1. Cuas invarianza hacia las rotaciones. a
descomponerse la solucién de cada iteracion en las
componentes X e Y, debido a agoritmo de Thomas,
un fuerte incremento en e paso no considera las
interacciones entre ambas componentes.

2. Compromiso entre € flujo tangencial y normal: a
medida que aumentael valor de p, lavariabilidad del
flyjo normal es mas elevado, pudiendo volver
inestable el resultado. Por tanto, el paso debe
disminuir a medida que aumenta el valor de p.
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Figura 3: Resultados con diferentes difusividades,
parametros de control y paso. NUmero de iteraciones
10.

A partir de la sefial 1D se ha construido una imagen
sintética mediante el proceso de revolucion con un
gje axial, buscando simetria radia en el resultado. La



imagen sintética también servird para determinar €l
nivel de paso de evolucion del AOS para que sea
consistente e flujo continuo y e discreto. El paso
para la familia de Tsurkov fue: 0.1 (p=1), 0.01
(p=15), 0.005 (p=2). Los resultados han sido
comparados con el funcional de Perona-Malik y €
shock de Alvarez y Mazorra. Sus parametros fueron
sintonizados, con la Unica condicién de que €
resultado final se tuviera en 10 iteraciones. La sefial
sintética se mezcld con ruido blanco, con un SNR de
11.5dB.

Figura 6: Agrupacion de los pixeles, &) Sin procesar,
b) Perona-Malik, c) Shock Alvarez-Mazorra, d) TV,
e)p=1.5, f)BFB

Figura4: Representacion 3D de laimagen sintética
con diferentes pendientes en los bordes

Figura7: a) sefial de entrada, b)Perona Mdlik, c)

El algoritmo de agrupacion 2D de los pixeles se basa
Alvarez-Mazorra, d)TV, e)p=1.5, f)BFB

en gue las derivadas progresivas y regresivas de los

pixeles deben ser practicamente nulas:
O;u=0u=0,u=0u=0 (15

El procesamiento morfoldgico de etiquetamiento

sobre la imagen resultante muestra los grupos

formados. Para una mejor visualizacion, a cada grupo

sele hadado un color diferente.

Los experimentos también se han realizado sobre

otros tipos de imégenes.

Figura 8: Agrupacion de los pixeles, &) Sin procesar,
b) Perona-Malik, ¢) Shock Alvarez-Mazorra, d) TV,
e)p=1.5, f)BFB

Figura5: a) sefial de entrada, b)Perona Mdlik, c)
Alvarez-Mazorra, d)TV, e)p=1.5, f)BFB



Figura9: a) sefial de entrada, b)Perona Mdlik, c)
Alvarez-Mazorra, d)TV, e)p=1.5, f)BFB
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Figura 10: Agrupacion de los pixeles, @) Sin
procesar, b) Perona-Malik, c) Shock Alvarez-
Mazorra, d) TV, e)p=1.5, f)BFB

Figura11: a) sefial de entrada, b)Perona Malik, )
Alvarez-Mazorra, d)TV, e)p=1.5, f)BFB

Figura12: Agrupacion de los pixeles, @) Sin
procesar, b) Perona-Malik, c) Shock Alvarez-
Mazorra, d) TV, e)p=L1.5, f)BFB

5. CONCLUSION

Los algoritmos de procesado de las imagenes para las
tareas de segmentacion precisan agrupar los pixelesy
realzar los grupos naturales formados. Ambas
acciones son contradictorias. El agrupamiento
requiere de la eliminacién del ruido y de otro lado, la
separacion de los grupos exige del realce de un
amplio rango de pendientes de los bordes. La
solucién es un compromiso entre ambas tendencias.

El trabgjo realizado se ha presentado en e marco
PDE y del Célculo de Variaciones. El filtro resultante
tiene una evolucion PDE, sin pardmetros de control y
correspondiente a la familia de Tsurkov. Ademas se
ha observado sobre diferentes tipos de imagenes 2D
gue se puede mantener fijo el paso de tiempo. Ambas
propiedades, no hay parametros de control y €l
incremento de tiempo es fijo, resultan ser muy
importantes para la automatizacién de los algoritmos
de segmentacion, ya que evitan la tediosa operacion
de sintonizacién de los parametros de control y de la
evolucion temporal.

El planteamiento para la localizacién de
compromiso se ha redlizado a través de la
redefinicion de la difusién no lineal en términos de
variacion del  flujo. Se han explicitado las
propiedades de los flujos tangenciales y normales de
los pixeles, asi como su relacién con el laplaciano
orientado. Experimentalmente se ha localizado el
compromiso entre ambos flujos para p=1.5. Sobre
diferentes imagenes 2D se ha aplicado una bateria de
diferentes filtros (Perona-Malik, Alvarez y Mazorra,
TV, BFB y €l propuesto). Se fijé e nimero de
iteraciones y se sintonizar6n los parametros de
control y de tiempo, en aquellos filtros que lo
requerian. Posteriormente, se aplicd la condicion de
gue las derivadas parciales en X e Y deberian ser
précticamente nulas para la definicion del grupo



natural. Los resultados fueron coloreados, dando a
cada grupo natural un color distinto. El filtro
propuesto genera mejores resultados en
agrupamiento no supervisado de los pixeles.
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