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Resumen

La morfologia matemdtica y la geodesia son potentes
técnicas no lineales de andlisis de imdgenes
ampliamente estudiadas para imdgenes en grises y
que tienen su fundamento matemdtico en la teoria de
reticulos. La extension de estos operadores a
imdgenes en color requiere, por una parte fijar el
espacio cromadtico en el que se procesa la imagen y
por otra, establecer un orden en éste que le dote de
estructura de reticulo. El orden lexicogrdfico es un
orden total en el que se da prioridad a una
componente sobre las demds. Para evitar esto, se
proponen dos ordenes, uno en el espacio cromdtico
RGB y otro en el espacio HSI.

Palabras Clave: Espacios crométicos, reticulo,
orden lexicogréafico, morfologia matematica.

1. INTRODUCCION

El uso de iméagenes en color para su procesamiento y
andlisis es cada vez mayor debido a la informacién
anadida frente alas imagenes en nivel de grises.

En e tratamiento de las imagenes son muchos los
algoritmos que usan la morfologia matemética y la
geodesia para digtintas aplicaciones como la
segmentacion, la restauracion, la deteccion de bordes,
el aumento de contraste, € andlisis de texturas, etc.
Para imégenes en grises muchos operadores
morfolégicos y geodésicos han sido ampliamente
estudiados. La morfologia matematica se basa en la
teoria de reticulos y la extension de estos operadores
a imagenes en color requiere, por una parte fijar €
espacio cromatico en el que se procesa la imagen y
por otra, establecer un orden en éste que le dote de
estructura de reticulo.

El articulo se estructura del siguiente modo. Primero,
en la seccién 2 se introducen las operaciones bésicas
en morfologia, erosién y dilatacion, en conjuntos e
imégenes binarias y en nivel de grises, y se ve la
necesidad de tener estructura de reticulo. En la

seccién 3 se extienden estas dos operaciones a
imégenes en color haciendo uso del reticulo
correspondiente. En la seccidn 4, se hace un breve

repaso de los distintos 6rdenes en R® y se introduce
una nueva familia de érdenes totales, que se aplican
en el espacio RGB. Se introduce un orden total en el
espacio HSI en € que se ponderan la componente
acromética y la cromética actuando como peso la
saturacion. Se utilizan como iméagenes de test, la
imagen Miro (368x271), utilizada por Hanbury [5],
[9] y laimagen Globo (304x292), utilizada por Ortiz
[14] de la figura 1. Finamente, en la seccion 5 se
tienen las conclusiones.
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Figura 1: Imagenes de test @) Imagen Miro
b) Imagen Globo

2. MORFOLOGiA MATEMATICA Y
RETICULOS

La morfologia matemética se fundamenta en la
teoria de conjuntos y mas concretamente en la de
conjuntos ordenados y reticulos. El procesamiento
morfologico de imégenes es una técnica no lineal de
andlisis de imagenes desarrollada por Matheron y
Serra[17], [18].

Se define la erosién de un conjunto 4 0 Zpor e

elemento estructurante £ (conjunto finito de Z?que
contiene el elemento Cero) como:

£, (4)={x0221EQ 4 (A4, ladiatacion
sOF



como: g, (A):{x 07 1€ E)n 4 D:} U4
sOF

siendo 4, el conjunto trasadado de A4seglins. Es
decir, la erosién es un infimo y la dilatacion un
supremo en € reticulo de las partes de 72,

Una imagen binaria es una aplicacion
£:Q07°- {03 vy por lo tanto es la funcion
caracteristica =X,
A ={x 0721 f(xF § . Entonces, se puede definir
la erosion y la dilatacion de /"= y, por € elemento

estructurante £ 0 Z® como las funciones
caracteristicas de las erosiones y dilataciones del
conjunto A4 por E:

siendo

E(f) XE,,(A) XﬂA_ Inf(f T) "

5 (/)= Xsa) = XUA S”p(f 7.,)

siendo 7, : 7% — 7’laaplicacion traslacion segin el
edemento 507 (r,(x} s x). Otra vez, la

erosion y la dilatacion son un infimo y un supremo
respectivamente, esta vez en e reticulo de las
aplicaciones binarias. Puntualmente, la erosion y la
dilatacién vienen dadas por:

£, (f)(x)=min(7 (s +)
5, (/)(x) = max (1 (=s +)
Una imagen en nivel de grises viene dada por una

aplicacion f:Q[O7Z’~ R. Como en el conjunto

de los nimeros reales se tiene el orden usua, las
imagenes en nivel de grises congtituyen un reticulo,
lo que nos permite igualmente definir la erosién y
dilatacion de la imagen f por e elemento

estructurante £ [ 7.2 por analogia con (1):
e (f)= Inf (For,)
S (f)=Sgg?(fo )

Y puntualmente segiin (2):

£, (7)(x) =min(f(s +)
5, (£)(x) = max( /(=5 +)

3. MOBFOLOGiA MATEMATICA EN
IMAGENES EN COLOR

Una imagen en color viene definida por una
aplicacion f:Q O 7°~ C, donde C OR*es un
espacio de color.

El tratamiento morfolégico de las imagenes en color
suele hacerse desde dos puntos de vista diferentes. El
tratamiento marginal y el tratamiento vectorial
[4],[15],[19]. En € tratamiento marginal se aplican
las transformaciones morfoldgicas a cada una de las
tres componentes de laimagen (imagenes en nivel de
grises) por separado. En e tratamiento vectoria se
utiliza la teoria de reticulos y por lo tanto es
necesario tener definido un orden en el espacio final,

es decir, en un subconjunto de R*. Como no se tiene
un orden natural en estos conjuntos, es necesario dar
una solucién ad hoc, es decir, establecer un orden
apropiado alaimagen a procesar y aplicar este orden
en las definiciones de |os operadores morfol 6gicos.

Aunque suelen estudiarse por separado estas dos
formas de tratamiento morfol 6gico de las imégenes a
color, € tratamiento marginal es un caso particular
del tratamiento vectorial: Basta considerar € orden
canbnico en el espacio cromético.

Dado C [0 R? un espacio de color en el que se tiene

definido un orden, que notamos por <.y que hace

gue C sea reticulo, € conjunto de las aplicaciones
£:QOZ*~ C conel orden:

Of,¢gQ0O 75 C

f<g=/(x)s g(x) 0D
tiene también estructura de reticulo. En efecto:

Of,gQ0 7% C ,existen

Inf(f,g),Sup(f,g): Q07> C definidas por:
X0

Inf(f,8) (x)=Inf,- (f (x). g (x))

Q)
Sup(f, &) (x) = Sup, (f (x).2 (x))

Esto permite definir las operaciones morfolégicas
basicas de erosion y dilatacion de una imagen
f:QOZ*. C porunaelemento estructurante £ :

e (f)= Inf(f 7,)
o (f)=Sup(f=1.)

(6)

Y puntualmente, segiin (5):



=0 ()
5E (f)(x) = Sﬁ‘]];(f (f(—S +x))

Es importante tener presente que la erosion o
dilatacién de una imagen en color dependerd del
orden establecido en €l espacio cromatico, y por lo
tanto no tienen un Unico significado como en
imagenes binarias. Erosionar una imagen es hacer
mas pequefios los objetos blancos y dilatar, hacerlos
mas grandes. O en imagenes en grises en los que se
oscurecen las imagenes en la erosion y se aclaran en
la dilatacion. En las iméagenes en color, la respuesta
en las operaciones morfol 6gicas dependera del orden
establecido en el espacio cromatico.

A partir de estas operaciones bésicas puede definirse
otros operadores morfol 4gicos y geodésicos, como en
las imagenes binariasy en grises.

4. ORDENES EN LOS ESPACIOS
CROMATICOS

Una vez fijado el espacio de color en e que se
procesa una imagen es necesario fijar un orden en él
gue le dote de estructura de reticulo. Cuando se
trabagja con un orden parcial, no total, a tener
estructura de reticulo setienen el infimo y &l supremo
de un conjunto finito pero no tienen porqué
alcanzarse en el conjunto, es decir, no tienen porqué
ser minimo y méximo respectivamente. Eso significa
gue en la erosion o dilatacion de una imagen pueden
aparecer colores que no estaban en laimagen original
(colores falsos). Cuando €l orden fijado en el espacio
cromético es total los infimos y supremos son
minimos y maximos respectivamente, y por lo tanto
no aparecen colores falsos.

Como un espacio cromético es un subconjunto de

R® se tienen definidos e orden candnico y los
Ordenes lexicogréficos. El primero es un orden
parcial y como se ha dicho equivale a un tratamiento
marginal. Los ordenes lexicograficos son ordenes
totales en los que se da prioridad a una componente
sobre las demés y han sido estudiados en distintos
espacios crométicos [5], [6], [12], [14], [16]. Para
disminuir la dependencia de la primera componente
Ortiz [13], [14] propone un orden parcial que
denomina a —lex, y Angulo [1], [2] un orden total
gue denomina lexicografico médulo a . En las
figuras 2, 3, 4 y 5 se representan graficamente estos

6rdenes en R?: El conjunto de los elementos que
son menores o iguales que un elemento fijo

(x,7,)OR?se representa en rojo, y en azul, e

conjunto de los elementos que son mayores o iguales
gue ese elemento fijo.
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Figura 2: Orden canénico en R?
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Figura 3: Orden lexicogréfico en R?
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Figura4: Orden a —lex en R?
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Figura 5: Orden lexicogréfico médulo a en R?
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Se propone una familia de 6rdenes en R3que,
ademés de ser totales, para evitar la aparicion de
colores inexistentes en la imagen original, no den
prioridad a una de las componentes de las ternas de

R® como hacen los 6rdenes lexicogréficos.

Para ver gréficamente como vienen definidos estos

6rdenes, se estudian en R?. Dados dos niimeros
reales positivos no nulos simultaneamente,



a,b20,(a,b)#(0,0), se considera e orden en
R? (orden ab ):

(xl’yl)sab (xz’yz)E
Lhx, +by, <ax, +by,

=H o (8)
Eﬂxl"'byl =ax, +by, Yy (yl £y, 0x sz)

En la figura 6 se representa en rojo €l conjunto de
los elementos que son menores o0 iguales que un

elemento fijo (x,,,)OR?, y enazul, e conjunto de

los elementos que son mayores O iguales que
(xo,yo), parael orden correspondientea a=H =1y

paaag=1yb=2.

%

X

% xty=x,*ty,

y

X

a)

0' Y
O\X"'Zy:xo +2y,
b)

Figura6: Orden ab @) paraa=b=1b)paaa=1
yb=2

Como se observa en la figuras 6, e plano queda
dividido en dos semiplanos por la recta de pendiente

_% que pasa por e punto (x,,y,). Uno de elos
junto con una semirrecta corresponde a conjunto de

los puntos menores o iguales que(x,,, ). El otro

semiplano y la otra semirrecta corresponde al
conjunto de los puntos que son mayores o iguales

gque (x0 Vo ) . Ladiferencia entre los distintos 6rdenes

de la familia viene dada por la pendiente de la recta
ax+by =0.

Cuando H=0ya>0, se tiene € orden
lexicogréfico con primera componente del par
prioritaria. Cuando a=0y b >0 se tiene € orden
lexicogréfico con segunda componente del par

prioritariay €l orden en la primera componente se ha
invertido. Es decir, en esta familia de drdenes se

encuentran los 6rdenes lexicogréficos de R?, y
ademés se tienen infinitos 6rdenes que también son
totales y permiten segin los valores de los
pardmetros dar mas importancia 0 menos a cada
componente del par de R?. Para a > b se da més
importancia en el orden a la primera componente del
par, y para a < b esla segunda componente del par la
gue tiene mayor importancia.

EnR%esta familia de 6rdenes dependera de tres
parametros a,b,c0R. Salvo para agunos valores

de estos parametros, €l orden viene definido por:

(xl’ Y Zl) b (x21y21 Zz) =

Chx, +by, +ezy <ax, +by, +cz, (1)

O [0}

0

Lhx, + by, +cz, =ax, +by, +cz,

y by, tez <by, tcz, (2) )

O
O y by tez=by, +ez, y z <z, ()

L os distintos érdenes lexicograficos definidos en R3
corresponden a casos particulares de los tres
parametros a,b,cOR.

4.1. Ordenes en el espacio RGB

En e espacio RGB, con R,G,B0[0,1], se tienen
definidos los distintos érdenes lexicogréficos, en los
gue se da prioridad a una de las tres componentes
roja, verde o azul. Para no dar prioridad a uno de los
colores bésicos, rojo, azul o verde, se propone utilizar
el orden dado por (9), en el que € peso dado a cada
componente es el mismo, esto es:

(’ingllbl)s(rzngzlbz)z
O;+g +h <, +g, +b, ()
a
H (0]
Sh+tgth=ntgeth Yy <g b (9 19
E )
Bitg+th=n+g, thyg ¥ =g, Hyh<b (J



En las figuras 7 y 8 se muestran la erosiéon y la
dilatacién de la imagen Miro y de la imagen Globo,
respectivamente, por un disco de radio 3.

a) b)
Figura7: a) Erosién b) Dilatacion de laimagen Miro
con el orden en RGB dado por (10)

b)
Figura 8: a)Erosion b) Dilatacion de laimagen Globo
con el orden en RGB dado por (10)

Segln el orden establecido por (10), larestriccién (1)
daigual prioridad alas tres componentes, y es la que
establece el orden entre dos puntos casi siempre. En
las restricciones (2) y (3) se esta dando prioridad a
las componentes rojay azul respectivamente.

Los resultados que se obtienen al aplicar operadores
morfolégicas en imégenes procesadas en el espacio
RGB en e que se establece este orden son bastantes
aceptables desde el punto de vista intuitivo: Aunque
e ojo humano no reconoce la cantidad de
componente roja, azul y verde de un color, la
restriccion (1) establece el orden segun la intensidad
del color, que es e atributo del color que ofrece
mayor definicion en lasiméagenes reales.

4.2. Ordenes en el espacio de color HSI

El 0jo humano no reconoce un color por la cantidad
de componente roja, verde o azul, sino que emplea
atributos perceptuales de luminancia o intensidad,
saturacion y matiz. Los espacios que representan el
color en términos de estos atributos permiten una
descripcién mas intuitiva de los colores. La idea
basica de la transformacion del espacio RGB a
espacio HSL y similares es el paso de un sistema de
coordenadas cartesianas a un sistema de coordenadas

cilindricas, quedando e color especificado en
términos del brillo, saturacién y matiz.

Segin Hanbury y Serra [8], [10], [11], una
representacion mas conveniente del color debe
utilizar normas o distancias que hagan que las
componentes cromética y acromatica  sean
independientes. Obtienen una familia de espacios
HSI, espacios en coordenadas cilindricas, que
difieren en la norma utilizada. Los estudian con la
norma L, lanorma L, y la seminorma max-min.

Las ecuaciones de cambio desde € espacio RGB al
espacio HSI  utilizando la seminorma max-min
vienen dadas por:

[0 =0.213R +0.715G +0.072B

Bs = Max(R,G,B)-Min(R,G, B)

E 0 2R-G-B i

(¥ = arccos; o (1)
. 2(R? +G? + B> =(RG +RB +GB))2[]

BH _B60°-0 s B>G

8 _Ee s BsG

El problema de establecer un orden en uno de estos
espacios de color, ademas de los que surgen en todo
espacio cromético debido a su caracter cartesiano, se
debe a la componente angular. Cuando las
componentes de intensidad, 7, y saturacién, S, se
consideran normalizadas en [0,1] se tiene el orden
usual en ellas. Sin embargo, debido a caréacter
angular del matiz, H , que toma valores en [0, 277),
no se tiene definido un orden natural: No se tiene un
orden de importancia ni una posicién dominante.

Si se considerael orden usual en el intervalo [0, 277),
se esta estableciendo que el rojo, con matiz 0°, es €l
minimo, y colores muy préximos al rojo puro, con
matices préximos a 27, corresponden a los
maximos. Estos problemas pueden solucionarse del
siguiente modo [7], [9], [16]:

Sefijaun matiz de referencia, H ., , que se establece

re;

como minimo. El méximo seréa (H, gt 71) mod 2 7.
Para definir €l orden, se utilizaladistancia:

%H ~H,| si |H-H,|<m
d(H,H,,)= " (12)
" Rn-|H-H,| si |H-H,|zm

La relacion para el matiz:
H <, H, = d(H,H,,)<d(H,H,) veifica

las propiedades reflexiva y transitiva, pero no la
antisimétrica, es decir, es un preorden pero no un
orden. Para un matiz de referencia en 0°, se tiene que



n y %T son distintos y sin embargo se encuentran

6
alamismadistanciadel matiz de referencia.

Figura 9: Distancia en matiz, con referenciaen 0°

Como puede observarse en la figura 9, para una
distancia no nula dada, hay dos puntos distintos que
se encuentran a esa distancia del valor de referencia.
Podemos establecer un orden, eligiendo uno de los
dos puntos como menor:

EH(HI’Hrr;/’)<d(H2’Hrcf)
H<,H,-Q o (13)
HI(H, H,) = d(Hy, H, ) y Hy < H,

Cuando en morfologia se utiliza este preorden puede
escogerse el menor con un criterio de conectividad
con el pixel en el que se calculalaoperacion.

Se debe observar que e orden natura en las
componentes lineales, saturacion e intensidad,
coincide con € ‘orden intuitivo’, es decir, el negro es
menor que el blanco, y un rojo con baja saturacién es
menor que el rojo puro, con saturacion maxima. Sin
embargo, en la componente matiz se tienen 6rdenes

distintos seguin € matiz de referencia H,.y laidea

‘intuitiva de menor o mayor desaparece: Para un

matiz de referencia  H,,=0° € minimo

corresponde al color rojo y el maximo al azul, y para
H,, =7, € azul esel minimoy el rojo el maximo.

Esto hace que cuando en morfologia se utiliza un
espacio de color con componente angular y ésta
juega un papel relevante en e orden que se
establezce en el espacio cromético, |os resultados que
se obtienen pueden resultar ‘ extrafios'.

Para poder aplicar los distintos operadores
morfolégicos en imagenes en color es necesario
establecer un orden en €l espacio cromético en € que
se procese la imagen que le dote de estructura de
reticulo. Los distintos érdenes que se establecen se
basan en los 6rdenes que se tienen en cada una de las
componentes. Cuando se trabaja en € espacio de
color HSI, fijado un matiz de referencia, tenemos €
orden necesario en las tres componentes.

El orden lexicografico es un orden total en e que se
da prioridad a una de las componentes sobre las
demas. En imégenes redles, la intensidad es el
atributo que ofrece mayor definicién, por lo que con
el orden de prioridad en € orden lexicogréfico,
I, H, S seobtienen buenos resultados visuales.

Para evitar la fuerte dependencia en e orden
lexicogréfico de la componente prioritaria, se
propone un orden en el que el valor de la saturacién
actlia como peso de ponderacion entre la intensidad
y el matiz: En un color con baja saturacion el peso se
da a la componente acromética (intensidad) y en un
color con ata saturacién el peso corresponde al
matiz.

Fijado un valor de matiz de referencia H, ., a color
con componentes (#,S,7), con S,70[01] y

HO[0,2m), se le asocia € valor de matiz

_ d(H.H,,) _
normalizado: 4 =-———"2[][0,1] . Se define €
T

orden:

(H11S1v]1)5H,3f (szszvlz) =

5(1_51)11 +Sh <(1 _Sz)lz +S,h, (1)
o o
%1_'51)[1"'51/71 :(1_S2)12 +Szh2 y I1 <12 (2)
U o
= %1_‘91)]1 +Sihy :(1 _Sz)lz +Syh, (14)
= yL=0IyH,<, H, (3

(]

0 o

[(1_‘91)]1 +Sh = (1_S2)]2 +S,h,
yL=1,yH =H,yS <S5, (4

(]

11

La condicion (1) de (14) establece e orden cas
siempre. En los colores en los que ho queda definido
el orden por (1), se establece un orden lexicogréfico
con prioridad 7, H,S . Debe observarse:

e El vaor de la saturacion, S, y su
complementario, 1-S, son los pesos del
matiz y de la intensidad respectivamente.
Para establecer el orden, la componente con
més peso en los colores con alta saturacion
es e matiz y en los colores con baja
saturacion eslaintensidad.

¢ El matiz de referencia fijado juega un papel
importante y debe elegirse seglin sea la
imagen a procesar. En unaimagen en la que
en los objetos predomine el color rojo, si se

elige el matiz de referencia H, =1,



erosionar y dilatar laimagen coincide con la
idea intuitiva: los objetos se hacen menores
0 mayores respectivamente. Si 1o que se
hace es fijar e matiz de referencia en
H,, =0° a erosionar los objetos rojos

saturados aumentan  de
disminuyen a dilatar.

tamafio vy

En la imagen 10 se muestra la erosion por un disco
de radio 5 de la imagen Miro segin los Grdenes
lexicogréficos con prioridades en matiz, en
saturacion y en intensidad y con el orden propuesto
en (14) tomando como matiz de referencia

H,, =0

) d)

Figura 10: Erosion de laimagen Miro con orden
a) lexicogréfico H,S,1 b) lexicografico SH,I
¢) lexicogréfico 1,S,H d) dado en (14) con H, =0°

Como puede observarse, € orden lexicografico con
prioridad la componente intensidad y el orden
propuesto visual mente son aceptables, teniendo como
ventgja éste Ultimo e hecho de que se conservan
mejor |os contornos.

En laimagen 11 se muestra la dilatacion por un disco
de radio 5 de la imagen Miro segin los Ordenes
lexicogréficos con prioridades en matiz, en
saturacion y en intensidad y con el orden propuesto
en (14) tomando como matiz de referencia
H,, =0°. En la dilatacion, a igua que en la

erosion, e orden lexicogréfico con prioridad la

intensidad y el orden propuesto visualmente son
aceptables.

Ny
3

F i
a) b)
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rh} ‘L..
.Y .Y

0) d)

Figura11: Dilatacion de laimagen Miro con orden
a) lexicografico H,S,I b) lexicografico SH,I
c) lexicogréfico |,SH d) dado en (14) con H,,, =0°

Observando las componentes de la imagen (ver
figura 12) puede entenderse como actlia €l orden
propuesto: En las regiones con alta saturacion (zonas
claras en b)) es el matiz el que establece €l orden, y
en |as regiones con baja saturacién (zonas oscuras en
b)) es la intensidad. Asi, en las zonas casi blancas
con manchas griséceas (zonas insaturadas) al
erosionar las manchas son mayores y en las zonas
con colores (zonas saturadas) es el matiz €l que tiene
mayor peso en el orden. Como el matiz de referencia
se hafijado en el color rojo, a erosionar las manchas
rojas aumentan de tamario. Las lineas oscuras tienen
alta saturacion y matiz proximo a de referencia, por
lo que a erosionar aumenta el grosor y a dilatar
disminuye.



©)

Figura 12: Componentes a) distancia matiz b)
saturacion c) intensidad de laimagen Miro

En las figuras 13 y 14 se muestran la erosion y
dilatacién con los cuatro 6rdenes de la imagen
Globos por un disco deradio 3.

) d)

Figura 13: Erosion de laimagen Globo con orden
a) lexicografico H,S,I b) lexicografico SH,I
c) lexicogréfico |,SH d) dado en (14) con H,,, =0°

C) d)
Figura 14: Dilatacion de laimagen Globo con orden
a) lexicografico H,S,1 b) lexicografico SH,I
c) lexicogréfico I, SH d) dado en (14) con H, , =0°

5. CONCLUSION

Se han definido y analizado dos nuevos Ordenes en
los espacios cromé@icos RGB y HSlI para
implementar los operadores morfol égicos de erosion
y dilatacion. Con el orden establecido en €l espacio
RGB se obtienen buenos resultados visuales al
establecer e orden dando prioridad a una
combinacion lineal de las componentes roja, verde y
azul, es decir, de lailuminacién, que es el atributo del
color que ofrece mayor definicién en las imagenes
reales. Para establecer €l orden en el espacio HS
debe fijarse un matiz de referencia. El valor de la
saturacion actlia como peso de ponderacion entre la
intensidad y &l matiz: En un color con baja saturacion
el peso se da a la componente acromética
(intensidad) y en un color con alta saturacion el peso
corresponde al matiz. Al erosionar unaimagen real se
mejoran los resultados obtenidos mediante el orden
lexicogréfico con prioridad la intensidad, ya que se
preservan mejor |os contornos.
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