SIMULACION EN ORDENADOR DE UNA CADENA

COMPLETA DE TRANSMISION DE MENSAJES

BINARIOS EN CODIGOS BCH, CON DECODIFI-

CACION PARA CORRECCION DE ERRORES
MULTIPLES

1. INTRODUCCION

La figura 1.1 representa el esquema tipico de

una comunicacién digital binaria, en el que
suponemos mensajes constituidos por bloques
de bits de una determinada longitud.

Fuente mensaje _ |Codificacion | mensaje mensaje L
— — Decodificacion
de datos original protectora codificado perturbado
Fuente
de ruido
Fie. 1.1, mensaje

Cadena de comunicacién de datos digitales binarios,

La finalidad iltima de codificacién y decodi-
ficacién es conseguir que el mensaje reconsti-
tuido sea idéntico al original.

En la teoria de c6digos los mensajes binarios
se caracterizan por vectores o también por
_polinomios con coeficientes pertenecientes al

cuerpo de Galois GF (2), {O,l;. Sobre los con-
ceptos de cédigo, cbdigo hineal, ¢ddigo ciclico,
generacién polinémica de cédigos, distancia,
sindrome, velaciones con los elementos de un
cuerpo finito, deteccién y correccién, etc., el
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mejor autor de referencia sigue siendo Peter-
son [1].

La funcién -de un decodificador corrector es
establecer una correspondencia entre el sindrome
del mensaje perturbado y un vector ruido,
o vector de error. Sustrayendo del vector re-

reconstituido

cibido dicho vector de error, se obtiene el vector
o mensaje codificado gue, en el caso de cédigos
separables, contiene el mensaje original, lo que
viene expresado por la figura 1.2. La idea y el
fundamento teérico son conocidos desde hace
afios (constdltese Peterson [1]), pero su realiza-
cién instrumental es tanto méas complicada
cuanto mis ambicioso es el cédigo. En cuanto
a los cédigos BCH, sucesivamente han ofrecido
soluciones Peterson, Zieler, Meggitt, Bartee y
Schneider, estos dos iiltimos realizando un autén-
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Almacenamiento
do intermedio

Generador
de Sindromes

Circuito  de
deteccion
del Sindrome

Fic. 1.2.
Decodificador

tico computador de propésito especial que de-
codificaba cédigos BCH correctores de hasta
cinco errores. Sin embargo, sélo recientemente
se han publicado procedimientos que simplifican
respectivamente alguna de las fases de la deco-
dificacién. Se deben a Chien [2] y Berlekamp
3] y 4.

Siguiendo a este dltimo, el esquema de la
figura 1.2 puede ampliarse y precisarse algo
mas en el ‘esquema de la figura 1.3, donde se
aprecia que la deteccion de los sindromes y lo-

digi tos del
mensajé perturbado

calizacién de errores incluye operaciones en un
cuerpo de Galois.

Los cédigos BCH, recordémoslo, constituyen
una clase de c6digos. correctores de errores. miil-
tiples que pueden describirse en funcién de los
polinomios minimos m; (x) de la forma. siguiente:

Sea g(x) = mem {m, (%) +my (%) 2 oo My, (%))
el polinomio generador. El cédigo generado
por g(x) es un cédigo que corrige ¢ errores, con
una distancia ‘minima de por lo menos 2t | 1
y una longitud n = e;, siendo e; el periodo
de my(x).

Otra forma equivalente de describirlos es la
siguiente:

Si o es un elemento primitivo ‘del cuerpo
finito - GF(2%), el cédigo BCH corrector de ¢
errores puede definirse como el conjunto de

todos - los polinomios zb(x)} sobre GF(Z), de
grado n — 1 o menos, tales que
bod) =0, =135 (2%—1)
donde
bx) = by + b+ byz? + .. +by@*t y b =0,

Un vector o mensaje codificado, generado
con arreglo a esta definicién, tiene mit bits de
control.

Los sindromes (S) son los restos resultantes

<+> digitos del

mensgje corregido

———
——— glrgﬁgi:io%in Bisqueda cichca
I ) | Galois (encuen- gel 351."3"?5
! | i tra los elemenlos e po Inomio
i | j & a partir de localizador
| 1 (x los S)
|
! a,
L R +
‘Divide el polinomio de vly Y
entrada por cada
factor irreducible Gt
del polinomio: gene-
rador
Yy —l
%y

Fre. 1.3.
Decodificador de cédigos BCH.
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de dividir el polinomio correspendiente al men-
saje perturbado, por cada uno de los polinomios
m;(x), dichos restos valorados para diferentes
potencias de c. Son, por tanto, elementos del
cuerpo. GF(2™).

Berlekamp [4] bha descrito. un método ‘para
calcular los coeficientes o; del polinomio locali-
zador de errores: o(x) a partir de los elementos
S,y Chien, anteriormente [2], un método muy
original que corrige los errores, a partir de los
coeficientes o;, sin necesidad de calcular las
raices de o(x). Este procedimiento aprovecha de
manera magistral y simultineamente las pro-
piedades algebraicas y ciclicas de los cédigos.

La instrumentacién fisica de los diferentes
6rganos se realiza a base de circuitos secuen-
ciales lineales constituidos por conexiones ade-
cuadds de los siguientes componentes (fig. 1.4):

~O~ O~

Suma modulo 2 Multiplica Unidad de
por 04 { retardo
Fic. 1.4,

Componentes primarios de los circuitos secuenciales lineales.

asi como de circuitos combinatorios. (Constltese
cualquiera de las referencias [1] a [4] y, si se
quiere profundizar en este tipo de circuitos,
independientemente del estudio de cédigos, la

obra de Gill [5]).

disfrute por los autores de uiia beca IBM para
la investigacién en grupos. Después de la en-
trega de la Memoria final [6] al Comité Eje-
cutivo del Centro de Calculo de la Universidad
de Madrid hemos continuado el estudio. La
simulacién busca poner de relieve los aspectos
matemiticos algoritmicos de la  funcién de
cada érgano. Para nosotros.la cadena de comu-
nicacién se refleja en los pasos indicados en
la figura 1.5, méas algin programa de calculo en
el correspondiente cuerpo de Galois.

Para seguir esta comunicacién suponemos en
los presentes o lectores unos conocimientos de
base en teoria matemitica de c6digos, circuitos
secuenciales lineales y programacién.

2. CODIFICACION

Las notaciones son:

a(x) = (¢) polinomio de grado maximo (k—1)
0 vector mensaje original, con k
digitos binarios.

S~
—
*
~—

]

(b)) polinomio de grado méximo (n—1)
o vector mensaje codificado, con
n digitos binarios.

polinomio de grado maximo
n—k—1); resto de la divisién:
XE a(x)/g(x).

g(x) polinomio generador de grado
n—k = r, siendo r el ndmero de
bits de,control (igual a mt en el
caso de cédigos BCH).

s
=
&

f
—_
N

Fuente
de ruido

() =(5; 835...)

mensaje et algoritmo o7 | Busqueda ,
Fuente mensaje Codifi- pertyrbade g;:tsxion ypor bingrio  ° ie Cﬂi,en. |_mensaje
de datos [ original | cacion mensage r 0o cilculo de | de Berlekamp | Jeonrrec. | reconstituido
k) codificzdo sindromes cién
i=1,3...(2t~) j=h2..t

Fre. 1.5.

Cadena de funciones para la simulacién.

La presente comunicacién describe la simula-
cién del funcionamiento . de todos los érganos
en una comunicacién con cbdigos BCH. Este
es un trabajo que se comenzd casi al final del

Las expresiones que siguen y el esquems
funcional de la figura 2.1 ilustran el método do
codificacién que utilizamos (el cual genera una
estructura separable, es deeir: «vector mensaje

. - . b’ (x .
Multipl. a(x). ¥k Dividir () —- cociente
—] - —
a(x) por xn"K por @ (x) c ) » resto
—>< ) vector
Lo + codificado
Fic. 2.1.

Esquema funcional para cédigos separables.
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codificado» = «vector mensaje original» + «bits
de control»), ya que (—) v (4) equivalen en

binario:

X% a(z) = b'(x) 9(2) + clx)

blz) = b'(z) + gz) = X»*afz) — o)

vector bits de-
original control

b(x) es un polinomio mdiltiplo de g(x), luego
sus coeficientes pertenecen al cédigo.

Desde el punto de vista de «circuiteria», el pro-
blema se resuelve con el esquema de la figura 2.2
(ef. nuestra memoria [6]), donde las posiciones
del conmutador corresponden a O para t << k

yalparat >k, con g ¢ i(),l}.

e ‘Sn-lr-z

3. GENERACION DE VECTORES RUIDO

La simulacién consiste en reproducir el fun-
cionamiento de la cadena, calculando con orde-
nador las transformaciones que sufre un mensaje
cualquiera a causa de todos los posibles vectores
ruido de 1, 2, 3, ... t bits de error. Una forma
éptima de producir todos los vectores posibles
de una. determinada longitud se basa en una
propiedad de los polinomios primitivos de
grado n: «un elemento primitivo genera por
potenciacién sucesiva todos los elementos del
grupo multiplicativo GF(2")» (fig. 3.1).

El comportamiento idealizado en la figura 3.1,

donde las bolas representan elementos, es equi-

Fntrads
89 8y 9 eeen 314

x2

@4——»
Salida

By byt ,

Fre. 2.2.

Circuito codificador de (agay ... ax ) en (by by ...

El vector codificado es:
(bo bl bn._1) = (ao @y oo On—1 Sl Sn—k)

donde (S;S; ... S,,), estado del circuito en el
instante inmediato «después de haber procesado
los bits de informacién, constituyen los bits de
control.

Desde el punto de vista de la simulacién,
necesitagmos poner de manifiesto la estructura
recurrente, implicita en el modelo polingmico.
Llamamos s, al estado del registro nidmero j
en un instante, ¢ y s, al estado del mismo en el
instante ¢ + 1. En un instante cualquiera t = i,
las ecuaciones recurrentes del sistema son:

f S,l =8, + (S1 + aia)g,
S =83 + (8, + ai—‘1)92
8% =84 + (8; + ai—1)gs

St = Saxe + (8 + 2i—1)gnr—
Sk = (S]_ + a'i—l) -1

11

by—y) con estructura separable.

.

Fre. 3.1.

Recorrido del grupo multiplicativo GF(2®) por potenciacién
de un elemento primitivo. A la izquierda, el elemento 0.

valente a la transformacién lineal sobre un
vector de longitud n, de componentes tomados
en {0’1}, representada por una matriz



1
— 0l — 0ty — Oy «vs — Oln_1
y realizada por el circuito de la figura 3.2. La

evolucién auténoma de este circuito es similar
a la reflejada en la figura 3.1, si se identifica el

Fie. 3.2.

Circuito auténomo que genera los elementos especificados
por el polinomio oy + oyx + oo + olp—y x>T4 %O,

vector estado (S;; Sy Sy ... S,) con cada una
de las bolas.y se toma como estado de partida
(bola més oscura) un vector cualquiera diferente
de (0, 0, 0, ... 0).

Se supone o + O X . + Xy &°7F 4 2° poli-
nomio primitivo.

La ecuacién recurrente, calculada al nivel de
cada registro, es:

Sy == — gy Sy — g Speg — s 0ty Sy — 0y Sy
S’n-—l = Sn

S = Sy

S, =8,

Tomamos, como elemento de partida, el es-
tado (1, 0, 0, ... 0), ya que es indiferente. Con
objeto de generar sélo los vectores ruido que

nos pueden interesar, con i bits de error por
ejemplo, sometemos a cada uno de los que pro-
duce el programa a un test consistente en la
suma de sus bits de wvalor 1, rechazandolo
cuando la suma es diferente de i.

4. DECODIFICACION

Utilizamos como esquema decodificador la
divisién por un polinomio generador g(x) que,
en el caso presente, se descompone en divisiones
en paralelo por los polinomios minimos m(x),
factores de g(x). El circuito de divisién, cuyo
resto es el estado de los registros después de
procesar los n bits del mensaje perturbado, se
especifica en la figura 4.1.

Las ecuaciones recurrentes son:

By =rn- +8
Sll—l = Sl + Gi— S1
8y = S1~1 + gx—z -8

By =8+ 9 -8,
¥ =8 +0"8

Conocido el resto de la divisién por el polino-
mio minimo m;(x) es preciso valorarlo para las
potencias o del elemento primitivo del cuerpo
GF(2"), ya que los sindromes son:

Sj = T((Xj)

La valoracién se efectiia dentro del mismo
programa de decodificacién en su primera fase,

5. ALGORITMO ABREVIADO PARA
OBTENER EL POLINOMIO DE POSI-
CION DE ERROR

Encontrados los sindromes, el mayor pro-
blema es encontrar las posiciones de error x,, x,,
... x, de las ecuaciones

F () Sg °9-4 S2 S
—»Gl—)—— -+ + -~ — 1>
{L
Y
8 %2 %
Fre. 4.1.

Circuito divisor del polinomio r(x) por el polinomio g(x).



Estas ecuaciones pueden tener varias solucio-
nes, cada una correspondiente a los diferentes
tipos de error en la misma clase del grupo
aditivo de las palabras cddigo.

Con el fin de resolver estas ecuaciones, se
define el polinomio localizador de error de la
siguiente forma:

3.

ofz) =

)

e
l—2z) =1+ Y a2
j=1

i=1
Para relacionar las o con las S, introducimos
la funcién generatriz

) e

€
CEDLEEDY Nedd =Y o
PN 2 . ,

j=1 i i=1

la cual se convierte en

e

[+ 8@106) = o) + X @z 1T (1 —ayp)

i

Como el decodificador sélo conoce los coefi-
cientes de las potencias en z de S(z) de grado
menor o igual a 2¢, obtenemos la ecuacién
fundamental

[1 + 8(2)] 6() = () mod (z2* 1

I

donde
2 e [1(1— ;%)

i=1 =1

() = ofz) +

Considerando las ecuaciones
(1 + 8) 6® = ® mod zk +1

para k= 0, 1, 2, ... , 2t, encontraremos poli-
nomios

o® — Z oWy oM = 2 @07
i i

que resuelven esta ecuacién.

Para coédigos BCH, Berlekamp obtuve un
algoritmo reducido que permite obtener las o®.
El algoritmo es el siguiente:

1.0 o9 =1
70 =1

2.0 8i 8oy 4 1 es desconocido, «topy

3.0 A, igual al coeficiente de z% +
to (1 + 8S) o

40 o 4D — G0 L A0z 7O0)

en el produc-

2 1) 5 A = 06 si 5(c®) > k(1)
2 G(?k)

W si Al(m‘)# 0 y S(G(Qk)) <k (2)
1

5O i+ 2)

donde T son polinomios auxiliares.

Para facilitar la terminologia utilizada a lo
largo de esta comunicacién llamaremos ordinal
de un elemento del cuerpo de Galois a la poten-
cia aumentada en una unidad de la potencia
del elemento generador del cuerpo que sea ignal
al citado elemento. Haremos el convenio de que

13

el ordinal de 1 sea 1 y el de 0 sea igual al nd--
mero de elementos del cuerpo; en el programa
se lamara T @ PEI.

Para poder realizar sumas y productes de
elementos hemos escrito unas funciones Ilama-
das SUMA y PRODUC, respectivamente.

La funcién SUMA necesita como variables
de entrada el ordinal de los dos elementos que
se desean sumar, el nimero de componentes
y el ordinal del 0. La salida de esta funcién
es el ordinal del resultado. Esta funcién com-
parte con el programa principal una zona de
memoria, que estd compuesta por una matriz
formada por todos los elementos del cuerpo,
y otra que da, por tabla de doble entrada, la
suma médulo 2.

La funcion PRODUC tiene como entradas
las ordinales de los dos elementos que se quiere
multiplicar y el ordinal del 0. Su salida es el
ordinal del resultado.

Para este algoritmo se suponen conocidas
las sumas S;, S,, S,, ..., de las potencias de las
posiciones de error y la tabla de elementos
del cuerpo dada por su ordinal iy con todas
sus componentes; también necesita las funciones
SUMA, PRODUC y la suma médulo 2. Como
resultado se obtiene o™, como una matriz
rectangular en la que el primer indice es igual
ak 4 1, yel segando menos una unidad da
el exponente de z en la funcién o®; esta
matriz. recibe el nombre de SIGMA.

Si no se da el término Sp; 1 el programa
se para, indicando con ello que el calculo ha
terminado.

6. METODO DFE.
(CHIEN)

CORRECCION CICLICA

El fundamento del método de Chien es el
siguiente:

Dado el polinomio localizador o(z) se resolvera
secuencialmente la ecuacién o(z™) = 0, compro-
bando para cada digito o bit de salida si el
elemento x; del cuerpo que corresponde a su
posicién es o no rafz, esto es, si o(x™") es o no
igual a cero. Si o (x7") # 0 este digito sale
de la memoria tampén sin variaciéon. En caso
contrario, o(x™") = 0, se corrige el bit al salir
de la memoria tampén. De este modo se van
probando los digitos de salida, cuyas posiciones-

son, respectivamente, o, o % ... 1.

Conocida la ecuacién o(x)=1-+-0; -+ ... 0",
se calcula o(a), o(c?), ... o) ... en despla-
zamientos sucesivos. En el intervalo &k se ob-
tiene el valor o(a®). Si' es nulo, o* es una
raiz reciproca al polinomio localizador por el
que se corrige el bit que estd en la posicién o
y que en este momento sale de la memoria
tampén. Este es el procedimiento que se ha
seguido en la simulacién. Hemos preparado un
programa para la evaluacién de los valores
de o(«*) (k = 1, ... t). Dado que los coeficien-



tes o, pertenecen al mismo cuerpo que las po-
tencias de «, el programa trabaja con los expo-
nentes de los términos o; & y emplea las sub-
rutinas para la suma de elementos que ya se
han mencionado.
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