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Resumen

El objetivo del trabajo es presentar de forma unificada algunas de las paradojas
clasicas ligadas al origen y desarrollo de la teoria de conjuntos, poniendo el
foco tanto en su mecanismo logico interno como en la manera en que el marco
axiomatico moderno (ZF/ZFC) las evita, las “desactiva” o las reformula. El hilo
conductor es identificar patrones comunes —autorreferencia, intentos de formar
totalidades maximas (como “el conjunto de todos los conjuntos” o “el de todos
los ordinales”) y argumentos de tipo diagonal— y mostrar como este tipo de
fenémenos obliga a precisar el lenguaje y las reglas de construccion, delimitando
qué colecciones pueden considerarse “conjuntos” dentro de una teoria formal y
cuales deben tratarse de otra manera.

Para ello, el trabajo se organiza en dos partes. En primer lugar se construye
el vocabulario técnico necesario (axiomas de ZF/ZFC, relaciones y funciones,
nocion de cardinalidad, ordinales y numeros aleph), de manera que el analisis
posterior sea autocontenido y coherente. En la segunda parte se estudian va-
rias paradojas representativas: las paradojas de la comprension irrestricta (en
conexion con el sistema de Frege, en particular la paradoja de Russell), las pa-
radojas de la cardinalidad del infinito (Galileo, biyecciones “contraintuitivas”, el
método diagonal y la paradoja de Cantor), y las paradojas asociadas a la buena
ordenacion (Burali-Forti y Banach-Tarski). El resultado pretende servir como
una introduccion accesible pero rigurosa a estas paradojas, mostrando como se
insertan en los fundamentos de la matematica contemporanea.






Abstract

The aim of this work is to present, in a unified way, some of the classical para-
doxes connected with the origins and development of set theory, focusing both
on their internal logical mechanism and on the way the modern axiomatic frame-
work (ZF/ZFC) avoids, “neutralizes,” or reformulates them. The guiding idea is
to identify common patterns—self-reference, attempts to form maximal totali-
ties (such as “the set of all sets” or “the set of all ordinals”), and diagonal-style
arguments—and to show how phenomena of this kind force us to sharpen the
language and the rules of formation, thereby clarifying which collections can
count as “sets” within a formal theory and which must be treated differently.

To this end, the thesis is organized into two parts. First, the necessary techni-
cal background is introduced (axioms of ZF/ZFC, relations and functions, the
notion of cardinality, ordinals, and the aleph numbers) so that the subsequent
discussion is self-contained and coherent. The second part studies several rep-
resentative paradoxes: Russell’s paradox (in connection with Frege’'s system and
the failure of unrestricted comprehension), paradoxes related to the cardinality
of the infinite (Galileo’s observations, “counterintuitive” bijections, the diagonal
method, and Cantor’s paradox), and paradoxes tied to well-ordering (Burali-Forti
and Banach-Tarski). The overall goal is to provide an accessible yet rigorous
introduction to these paradoxes, showing how they fit into the foundations of
contemporary mathematics.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de conjuntos se ha consolidado como el lenguaje comun de la mate-
matica moderna. En ella se formulan de manera uniforme los objetos, las rela-
ciones y las construcciones que aparecen en disciplinas tan diversas como el
analisis, el algebra o la topologia. Esta unificacion descansa, sin embargo, sobre
una historia fundacional marcada por tensiones. La teoria ingenua , desarrolla-
da a partir de los trabajos de Cantor, asumia que toda propiedad determina un
conjunto bien definido; sin embargo, a comienzos del siglo XX, esta idea condujo
a una serie de paradojas que pusieron en cuestion la consistencia misma de las
matematicas. La respuesta fue el paso a una teoria axiomatica, en particular
el sistema de Zermelo-Fraenkel con Axioma de Eleccion (ZFC), que restringe
cuidadosamente los principios de formacion de conjuntos.

El objetivo de este trabajo es ofrecer una presentaciéon unificada de algunas de
las paradojas clasicas de la teoria de conjuntos y del infinito, analizando tanto
su mecanismo interno como la forma en que el marco axiomatico moderno las
desactiva o reformula. No se trata inicamente de recopilar ejemplos llamativos,
sino de estudiar sus patrones légicos comunes: fenomenos de autorreferencia,
intentos de formar totalidades maximas (como el conjunto de todos los conjun-
tos o de todos los ordinales) o construcciones que ponen en tension nuestras
intuiciones sobre tamaimno, medida y descomposicion de objetos infinitos. La
idea directriz es doble: por un lado, mostrar como estos ejemplos motivan la in-
troduccion de axiomas como Separacion, Reemplazo, Regularidad y Eleccion;
por otro, ilustrar el alcance y los limites de ZFC como teoria de referencia para
los fundamentos de la matematica.

El Capitulo 2 fija el marco tedrico en el que se desarrollan los contenidos poste-
riores. Se introduce la teoria axiomatica de Zermelo-Fraenkel, con y sin Axioma
de Eleccion (Subseccion 2.1.2), y se sistematizan las nociones basicas de rela-
ciones, funciones y ordenaciones (Seccion 2.2). A continuacion se construyen
los numeros naturales a partir del conjunto vacio, junto con los principios de
induccion y recursion (Seccion 2.3), que permiten desarrollar la aritmética ele-
mental. A esto le sigue la nocion de cardinalidad mediante equipotencia, y se
distinguen los conjuntos finitos, numerables y no numerables (Seccion 2.4),
culminando en la no numerabilidad de los reales y la identificacion de la car-
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Capitulo 1. Introduccién

dinalidad del continuo con 2% (Subseccion 2.5.2). El capitulo se completa con
la teoria de los nameros ordinales (Seccion 2.6), la aritmética ordinal (Sub-
seccion 2.6.3) y la introduccion de los nimeros aleph como representantes ca-
nonicos de los cardinales infinitos (Seccion 2.7), junto con las reglas basicas
de su aritmética (Subseccion 2.7.2). En conjunto, este capitulo proporciona el
vocabulario y las herramientas que se utilizaran en el analisis de las paradojas.

El Capitulo 3 esta dedicado especificamente a las paradojas relacionadas con la
teoria de conjuntos, organizadas en tres bloques. En primer lugar, se abordan
las paradojas de la comprension irrestricta y su trasfondo logico en el sistema
de Frege (Subseccion 3.1.1). A partir de la nocioén de clase y del principio de
comprension irrestricta se obtiene el conjunto de Russell (Subseccion 3.1.2) y
se muestra como su existencia conduce a una contradiccion (Paradoja 1). Este
analisis motiva la distincion entre conjuntos y clases propias y justifica el papel
del Esquema de separacion de Zermelo (Axioma 3) como restriccion a la forma-
cion de conjuntos. En segundo lugar, se presentan las llamadas paradojas de la
cardinalidad del infinito (Seccion 3.2): el ejemplo de Galileo sobre los cuadra-
dos perfectos, las biyecciones entre intervalos y productos cartesianos como
[0,1]% y [0,1]", el método diagonal de Cantor y su uso tanto en la demostracion
de la no numerabilidad del continuo como en la formulacion de la paradoja de
Cantor (Subseccion 3.2.2 y Paradoja 6). Dentro de este bloque se incluye tam-
bién el hotel infinito de Hilbert (Subseccion 3.2.4), que sirve para visualizar
la aritmética de los cardinales numerables, y una discusiéon de la Hipotesis
del Continuo y su estatuto de independencia respecto de ZFC. Por ultimo, el
tercer bloque reune las paradojas relacionadas con la buena ordenacion (Sec-
cion 3.3). Se expone la paradoja de Burali-Forti (Paradoja 9), que muestra que
la coleccion de todos los ordinales no puede ser un conjunto, y se analiza la
paradoja de Banach-Tarski en R? (Paradoja 10), donde una bola maciza pue-
de descomponerse en un numero finito de piezas que se reensamblan mediante
movimientos rigidos para obtener dos copias congruentes de la bola original.
En ambos casos, se pone de relieve como ZFC reinterpreta estas colecciones co-
mo clases propias o conjuntos no medibles y qué papel desempena el Axioma
de Eleccién en la aparicion de fenomenos geométricamente contraintuitivos.

El trabajo se apoya, desde el punto de vista tedrico, en el tratamiento estandar
de la teoria de conjuntos de Hrbacek y Jech [11], mientras que el analisis de
las paradojas y de su trasfondo histérico se basa en una seleccion de fuentes
clasicas y contemporaneas de la literatura. El resultado pretende ser una intro-
duccion accesible pero precisa a las paradojas de la teoria de conjuntos, dirigida
a lectores que ya poseen una formacion basica en matematicas y logica, y que
buscan entender como estas paradojas se insertan en el marco axiomatico de la
teoria de conjuntos y en los fundamentos de la matematica contemporanea.



Capitulo 2

Teoria de conjuntos: nociones y
conceptos basicos

La teoria de conjuntos constituye el fundamento formal de la matematica con-
temporanea. En ella se formalizan los objetos, las relaciones y las operaciones
con las que se construyen las demas estructuras. Su desarrollo permitié unificar
resultados elementales y teorias abstractas bajo un mismo marco axiomatico.

En este capitulo trabajaremos en el sistema de Zermelo-Fraenkel (ZF) y, cuando
sea pertinente, en ZFC (ZF mas el Axioma de Eleccion). Siguiendo, en lo esen-
cial, el trabajo de Karel Hrbacek y Thomas Jech en Introduction to Set Theory
[11], fijamos el vocabulario y las herramientas que se usaran en el resto del
trabajo: una primera introduccién a conjuntos (Seccion 2.1); relaciones, fun-
ciones y ordenaciones (Seccion 2.2); la construccion de los nimeros naturales
y los principios de induccién y recursion (Seccion 2.3); la nocion de cardinali-
dad (conjuntos finitos, numerables y el continuo) y la aritmética de cardinales
(Secciones 2.4 y 2.5); los numeros ordinales y su aritmética (Seccion 2.6); y
los nameros aleph (Seccion 2.7) como representantes canénicos de cardinales
infinitos. Esta base servira de soporte para los desarrollos posteriores del texto.

2.1. Introduccion a conjuntos

Un conjunto es una colecciéon de objetos bien definidos, llamados elementos o
miembros. Esta idea, introducida formalmente por Georg Cantor, permite agru-
parlos mediante una propiedad comun (véase [2]).

En el contexto de las matematicas, los conjuntos que se estudian tienen como
elementos entidades de naturaleza muy diversa: numeros, funciones, puntos o
incluso otros conjuntos. En la formulaciéon axiomatica que adoptaremos, estos
elementos se describen a su vez mediante conjuntos, como por ejemplo:

1. El conjunto de los divisores primos de 426

2. El conjunto de funciones continuas reales en [0, 1]

3



Capitulo 2. Teoria de conjuntos: nociones y conceptos basicos

3. El conjunto de los numeros naturales menores que 20

Mediante combinaciones y operaciones entre conjuntos, es posible definir es-
tructuras mas complejas, como los numeros enteros, racionales o reales, y, en
general, una amplia variedad de estructuras matematicas. Sin embargo, para
garantizar la coherencia interna de la teoria y evitar ambigtiedades en la forma-
cion de conjuntos, es necesario precisar con rigor sus propiedades y las reglas
que rigen sus operaciones.

2.1.1. Propiedades de conjuntos

Para definir conjuntos en matematicas se emplea un lenguaje l6gico—formal.
Trabajaremos con variables para conjuntos (como A, B,C,...) y con férmulas
logicas (como ¢, ), ...) que pueden depender de variables como x. Usaremos los
siguientes simbolos basicos:

1. z € A: expresa que el conjunto z es elemento del conjunto A.

A = B: expresa que los conjuntos A y B son iguales (véase la Definicion 1).
—: negacion de ¢; se lee “no ¢”.

@ A: conjuncion; se lee “p y ¥”.

© V1 disyuncion; se lee “p o ”.

© = 1: implicacion; se lee “si p, entonces .

¢ < 1: equivalencia logica; se lee “p siy solo si ¢”.

Va ¢(z): cuantificador universal; se lee “para todo z, ¢(z)”.

© ® N o 0k Wb

Jz p(z): cuantificador existencial; se lee “existe al menos un z tal que ¢(z)”.

Definicién 1 (Extensionalidad) Dos conjuntos A y B son iguales, escrito como
A = B, siy solo si tienen exactamente los mismos elementos.

En particular, para cualesquiera conjuntos A, B, C' se cumple:
1. A=A,
2. si A= B, entonces B = A,
3. siA=By B=C, entonces A =C.

Ademas, la igualdad respeta la pertenencia: si A = By z € A, entonces z € B.
Estas propiedades se usaran de forma tacita en lo que sigue.

Definicion 2 (Subconjunto) Un conjunto A es subconjunto de un conjunto B si
todo elemento de A pertenece a B; en tal caso, escribimos A C B.

A partir de esta nocion, se verifica que A C A, que si A = B entonces A C By
B C A, y que la inclusion es transitiva: si A C B e B C C, entonces A C C.

Definicion 3 (Clase, conjunto y clase propia) En el uso informal de esta me-
moria, una clase es una coleccion de objetos especificada por una propiedad l6-
gico—formal. Decimos que una clase C' es un conjunto si existe un objeto A en el
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2.1. Introduccién a conjuntos

universo de ZF tal que © € A siy solo si x cumple la propiedad que define C. Si
una clase no es un conjunto, la llamamos clase propia.

2.1.2. Axiomas de la teoria de conjuntos

La teoria axiomatica de conjuntos se basa en el sistema de Zermelo-Fraenkel
(ZF). A continuaciéon se enuncian sus axiomas fundamentales, que establecen
las reglas de existencia y formacion de conjuntos.

Axioma 1 (Existencia) Existe un conjunto sin elementos.

Axioma 2 (Extensionalidad) Sitodo elemento de A pertenece a B y todo elemen-
to de B pertenece a A, entonces A = B.

A partir de los Axiomas 1y 2 se deduce la primera proposicion de este trabajo:

Proposicion 1 (Unicidad del vacio) Existe un tinico conjunto sin elementos. A
este conjunto se le llama conjunto vacio y se denota por ().

Demostracion. Por el Axioma 1 existe al menos un conjunto sin elementos A.
Sea ahora B otro conjunto sin elementos. Queremos ver que necesariamente
A = B. Como A no tiene elementos, es trivial que todo elemento de A pertenece
a B. Analogamente, como B también es vacio, es trivial que todo elemento de B
pertenece a A. Hemos comprobado, por tanto, que todo elemento de A pertenece
a By que todo elemento de B pertenece a A. Aplicando el Axioma 2, concluimos
que A = B. U

Axioma 3 (Esquema de separacion) Sea ¢(z) una propiedad de z. Para cual-
quier conjunto A, existe un conjunto B tal que

r€B & rzeAyp(x).

Este axioma permite formar subconjuntos a partir de un conjunto dado, se-
leccionando s6lo aquellos elementos que satisfacen una propiedad determinada

o().

Para comprender esto mejor, consideremos dos conjuntos A y B. Aplicando el
Axioma 3 al conjunto A y a la propiedad “x € B” obtenemos, dentro de A, el
subconjunto de los elementos que ademas pertenecen a B. Este conjunto esta
formado precisamente por los elementos que pertenecen simultaneamente a A
y a B, y el Axioma del esquema de separacion garantiza que se trata de un
conjunto bien definido.

Definicion 4 (Interseccion) Sean A y B conjuntos. La interseccion de A y B,
denotada AN B, es el conjunto_formado por los elementos que pertenecen simultd-
neamente a ambos:

AnNB:={zxecA|zeB}.

Asi pues, el conjunto construido mediante el Axioma 3 coincide con la intersec-
cion AN B.
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Sea S una familia de conjuntos, es decir, un conjunto cuyos elementos son
conjuntos (véase la Definicion 6). Cuando S # (), tiene sentido hablar de su
interseccion, que denotamos por (S y cuyos elementos son exactamente los
comunes a todos los conjuntos de S:

xeﬂS siysolosi z € A(VA €S)

Cuando S es no vacia, esta descripcion determina (a lo sumo) un conjunto bien
definido. En cambio, si S = (), la condicién “para todo A € S” no impone res-
triccion alguna sobre z, y no existe en nuestra teoria un conjunto que recoja
“todos los conjuntos posibles”. Por esta razon, en el marco de ZF no se define la
interseccion de la familia vacia, y la expresion () () se deja sin significado.

El Axioma 3 no s6lo garantiza la existencia de un subconjunto B de A definido
por una propiedad ¢(z), sino también su unicidad: si By B’ son subconjuntos
de A tales que

r€B <<= zecAyp(x), reB < wzeAyopr),

entonces necesariamente B = B’. Asi, es legitimo escribir {z | ¢(z)} (o, mas
precisamente, {r € A | ¢p(z)}) para referirse al conjunto de elementos de A que
satisfacen ¢(x); por ejemplo, {x € A | x € B} en el caso de la interseccion.

Axioma 4 (Par) Para cualesquiera conjuntos A y B, existe un conjunto C, que
denotamos {A, B}, talque z € C siy sélo six = A ox = B.

Axioma 5 (Unién) Para cualquier conjunto S, existe un conjunto U tal que x € U
siysolosiz € Aparaalgin A € S.

En particular, el Axioma 4 garantiza la existencia del conjunto {A, B} que “agru-
pa” a Ay B como elementos. Combinandolo con el Axioma 5, definimos la unién
de dos conjuntos.

Definiciéon 5 (Unién) La union de A y B, denotada AU B, es el conjunto de todos
los elementos x que pertenecen a A, a B, o a ambos.

Mas en general, la union de un sistema S es exactamente el conjunto de todos
los z que pertenecen a algin miembro de S, esto es, U S={z|3AeS(xeA)}.

Axioma 6 (Conjunto potencia) Para cualquier conjunto S, existe un conjunto P,
denotado por P(S), talque A € P siy solosi A C S.

Los seis primeros axiomas permiten construir y combinar conjuntos a partir de
otros. Sin embargo, la teoria requiere ademas algunos axiomas adicionales que
amplian el marco de existencia de conjuntos, aunque su comprension completa
dependera de conceptos que se introduciran mas adelante.

Axioma 7 (Infinito) Existe un conjunto inductivo, es decir, un conjunto I tal que
) € I yparatodo z € I, tambiénz U {z} € I.

En particular, a partir de este axioma se puede construir el conjunto de los
numeros naturales, denotado por N (véase Definicion 26).
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2.1. Introduccién a conjuntos

Axioma 8 (Reemplazo) Sea p(z,y) una propiedad tal que, para todo x, existe un
unico y con ¢(z,y). Entonces, para cada conjunto A, existe un conjunto B tal que
para todo x € A, existe y € B con ¢(x,y).

Es decir, si a cada z le corresponde de manera univoca un y, el axioma garantiza
que la imagen de cualquier conjunto A mediante esta correspondencia vuelve
a ser un conjunto. Por ejemplo, si tomamos ¢(z,y) como la propiedad y = {z}.
Para cada z existe un unico y que cumple esta propiedad, concretamente el
conjunto unitario {z}. Aplicando el axioma de reemplazo, se deduce que, dado
un conjunto A, existe el conjunto B = {{z} | x € A}, formado por todos los
subconjuntos unitarios de A.

Axioma 9 (Regularidad) Todo conjunto no vacio A contiene un elemento disjun-
to de A, es decir, para todo A # () existe unx € A tal que x N A = .

Este axioma excluye, por ejemplo, la existencia de conjuntos que se contengan
a si mismos (r € z) o de cadenas infinitas descendentes de pertenencia (--- €
x9 € x1 € x0). En términos intuitivos, afirma que todos los conjuntos estan “bien
fundados” y permite organizar el universo de la teoria de conjuntos en niveles
construidos de manera iterativa.

Todos los axiomas enunciados hasta ahora constituyen el nucleo de la teoria
axiomatica de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF). Este sistema proporciona
un marco formal suficiente para desarrollar la mayor parte de la matematica
moderna, sustituyendo la nocion intuitiva de conjunto por un conjunto de reglas
precisas que determinan qué conjuntos pueden existir y como se construyen a
partir de otros.

Definicion 6 (Familia de conjuntos) Una familia de conjuntos es un conjunto
F cuyos elementos son, a su vez, corjuntos.

Axioma 10 (Eleccion) Para toda familia F de conjuntos no vacios existe una fun-
cion f con dominio F tal que f(A) € A para todo A € F (véase Definicion 11).

Al anadir este ultimo axioma, obtenemos ZFC. En lo que sigue trabajaremos
dentro de este sistema. No estudiaremos la teoria sin eleccion; cuando algun
resultado dependa esencialmente de este axioma lo indicaremos de forma expli-
cita.

2.1.3. Operaciones elementales de conjuntos

Introducimos las operaciones elementales entre conjuntos y algunas de sus
propiedades basicas. De acuerdo con la Definiciéon 2, escribimos A C B para
indicar que todo elemento de A pertenece también a B (inclusion). De aqui se
siguen, de manera rutinaria, las propiedades: A C A; si A C By B C A, entonces
A=B;ysiAC By B C C, entonces A C C. Diremos que A es subconjunto
propio de By escribimos A C B cuando A C B pero A # B; analogamente, B O A
y B D A. Tras esta formalizacion breve, recordamos la interseccion y la union de
conjuntos segun las Definiciones 4 y 5. Introducimos ahora otras operaciones
basicas.
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Llamaremos diferencia de A y B, denotada A\ B, al conjunto de los elementos
de A que no pertenecen a B. La diferencia simétrica se define por

AAB = (A\ B) U (B\ A).

Las operaciones de union, interseccion y diferencia verifican las propiedades
habituales de conmutatividad, asociatividad, distributividad y las leyes de De
Morgan. En particular, para cualesquiera conjuntos A, B, C' se tiene:

1. Conmutatividad: ANB=BnNA, AUB=BUA.

2. Asociatividad: (ANB)NC=ANn(BNC), (AUB)UC=AU(BUC).

3. Distributividad: AN(BUC) = (ANB)U(ANC), AU(BNC) = (AUB)N(AUC).
4. Leyes de De Morgan: C'\ (ANB) = (C\A)U(C\B), C\(AUB) = (C\A)N(C\B).

Diremos que dos conjuntos A y B son disjuntos si AN B = (). Mas generalmente,
una familia S es de conjuntos mutuamente disjuntos si para todo A, B € S con
A # B se cumple AN B = (.

2.2. Relaciones, funciones y ordenaciones

Las nociones de relacién, funcién y orden permiten pasar de conjuntos consi-
derados de forma aislada a estructuras en las que sus elementos interactuan.
En primer lugar introduciremos el concepto de par ordenado (Definicion 7),
que permite entender el concepto de relacién binaria como subconjunto de un
producto (Definicion 9). Sobre esta base, interpretaremos las funciones como
relaciones que asignan a cada elemento una unica imagen (Definicion 11), e in-
troduciremos las relaciones de equivalencia y su vinculo con particiones y
cocientes (Definiciones 16 y 18). Finalmente, presentaremos las distintas no-
ciones de orden (parcial y total), asi como comparabilidad, cadenas y elementos
extremos (Definiciones 19, 21 y 23). Estos conceptos apareceran de forma recu-
rrente en capitulos posteriores, en particular en la teoria de ordinales.

2.2.1. Relaciones

Para hablar de relaciones necesitamos distinguir el orden de los elementos. Si
s6lo consideramos el conjunto {a,b}, no hay diferencia entre escribir {a,b} y
{b,a}, ya que {a,b} = {b,a}. En cambio, cuando escribimos (a,b) queremos que
el primer componente sea a y el segundo sea b, de modo que, en general, (a,b) #
(b,a). Para formalizar esta idea usando unicamente conjuntos, introducimos la
siguiente definicion.

Definicion 7 (Par ordenado) Definimos el par ordenado (a,b) como el conjunto
(a,b) = {{a}, {a,b}}.

Con esta codificacion, el primer componente se recupera como el tinico elemento
de (a,b) que es un conjunto unitario, y el segundo como el elemento que aparece
junto al primero. El siguiente resultado muestra que esta nocion de “primer” y
“segundo” componente es canoénica.
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Proposicién 2 (Criterio de igualdad de pares) Dos pares ordenados son igua-
les si y solo si coinciden componente a componente:

(a,b) = (d",V) <= a=d y b=10.

Demostracion. Si (a,b) = (d/,V'), entonces {{a},{a,b}} = {{d'},{d/,V'}}. En cada
lado aparece exactamente un conjunto unitario, de modo que {a} = {a’} y por
tanto a = «/. Los otros elementos, {a,b} y {d/,b'}, también coinciden, y como ya
sabemos que a = d/, se deduce b = V. La implicacion reciproca es inmediata. [J

A partir de los pares ordenados ya definidos (Definicion 7), se pueden construir
tuplas ordenadas mas largas, como:

1. Triples ordenados: (a,b,c) = ((a,b), ¢),
2. Cuadruplas ordenadas: (a,b,c,d) = ((a,b,c),d),
y analogamente para aquellas de mayor longitud.

Definicion 8 (Producto cartesiano) Dados conjuntos A y B, el producto carte-
siano de A y B es el conjunto

AxB:={(a,b)|a€ A, be B},

Jormado por todos los pares ordenados cuyo primer componente pertenece a A y
cuyo segundo componente pertenece a B.

Definicion 9 (Relacidén binaria) Sean A y B conjuntos. Una relacion binaria
entre A y B es un subconjunto R C A x B. Si R C A x A, decimos que R es una
relacion en A. Cuando (a,b) € R, solemos escribir también a R b.

Para una mejor comprension de la definicion anterior, veamos un ejemplo. Sea A
un conjunto y consideremos su conjunto potencia P(A). Definimos una relacion
R C P(A) x P(A) escribiendo R := {(X,Y) € P(A) x P(A) | X C Y }. Entonces
X RY significa exactamente que X es un subconjunto de Y. En otras palabras,
la relacion “estar incluido en” se puede ver como una relacion binaria sobre
P(A).

Dada una relacion binaria R C Ax B, su relaciéon inversa de R es el subconjunto
R™' C B x A definido por

RY:={(ba)| (a,b) € R}.

De este modo, b R~! a significa precisamente que a Rb.

Definicion 10 (Composicion de relaciones) Sean R C A x By T C B x C rela-
ciones binarias. La composicion T o R es la relacién en A x C definida por

ToR:={(a,c)|3FbeB ((a,b) e Ry (b,c)€T)}.

Intuitivamente, (a,c) € T o R cuando es posible “ir de a hasta ¢” primero mediante
R y después mediante T'.



Capitulo 2. Teoria de conjuntos: nociones y conceptos basicos

2.2.2. Funciones

Una funcién, en matematicas, es un procedimiento que asigna a cada elemento
a de un conjunto (dominio) un unico elemento b de otro conjunto (codominio),
llamado el valor de la funcién en a. Una funcion es, por tanto, un tipo especial
de relacion binaria en la que cada elemento del dominio esta relacionado con un
unico elemento del codominio. Usaremos la codificacion de pares ordenados de
la Definicion 7 y la composicion de la Definicién 10.

Definicion 11 (Funcion) Sean A y B conjuntos. Una relacion f C A x B es una
Juncion de A en B si para todo a € A existe un tinico b € B tal que (a,b) € f. En
este caso escribimos f: A — B.

Al conjunto A lo llamamos dominio de f, y al conjunto B lo llamamos codominio
(dominio de llegada) de f. Para cada a € A denotamos por f(a) al tinico b € B tal
que (a,b) € f. La imagen de f es el conjunto

Imf:={f(a)|]ac A} CB.

Proposicion 3 (Extensionalidad de funciones) Sean f : A - Byg: A - B
Jfunciones con el mismo dominio. Entonces f = g siy solo si f(a) = g(a) para todo
a € A.

Demostracion. Si f = g, entonces trivialmente f(a) = g(a) para todo a € A. Re-
ciprocamente, si f(a) = g(a) para todo a € A, todo par de f es de la forma
(a, f(a)) con a € A, y como f(a) = g(a), se tiene (a, f(a)) = (a,g(a)), de modo que
(a, f(a)) € g. Por tanto, f C g¢g. El mismo argumento, a la inversa, muestra que
g C f. En consecuencia, f = g. O

Definicion 12 (Sobreyectividad, inyectividad, biyectividad) Sea f : A — B
una funcion.

1. f es inyectiva si para cualesquiera ai,as € A, de f(a1) = f(a2) se sigue
al = ag.

2. [ es sobreyectiva sobre B siIm f = B, es decir, si todo elemento de B es
imagen de algun elemento de A.

3. f es biyectiva si es a la vez inyectiva y sobreyectiva.

La composicion de funciones se define de la forma habitual, en términos de la
aplicacion sucesiva de una funcion tras otra.

Definicion 13 (Composicion de funciones) Sean f: A -+ B y g : B — C funcio-
nes. La composicion de g con | es la_funcion

gof:A—=C, (go f)a) :==g(f(a)) (ac€ A).

Demostracion. Para cada a € A, existe un unico b = f(a) € B, y para ese b existe
un unico ¢ = g(b) € C. Por tanto, a cada a € A le corresponde un tunico ¢ € C,
concretamente (g o f)(a), y la definicion anterior determina una funcion. O

Para estudiar la invertibilidad de funciones necesitaremos la funcion identidad.
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Definicion 14 (Identidad e inversa) Sea A un conjunto. La_funcion identidad
en A es la funcion
idg: A — A, idg(a) := a.

Sea f : A — B una funcién. Decimos que [ es invertible si existe una funcién
g: B — Atalque

gof=ida Yy fog=idp.
En este caso, g se llama la inversa de f y se denota f~'.

Teorema 1 (Invertibilidad) Sea f : A — B una _funcion. Entonces f es invertible
si y sdlo si es biyectiva.

Demostracion. (=) Supongamos que f es invertible. Existe entonces una fun-
cién inversa g : B —+ A tal que go f = idg y fog = idg. Sean z,z9 € A
tales que f(z1) = f(z2). Aplicando g a ambos lados: g(f(z1)) = g(f(z2)) =
(go f)(x1) = (go f)(z2). Como go f = idy, tenemos que x; = z3. Por tanto, f es
inyectiva. Sea y un elemento cualquiera de B. Definimos z := ¢(y). Al aplicar
f: f(@) = f(g(y)) = (fog)(y). Como fog = idg, resulta que f(z) = y. Asi, todo
y € B tiene una preimagen, por lo que f es sobreyectiva. Concluimos que si f es
invertible, entonces es biyectiva.

(«<=) Supongamos que f es biyectiva (inyectiva y sobreyectiva). Definimos la fun-
cion g : B — A de la siguiente manera: para cada y € B, sea g(y) el inico elemento
x € A tal que f(x) = y. Veamos que g es la inversa: Para todo z € A, si llamamos
y = f(x), por definicion de g tenemos que ¢(y) = z, luego (g o f)(x) = z. Para
todo y € B, si tomamos =z = ¢(y), por definicion sabemos que f(z) = y, luego
(fog)(y) =y. Por tanto, f es invertible. 0

Definicion 15 (Propiedades binarias) Sea R una relacion binaria en un conjunto
A (es decir, R C A x A). Decimos que:

1. R es reflexiva en A si para todo a € A, se tiene aRa.
R es simétrica en A si para todo a,b € A, aRb implica bRa.
R es transitiva en A si para todo a,b,c € A, siaRb y bRec, entonces aRc.

R es antisimétrica en A si para todo a,b € A, siaRb y bRa, entonces a = b.

o R~ N

R es asimétrica en A si para todo a,b € A, de aRb se sigue que no se cumple
bRa, es decir, ~(bRa).

Definicion 16 (Relacion de equivalencia) Una relacién E en A es una relacion
de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

Definicion 17 (Clase de equivalencia y cociente) Sea F una relacion de equi-
valencia en A. La clase de a es

lalg = {z € A| zEa},
y el conjunto cociente es A/E = {[a]g | a € A}.

Definiciéon 18 (Particion) Una particion de A es una familia S de subconjuntos
no vacios tal que sus elementos son disjuntos dos ados y |J S = A.

11
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Dada una particion S de A, consideramos la relacion
Es={(a,b)e AxA|3CeS, acCybeC},

que relaciona dos elementos de A precisamente cuando pertenecen al mismo
bloque de la particion S.

Proposicion 4 (Correspondencia entre equivalencias y particiones) Sea A un
cornjunto.

1. Si E es una relacion de equivalencia en A, entonces A/E es una particién de
A y la relacion asociada a esta particién coincide con E, es decir, E5/p = E.

2. Si S es una particiéon de A, entonces Eg es una relacion de equivalencia en A
y el cociente asociado a Eg recupera la particion inicial, es decir, A/Eg = S.

Demostracion. La demostracion se obtiene combinando varias propiedades ele-
mentales de relaciones de equivalencia y particiones. Todos estos argumentos
pueden encontrarse, por ejemplo, en [11, pags. 31-32]. O

Cuando S es una particion de A, diremos que un subconjunto X C A es un
conjunto de representantes de S si para todo C € S existe a € C tal que
XNC ={a}.

2.2.3. Ordenaciones

En esta seccion trabajaremos con la siguiente notacion: utilizaremos el simbolo
< para denotar una relacion de orden parcial y el simbolo < para denotar una
relacion de orden estricta.

Definicién 19 (Orden parcial) Una relacion < en A es un orden parcial si es
reflexiva, antisimétrica y transitiva (en el sentido de la Definiciéon 15). En este
caso, el par (A, <) se llama un conjunto ordenado.

Definicion 20 (Orden estricto) Una relacion < en A es un orden estricto si es
asimétrica y transitiva.

Es habitual pasar de un orden no estricto < a uno estricto <, y viceversa. Si
(A, <) es un conjunto ordenado, podemos definir

a<b <= a<bya#b,

obteniendo asi un orden estricto en A. Reciprocamente, si < es una ordenacion
estricta en A, ponemos

a<b <= a<boa=b,

y esta relacion resulta ser un orden parcial. En lo que sigue pasaremos de una
descripcion a otra sin mencionarlo de forma explicita.

Definicion 21 (Comparabilidad y orden total) Dados a,b € A y un orden < en
A, decimos que a y b son comparables sia < b ob < a. El orden < es lineal (total)
si todo par de elementos de A es comparable; en ese caso, (A, <) es un conjunto
linealmente ordenado.

12
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Un orden en A induce de manera natural 6rdenes en sus subconjuntos. Si (4, <)
es un conjunto ordenado y B C A, trabajaremos en B con el orden inducido
por <, es decir, comparamos a,b € B escribiendo ¢ < b exactamente cuando la
desigualdad se cumple en A. Con esta restriccion, B vuelve a ser un conjunto
ordenado.

Definicion 22 (Cadena) Sea B C A, donde A estd ordenado por <. Decimos que
B es una cadena en A si todos sus elementos son comparables entre si.

Definicion 23 (Minimos, maximos y versiones relativas) Sea (A, <) un conjun-
toordenadoy B C A. Unb € B es minimo sib < x para todo = € B (y maximo si
x < b para todo x € B). Es minimo relativo si no existe x € Bconxz #byxz <b
(andlogamente para maximo relativo).

Obsérvese que un subconjunto B tiene a lo sumo un minimo: si hubiera dos,
al ser comparables entre si, coincidirian. Todo minimo (cuando existe) es, en
particular, un minimo relativo. Ademas, si B es una cadena, las dos nociones se
identifican: cualquier minimo relativo de B resulta ser también el minimo de B.
Los comentarios duales valen para maximos y maximos relativos.

Definicién 24 (Infimo y supremo) Sea (4, <) un conjunto ordenado y B C A.

1. a € A es cota inferior de B sia < x para todo x € B. El infimo de B es la
mayor de sus cotas inferiores, cuando existe.

2. a € A es cota superior de B six < a para todo x € B. El supremo de B es
la menor de sus cotas superiores, cuando existe.

La diferencia entre el minimo de B y una cota inferior de B es que esta ultima
no necesita pertenecer a B. Un conjunto puede tener muchas cotas inferiores,
pero el conjunto de todas ellas puede tener a lo sumo un mayor elemento; por
tanto, B puede tener a lo sumo un infimo.

En consecuencia, si b es el minimo de B, entonces b coincide con el infimo de B,
y si b es el infimo de B y ademas b € B, entonces b es el minimo de B. De forma
equivalente, un elemento b € A es el infimo de B en (A4, <) siy so6lo si se verifi-
can: (i) b <z para todo x € B, y (ii) si ¥ < z para todo z € B, entonces ¥ < b. Los
enunciados duales se obtienen sustituyendo “minimo/infimo” por “maximo/su-
premo” y “<” por “>”.

2.3. Numeros naturales

En el marco axiomatico de la teoria de conjuntos, los nameros naturales se
construyen a partir del conjunto vacio mediante el operador sucesor (Defini-
cion 25) y el Axioma del Infinito (Axioma 7), que garantiza la existencia de un
conjunto inductivo. Identificaremos 0 con () y, en general, cada natural con el
conjunto de todos sus predecesores, (construccion de von Neumann, [15]). A
partir de esta construccion definiremos el conjunto de los niumeros naturales,
que denotaremos por N, y estableceremos el principio de induccién y el teorema
de recursion, que fundamentan la aritmética basica y el orden natural.

13
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Definicion 25 (Sucesor) Para cualquier conjunto x, el sucesor de x es
S(z) =z U{z}.
Definicion 26 (Nameros naturales) Llamamos conjunto de los numeros na-
turales a un conjunto N que satisface:
1. N es inductivo.
2. SiI es un conjunto inductivo, entonces N C [.

Es decir, N es el menor de los conjuntos inductivos, por lo que estd contenido
en todos ellos. A partir de ahora fijamos un conjunto con estas propiedades y lo
denotamos por N.

A partir de ahora, si n € N es un numero natural, escribiremos también
n+1:=S5(n)

para denotar su sucesor.
Proposicién 5 (Existencia y minimalidad de N) Existe un tinico conjunto N que
cumple las condiciones de la Definiciéon 26. Ademds, se tiene

N= ﬂ{ I'| I es un conjunto inductivo }.

Demostracién. Esta proposicion se obtiene construyendo N como la interseccion
de todos los subconjuntos inductivos de un conjunto inductivo dado (garantiza-
do por el Axioma 7) y comprobando que dicha interseccion sigue siendo inductiva
y es minima entre todas ellas. O

En la construccion de von Neumann, los primeros nimeros naturales se descri-
ben explicitamente como

0:=0, 1:=5(0)=0uU{0} = {0}, 2:=51)=1U{1} ={0,{0}},
y, en general,
n+1=S(n)=nuU{n}.

Cada numero natural coincide, por tanto, con el conjunto de todos sus predece-
sores.

Definicion 27 (Orden natural) Para m,n € N definimos por una parte, m < n, st
men,yporotram<n,sim<nom=n.

2.3.1. Propiedades

Teorema 2 (Principio de inducciéon) Sea P(n) una propiedad definida paran €
N. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

1. Induccion. Si se verifica que P(0) es verdadera, y que para todo n € N,
st P(n) es verdadera, entonces P(n + 1) también lo es. Entonces P(n) es
verdadera para todo n € N.

14
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2. Induccion fuerte. Si para todo k < n € N se cumple que P(k) = P(n).
Entonces P(n) es verdadera para todo n € N.

Cualquiera de estas formulaciones se denomina principio de induccion en N.

Demostracion. Consideremos el subconjunto A := {n € N | P(n) }. Las hipoétesis
de (1) dicen precisamente que A es inductivo: 0 € Ay, si n € A, entonces n +
1 € A. Por la Definicion 26, N es el menor conjunto inductivo, de modo que
necesariamente N C A. En particular, P(n) es verdadera para todo n € N.

La formulacion de induccion fuerte se obtiene a partir de la anterior, definiendo
la propiedad Q(n) : (Vk < n, P(k)) y aplicando el principio de induccién a @Q
(véase [11, pag. 44] para una demostracion detallada). O

En el orden natural definido en la Definicion 27 se tiene siempre 0 < n para todo
n € N, y para cualesquiera k,n € N se cumple

k<n+1 <= (k<nok=n),

propiedades que se demuestran directamente por induccion.

Definicion 28 (Buen orden) Sea (A, <) un conjunto linealmente ordenado por un
orden estricto <. Decimos que < es un buen orden si todo subcornjunto no vacio de
A tiene minimo. En ese caso, decimos que (A, <) es un conjunto bien ordenado.

Teorema 3 (Buen orden de N) Con el orden natural (<) definido en la Defini-
cion 27, el conjunto (N, <) es un conjunto bien ordenado.

Demostracion. Sea B C N un subconjunto no vacio. Queremos ver que B tiene
un minimo. Supongamos, por absurdo, que B no tiene elemento minimo y con-
sideremos su complemento C := N\ B. Definimos la propiedad P(n) : n € C (es
decir, n ¢ B). En primer lugar, P(0) es verdadera: si 0 ¢ C, entonces 0 € By, al
no haber ningun natural menor que 0, este seria el minimo de B, en contra de
la hipotesis.

Supongamos ahora que n € N satisface que P(k) es verdadera para todo k < n,
es decir, que ningin k£ < n pertenece a B. Si n ¢ C, entonces n € By, como
ningun elemento de B es menor que n, se seguiria que n es el minimo de B, lo
cual contradice nuevamente la hipétesis inicial. Por tanto, de la validez de P(k)
para todo k£ < n se deduce que también P(n) es verdadera.

Hemos verificado asi las hipétesis de la version de induccion fuerte (Teorema 2),
de modo que P(n) es verdadera para todo n € N; es decir, C = Ny, en consecuen-
cia, B = (). Esto contradice que B fuera no vacio. Luego toda parte no vacia de N
posee un minimo, y (N, <) es un conjunto bien ordenado. O

Como consecuencia del buen orden de (N, <), todo subconjunto no vacio de N
que esté acotado superiormente posee un maximo.

2.3.2. Recursion

Para manejar definiciones iteradas, fijamos la notacion de secuencias finitas e
infinitas como funciones con dominio un natural o N, respectivamente.
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Definicion 29 (Secuencias finitas e infinitas) Una secuencia finita de longi-
tud n € N con valores en A es una funciéon f : n — A y se denota

(ai | i < n).

La secuencia vacia es la tinica secuencia de longitud cero. Denotamos Seq(A) =
Unen A", el conjunto de todas las secuencias finitas de elementos de A.

Una secuencia infinita (o simplemente sucesion) con valores en A es una fun-
cion f : N — A, denotada por
(a; | i € N).

donde a,, = f(n) para cadan € N.

El siguiente resultado formaliza el hecho de que proporcionar un dato inicial y
una regla recursiva determina una unica sucesion.

Teorema 4 (Recursion) Sea A un conjunto, seaa € Ayseag: AxN — A una
funcion. Entonces existe una tinica sucesion f : N — A tal que

En otras palabras, el dato del valor inicial a y de la regla recursiva g determina
de manera univoca una sucesion (f(n) | n € N) que cumple las ecuaciones ante-
riores, y reciprocamente, toda sucesion definida por esas ecuaciones procede de
algun par (a, g).

Demostracion. La demostracion se basa en considerar todas las funciones par-
ciales h cuyo dominio es un segmento inicial de N y que satisfacen las ecuaciones
de recurrencia en dicho dominio, y en mostrar que la union de todas ellas es una
funcion f : N — A bien definida que cumple las condiciones del enunciado y es
necesariamente unica (véase [11, Cap. 3]). O

Aplicaremos este principio para fijar rigurosamente la suma, el producto y la
potenciacion sobre los numeros naturales. Estas operaciones se definen por re-
cursion sobre el segundo argumento.

Definicion 30 (Operadores por recursiéon) Para m,n € N, definimos:

1. Suma:
m+0:=m, m+(n+1):=(m+n)+1.

2. Producto:

3. Potencia:

Mas precisamente, para cada m € N, las igualdades anteriores describen una
sucesion
(m+n|neN), (m-n|neN), (m"|neN)
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definida recursivamente en n. El Teorema 4 garantiza que estas ecuaciones deter-
minan de manera tinica funciones

+:NxN->N, :NxN-oN, ()):NxN-=N.

A partir de las definiciones recursivas anteriores y por inducciéon sobre N, se
comprueba que la suma y el producto satisfacen las propiedades usuales: con-
mutatividad y asociatividad de + y -, distributividad del producto respecto de la
suma y la regla de que m -n =0 con m # 0 implica n = 0.

Por todo ello, (N,0,.5) satisface el esquema axiomatico de Peano: el sucesor S
es inyectivo, 0 no es sucesor de ningun elemento y vale el principio de induc-
cion (todo subconjunto de N que contiene a 0 y es estable por S coincide con N).
En consecuencia, las operaciones suma (+) y producto () definidas por recur-
sion hacen de (N,0,1,S,+,-) un modelo de la aritmética usual de los nimeros
naturales, en el sentido de los axiomas de Peano (véase [14]).

2.4. Conjuntos finitos, numerables y no numerables

En esta seccion formalizamos la idea intuitiva de tamaifio de un conjunto. El
punto de partida sera la nocién de equipotencia. A partir de ahi introduciremos
un orden entre cardinalidades comparandolas mediante inyecciones, y utiliza-
remos el teorema de Cantor-Bernstein para pasar de desigualdades en ambos
sentidos a biyecciones. Sobre esta base distinguiremos los conjuntos finitos,
conjuntos numerables y cerraremos con el paso a conjuntos no numerables.
De este modo, la seccion ilustra el comportamiento de las distintas cardinalida-
des y prepara el terreno para la aritmética de ntumeros cardinales y la jerarquia
de los numeros aleph desarrolladas mas adelante.

2.4.1. Cardinalidad de conjuntos

La nocion de equipotencia captura cuando dos conjuntos tienen el mismo ta-
mano, es decir, existe una biyeccion entre ellos.

Definicion 31 (Equipotencia) Dos conjuntos A y B son equipotentes si existe
una biyeccion f : A — B. En tal caso, decimos que comparten cardinalidad y
escribimos |A| = |B|.

Esta nocion captura con precision la idea de “tener el mismo tamano”: no im-
porta contar, sino poder establecer una biyeccion que empareje los elementos
sin sobrantes ni faltantes. En consecuencia, la equipotencia es una relacion de
equivalencia (reflexiva, simétrica y transitiva) que particiona el universo de con-
juntos en clases de igual cardinalidad.

Definicion 32 (Orden de cardinalidades) Escribimos |A| < |B| si existe una fun-
cion inyectiva de A en B.

Para comparar tamanos permitiendo desigualdad, trabajaremos con inyeccio-
nes; la clave técnica es que inyecciones en ambos sentidos fuerzan la igualdad
de tamanos.
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Capitulo 2. Teoria de conjuntos: nociones y conceptos basicos

Teorema 5 (Cantor-Bernstein) Sean A y B conjuntos. Si |A| < |B|y |B| < |4
entonces |A| = |B|.

’

Una demostracion de este teorema puede encontrarse en [11, pag. 66].

Ademas, si A} C B C Ay A; es equipotente a A, entonces cualquier conjunto
intermedio B tiene la misma cardinalidad que A.

En esta memoria, hablaremos de nameros cardinales tales que para cada con-
junto A existe un objeto (su cardinal, que denotamos |A|) tal que dos conjuntos
tienen el mismo cardinal si y s6lo si son equipotentes.

2.4.2. Conjuntos finitos, numerables y no numerables

De manera intuitiva, diremos que un conjunto es finito cuando sus elementos
se pueden “contar” con un numero natural: existe un n € N tal que el conjunto
tiene exactamente n elementos.

Definicién 33 (Conjunto finito) Un conjunto A es_finito si existe n € N con A ~
n. Si no es finito, es infinito.

Proposicion 6 (Subconjuntos de un conjunto finito) Si A es finito y B C A,
entonces B es finito y se cumple |B| < |A|.

Demostracion. Sea |A| = n para algun n € N. Demostraremos la afirmacion por
induccién sobre n. Si n = 0, entonces A = () y su unico subconjunto es (), que es
finito. Supongamos ahora que el resultado es cierto para todos los conjuntos de
cardinal n y consideremos un conjunto A con |A| = n + 1. Fijamos un elemento
a € Ay escribimos A" := A\ {a}, de modo que |A’| = n. Sea B C A. Distinguimos
dos casos:

- Sia ¢ B, entonces B C A’ y, por hipétesis de induccion, B es finito.

- Si a € B, ponemos B’ := B\ {a}, de manera que B’ C A’. De nuevo, por
hipétesis de induccién, B’ es finito, es decir, |B’| = m para algan m € N. Entonces
B = B’ U{a} tiene exactamente m + 1 elementos, luego también es finito.

En ambos casos, B es finito. Ademas, en todos los pasos el numero de elementos
de B nunca excede n + 1 = |A|, asi que |B| < |A]. O

Proposicion 7 (Uniones finitas) Si A y B son finitos, entonces A U B es finito.
Ademas, st AN B =0, entonces |AU B| = |A| + |B|.

Demostracion. Sean |A| = ny |B| = m con n,m € N. Como A y B son finitos,
podemos escribirlos como A = {ag,...,an—1}, B = {bo,...,bmn—1}. Consideremos
ahora la sucesion finita z = {ag,...,an—1,b0,...,bm—1}, de longitud n + m. Por
construccion, todo elemento de AU B aparece en la sucesion finita z, luego AU B
es imagen de un conjunto finito y, por tanto, es finito. Ademas, esto muestra
que |[AUB| <n+m.

Si, ademas, ANB = (), ningun elemento de A coincide con uno de B, de modo que
todos los elementos de z son distintos. En ese caso, la sucesion (z;) es biyectiva
sobre AU B, y se obtiene |AU B| =n+m = |A| + |B|. O
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En particular, si A es infinito, su cardinal excede cualquier nimero natural, es
decir, para todo n € N, |A| > n.

Teorema 6 (N es infinito) El conjunto N no es finito.

Demostracion. Supongamos, por absurdo, que N es finito. Entonces el conjunto
N tendria un maximo m. Sin embargo, por la definicion de sucesor, m + 1 es un
numero natural, es decir, m + 1 € N, y ademas m < m + 1. Esto contradice el
hecho de que m sea maximo de N. Por tanto, N no puede ser finito. 0

Llamaremos numerable a todo conjunto equipotente con N y a 1o sumo nume-
rable a todo aquel que se inyecta en N.

Definicion 34 (Numerable) Un conjunto A es numerable si|A| = |N|. Se dice que
es a lo sumo numerable si |A| < |N|.

La clase de los conjuntos numerables es notablemente estable, en el sentido
recogido en la siguiente proposicion.

Proposicion 8 (Uniones de conjuntos numerables) La union de dos conjuntos
numerables es numerable.

Demostracion. Sean A = {a, | n € N} y B = {b, | n € N} enumeraciones de Ay
B. Construimos una sucesion (c;)reny definiendo co,, = an, c2ny1 = by, (n € N).
Entonces {¢; | ¥ € N} contiene a todos los elementos de A U B, luego AU B
es a lo sumo numerable. Como A U B es infinito (contiene a A), eliminando las
posibles repeticiones de la sucesion (¢;) obtenemos una nueva sucesion (di)ren
de elementos distintos cuya imagen es exactamente A U B. La aplicacion k — dj,
es una biyeccion N — AU B, por lo que AU B es numerable. 0

Teorema 7 (Z y Q numerables) El conjunto de los enteros 7 y el conjunto de los
racionales Q son numerables.

Demostracion.
(1) Z numerable. Podemos escribir Z = {0,1,2,3,...} U {—1,-2,-3,...}. El sub-
conjunto {0,1,2,...} es equipotente a N mediante la identidad, y

f:N—={-1,-2,-3,...}, f(n)=—-(n+1),

es una biyeccion, de modo que {—1, -2, -3, ...} también es numerable. Como la
union de dos conjuntos numerables es numerable, se concluye que Z es nume-
rable.

(2) Q numerable. Véase un ejemplo de demostracion en el siguiente Capitulo 3,
concretamente en la Subseccion 3.2.2. O

Definicion 35 (Aleph-cero) Se introduce el simbolo ¥, (aleph-cero) para denotar
la cardinalidad de cualquier conjunto numerable. Asi, |[N| = |Z| = |Q| = No.

En la Subseccion 2.5.1 retomaremos estas operaciones a nivel cardinal y, en
particular, las identidades basicas para .
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El panorama del infinito no se agota en lo numerable: existen cardinalidades
estrictamente mayores que Xy. El ejemplo paradigmatico es el conjunto de los
numeros reales, que es no numerable.

Teorema 8 (No numerabilidad de R (Cantor)) ElconjuntoR de los niimeros reales
es no numerable.

Una demostracion especialmente ilustrativa de este resultado, basada en el mé-
todo diagonal de Cantor, puede encontrarse mas adelante en el capitulo de pa-
radojas (véase Subseccion 3.2.2).

En la siguiente seccion, el Teorema 10 mostrara el resultado general |[P(X)| >
|X|; en particular, |P(N)| > |N|. Por su parte, remitimos a la Subseccion 2.5.2
para la identificacion de la cardinalidad del continuo y sus consecuencias.

2.5. Numeros cardinales

2.5.1. Aritmética cardinal

Trabajaremos con operaciones entre cardinales que reflejan, a nivel de conjun-
tos, la union disjunta, el producto cartesiano y el conjunto de funciones. Usa-
remos que dos conjuntos son equipotentes si existe una biyeccion entre ellos, y
escribiremos |A| = x cuando el cardinal de A sea x.

Definicion 36 (Operaciones aritméticas de cardinales) Dados conjuntos disjun-
tos A,B con |A| =k y |B| = A, definimos

k+A:=|AUB| (ANB=1), k-A:=|AXx B, K> = |AB,
donde AP es el conjunto de funciones B — A.

Estas operaciones no dependen de los representantes concretos elegidos: si |A| =
|A’| y |B| = |B’|, entonces

JAUB| = |A'UB'|, |AxB|=|A"xB|, |AB|=]4"7].
La prueba combina biyecciones dadas A = A’, B = B’ con copias disjuntas,

productos de biyecciones y transporte por composicién en A%,

Proposicion 9 (Leyes basicas) La suma, producto y potencia de cardinales sa-
tisfacen las siguientes propiedades:

1. Conmutatividad: Kk + A=A+ K Yyr- A=\ k.

2. Asociatividad: k + (A +p) = (k+A)+pyr-(A-p)=(k-A) - p.

3. Distributividad: - (\+ ) = K- A+ K - p.

4. Monotonia: six; < ky Y A\ < A9, entonces k1 + A1 < ko + A2 Y k1 - A\ < kg - Ag.

Para probarlas, bastaria con traducir cada operacion con cardinales a la opera-
cion correspondiente con conjuntos y construir biyecciones explicitas que mues-
tran la conmutatividad, asociatividad, distributividad y monotonia de estas ope-
raciones.
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Teorema 9 (Leyes de exponentes) La suma, producto y potencia de cardinales
satisfacen las siguientes propiedades:

1. kM = A gH,
2. (KMH = M,
3. (k- A)HF =gl

Demostracion. Para esta demostracién se ha de interpretar x* como el cardinal
del conjunto de funciones cuyo dominio tiene cardinal A y codominio tiene cardi-
nal k. Con esta lectura: (1) corresponde a descomponer el dominio en una uniéon
disjunta de dos partes (de cardinales A y u), (2) a identificar una familia de fun-
ciones indexada por un conjunto de tamafio p con una sola funciéon definida en
el producto de dominios (de tamarno A - u), y (3) a elegir, para cada punto del do-
minio, un par formado por un valor en un conjunto de tamarno « y otro en uno de
tamano A, lo que equivale a elegir de manera independiente cada componente.
Una demostracion detallada puede encontrarse en [11, pags. 95-96]. 0

El crecimiento de potencias de conjuntos esta controlado por el resultado clasico
de Cantor:

Teorema 10 (Conjunto potencia: version general de Cantor) Para todo conjun-
to X, se cumple |P(X)| > | X]|.

Demostracion. Consideremos la aplicacion i : X — P(X), i(z) = {z}. Sii(z) =
i(y), entonces {z} = {y} y, por extensionalidad, z = y, de modo que i es in-
yectiva y obtenemos |X| < |P(X)|. Nos falta ver que no existe ninguna aplica-
cién sobreyectiva de X sobre P(X). Sea f : X — P(X) arbitraria y definamos
S:={x e X |z ¢ f(x)}. Afirmamos que S no esta en la imagen de f. En efecto,
si existiera z € X tal que f(z) = S, por la definicion de S tendriamos z € S siy
s6lo si z ¢ f(z) =S, lo cual es imposible. Por tanto ninguna aplicacion X — P(X)
es sobreyectiva. En conclusion, se cumple |X| < |P(X)|y, ademas, |X| # |P(X)
por lo que necesariamente | X| < |P(X)]|. O

’

Interpretando subconjuntos como funciones caracteristicas X — {0,1} se obtie-
ne ademas

PO =2,

por lo que el Teorema 10 afirma que para todo cardinal x se tiene v < 2. En
particular, no existe un cardinal maximo.

2.5.2. La cardinalidad del continuo

Como caso testigo de la aritmética cardinal, conviene entender bien como se
comporta el cardinal Xy y como se relaciona con el cardinal de los nuimeros
reales.

Proposicion 10 (Aritmética con X,) Para todon € N conn > 0:
1. n+ Ng = Ng.
2. n- NO = No.
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3. N = Rg.

Estas igualdades se obtienen combinando desigualdades cardinales evidentes, el
hecho de que la union y el producto de conjuntos numerables siguen siendo nu-
merables, y una aplicacion del teorema de Cantor-Bernstein (Teorema 5). Ade-
mas, estas biyecciones admiten una interpretacion muy intuitiva en términos del
Hotel infinito de Hilbert, que se describira con detalle en la Subseccion 3.2.4.

El siguiente resultado fija el cardinal del conjunto de los nimeros reales y sirve
de referencia para el resto del capitulo.

Teorema 11 (Cardinalidad del continuo) Se cumple [R| = 2%,
Demostracion. Dividiremos la prueba en varios pasos.
1) Identificacién de 2% con P(N).

Sea {0,1}" el conjunto de todas las sucesiones binarias (a,),cy. Por definicion
de potencia de cardinales,
{0, 1}1| = 2%,

Por otra parte, a cada subconjunto A C N le asociamos su funcion caracteristica

x4 :N—{0,1},
(n) 1 sineA,
n)—=
xa 0 sing A
La aplicacion A — x4 induce una biyeccion entre P(N) y {0,1}Y (a cada suce-
sion binaria le corresponde un tnico subconjunto de N, y reciprocamente). En
consecuencia,
[P(N)| = [{0,1}] = 2%.
2) Una inyeccion P(N) — (0,1).

Definimos una aplicacién ¢ : P(N) — (0,1) asociando a cada subconjunto A C N

el namero real
O(A) =) 107"
nc€A
Esta serie converge y define un numero en (0, 1), cuya expansion decimal co-
mienza por 0.dydads . ... Dos subconjuntos distintos A # B producen secuencias
de digitos distintas, y por tanto numeros distintos. Asi, ¢ es inyectiva, y se ob-

tiene
P(N)[ < [(0, 1)].

3) Una inyeccion (0,1) — P(N).
Todo numero real z € (0,1) admite al menos una expansion decimal
z = 0.a1az2a3. .., an €{0,1,...,9}.

La unica posible ambigltiedad proviene de las expansiones que terminan en una
cola infinita de 9. Por convenio, para cada z elegimos la expansiéon que no ter-
mina en una cola infinita de 9; de este modo, cada = € (0,1) queda asociado a
una Unica sucesion de digitos (a,)nen.
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Codificamos ahora esos digitos como subconjuntos de N. Por ejemplo, fijemos
una biyeccion fija 7 : N x {0,1,...,9} — N, y para cada z € (0,1) con expansion
0.a1asas . .. definimos

E(@)={n(nk)|neN, 0<k<a,} C N

Si x # y, sus expansiones decimales canoénicas difieren en algun digito, digamos
am # by esto implica E(x) # E(y), luego la aplicacion ¥ : (0,1) — P(N), ¥(x) :=
E(x), es inyectiva. Por tanto,

(0, 1)] < [P(N)].

4) Conclusion.

De los pasos 2) y 3) obtenemos
[PN)| < [0, )] < [PN)],
y por el teorema de Cantor-Bernstein (Teorema 5) se concluye
(0,1)] = [P(N)]
Finalmente, ya sabemos que (0,1) y R son equipotentes, de modo que
R| = [0, 1)] = [P(N)| = 2%.
O

En adelante llamaremos cardinalidad del continuo al cardinal 2% y lo denota-
remos por c. Asi, |R| = ¢y, de manera equivalente, 2| = ¢. Con esta notacion,
las operaciones finitas no modifican el tamano del continuo:

Proposicion 11 (Operaciones con el continuo) Para todon € N, n > 0:
I.n+c=c
2.n-c=c
3. ¢"=c

Demostracion. Recordemos que ¢ = 2% y que ¥y < ¢ (Teoremas 8 y 11). Usaremos
ademas que Ny + Xg = Ng y Ng - Xg = Ny (Proposicion 10) y las leyes de exponentes
(Teorema 9).

(1) Para la suma, encajamos n + ¢ entre dos copias de c:
c<n+c<Ng+c<c+c=2-c=c

Por el teorema de Cantor-Bernstein (Teorema 5) se obtiene n + ¢ = c.

(2) Para el producto se procede de forma analoga:
c§n~c§No-c§c-c:c2:c,
de donde, de nuevo por Cantor-Bernstein, n - ¢ = c.

23
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(3) Para la potencia, usamos que n > 0:

c< "< Moo=

Aplicando una vez mas Cantor-Bernstein concluimos ¢" = «. O

En particular, muchas construcciones habituales comparten la cardinalidad del
continuo. Por ejemplo, para todo n € N con n > 0 el espacio euclideo R" tiene
cardinalidad ¢; en el caso n = 2 esto dice que el plano real R? tiene cardinalidad .
Como el cuerpo de los complejos C se identifica canénicamente con R? mediante
r +iy <= (x,y), también se cumple |C| = ¢. Ademas, el conjunto de todas
las sucesiones infinitas de reales se puede ver como RY, y de igual modo las
sucesiones de naturales forman NY; en ambos casos la cardinalidad vuelve a ser
c.

Ademas, eliminar un subconjunto numerable no reduce el tamano del continuo:
si A es numerable y B satisface |B| = ¢, entonces |B \ A| = ¢. En efecto, B se
descompone como unién disjunta B=A U (B \ A), de modo que

Bl = [A[ +[B\ Al = Ro + B\ Al

Por la Proposicion 11, sumar un cardinal numerable no aumenta el continuo,
asi que necesariamente |B \ A| =c.

Como consecuencia inmediata, también tienen cardinalidad ¢ los numeros irra-
cionales, el conjunto de todos los subconjuntos infinitos de N y el de las bi-
yecciones N — N, ya que en cada caso se obtienen a partir de un conjunto de
cardinalidad ¢ eliminando tiinicamente un subconjunto numerable.

Finalmente, situamos la cuestion estructural que guiara varias referencias pos-
teriores: ¢existen cardinales intermedios entre lo numerable y el continuo?

Definicion 37 (Hipotesis del Continuo) La Hipétesis del Continuo afirma que
no existe un cardinal  tal que

Ng <k <c.

En otras palabras, cualquier subconjunto infinito de R tiene cardinalidad nu-
merable o bien la del continuo.

En presencia del Axioma de Eleccion (ZFC) todo conjunto puede ser bien ordena-
do, y cada cardinal infinito es equipotente con un inico ordinal inicial. Estos
ordinales iniciales se indexan como Ny, Ny, Ny, ... N,, ..., de modo que ¥; es, por
definicién, el menor cardinal estrictamente mayor que X, (véase, por ejemplo,
([11, pags. 98-101]). En este contexto, la Hipotesis del Continuo es equivalente
a la igualdad ¢ = 2% = X;. En ausencia del Axioma de Eleccion la situacion es
mas sutil: no todo conjunto es bien ordenable, el continuo puede no coincidir
con ningun ¥,, y la formulacion habitual de CH deja de ser equivalente a la
identidad 2% = ¥;.
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2.6. Numeros ordinales

2.6.1. Conjuntos bien ordenados

De manera informal, diremos que un orden es bueno cuando siempre existe un
“punto de partida”: al considerar cualquier coleccion no vacia de elementos, hay
uno que aparece antes que todos los demas segun la relacion <.

Definicién 38 (Bien ordenado) Un par (W, <) esta bien ordenado si < es un
orden lineal en W y todo subconjunto no vacio de W tiene un minimo.

Resulta util fijar la nocion de segmento inicial como el conjunto de todos los
predecesores de un punto. La utilidad de los segmentos iniciales es que capturan
la idea de “todo lo que viene antes” de un punto del orden; seran la pieza clave
al comparar dos conjuntos bien ordenados.

Definicion 39 (Segmento inicial) Sea (W, <) bien ordenado. Un subcorjunto S C
W es un segmento inicial si existe a € W tal que

S={zxeW: z<a}.
Al punto a lo llamaremos el corte que determina S.

Diremos que dos conjuntos ordenados (A,<4)y (B, <p) son isomorfos si existe
una biyeccion f : A — B tal que, para cualesquiera z,y € A,

r<ay = f(z)<B [y
En ese caso, f se llama un isomorfismo de 6rdenes entre (A4,<4)y (B, <p).

Con esta nocion, cualesquiera dos conjuntos bien ordenados se comparan de
forma canonica: o bien son isomorfos, o bien uno es isomorfo a un segmento
inicial del otro. La siguiente proposicion precisa este principio de comparacion.

Proposiciéon 12 (Comparacion de bien ordenados) Si (W, <;) y (Ws, <2) son con-
Jjuntos bien ordenados, entonces exactamente una de las siguientes alternativas
ocurre:

1. Wy y W5 son isomorfos;

2. Wi es isomorfo a un segmento inicial de Ws;

3. W, es isomorfo a un segmento inicial de W;.
En todos los casos, el isomorfismo es tinico.

La demostracion de este resultado excede el alcance de este trabajo, por lo que
la omitimos. Puede consultarse en [11, pags. 105-106].

2.6.2. Numeros ordinales

Recordemos que (N, <) es un conjunto bien ordenado (Teorema 3); los ordina-
les extienden esta situacion a érdenes transfinitos. Diremos que un conjunto
T es transitivo si todo elemento de T es a su vez subconjunto de 7. Con esta
terminologia, definimos los numeros ordinales como sigue.
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Definicién 40 (Ordinal) Un conjunto o es un ordinal si es transitivo y esta bien
ordenado con la relacion de pertenencia €.

Proposicion 13 (Sucesor ordinal) Sia es ordinal, entonces su sucesor S(a) tam-
bién es ordinal.

Demostracion. Por definicién, S(a) = a U {a} es un conjunto transitivo. Ademas,
a U {a} esta bien ordenado por €, siendo « su mayor elemento, y o C a U {a}
el segmento inicial determinado por a. En consecuencia, S(«) es un numero
ordinal. O

Los naturales se insertan de manera canonica en la jerarquia ordinal.

Proposicion 14 (Naturales como ordinales) Todo niuimero natural es un ordi-
nal.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre n € N.

Para n = 0, recordemos que 0 := (). El conjunto vacio es transitivo y (0, €) esta
bien ordenado: cualquier subconjunto no vacio de ) es imposible, de modo que
la condicion de existir un minimo se satisface de forma trivial. Por tanto, 0 es un
ordinal.

Supongamos ahora que n es un ordinal. Entonces su sucesor n* := nU {n} es
también un ordinal, por la Proposicion 13. Por la construccion usual de los
naturales, n* = n+ 1. De este modo, siempre que n sea un ordinal, también lo es
n + 1, y por induccion tenemos que todo natural n € N es un ordinal. O

Como consecuencia, N es un conjunto de ordinales que contiene a 0 y es cerrado
por sucesor. Ademas, ya sabemos que es infinito y minimal entre los conjuntos
inductivos (Proposicion 5).En la teoria de ordinales se define w precisamente
como el menor ordinal infinito, es decir, como el menor conjunto de ordinales
que contiene a 0 y es cerrado por sucesor.

El orden < entre ordinales hereda las buenas propiedades de los conjuntos bien
ordenados. En particular, dados ordinales «a y 3, siempre se cumple exactamente
una de las tres posibilidades a < 3, « = 3, o bien 8 < «, de modo que el orden es
lineal. Ademas, todo subconjunto no vacio de ordinales tiene minimo respecto
de <, en este sentido, la propia clase de los ordinales esta bien ordenada por <.

Una consecuencia importante es que no existe un conjunto que contenga a todos
los ordinales. En efecto, supongamos que existe un conjunto X cuyos elementos
son todos los ordinales. Como todo ordinal es transitivo, la union

ye=JX

es también transitiva, y (v, €) esta bien ordenado (hereda el buen orden de los
elementos de X). Por tanto, v es un ordinal. Pero entonces, al ser v un ordi-
nal, deberia pertenecer a X, lo que implicaria v € v, en contradiccién con la
Proposicion 15. Concluimos que no existe un conjunto de todos los ordinales.

Proposicion 15 (Elementariedad) Sia es ordinal, entonces o £ «; ademds, todo
elemento de un ordinal es ordinal y, si o C 3, entonces a < f3.
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Demostracion. Como el orden < entre ordinales es, por construccion, un orden
estricto bien fundado, en particular es irreflexivo; por tanto, para todo ordinal «
se tiene a £ a.

Sea ahora < a. Demostraremos que § es un ordinal. Como « es transitivo y
B <a,siu<v<f,setiene u,v < a, y por tanto u < 3, ya que <, es una relacion
de buen orden. Asi, § es transitivo. Ademas, dado que 3 C a, la relacion <g es la
restriccion de <, a 3, y puesto que <, es un buen orden, también lo es <z. En
consecuencia, § es un ordinal.

Por ultimo, probemos que si a < 3, entonces a € 5. Dado que 8\ «a es un sub-
conjunto no vacio de 3, el buen orden de <z garantiza que posee un menor
elemento v. Por construccion, v £ ay v C aU {y} C 5. Supongamos, por absur-
do, que o £ 5. Entonces a y 7 serian elementos de 3y, por tanto, o bien v < «
o bien « < ~. Pero la primera opcion contradice v £ «a, y la segunda implica que
a < [, como queriamos. 0

Todas estas propiedades elementales permiten identificar exactamente los ordi-
nales finitos con los numeros naturales.

Proposicién 16 (Ordinales finitos) Los nitimeros naturales son exactamente los
numeros ordinales finitos.

Demostracion. Por la Proposicion 14, todo n € w = N es un ordinal y, ademas,
finito. Veamos la direccion reciproca.

Sea « un ordinal finito. Supongamos, buscando una contradiccion, que no se
cumple o« < w. Como « y w son ordinales, por la comparacion de ordinales solo
pueden darse tres casos: o < w, @ = w, w < a. Nuestra hipotesis descarta el
primero. Ademas, « es finito mientras que w es infinito, asi que tampoco puede
ocurrir a = w. Por tanto, debe cumplirse w < a.

Por la definicion del orden entre ordinales, de w < « se sigue w € «. Como todo
ordinal es transitivo, de w € « se deduce w C «, de modo que « contiene un
subconjunto infinito. Esto contradice que « sea finito.

En consecuencia, nuestra suposicion inicial es imposible y debe ocurrir o < w,
equivalentemente, o« € w. Es decir, a es un numero natural. 0

Teorema 12 (Representacion por ordinal) Todo conjunto bien ordenado es iso-
morfo a un tnico ordinal, llamado su tipo de orden.

La demostracion de este resultado se aleja del alcance de este trabajo, por lo que
la omitimos. Obsérvese que el teorema extiende al caso transfinito el fen6meno
que ya hemos probado para los casos finitos: todo conjunto bien ordenado finito
es isomorfo a un unico numero natural (visto como ordinal). En esta memoria
solo se demuestra en detalle la version finita; una prueba completa del caso
general puede consultarse, por ejemplo, en [11, pags. 111-112].

Ahora, recordemos que identificamos w con N (Definicion 26) y que el orden
natural esta bien fundado (Teorema 3). El principio de induccién transfinita
extiende la induccion sobre w al universo de los ordinales: para demostrar una

27



Capitulo 2. Teoria de conjuntos: nociones y conceptos basicos

propiedad P(«) para todo ordinal «, basta suponerla heredada de todos los or-
dinales menores.

Teorema 13 (Induccién transfinita) Sea P(«) una propiedad definida para los
ordinales. Supongamos que para cada ordinal o se cumple lo siguiente: Si P(/3)
es verdadera para todo ordinal < «, entonces P(«) también es verdadera. Bajo
esta hipétesis, P(«) es verdadera para todo ordinal c.

Demostracion. Supongamos, por absurdo, que existe alguan ordinal v que no sa-
tisface P, es decir, que P(y) es falsa, y consideremos el conjunto S := {5 <
v | P(B) es falsa}. Por hipétesis, S es no vacio; ademas, S C v+ 1y, como to-
do segmento inicial de ordinales esta bien ordenado por <, el conjunto S tiene
un menor elemento, que denotamos por «. Entonces, por la minimalidad de «
en S, para todo § < « se cumple P(53). Aplicando ahora la hipétesis de induc-
cion transfinita al ordinal «, concluimos que también debe cumplirse P(«a), lo
que contradice la definicion de S, mostrando que S debe ser vacio, es decir, no
hay ordinales que fallen la propiedad P. Por tanto, P(«) es verdadera para todo
ordinal a. .

En la practica se utiliza con frecuencia la siguiente version “por casos” de la
induccién transfinita: si se verifica P(0), la herencia al sucesor P(«a) = P(a+ 1)
y, para ordinales limite «, la validez de P(3) para todo 5 < « implica P(«a),
entonces P(«a) es verdadera para todo ordinal «.

Teorema 14 (Recursion transfinita) Sea g una regla de asignacion que, a cada
Juncién h con dominio un ordinal « (es decir, h : « — U para algun universo fijo de
conjuntos U), le asocia un objeto g(h). Entonces existe una tnica funcion f cuyo
dominio es la clase de los ordinales tal que f(«) = g(f | o), para todo ordinal a.

Para la demostracion de este teorema, se construye f por induccion transfinita:
para cada ordinal « se supone ya definida la restriccion f | o y se fija f(«a) =
g9(f | @). La induccién transfinita garantiza que estas definiciones parciales son
compatibles y dan lugar a una unica funcion f definida en todos los ordinales.

2.6.3. Aritmética ordinal

Al igual que en la aritmética cardinal (Subseccion 2.5.1), ahora definimos la
suma, el producto y la exponenciacion de ordinales por recursioén en el segundo
argumento. Sin embargo, aqui las operaciones codifican tipos de orden y, en
general, no son conmutativas.

Definicion 41 (Suma, producto y potencia de ordinales) Sea 5 un ordinal fi-
Jjo. Para cualquier ordinal o y cualquier ordinal limite A definimos, por induccion
transfinita en el segundo argumento:

1. Suma ordinal:

B+0=5, B+(a+1)=(B+a)+]1, B+A=sup{B+7y: v<A}

2. Producto ordinal:
B-0=0, B-(a+l)=(B-a)+h,  B-A=sup{f-y: y<A}
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3. Exponenciacion ordinal:
BO=1,  ptl=p".5, B =sup{f: v <A}

Proposicion 17 (Leyes basicas) La suma y el producto ordinales son asociati-
vos y monotonos a la derecha; en general no conmutan. Hay cancelacion a
la izquierda: si 3 + a1 = 8 + as, entonces a; = as.

Demostracion. La suma y el producto ordinales se han definido por recursion
transfinita en el ultimo argumento. A partir de esa definicion, la asociatividad
y la monotonia a la derecha se obtienen mediante induccion transfinita sobre
dicho argumento, entendiendo 5 + « (resp. 5 - ) como el resultado de “pegar al
final” copias ordenadas del tipo correspondiente. Para una demostracion deta-
llada remitimos a [11, pags. 120-122]. O

La interpretacion por tipos de orden conecta estas operaciones con construc-
ciones sobre conjuntos bien ordenados. Trabajaremos con copias disjuntas de
los conjuntos involucrados.

Definicion 42 (Suma ordenada) Sean (W, <) y (Wa, <3) bien ordenados y dis-
Jjuntos. Definimos su suma ordenada como el conjunto W1 U W, con la relacion:

a,beWiya<ib, o
a < b+ qabeWaya<ab, o0
a€e Wy, be Ws.

Es decir, todos los elementos de W, preceden a todos los de W», y dentro de cada
bloque se mantiene el orden original.

Definicién 43 (Ordenes lexicogrifico y antilexicografico) Sean (o, <) y (3, <)
ordinales, e interpretamos a x § como producto cartesiano.

1. El orden lexicogrdfico compara primero la primera coordenada:

(a,b) <jex (a',b') < a<d obien(a=d yb<¥).

2. El orden antilexicografico compara primero la segunda coordenada:

(a,b) <antilex (a',V)) <= b<b obien(b=V ya<d).

Ambos definen buenos ordenes en a X 3.

Proposicion 18 (Interpretacion por tipos de orden) Sea (W, <)y (Ws, <2) bien
ordenados de tipos a1 Yy as. Entonces:

1. La suma ordenada “W; seguida de W5 ” tiene tipo a1 + ao.
2. Ena x 3, la orden antilexicografica tiene tipo o - 8 y la lexicogrdfica, tipo

8- a.
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No daremos la prueba en detalle. En ambos casos se construyen isomorfismos
explicitos entre los 6rdenes considerados y los ordinales correspondientes (para
la suma, una union disjunta ordenada; para el producto, los 6rdenes lexicogra-
fico y antilexicografico sobre « x ). Ademas, se puede entender de una forma
intuitiva en la que a3 + a3 representa “recorrer primero todos los elementos de W;
y después todos los de W,”, mientras que « - § corresponde a “ copias consecu-
tivas del orden «”. En particular, si identificamos w conelorden0 <1 <2< ---,
podemos describir explicitamente algunos ordinales basicos:

1. w+1 es la sucesion
0<l<2< - <w,

es decir, todos los naturales seguidos de un nuevo maximo.

2. w+w =w -2 es dos copias consecutivas de w:
0<I<K2< " <w<w+l<w+2<--,

donde el “bloque” {w + n : n € w} viene después de todos los naturales.

3. w? = w-w puede verse como w bloques consecutivos, cada uno ordenado
como w:

0<1<2<  <w<w+l<wH+2< <w-2<w-24+1< - <w-3 <+,

donde para cada n € w el segmento {w-n + k : k € w} es una copia de w, y
los bloques se suceden en el ordende n =0,1,2,....

Finalmente, todo ordinal positivo admite una representaciéon canénica como
suma finita de potencias decrecientes de w con coeficientes naturales. Esto es la
forma normal de Cantor:

Teorema 15 (Forma normal de Cantor) Todo ordinal o > 0 se escribe de mane-
ra unica como
a=wl ky 4+ W .k2+...+wr3n.]{;m

donden>1, 1 > o > --- > 3, sonordinales y ky,...,k, € N, k; > 0.

Asi, por ejemplo, w = w' -1, w+3=w!' - 1+w’-3, w-2=w!'- 2, yw? +5w+7=
w? -1+ w!'-5+w’. 7. Ordinales mas grandes, como w*, también admiten una
expresion de este tipo (en este caso, simplemente w* = w* - 1). De este modo,
muchas cuestiones sobre la aritmética ordinal pueden trasladarse al estudio de
los exponentes y coeficientes que aparecen en su forma normal.

La demostracion de este resultado se aleja del alcance de este trabajo, por lo que
la omitimos. Puede consultarse, por ejemplo, en [11, pags. 124-125].

2.7. Cardinales y ordinales: numeros aleph
En esta seccién usamos de forma esencial el Axioma de Eleccion (Axioma 10):

bajo ZFC, todo cardinal infinito es equipotente con un anico nimero aleph X,
lo que nos permite indexar la escala de cardinales infinitos mediante ordinales.
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2.7.1. Ordinales iniciales

Hasta ahora hemos identificamos cardinalidades como clases de equipotencia
de conjuntos, y, en el caso bien ordenado, cada clase tiene un tipo de orden
representado por un ordinal (Teorema 12). Ahora refinamos esta situacion se-
leccionando, dentro de cada cardinalidad bien ordenable, un primer ordinal
que la represente.

Definicion 44 (Ordinal inicial) Un ordinal o es ordinal inicial si no existe nin-
gun § < « tal que || = |«|.

Es decir, « es el menor ordinal que tiene su cardinalidad. Entre los primeros
ejemplos, todos los nimeros naturales son ordinales iniciales. También w lo es
(no es equipotente con ningun natural); en cambio, ordinales como w + 1, w + 2,
w -2 o w* siguen siendo numerables, es decir, tienen la misma cardinalidad que
w, de modo que no son iniciales.

Por la Proposicion 12, toda clase de equipotencia de conjuntos bien ordenados
contiene a lo sumo un representante “mas pequeno” (segmento inicial). De ahi
se deduce que dentro de cada cardinalidad bien ordenable hay, como mucho,
un ordinal inicial que la represente.

Teorema 16 (Representante inicial) Si (W, <) es un conjunto bien ordenado, en-
tonces W es equipotente con un tinico ordinal inicial.

Demostracion. Por el Teorema 12, W es equipotente a algun ordinal «. Sea «ay
el menor ordinal equipotente con W. Entonces «( es inicial: si existiera 8 < ag
con |3 = |ag|, tendriamos |W| = |ag| = |5], y S seria también equipotente con W,
contradiciendo la minimalidad de «y.

Para la unicidad, si ay # «; son ordinales iniciales equipotentes con W, sin
pérdida de generalidad oy < «a;. Pero entonces |ag| = |a1|, lo que contradice que
a7 sea inicial. O

Esto motiva identificar, para conjuntos bien ordenables, su cardinalidad con
dicho representante inicial. Si un conjunto W es bien ordenable, llamaremos
numero cardinal de W al unico ordinal inicial equipotente con €I, y lo denota-
remos por |W|. En particular, |w| = Xy para todo conjunto numerable y [W| =n
cuando W es finito de n elementos.

Apoyandonos en el Teorema 14, definimos por recursion transfinita la sucesion
de ordinales iniciales infinitos:

Definicion 45 (Sucesion (w, ), de ordinales iniciales)

wo = w, Wat1 = h(wa), we =sup{ws : B < a} sia es limite (a #0).

Con esta construccion, cada w, es un ordinal inicial infinito, y reciprocamente,
todo ordinal inicial infinito coincide con algun w,; la sucesion (w,), recoge, por
tanto, exactamente y sin repeticiones todos los ordinales iniciales infinitos. En
particular, todo conjunto bien ordenable es equipotente con un unico ordinal
inicial, y podemos identificar su cardinal con dicho representante. Esto motiva
la notacion estandar siguiente:
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Definicion 46 (Nameros R) Para cada ordinal «, definimos el numero aleph co-
rrespondiente por
No = Wa,

en particular, g = wg = w.

2.7.2. Aritmética de los alephs

Trabajaremos con la aritmética cardinal introducida en la Subseccion 2.5.1
(véanse Definicion 36 y Proposicion 9).

En particular, para X valen las identidades de la Proposicion 10:
No+n=Ny, Ng+R;3=Ry, Ng:-Ng=2Ng (neN, n>0).

En el nivel transfinito, la situaciéon es analoga: el producto de un aleph por si
mismo no aumenta su cardinalidad.

Proposicion 19 (Producto de alephs) Para todo ordinal transfinito o, se cumple:
Ny - Ny = Ng.
Demostracion. Escribamos « := X,. Por definicion de los numeros aleph, x = |w,|.

En [11, pags. 134-136] se construye, mediante induccion transfinitia, un buen
orden en w, X w, y se prueba que

lwa X wal < |wa| = k.

Por otra parte, siempre existe una inyeccion w, — ws X ws, por ejemplo & —
(£,0), de donde se obtiene x < « - k. Aplicando el teorema de Cantor-Bernstein
(Teorema 5) concluimos « - s = x, es decir,

0

Como consecuencia directa se obtiene la regla del maximo para cardinales in-
finitos: si a < 3, la suma y el producto no sobrepasan Rg; en efecto,

NQ—FNB:NB y NQ'NB:NB.

Ademas, los finitos quedan absorbidos por cualquier aleph: para todo n € N (con
n > 0 en el caso del producto),

n+ N, =N, y n- Ny = N,

En resumen, en el ambito de los cardinales infinitos , la suma y el producto
quedan determinados por el mayor de los dos operandos; anadir o multiplicar
por un finito no altera el tamafo una vez alcanzado el umbral infinito.
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Capitulo 3

Paradojas matematicas y su
relacion con la teoria de
conjuntos

En el capitulo anterior hemos fijado el marco axiomatico de Zermelo-Fraenkel,
con y sin Axioma de Eleccion (ZF/ZFC), y hemos desarrollado las nociones ba-
sicas de cardinalidad (Seccion 2.4), ordinales y numeros aleph (Secciones 2.6
y 2.7). Este marco proporciona un lenguaje preciso para hablar de conjuntos,
funciones, relaciones y tamanos del infinito, y es el escenario en el que se for-
mulan los resultados posteriores de este trabajo. Historicamente, sin embargo,
la teoria de conjuntos nacié en un contexto mucho mas intuitivo, cercano a la
teoria ingenua de conjuntos, donde se asumia que cualquier propiedad deter-
mina un conjunto. Fue precisamente en ese marco donde aparecieron una serie
de paradojas que pusieron en tension los fundamentos de las matematicas y
forzaron la adopciéon de un tratamiento axiomatico mas cuidadoso.

En este capitulo analizaremos tres focos paradigmaticos de inconsistencia. En
primer lugar, las paradojas de la comprension irrestricta, cuyo caso central
es la paradoja de Russell (Paradoja 1), muestran que el principio de compren-
sion irrestricta es insostenible y conduce a distinguir entre clases y conjuntos,
y a sustituirlo por el Axioma del Esquema de separacion de Zermelo (Axio-
ma 3). En segundo lugar, las paradojas ligadas a la cardinalidad del infinito,
donde fenémenos como la equipotencia entre un conjunto infinito y una parte
propia del mismo (Galileo, Paradoja 4), la biyeccion entre un intervalo y un cua-
drado (Paradoja 5), la contradicciéon al formar un conjunto universal (Cantor,
Paradoja 6), o el hotel de Hilbert (Subseccion 3.2.4) ilustran el comportamiento
contraintuitivo de los cardinales infinitos (Seccion 2.4 y Subseccion 2.5.2). Por
ultimo, las paradojas de la buena ordenacion: la paradoja de Burali-Forti (Pa-
radoja 9), que surge al intentar reunir “todos los ordinales” en un tnico conjunto
y esta estrechamente relacionada con la estructura de la clase de los ordinales
y con el papel de los axiomas de Reemplazo y Regularidad (Axiomas 8 y 9y
Secciones 2.6 y 2.7), y la paradoja de Banach-Tarski (Paradoja 10), donde el
Axioma de Eleccion (Axioma 10) permite descomposiciones geométricas con-
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traintuitivas en R3.

Comprender cada una de estas paradojas no solo significa asomarse a los pro-
blemas que desafiaron a los matematicos de principios del siglo XX, sino también
entender por qué la teoria de conjuntos moderna necesité una base axiomatica
solida para sostenerse.

3.1. Paradojas de la comprension irrestricta

En el Capitulo 2 hemos fijado el lenguaje y las reglas basicas de formacion de
conjuntos dentro de ZF/ZFC, en particular la distincion entre conjuntos y cla-
ses (Definicion 3) y el papel del Axioma del Esquema de separacion (Axioma 3)
como un sustituto controlado de la comprension ingenua. En esta seccion volve-
mos sobre esas nociones desde una perspectiva “negativa”: estudiamos qué falla
si se admite la comprension irrestricta y como, al combinarse con definiciones
autorreferenciales, aparece la paradoja de Russell (Paradoja 1).

3.1.1. El sistema logico de Frege

Alo largo de su vida, Gottlob Frege, matematico y 16gico aleman, formul6 dos sis-
temas logicos en su intento de definir los conceptos basicos de las matematicas
y derivar las leyes matematicas a partir de las leyes de la l6gica. En su libro de
1879, Begriffsschrift [3], desarroll6 un calculo de predicados de segundo orden
que utilizé tanto para definir conceptos matematicos como para enunciar y de-
mostrar proposiciones de interés. Sin embargo, en su obra en dos volumenes de
1893/1903, Grundgesetze der Arithmetik [4], [5], Frege amplio este sistema ana-
diendo como axioma lo que pensaba que era una proposicion puramente légica,
la llamada Ley Basica V. A partir de ella intent6 derivar los axiomas fundamen-
tales de la teoria de numeros. Desafortunadamente, la Ley Basica V resulté no
ser un principio l6gico inocuo, y el sistema resultante se mostré inconsistente al
estar sujeto a la paradoja de Russell.

Frege introdujo el operador de extension ¢, que asocia a cada concepto F' un
objeto ¢F, llamado extension de F, entendido como “la coleccion de todos los
objetos que caen bajo F”.

Definicion 47 (Operador de extensién) Para cada concepto F, se introduce un
objeto ¢ F (la extension de F) tal que, en notacion moderna,

rx€eF << F(x).

La pieza central del sistema es la Ley Basica V.
Axioma 11 (Ley Basica V) Para cualesquiera conceptos F' y G,
eF =eG < Vz (F(z) < G(x)).
Es decir, dos extensiones son iguales si, y solo si, sus conceptos correspon-

dientes coinciden en todos los objetos. La idea refleja la extensionalidad de los
conjuntos (Axioma 2), pero aplicada a las extensiones de conceptos.
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Ademas de la Ley Basica V, en el Grundgesetze ([4], [5]) aparece un resultado
de gran importancia conocido como el Teorema de Frege. Este afirma que, to-
mando como axioma el llamado Principio de Hume, es posible derivar en logica
de segundo orden los axiomas de Peano/Dedekind de la aritmética.

Axioma 12 (Principio de Hume)

#F =#G < df:F — G biyectiva.

Es decir, el numero de F-cosas es igual al numero de G-cosas si y solo si existe
una correspondencia biunivoca entre ambas (véase la nocion de equipotencia
en la Definiciéon 31). Véase [9] para una exposicion mas detallada del trabajo de
Frege.

A pesar de la elegancia y profundidad de este planteamiento, el sistema de Fre-
ge contenia un punto débil: la Ley Basica V, interpretada como un principio de
comprension irrestricta sobre extensiones. En 1901, Bertrand Russell descubrio
que de este principio se seguia una contradiccion insalvable; este hallazgo, co-
nocido como la paradoja de Russell, comprometia toda la construccion de los
Grundgesetze ([4], [5]) y motivo, en la direccion de Zermelo, la sustitucion del
principio de comprension irrestricta por el Axioma del Esquema de separacion
(Axioma 3).

3.1.2. La paradoja de Russell

La contradiccion descubierta por Russell puede formularse directamente en el
lenguaje de conjuntos. En la teoria ingenua se asume el principio de compren-
sion irrestricta, segun el cual para toda férmula ¢(x) con x como variable libre
existe el conjunto {z : p(z)}.

Definicion 48 (Comprension irrestricta) Para toda formula ¢(x) con x como va-
riable libre, existe el conjunto

{z:p(2)},
cuyos elementos son exactamente los objetos que satisfacen ¢(zx).
Sin embargo, si tomamos ¢(z) como “z € z” y definimos R = {z : « ¢ x}, obtene-

mos el conjunto de todos los conjuntos que no son miembros de si mismos (el
llamado conjunto de Russell).

Paradoja 1 (Paradoja de Russell) La paradoja aparece al preguntarse si R € R:
1. Si R € R, entonces por definiciéon debe cumplirse R ¢ R.
2. SiR ¢ R, entonces cumple la condicion para pertenecer a R, con lo cual R € R.

En ambos casos se llega a una contradiccion. El razonamiento puede incluso
formularse de manera mas general, sin referencia explicita al simbolo €, como
muestran analogias clasicas, como la del barbero, que veremos a continuacion.
Esto pone de manifiesto que el problema no es exclusivo de la teoria ingenua de
conjuntos, sino que refleja una dificultad l6gica mas profunda (véase [12] para
mas detalle).
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Paradoja 2 (Paradoja del barbero) “En cierto pueblo hay un barbero que afeita
a todos, y solo a aquellos, que no se afeitan a si mismos. ¢El barbero se afeita a
si mismo?”

1. Si el barbero se afeita a si mismo, entonces es un habitante que se afeita a
si mismo, y por la definicion no deberia afeitarse a si mismo.

2. Siel barbero no se afeita a si mismo, entonces es un habitante que no se afei-
ta a si mismo, y por definicion el barbero deberia afeitarlo, es decir, afeitarse
a si mismo.

De nuevo se alcanza una contradiccion en ambos casos (véase [18]). El patron
logico es el mismo que en la paradoja de Russell: un predicado definido “en
términos de si mismo” genera una situacion imposible.

Paradoja 3 (Paradoja de Grelling-Nelson) Consideremos los adjetivos “autolo-
gico” y “heterologico”. Un adjetivo es autolégico si se describe a si mismo. Por
ejemplo, la palabra “esdrujula” es autoldgica (ya que es una palabra esdrijula).
Un adjetivo es heteroldgico si no se describe a si mismo. Por lo tanto, “monosila-
bo” es una palabra heterolégica (porque tiene mds de una silaba). Aparentemente,
todo adjetivo ha de ser autoldgico o heteroldgico, pues cada uno se describe a si
mismo o no. La paradoja surge al preguntar: “;es heterologico una palabra hete-
rolégica?”

1. Si respondemos que no, entonces “heteroldégico” seria autolégico, lo cual sig-
nifica que se aplica a st mismo y, por tanto, deberia ser heteroldgico.

2. Sirespondemos que si, entonces “heteroldgico” es heteroldgico, lo cual signi-
Jfica que no se aplica a st mismo y, por tanto, no es heterolégico.

De nuevo, en ambos casos se alcanza una contradiccion (véase [13]). Tanto la pa-
radoja del barbero como la de Grelling-Nelson ilustran, en ambitos diferentes,
la misma dificultad l6gica que subyace a la paradoja de Russell; la autorreferen-
cia no restringida conduce a contradicciones inevitables.

La paradoja de Russell pone de manifiesto que no basta formular una propie-
dad para garantizar la existencia del “conjunto de todos los objetos” que la sa-
tisfacen. Algunas colecciones son demasiado grandes para ser conjuntos. Para
tratarlas adecuadamente conviene distinguir entre conjuntos y clases, segun la
terminologia fijada en la Definicion 3.

La respuesta fue la axiomatizacion de la teoria de conjuntos. La primera formu-
lacion rigurosa se debe a Ernst Zermelo (1908) (cf. Subseccion 2.1.2), motivada
por la necesidad de fijar principios de formacion de conjuntos libres de contra-
dicciones. En el sistema de Zermelo-Fraenkel, la paradoja de Russell se evita
gracias al Axioma de Separacion (Axioma 3), que sustituye al principio de com-
prension irrestricta: ya no se postula que toda propiedad determina un conjunto,
sino que so6lo se permiten subconjuntos de un conjunto dado definidos por una
condicion.

De este modo, colecciones como la de todos los conjuntos, la de todos los or-
dinales o la definida por R = {z : =z ¢ z}, no se consideran conjuntos, sino
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clases propias. La nocion de clase propia permite describir estas colecciones
sin poner en riesgo la consistencia del sistema, mientras que axiomas como el
de Separacion, Reemplazo y Regularidad (Axiomas 3, 8 y 9) garantizan que solo
se forman conjuntos a partir de otros ya existentes siguiendo reglas controladas.
En este sentido, la teoria ZF (y su extension con el Axioma de Eleccion, ZFC) se
ha consolidado como el marco estandar para el desarrollo de las matematicas
modernas.

3.2. Paradojas de la cardinalidad del infinito

En la seccion sobre conjuntos finitos, numerables y no numerables (Seccion 2.4)
hemos introducido la nociéon de equipotencia (Definicion 31), la comparacion de
cardinalidades mediante inyecciones (Definiciéon 32) y los conceptos de conjun-
to finito, numerable y no numerable (Definiciones 33 y 34), asi como la no
numerabilidad de R (Teorema 8) y la identificaciéon del continuo con 2% (Teore-
ma 11). En esta seccion retomamos esos resultados desde una perspectiva mas
paraddjica, poniendo énfasis en los choques con la intuicién que motivaron su
descubrimiento.

3.2.1. Galileo y los cuadrados perfectos

Galileo Galilei, fisico y astronomo italiano, senala en los Discorsi [6] que los
numeros cuadrados (1, 4, 9, 16,...) parecen ser claramente menos que los nu-
meros enteros positivos (1, 2, 3, 4...), pues estos ultimos incluyen tanto a los
cuadrados como a muchos mas. Sin embargo, muestra a continuacion que estas
dos colecciones son iguales, ya que pueden ponerse en correspondencia uno a
uno (véase [16]).

En matematicas, la manera mas natural de comparar conjuntos no es contando
el namero de elementos de cada uno, sino estableciendo una correspondencia
uno a uno entre ellos. Dicho de otro modo, dos conjuntos tienen la misma cardi-
nalidad si existe una biyeccion entre sus elementos (Definicion 31). Un ejemplo
intuitivo consiste en pensar en un conjunto de cinco personas y un conjunto de
cinco pulseras. Para comprobar que ambos conjuntos poseen la misma cardi-
nalidad, no es necesario contar; basta con asignar a cada persona exactamente
una pulsera. Si, al final del proceso, no sobra ni falta ninguna, entonces he-
mos construido una correspondencia biyectiva y, por tanto, los conjuntos son
equipotentes.

Paradoja 4 (Paradoja de Galileo) El conjunto de los cuadrados perfectos
S:={n%: neN}
es equipotente a N, a pesar de que S C N.

La correspondencia se obtiene asignando a cada nimero natural n € N su cuadra-
do n?, definiendo la aplicacién f : N — S con f(n) = n?. La aplicacién es inyectiva,
pues si f(n) = f(m) entonces n?> = m? y, como n,m € N, se sigue n = m. Ademdas,
f es sobreyectiva por definicién de S. Por tanto, f es biyectiva y N es equipotente
as.
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A primera vista, el conjunto de los cuadrados deberia tener “menos elementos”,
ya que constituye una parte propia de N. El hecho de que ambos sean equipo-
tentes revela una caracteristica esencial de los conjuntos infinitos: en ellos, a
diferencia de los conjuntos finitos, el todo puede tener la misma cardinalidad
que una de sus partes. Esta tension entre inclusion y equipotencia es la puerta
de entrada al concepto moderno de infinito numerable y al posterior desarrollo
de la teoria de cardinales transfinitos de Cantor.

3.2.2. «Lo veo, pero no lo creo»

La equipotencia entre [0,1] y [0,1]? encaja en la familia de ejemplos en los que
diferentes espacios continuos comparten la cardinalidad del continuo (Subsec-
cién 2.5.2): en particular, |[0,1]| = |[0, 1]"| para todo n > 1y |R| = 2% (Teorema 11).

Richard Dedekind, matematico aleman clave en el surgimiento de la matematica
conjuntista y estructural del siglo XX, recibié una carta en 1877 de Cantor en
la que se le comunicaba un resultado que desafiaba la intuicion geométrica: la
posibilidad de establecer una biyeccion entre un intervalo y un cuadrado, es
decir, entre conjuntos de distinta dimension. La idea de que una linea y una
superficie pudieran tener “la misma cantidad” de puntos era tan inesperada que
Cantor acompano su carta con una frase en francés que se haria célebre: Je le
vois, mais je ne le crois pas (Lo veo, pero no lo creo) (véase [8]).

Paradoja 5 (Paradoja del intervalo-cuadrado) Un segmento de recta y un cua-
drado parecen contener “distinta cantidad” de puntos (una figura es unidimensio-
nal y la otra bidimensional); sin embargo, existe una correspondencia uno a uno
entre sus puntos. En particular, el nimero de puntos de |0, 1] coincide con el de
[0,1)2, es decir, |[0,1]| = [[0, 1]?|.

El camino seguido por Cantor para establecer la correspondencia entre el inter-
valo y el cuadrado comenz6 con una idea ingeniosa pero problematica. Dado un
par

(z,y) = (0,a1a2as3 ..., 0,b1babs...),

propuso definir
z =0,a1biasbrasbs . ..,

es decir, construir un numero real intercalando las cifras decimales de = y y. De
este modo, cada par de puntos del cuadrado [0, 1] x [0, 1] quedaba asociado a un
unico punto del intervalo [0,1]. Esta construccion exige fijar un representante
decimal para cada real, ya que algunos numeros admiten dos desarrollos: por
ejemplo, 0,25000... = 0,24999.... En lo que sigue adoptamos la convencion es-
tandar de escoger siempre la expansion que no termina en una cola infinita de
nueves.

Sin embargo, Dedekind descubrié un fallo crucial: la aplicacién no era sobreyec-
tiva. Existen numeros del intervalo, como

z =0,1201010101 ...,
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que no provienen de ningun par (z,y) ya que la unica posibilidad para x es
0,10000..., la cual no era posible debido a la expansion decimal elegida por
Cantor (la discusion historica detallada del problema aparece en [8]).

Lejos de abandonar su idea, Cantor busco una alternativa mas solida. Comenzo
seflalando que todo numero irracional z € (0,1) admite una expansién tnica de
la forma

x =1[0;a1,a2,a3,...] = ! N , a; €N
a+ —————
ay+ ———
as+ .
Si
x = [0;a1,a2,as,...], y=1[0;b1,b2,bs,...],

entonces Cantor definia
z = [07 az, bla az, b27a37 b37 e ]7

es decir, una nueva fracciéon continua obtenida intercalando los términos de las
expansiones de x € y. Como estas representaciones son unicas, se evita la ambi-
guedad que arruinaba la construccion con decimales. De este modo se obtiene
una biyeccion entre los pares de irracionales (z,y) € [0,1]? y los irracionales de
[0, 1].

Para tratar los racionales, Cantor puede fijar una enumeracion {ry}reny de QN
[0,1], que existe porque Q es numerable (véase Teorema 7), y escoger una su-
cesion creciente de irracionales {n;}ren C (0,1) con 7, convergente a 1. Consi-
derando una permutacion que intercambia 7, <> 7 y fija el resto, se reduce el
problema a comparar [0, 1] con [0,1] \ {nx : k € N}. El paso técnico basico es el
siguiente.

Proposicion 20 (Desplazamiento en un intervalo) Existe una biyeccion entre
(0,1] y [0,1].

Demostracion. Definimos f : (0,1] — [0, 1] por

£(1) =0, f( ! ):1(n21), f(x):xsixgé{%:neN}.

n+1 n
Asi, fuera de {1/n} la funcién es la identidad y, sobre {1/n}, realiza un despla-
zamiento que libera el valor 0; en particular, f es biyectiva. 0

A partir de aqui, Cantor organiza un procedimiento iterativo que “absorbe” suce-
siones numerables de puntos mediante desplazamientos de este tipo, sin afectar
a los puntos ya tratados, de forma analoga a las reorganizaciones numerables
descritas mas adelante en el hotel de Hilbert (Subseccion 3.2.4). Con ello se ob-
tiene finalmente una biyeccién entre [0,1] y [0,1] \ {nx : k € N} (véase [8] para la
construccion historica).

Con todo ello, Cantor obtenia una biyeccion rigurosa entre el intervalo [0,1] y
el cuadrado [0,1] x [0,1]. El resultado se generaliza al producto I" = [0, 1]", de
manera que

I[0,1]| = 1[0,1]"], para todon € N.
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El método diagonal. El argumento diagonal de Cantor prueba la no numera-
bilidad de (0,1) y, por tanto, de R (Teorema 8). En contraste, la construccion “en
zigzag” para fracciones positivas reitera la numerabilidad de Q (Teorema 7).

En 1873, Cantor demuestra la numerabilidad de los niimeros racionales, Q. Para
lograr dicha demostracion empleé el método conocido como zigzag o recorrido
diagonal de Cauchy-Cantor. Este método presenta semejanzas geométricas al
posterior método diagonal. Consiste en crear una tabla que represente todas las
posibles fracciones positivas, donde en cada fila va aumentando el numerador
y en cada columna el denominador. Dicha demostracion consiste en trazar una
linea en forma de zigzag iniciando en el 1/1.

1/1 —— 1/2 1/3 —— 1/4

2/1 2/2 2/3 2/4
3/1 3/2 3/3

4/1 4/2 4/3 4/4

3/4

De este modo, el recorrido en zigzag produce una enumeracion de las fracciones
positivas con repeticion. Para obtener una enumeracion de Q' sin repeticiones,
basta restringirse a las fracciones en forma irreducible. En efecto, sea

S:={(p,q9) € NxN: med(p,q) =1},

que es numerable por ser subconjunto de N x N (véase Proposicion 10). En efecto,
el recorrido diagonal muestra que N x N puede enumerarse; en términos de
cardinales, |N x N| = 8y, y como S C N x N, la inclusién S — N x N da una
inyeccion de S en un conjunto numerable, luego S es (a lo sumo) numerable.

La aplicacion
p
S — Q+7 (p7 q) — 57
es biyectiva, luego Q" es numerable.

Ademas,
Q=Q" U {0} U (-Q"),
y por la aritmética de cardinales para ¥, (Subseccion 2.5.1) se tiene

Q| = |QF|+1+1|Q7|.
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Como |Q"| = Ry, esta expresion es 2X; + 1, y por las reglas de la Proposicion 10
(anadir un numero finito o tomar un numero finito de copias de un numerable
no cambia su cardinal), se obtiene

Q[ = Ro.
Por tanto, Q es numerable.

Una presentacion clasica del método diagonal de Cantor aparece en 1891 al
llevarse a cabo la demostracion de la no numerabilidad de los numeros reales
R. El objetivo era comparar conjuntos infinitos discretos (como N) con conjuntos
infinitos continuos (como (0,1)). En la formulacion original, Cantor considera
tan solo dos elementos, m y w, estableciendo el conjunto A cuyos elementos son
secuencias infinitas

E = ({L‘1,$2,$3,...,l’n,...)

donde cada z, puede ser o m o w. Supone, por absurdo, que A es numerable y
escribe todos sus elementos en una lista:

Ey = (a11,a12,a13,...,a15,...)
E2 = (a21,a22,a23, e ,agj, . )
E3 = (a31,a32,0a33, . ..,a3;,...)
E; = (ain, a2, i3, - . ., aij, - . . )
Es entonces cuando Cantor define el elemento Ey = (b1, b2,b3,...,b;,...), donde

cada b; se elige de modo que b; # a;; (por ejemplo, b; = m sia;; = wy b; =w si
a;; = m). De esta forma, £ difiere de E; al menos en la coordenada i, de modo
que Ej no coincide con ningun elemento de la lista. Esto contradice la supuesta
enumeracion de todos los elementos de A (véase [17] para mas detalle).

Para destacar visualmente la diagonal, se puede escribir la lista como:

Ey an a2 a3 E ai;
Es : as1 a22 ao3 e ao;
Es: asy aso ass as;
E;: ail aio a3 e aj;

41



Capitulo 3. Paradojas matematicas y su relacion con la teoria de conjuntos

Por tanto, los elementos de Ey = (by,b2,b3,...,b;,...) corresponderan a los com-
plementarios de la diagonal de la tabla.

La formulacion contemporanea del argumento de Cantor se expresa en el marco
de los numeros reales. En lugar de trabajar con secuencias abstractas de sim-
bolos, se consideran las expansiones decimales (o binarias) de los reales com-
prendidos entre O y 1. Supongamos, con el fin de alcanzar una contradiccion,
que el intervalo (0,1) es numerable. En ese caso seria posible enumerar todos
sus elementos en una lista infinita =1, 22, 23, . .. y escribir cada uno mediante una
expansion binaria

Tr; = 0, a;10;2053 . . ., ajj € {O, 1},

eligiendo para cada real el representante que no termina en una cola infinita de

unos (para evitar la ambigtiedad 0,0111... =0,1000...).
x71 : 0, aiy a2 a3 ayj
T2 : 0, asy a2 as3 ag;
x3: 0, asi asz2 ass as;
x; 0, aj1 a2 a3 ajj

Usando el método diagonal se puede construir un nuevo namero
Yy = O,blbgbg...,

donde cada cifra b; se define distinta de a;;. De esta forma, el numero y difiere
de z; en la primera cifra, de z; en la segunda, de z3 en la tercera, y en general
de z; en la j-ésima. Por tanto, y no coincide con ninguno de los elementos de la
lista, contradiciendo la hipétesis de que todos los numeros de (0, 1) habian sido
enumerados y, por tanto, el intervalo (0,1) no es numerable.

Dado que todo intervalo abierto es equipotente a (0,1) y que (0,1) lo es también
a R, se concluye que el conjunto de los numeros reales no puede ponerse en
correspondencia biyectiva con los naturales, es decir, R no es numerable (Teo-
remas 8y 11).
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3.2.3. La paradoja de Cantor

La paradoja de Cantor constituye, junto con las de Russell (Subseccion 3.1.2)
y Burali-Forti (Subseccion 3.3.1), una de las tres antinomias histéricas funda-
mentales de la teoria ingenua de conjuntos. Su nucleo conceptual es la tension
entre la existencia de un conjunto universal y el teorema de Cantor sobre con-
juntos potencia (Teorema 10), presentado en el capitulo de fundamentos.

En la teoria cantoriana ingenua se admite, via el principio de comprension irres-
tricta (Definicion 48), la existencia de un conjunto U que contiene todos los
conjuntos, obtenido a partir de la condicion puramente logica z = x:

U={z:z=ux}

Este U pretende jugar el papel de “universo” de la teoria: todo objeto que pueda
ser considerado conjunto pertenece a U.

Paradoja 6 (Paradoja de Cantor) Si existe un conjunto universal U, entonces se
obtiene una contradiccion con el Teorema de Cantor del conjunto potencia (Teore-
ma 10).

Recordemos que, para todo conjunto X, la definicién de conjunto potencia asocia
P(X) como el conjunto de todos sus subconjuntos, y el resultado de Cantor
garantiza estrictamente

[ X] < [P(X)]

en el sentido de comparacion de cardinalidades introducido en la Seccion 2.4.
Aplicado a U, esto da
Ul <PU)I.

Por otra parte, si U es universal, entonces todo subconjunto de U es un conjunto
y, por tanto, pertenece a U; en particular,

P(U) C U.

La inclusién induce una inyeccion P(U) — U, y por la definicion de comparacion
de cardinalidades (Definicion 32) se sigue

[PU) < U],

Esto contradice la desigualdad estricta |U| < |P(U)|. Por tanto, no puede existir
tal conjunto universal U.

El conflicto no esta en el teorema de Cantor, que es valido para cualquier con-
junto X, sino en la suposicion inicial de que existe un conjunto U que contiene a
todos los conjuntos, incluido su propio conjunto potencia. El analisis posterior
ha mostrado que esta contradiccion admite diversas reformulaciones concep-
tualmente equivalentes, que permiten aislar mejor su estructura logica (véase

(7).

En todas esas variantes, el rasgo decisivo no es tanto el nombre de “conjunto
universal” como la condicion estructural que lo hace paradéjico: que su conjunto

43



Capitulo 3. Paradojas matematicas y su relacion con la teoria de conjuntos

potencia siga estando contenido en €1, es decir, que P(X) C X. Cualquier colec-
cion con esta propiedad entra en conflicto con el teorema de Cantor. El caso del
supuesto universo U es paradigmatico, pero la misma idea esta emparentada
con el conjunto de Russell (Subseccion 3.1.2) y con otros esquemas autorre-
ferenciales basados en diagonalizacion. Asi, las paradojas de Cantor y Russell
aparecen como manifestaciones afines de la misma tension entre la compren-
sion irrestricta y los resultados generales sobre cardinalidad desarrollados en el
capitulo 2.

3.2.4. La paradoja del hotel infinito de Hilbert

El hotel de Hilbert ilustra propiedades de los conjuntos numerables (Subsec-
cion 2.3.1): admitir huéspedes adicionales finitos o numerables se corresponde
con uniones y productos que preservan la numerabilidad, mientras que cier-
tos “autobuses” de huéspedes modelan conjuntos de cardinalidad estrictamente
mayor, como 2N de tamano continuo (Teorema 11).

En 1924, el matematico aleman David Hilbert present6 el llamado hotel infini-
to, una metafora que con el tiempo se haria célebre. Su proposito era ilustrar,
de manera accesible, las propiedades sorprendentes de los conjuntos infinitos
numerables.

Paradoja 7 (Paradoja del hotel infinito) Imaginemos un hotel con una cantidad
infinita de habitaciones, numeradas 1,2,3,4,..., Yy supongamos que todas estan
ocupadas. A primera vista podria pensarse que no es posible admitir a nadie
mads; sin embargo, el comportamiento de los conjuntos infinitos permite estrategias
inesperadas.

Un huésped adicional. Sillega un nuevo huésped y todas las habitaciones es-
tan llenas, un gerente inexperto podria rechazarlo. Sin embargo, basta con pedir
a cada cliente que se traslade a la habitacion siguiente: el de la 1 a la 2, el de la
2 ala 3, y asi sucesivamente. De este modo, la primera habitacion queda libre y
puede ocuparse con el nuevo cliente. Esto refleja que N es equipotente a N\ {1}
y, en términos cardinales, que anadir un elemento a un conjunto numerable no
cambia su cardinal:

No +1=1Ng,

que es el caso n = 1 de la Proposicion 10 (1).

Un numero finito de nuevos huéspedes. Sillega un autobus con n pasajeros,
se desplaza a cada huésped n habitaciones hacia adelante y se alojan los recién
llegados en las n primeras habitaciones libres. Esto ilustra que Ry +n = Ny
(Proposicion 10).

Un nidmero numerable de nuevos huéspedes. Si llega un autobus con in-
finitos pasajeros indexados por N, la estrategia es mover a cada huésped a la
habitacion cuyo nimero sea el doble de la que ocupaba: el de la 1 pasa a la 2, el
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dela 2 ala4, eldela 3 ala6, etc. De esta manera, todas las habitaciones impa-
res quedan disponibles, y como hay infinitas, cada pasajero del autobus puede
ocupar una de ellas. Esto modela el hecho de que N y 2N son equipotentes y que
2 - Ny = Ny (Proposicion 10 (2)).

Infinitos autobuses con infinitos pasajeros. El hotel parece capaz de albergar
a cualquiera. No obstante, la situacion se vuelve atiin mas sorprendente cuando
llega una cantidad infinita de autobuses, cada uno con infinitos pasajeros. Para
resolverlo, se organiza una planilla infinita en la que se enumeran todos los
pasajeros mediante pares (n,m), donde n indica el namero de autobts y m el
asiento:

Hab1l Hab2 Hab3 Hab 4 Hab b
Autobus 1| (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)
Autobus 2 | (2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)
Autobus 3| (3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5)
Autobus 4 | (4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5
Autobus 5| (5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5)

A continuacion se recorre la tabla en zigzag (Fig. 3.1), de forma analoga a la
prueba de numerabilidad de Q (Teorema 7), obteniendo un listado lineal en el
que cada par (n,m) aparece exactamente una vez y queda asociado a una habi-
tacion unica. De este modo se hace explicita una biyeccion entre Ny N x N, lo
que muestra que N x N es numerable. En términos cardinales,

N x N| = |N|? = R = Ry,

que es el caso n = 2 de la Proposicion 10 (3).

Geomeétricamente, el gesto de “pellizcar” la linea por sus extremos y estirarla
(Fig. 3.2) representa precisamente esta idea: una planilla infinita puede reorga-
nizarse en una Unica linea infinita sin perder ningun elemento.

Autobus 1
Autobus 2
Autobus 3
Autobus 4
Autobus 5

Figura 3.1: Representacion del recorrido en zigzag del hotel infinito de Hilbert.
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Hab 1 Hab-2-(1:1) (21} (1:2)~Hab 3=

Autobus 1
Autobus 2
Autobus 3
Autobus 4
Autobus b

Figura 3.2: Transformacion de la planilla infinita en una linea infinita.

Un autobis “demasiado grande”. Sin embargo, existe un limite para la ca-
pacidad del hotel de Hilbert. Imaginemos un autobus especial, en el que cada
pasajero esta identificado no por un numero, sino por un nombre tnico formado
unicamente por las letras a y b, y que ademas es una secuencia infinita de dichas
letras. En este caso, cada persona representa una de las infinitas sucesiones po-
sibles de dos simbolos. El conjunto de todas esas sucesiones puede identificarse
con {0, 1}, que tiene cardinalidad 2% (véase Teorema 11), estrictamente mayor
que Ng.

Al intentar organizarlos en habitaciones, se advierte que, aunque se trace una
lista infinita con estos nombres, siempre es posible construir uno nuevo que no
aparezca en ella, cambiando la primera letra del primer nombre, la segunda del
segundo, la tercera del tercero, y asi sucesivamente. Ese nuevo nombre diferira
en al menos una posicion de cada uno de los de la lista, lo que muestra que

no se puede alojar a todos los pasajeros de este autobus (método diagonal de
Cantor).

Sin habitacion BBABA ...
Habitacion 1 | ABBBBBABABBBAAAAAAAAAB ...
Habitacion 2 | BABABBABABABABBABABAAA ...
Habitacion 3 | BABBABABBBABABBABABBAB ...
Habitacion 4 | ABAAABBBBBAABAABABABBA ...
Habitacion 5 | ABABBABABAABBABBBBBBAB ...

El hotel de Hilbert, por tanto, ilustra que, aunque existen infinitos que pueden
“ampliarse” sin dejar de ser infinitos, también hay infinitos de un tamano mayor
que no pueden ser absorbidos en este proceso.

A modo de variante narrativa del mismo fenémeno, suele mencionarse el llamado
diario de Tristram Shandy.

Paradoja 8 (Paradoja de Tristram Shandy) Tristram escribe su autobiografia con
tal nivel de detalle que necesita un ario para relatar lo ocurrido en un solo dia. Si
viviera eternamente, podria, sin embargo, completar el diario: cada dia de su vida
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puede asociarse a un ario de escritura, de modo que ningun episodio quedaria sin
registrar.

La aparente paradoja es puramente intuitiva. Desde el punto de vista de la teoria
de conjuntos, basta observar que el conjunto de los dias vividos y el conjunto de
los anos de escritura pueden identificarse con N, y la correspondencia

n——n

es una biyeccion entre ambos (véase Definicion 31). En particular, no hay con-
tradiccion: se trata del mismo fenémeno que en el hotel de Hilbert (Subsec-
cion 3.2.4), donde se reorganiza un conjunto numerable sin pérdidas, en conso-
nancia con la aritmética de Xy discutida en la Proposicion 10.

3.2.5. La Hipétesis del Continuo

Como resumen final de esta seccion, las paradojas de cardinalidad considera-
das dibujan un cuadro bastante preciso del infinito matematico. Por un lado,
ejemplos como los cuadrados perfectos, el hotel de Hilbert o la correspondencia
entre [0,1] y [0,1]?> muestran que muchos conjuntos infinitos que intuitivamen-
te parecen de tamanos distintos resultan, sin embargo, equipotentes. Por otro,
el método diagonal de Cantor pone de manifiesto que el conjunto de los nimeros
reales es mas grande que cualquier conjunto numerable. En la escala de cardi-
nalidades, esto se traduce en la coexistencia de al menos dos “tamanos” infinitos
distintos: el infinito numerable y el infinito continuo.

En este contexto surge de manera natural la pregunta que dio origen a la Hi-
potesis del Continuo (HC): ;existe algin conjunto infinito cuyo tamano esté
estrictamente entre el de los numeros naturales y el de los numeros reales? Di-
cho de manera informal, HC afirma que no hay tal tamaifo intermedio: todo
subconjunto infinito de R es o bien numerable, o bien tiene la misma cardina-
lidad que el continuo. La formulaciéon precisa de esta idea, en términos de la
escala de los X y de la igualdad 2 con el siguiente cardinal infinito, se present6
ya en la Definicion 37 y se discutio en la Subseccion 2.5.2.

Histéricamente, su relevancia quedo6 subrayada por Hilbert al situarla en primer
lugar en su famosa lista de problemas (véase en detalle [10]). Hoy se sabe que
la HC no puede demostrarse ni refutarse a partir de los axiomas estandar de la
teoria de conjuntos (ZFC) (Subseccion 2.1.2), lo que la convierte en un ejemplo
paradigmatico de la frontera entre lo que nuestras teorias pueden decidir y lo
que permanece abierto a nuevas ampliaciones axiomaticas.

3.3. Paradojas de la buena ordenacion

En el capitulo 2 se introdujeron los ordinales y la nociéon de buen orden como
herramienta para comparar y clasificar conjuntos bien ordenados (Secciéon 2.6).
Una idea recurrente en esa teoria es que los ordinales permiten “medir” tipos de
orden, pero precisamente por su generalidad surgen distintas tensiones. En esta
seccion se estudian dos ejemplos paradigmaticos: la paradoja de Burali-Forti
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(Paradoja 9), ligada a la imposibilidad de un “ordinal maximo”, y la paradoja
de Banach-Tarski (Paradoja 10), donde la equivalencia entre eleccion y buena
ordenacion se conecta con fenémenos contraintuitivos en R3.

3.3.1. La paradoja de Burali-Forti

Desde un punto de vista historico, la paradoja de Burali-Forti, publicada en
1897 por Cesare Burali-Forti, suele considerarse la primera de las paradojas lo-
gicas modernas y constituye un punto de inflexiéon en el desarrollo de la teoria
de conjuntos. La formulacion original del autor empleaba la nocion de clase per-
fectamente ordenada, que no coincidia exactamente con la nocién cantoriana
estandar; poco después el propio Burali-Forti reconocié la confusion y observo
que el resultado paradoéjico se mantiene si se adopta la definicion usual de buen
orden en el sentido de Cantor. Por otra parte, Cantor ya habia llegado hacia 1895
a la conclusion de que la coleccion de todos los ordinales no forma un conjunto
admisible. Véase [1] para una discusion mas detallada.

Paradoja 9 (Burali-Forti) La coleccion de todos los ordinales no puede formar
un conjunto: si se supone que existe un conjunto O cuyos elementos son todos los
ordinales, se obtiene una contradiccion.

Para describir el mecanismo de la contradiccion, es util retomar el lenguaje de
los ordinales introducido en la Seccion 2.6. Recordemos, en particular, la nocion
de conjunto bien ordenado y de tipo de orden (Definicion 28 y Teorema 12), asi
como la identificacion de los ordinales con tipos de orden bien fundados (Defi-
nicion 40) y la existencia de operaciones como el sucesor ordinal o + 1 (Proposi-
cion 13). Intuitivamente, cada ordinal « representa la forma de un cierto orden
bien fundado, y todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un tnico ordinal.

En una primera formulacion, se razona asi. Puesto que () es un ordinal, debe-
ria pertenecer a O. Por construccion, () es estrictamente mayor que cualquier
ordinal que aparezca en O, ya que representa el “tamano ordinal” del conjunto
completo; en particular, para todo ordinal o € O se tiene a < 2. Por otra parte,
para cualquier ordinal v se puede formar su sucesor v + 1, que es estrictamente
mayor que v (Proposicion 13), de manera que v < y+1. Si aplicamos este hecho a
v = 2, obtenemos 2 < 2+ 1. Pero, por construccion, €2 + 1 también es un ordinal
y, por tanto, deberia pertenecer a O, lo que implicaria 2 + 1 < 2. Acabamos asi
con una desigualdad doblemente imposible:

Q+1>Q v Q+1<Q.

La hipotesis de que O es un conjunto conduce a una contradiccion.

La formulaciéon conceptualmente mas clara se basa en la nociéon de segmento
inicial (Definicion 39) y en el teorema de comparacion de conjuntos bien orde-
nados (Proposicion 12). Supongamos de nuevo, por reduccion al absurdo, que
O es un conjunto y que su tipo de orden es 2. Como {2 es un ordinal, también
pertenece a O, y podemos considerar el segmento inicial
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Por construccion, (O,<)y (O<q,<) “enumeran” los mismos ordinales en el mis-
mo orden, de modo que son conjuntos bien ordenados isomorfos. Pero O, es,
por definicion, un segmento inicial propio de O. Esto entra en conflicto con el
Proposicion 12, que afirma que para dos bien ordenados dados solo puede ocu-
rrir una de tres posibilidades excluyentes: o bien son isomorfos, o bien uno es
isomorfo a un segmento inicial propio del otro, o bien ocurre lo contrario. En
nuestro caso se dan simultaneamente las dos primeras, lo cual es imposible. De
nuevo, la fuente del problema es haber supuesto que la coleccion de todos los
ordinales forma un conjunto legitimo.

Desde la perspectiva de la teoria axiomatica moderna, la resolucion de la parado-
ja es analoga a la de otras antinomias clasicas. Igual que la paradoja de Russell
muestra que no toda propiedad determina un conjunto (Paradoja 1), la paradoja
de Burali-Forti indica que la “coleccion de todos los ordinales” no puede ser un
conjunto de ZF, sino una clase propia en el sentido informal de la Definicién 3.

3.3.2. La paradoja de Banach-Tarski

A comienzos del siglo XX, Ernst Zermelo demostr6 (1904) que el Axioma de
Eleccion (Axioma 10) implica que todo conjunto admite un buen orden (princi-
pio de buena ordenacion). Reciprocamente, el principio de buena ordenaciéon
implica el Axioma de Eleccion; por tanto, ambos enunciados son equivalentes.
Mucho mas tarde, en 1963, Paul J. Cohen probé que en la teoria de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel sin dicho axioma no puede probarse, en general, la existencia
de un buen orden para conjuntos como €l de los numeros reales. Este contraste
ilustra la enorme potencia del Axioma de Eleccién y anticipa fenémenos profun-
damente contraintuitivos cuando se combina con consideraciones geométricas
en R3. El ejemplo paradigmatico es la paradoja de Banach-Tarski, formulada
por Stefan Banach y Alfred Tarski en 1924.

Paradoja 10 (Banach-Tarski) Asumiendo el Axioma de Eleccion, una bola sélida
en R? puede descomponerse en un niimero finito de piezas y, mediante rotaciones
y traslaciones, reensamblarse para obtener dos bolas sdélidas congruentes con la
original.

Desde el punto de vista de la teoria de conjuntos desarrollada en el Capitulo 2,
conviene subrayar que trabajamos dentro de R3, identificable con R x R x R (Defi-
nicion 8), de manera que todos los conjuntos implicados tienen cardinalidad a lo
sumo 2%, el cardinal del continuo (Teorema 11). La paradoja de Banach-Tarski
no introduce un “nuevo tamano de infinito”, sino un fenémeno sorprendente so-
bre como pueden descomponerse y reensamblarse ciertos subconjuntos de R?
cuando se permite el uso del Axioma de Eleccion. En lo que sigue se presenta
de forma esquematica el contenido de este teorema, siguiendo la exposicion de
[19], y se sitiia su caracter paradojico dentro del marco axiomatico desarrollado
en los capitulos anteriores.

El enunciado general puede describirse asi. Se consideran dos subconjuntos A e
B de R? que estén acotados y tengan interior no vacio (respecto a la topologia
euclidea inducida por la métrica usual). Esto es, A esta contenido en alguna bola
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cerrada y contiene a su vez alguna bola sé6lida, por pequena que sea. El resultado
afirma que, bajo estas hipotesis, es posible descomponer A en un numero finito
de piezas A;,..., A, y B en piezas By,..., B, de tal forma que cada A; se puede
trasladar y rotar rigidamente para coincidir exactamente con B;.

Para entender el alcance de este enunciado, es tutil precisar algunos términos,
sin entrar en formalismos adicionales. Un movimiento rigido de R? es una
transformacion que combina una rotacion y una traslacion, preservando dis-
tancias y angulos; en notacion vectorial puede escribirse como

r:R3 = R3, r(z) = p(z) + a,

donde p es una rotacion fija y a es un vector de traslacion. Dos subconjuntos Ay
B de R? se dicen congruentes si existe un movimiento rigido r tal que r(A) = B.
Mas fuerte aun, A y B son congruentes por partes si se pueden descomponer
en un numero finito de piezas A;,...,A4, y Bi,...,B, de modo que, para cada
j, exista un movimiento rigido r; con r;(A4;) = B;. Notese que detras de esta
idea esta, de nuevo, la nociéon de biyeccion (Definicion 31), pero ahora se exige
que las biyecciones provengan de transformaciones fuertemente restringidas:
movimientos rigidos de R? (determinados por rotaciones y traslaciones).

El aspecto mas llamativo de la paradoja aparece en el llamado resultado de
“duplicacion” de la bola. Se muestra que la bola unitaria cerrada B puede par-
ticionarse en un numero finito de subconjuntos By, ..., By, y que existen mo-
vimientos rigidos r,...,ry tales que la familia de imagenes {r;(By)} se puede
reagrupar para formar dos particiones disjuntas de B: una con 24 piezas y otra
con 16. En particular, B es congruente por partes con BU B: a partir de una sola
bola se obtienen dos copias congruentes entre si y con la original. De hecho,
en la demostracion se controla con bastante precision la procedencia de esas 40
piezas. En la notaciéon técnica de [19], la particion de B no se introduce como
una lista arbitraria B, ..., By, sino como una familia doblemente refinada que
surge de intersecar varias particiones construidas en pasos previos. Las piezas
se denotan entonces por

B (1<h<2,1<i<2,1<5<10),

de modo que se recorren todas las combinaciones posibles y se obtienen 2 - 2 -
10 = 40 subconjuntos. El indice j proviene de una particion previa de la esfera
S en 10 subconjuntos T;: dichos T se proyectan radialmente hacia el interior
para formar las “rebanadas” de la bola (exceptuando el origen). Por su parte, los
indices h e i corresponden a la eleccion entre dos conjuntos M), y dos conjuntos
M;, construidos a partir de un conjunto numerable () y del complemento B \ Q.

Con esta notacion, el desglose 24 + 16 se explica de forma directa. Las 24 piezas
que reconstruyen la primera copia de B corresponden a las primeras seis partes
de la esfera, esto es, j = 1,...,6, combinadas con las cuatro posibilidades dadas
por (h,i) € {1,2}?, de manera que 6 -2 -2 = 24, Las 16 piezas que reconstruyen la
segunda copia se obtienen analogamente a partir de las cuatro partes restantes
j=717,...,10, nuevamente combinadas con las mismas cuatro posibilidades para
(h,i), dando 4 -2 -2 = 16.
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Desde la aritmética de cardinales infinitos del Capitulo 2 (Subseccion 2.7.2),
tampoco hay contradiccion: si denotamos por |B| el cardinal de la bola, éste es
un cardinal infinito, y la regla del maximo (vista como consecuencia directa de
la demostracion de la Proposicion 19) implica que, para todo ordinal transfinito
a,

Ny + Ny = N,

En particular, es coherente que un conjunto infinito como B sea equipotente a
la union disjunta de dos copias de si mismo. Lo verdaderamente desconcertante
en la paradoja de Banach-Tarski no es esa igualdad de tamanos, sino que se
obtenga mediante una descomposiciéon en un numero finito de piezas sometidas
Unicamente a movimientos rigidos.

La demostracion del teorema se organiza en varios pasos intermedios. Prime-
ro se trabaja en la superficie de la esfera unitaria S ¢ R3. Alli se obtiene una
particion de S en un conjunto numerable P (una “parte pequena” en el sen-
tido de Definicion 34) y tres subconjuntos Sj, S3, S3 con la siguiente propiedad
esquematica: existen rotaciones ¢, v,y tales que

©(S1) = S2 U S3, P1(51) = Sa, V2(S51) = Ss.

De manera muy intuitiva, S; puede “doblarse” mediante rotaciones para produ-
cir conjuntos que, juntos, cubren una parte de la esfera del mismo “tamano” que
el original, y este comportamiento se traslada luego a la bola sdlida extendien-
do radialmente la particion de la esfera al interior de B. El resultado final es la
descomposicion paraddéjica de la bola tridimensional.

En la construccion de los conjuntos implicados aparece un paso en el que es
necesario elegir, para cada orbita de puntos bajo un cierto grupo de rotaciones,
un representante, sin que exista una regla explicita finita para hacerlo; esta se-
leccion global requiere precisamente el Axioma de Eleccion (Axioma 10), y en
modelos de ZF sin eleccion no se puede demostrar la existencia de descomposi-
ciones de este tipo.

Ademas, las piezas en las que se descompone la bola no pueden ser medibles
en el sentido de Lebesgue: si todas tuvieran volumen bien definido, finito, aditi-
vo e invariante bajo isometrias, la congruencia por partes entre una bola y dos
copias de si misma violaria inmediatamente la conservacion del volumen. Ade-
mas, el fenomeno es genuinamente tridimensional: en el plano R? no existe un
analogo por dos motivos esenciales. En primer lugar, las construcciones planas
que se asemejan a una duplicacion mediante rotaciones y traslaciones producen
conjuntos que no satisfacen las hipétesis geométricas: el conjunto resultante es
numerable y, sobre todo, no acotado. En segundo lugar, el enunciado genuino
de Banach-Tarski (el Teorema H en [19]) exige que los conjuntos sean acotados
y de interior no vacio. La razon estructural que subyace a esta diferencia es
la complejidad del grupo de rotaciones: en R? se emplea un grupo de rotaciones
G generado por matrices ¢ y ¢ con un comportamiento suficientemente “libre”
como para permitir la combinatoria necesaria; en cambio, en R? las rotaciones
son conmutativas y no proporcionan la estructura de “palabra reducida” que
hace posible una duplicacion con un numero finito de piezas acotadas.
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La paradoja se situa asi en la interseccion entre los resultados sobre cardinali-
dades del continuo (Teorema 11), la potencia del Axioma de Eleccion y la geome-
tria de R?, mostrando como ciertos principios globales de la teoria de conjuntos
pueden entrar en tension con las intuiciones habituales sobre longitud, area y
volumen.
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Capitulo 4

Conclusiones

4.1. Conclusiones del trabajo

El punto de partida de este trabajo ha sido la tension entre la teoria ingenua de
conjuntos y la formulacion axiomatica moderna. En este sentido, las paradojas
clasicas no se han tratado como curiosidades aisladas, sino como indicadores
precisos de los limites de ciertos principios de comprension y de formacion de
colecciones dentro de la teoria de conjuntos.

En primer lugar, el analisis de las paradojas de la comprension irrestricta y de
su contexto logico en el sistema de Frege, en particular la paradoja de Russell,
ha permitido identificar con claridad el conflicto entre la comprension irrestricta
y la consistencia logica. La introduccion de la distincion entre conjuntos y cla-
ses propias, junto con el papel del Esquema de separacién, aparece asi como
una respuesta estructural que delimita qué propiedades pueden emplearse pa-
ra generar nuevos conjuntos y cuales deben permanecer como descripciones de
colecciones demasiado grandes.

En segundo lugar, las paradojas de la cardinalidad del infinito han servido
para articular el comportamiento de los cardinales infinitos mas alla de la in-
tuicion finita. Ejemplos como los cuadrados de Galileo, el hotel de Hilbert o las
biyecciones entre intervalos y productos cartesianos ilustran la estabilidad del
infinito numerable frente a uniones y productos, mientras que el método diago-
nal de Cantor y la paradoja de Cantor evidencian la existencia de cardinalidades
estrictamente mayores, en particular la del continuo. En este marco, la Hip6-
tesis del Continuo se interpreta como una cuestion sobre lo que ZFC puede
decidir acerca de la estructura de la escala de cardinales entre X, y 2%0.

En tercer lugar, las paradojas de la buena ordenacion muestran hasta qué
punto la teoria de ordinales refuerza la necesidad de trabajar con clases propias
y aceptar fenémenos geométricamente no intuitivos. La paradoja de Burali-Forti
explica por qué la coleccion de todos los ordinales no puede tratarse como un
conjunto sin entrar en contradiccion con la propia nocién de tipo de orden. La
de Banach-Tarski, por su parte, ilustra el impacto del Axioma de Eleccion en la
estructura de los subconjuntos de R3.
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Desde el punto de vista académico, la contribucion principal ha consistido en
construir un marco técnico coherente para el estudio de las paradojas matema-
ticas relacionadas con la teoria de conjuntos. Se han recopilado y sistematizado
definiciones, resultados y técnicas de la teoria axiomatica de conjuntos, cardina-
les y ordinales, numeros aleph y buena ordenacion, conectandolos explicitamen-
te con los ejemplos paraddjicos mediante un enfoque comparativo apoyado en
fuentes clasicas y contemporaneas. Este trabajo de sintesis permite ver de ma-
nera unificada como los mismos principios axiomaticos intervienen en contex-
tos logicos, aritméticos y geométricos distintos, y sittia las paradojas analizadas
dentro de los fundamentos de la matematica contemporanea.

4.2. Analisis de impacto

Se analiza a continuacion de qué manera este trabajo, centrado en las paradojas
en teoria de conjuntos, se relaciona con los Objetivos de Desarrollo Sosteni-
ble (ODS) adoptados por las Naciones Unidas en 2015 como parte de la Agenda
2030. Dichos objetivos constituyen un marco global para orientar politicas y
acciones en ambitos tan diversos como la erradicacion de la pobreza, la educa-
cion, la innovacion, la igualdad, la sostenibilidad ambiental o el fortalecimiento
institucional.

Aunque este Trabajo de Fin de Grado se situa en el terreno de la matematica
teodrica, ello no impide que mantenga vinculos significativos con algunos de los
ODS. La formacion de la matematica avanzada, la clarificacion de conceptos
basicos como infinito, cardinalidad o paradoja, y el desarrollo de capacidades
de razonamiento abstracto resultan relevantes tanto para la educacion superior
como para la innovacion cientifica y tecnologica. En el marco de la Agenda 2030,
este trabajo se relaciona especialmente con los ODS 4, 9y 17.

ODS 4: Educacion de calidad. El ODS 4 busca asegurar una educacion inclu-
siva, equitativa y de calidad y promover oportunidades de aprendizaje durante
toda la vida para todos. Este trabajo contribuye a dicho objetivo principalmen-
te a través de la formacion del propio estudiante y de la creacion de material
que puede resultar util en contextos docentes. Por un lado, la realizacion de
un TFG sobre paradojas en teoria de conjuntos implica adquirir y consolidar
competencias propias de la educacion superior en matematicas: razonamiento
logico, capacidad de abstraccion, lectura critica de textos especializados, redac-
cion cientifica, manejo de notacion formal y uso de herramientas como LaTeX.
El proceso de investigacion, seleccion de fuentes, organizacion del contenido y
sintesis de ideas refuerza la capacidad de aprendizaje autéonomo y la habilidad
para comunicar resultados matematicos de forma clara y rigurosa. Por otro la-
do, el texto elaborado, que revisa paradojas clasicas y las sitia en el contexto
de teorias axiomaticas modernas, puede servir como material de referencia para
otros estudiantes interesados en fundamentos de la matematica, l6gica o filo-
sofia de las matematicas. La exposicion en castellano contribuye a ampliar los
recursos disponibles en el ambito hispanohablante y facilita el acceso a conte-
nidos que, con frecuencia, se encuentran tinicamente en manuales avanzados o
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en lengua inglesa. De este modo, el trabajo se alinea con el ODS 4 al reforzar la
calidad de la formacién universitaria y al generar recursos reutilizables en asig-
naturas relacionadas con analisis, algebra, logica, teoria de conjuntos o historia
y fundamentos de la matematica.

ODS 9: Industria, innovacion e infraestructura. EIl ODS 9 propone construir
infraestructuras resilientes, promover la industrializacion sostenible y fomentar
la innovacion. Aunque el vinculo entre un estudio sobre paradojas en teoria de
conjuntos y la industria pueda parecer indirecto, existen conexiones relevan-
tes a través del papel de la matematica fundamental en la ciencia y la tecnologia
contemporaneas. La teoria de conjuntos, la 16gica matematica y el analisis de pa-
radojas han sido clave en el desarrollo de la informatica tedrica, los lenguajes de
programacion, los sistemas de tipos, los algoritmos de verificacion de programas
y, en general, en la formalizacion rigurosa del razonamiento. La comprension de
los limites y posibilidades de los sistemas formales resulta esencial para disefiar
estructuras logicas consistentes, sobre las que se apoyan infraestructuras digi-
tales y tecnologicas. En este contexto, el trabajo contribuye a profundizar en la
comprension de los fundamentos que subyacen a buena parte de la matematica
utilizada en ciencia e ingenieria, fomenta una cultura de rigor y de atencion a
la consistencia légica. Aunque su impacto sea principalmente formativo y con-
ceptual, se inserta en la cadena de conocimientos que sostienen la innovacion
cientifica y tecnolégica, contribuyendo de manera indirecta al cumplimiento del
ODS 9.

ODS 17: Alianzas para lograr los objetivos. El ODS 17 busca revitalizar la
Alianza Mundial para el Desarrollo Sostenible. En el contexto de un TFG de ca-
racter teodrico, la contribucion a este objetivo se manifiesta sobre todo en el plano
académico e institucional. El trabajo se desarrolla en el marco de la colaboracion
entre estudiante y tutor, y se apoya en una red de recursos académicos (manua-
les, articulos, enciclopedias especializadas, materiales docentes) que son fruto
de una comunidad internacional de investigadores y docentes. El uso de referen-
cias estandar, la integracion de distintas fuentes y la adaptacion de contenidos
para un publico local ilustran céomo el conocimiento matematico es, en esencia,
un esfuerzo colectivo y global. Asimismo, la posible difusion del trabajo a través
de repositorios institucionales u otros canales académicos contribuye, aunque
sea de manera modesta, a la creacion de redes de intercambio de conocimiento
coherentes con el espiritu del ODS 17.

En resumen, aunque se trata de un trabajo encuadrado en la matematica pura
y en los fundamentos de la teoria de conjuntos, su impacto no es ajeno a los
Objetivos de Desarrollo Sostenible. La contribucion principal se articula a través
de la mejora de la educacion superior en matematicas, el fortalecimiento de la
base conceptual sobre la que se apoyan desarrollos cientificos y tecnologicos y
la participacion en una red académica mas amplia de produccion y transmision
de conocimiento.
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